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当 我 们 向 着 日 益 临 近 的 21 世纪 走 去 的 时 候 , — BO ELE (Ee es E T , X 
ERE 200 余 所 高 等 院 校 、 科 研 机 构 ， 数 以 干 计 的 数学 家 、 数 学 工作 者 共同 劳动 的 结晶 ， 
x — PER WR CB AC 

还 是 在 本 世纪 同上 一 世纪 交接 的 1900 年 ， 希 尔 但 特 就 以 23 个 数学 问题 作为 送 旧 迎 
新 的 礼物 ,高瞻远瞩 地 指引 着 20 世纪 数学 发 展 的 和 若干 重要 进程 。 如 今 ，20 世纪 的 帷幕 行 
THE B. 我 们 惊喜 地 看 到 , 在 这 目 年 间 ， 数 学 已 经 发 生 了 多 人 么 巨大 的 变化 ! 人 们 对 数学 的 
认识 更 深刻 了， 数学 的 分 支 更 多 了 ， 数 学 的 广度 和 深度 ， 都 远 远 超出 了 本 世纪 初 的 预料 。 
异军突起 的 新 科学 和 新 技术 , 诸如 计算 机 科学 、 航 天 技术 、 生 命 工程 、 数 字 通 信 以 及 新 能 
源 的 开发 、 新 材料 的 应 用 等 ， 无 不 需 安 数 学 ， 社 会 科学 和 人 文科 学 的 经 济 、 教 育 、 语 言 、 
AHER. 也 开始 与 数学 结 下 不 解 之 绿 .。 所 有 这 些 学 科 在 同 数 学 索取 的 同时 , 也 都 在 某 
一 方面 推动 和 改变 着 数学 。 数 学 已 经 发 展 成 为 内 字 广 记 的 数学 科学 。 数 学 是 大 目 然 的 语 
言 , 又 是 人 类 社会 生活 中 各 种 关系 的 高 度 概括 。 数 学 在 现实 世 乔 中 获取 模型 , 扩大 了 目 己 
的 外 延 , 同时 展现 了 新 的 内 疗 、 新 的 抽象 。 如 有 果 说 证 硕 腊 和 疡 代 中 国 的 数学 只 是 涓 调 细 流 ， 
BA, SKZBFEACKTRRREN KLAR. 

一 个 人 可 以 学 贯 中 西 , 但 无 法 懂得 现代 数学 的 方方面面 , 而 社会 变革 的 进程 和 新 技术 
的 浪潮 却 迫 使 人 们 学 习 和 应 用 更 多 的 数学 。 解 决 这 个 矛盾 的 办 法 之 一 ,自然 是 编纂 一 部 大 
型 的 数学 工具 书 ,《 数 学 秤 兹 ) 正 是 在 这 样 的 时 代 需 求 背 景 之 下 应 运 和 而 生 的 。 有 了 这 种 巨大 
的 推动 力量 , 它 才 能 克服 种 种 艰难 曲折 ,从 第 一 页 稿 纸 , 发 展 成 为 我 们 所 见 到 的 这 部 别 具 
一 格 的 多 篇 巨制 。 

为 什么 这 本 书 能 使 作者 们 激动 , 愿意 竭诚 为 之 构 席 ,又 能 吸引 读者 ,使 之 企 足 而 待 呢 ? 
这 是 由 于 数学 目 身 的 地 位 和 价值 ， 它 在 实践 中 的 巨大 作用 和 目 身 的 美 。 

数学 首先 是 人 们 生活 和 生产 的 工 其 。 马克思 非常 狗 同 康德 的 这 样 一 铝 话 : 一 门 科学 ， 
只 有 当 它 成 功 地 应 用 数学 时 ， 才 算 达 到 了 完善 的 地 步 。” 事实 上 ， 数 学 被 使 用 的 程度 ， 往 
往 反 映 了 一 个 国家 、 一 个 民族 的 科学 进步 和 经 济 发 展 水 平 。 很 难 设想 , 在 一 个 低 技 术 的 国 
Ko SPER ROMS, MARANA, YA SZ RS KE. ICRI, 
ZC GEREN OMA, WREAK HIE. 

其 次 , 数学 又 是 一 种 文化 形态 。 上 古往今来 ,人们 在 数学 这 块 沃土 上 耕耘 , 收获 了 许多 
WR. 这些 美 好 的 硕果 ， 本身 就 是 一 首 首 动 人 的 诗篇 ,内 泡 着 智慧 的 光 芷 。 一般人 都 会 欣 
赏 艺术 , Ri, 当 一 个 人 只 要 具有 基础 的 数学 知识 , 同样 可 以 对 一 道 经 典 的 数学 名 题 和 某 
个 优美 的 解法 叹为观止 。 人 们 还 概括 了 大 量 实际 模型 的 抽象 数学 , 通过 形式 推 首 ,以 得 出 


系统 的 理论 , 再 应 用 到 更 广 沁 的 总 体 上 去 。 数 学 的 这 种 以 简 驭 繁 的 本 领 决定 于 它 的 高 度 概 
括 性 。 正 是 由 于 概括 , 数学 形成 了 包含 各 个 学 科 的 优美 结构 。 数 学 的 发 展 推动 了 自然 结构 
观 的 发 展 ， 它 有 力 地 带动 了 其 他 学 科 ， 大 大 加 速 了 人类 文明 史 的 进程 。 

数学 的 作用 ， 还 在 于 它 有 着 独特 的 培育 人 的 功能 。 数 学 是 每 个 人 必须 学 习 的 基础 学 
科 。 从 小 学 到 中 学 , 数学 的 学 时 最 多 , 除了 因为 数学 是 一 切 科 学 的 基础 和 工具 之 外 , BA 
为 数学 有 着 独特 的 思维 教育 和 智力 开发 的 作用 ,数学 的 高 度 抽象 、 遵 从 逻辑 规则 和 不 断 创 
狐 的 特征 , 集中 市 突出 地 表现 了 人 类 思维 的 概括 性 、 逻 辑 性 和 探索 性 。 所 以 , 学 习 数 学 对 
人 才 的 培养 是 一 种 基本 的 思维 训练 ， 被 称 为 "思想 的 体操 ”。 

为 了 全 面 地 反映 十 今 中 外 的 数学 成 果 、 体现 数学 的 多 神功 能 , 本 书 既 兼顾 传统 数学 和 
现代 数学 ， 又 兼顾 抽象 的 基础 数学 和 具体 的 应 用 数学 。 考 虑 到 广大 数学 教育 工作 者 的 需 
求 ， 本 书 还 将 初等 数学 和 高 等 数学 相对 地 进行 了 划分 ， 并 按 习惯 将 某 些 分 支 学 科 集 中 列 
卷 ， 此 外 还 编 洁 了 包含 数学 史 与 数学 教育 等 分 文学 科 的 专 卷 ， 也 系统 地 介绍 了 中 国 的 证 
算 . 这 样 编纂 的 《数学 辞海 将 会 充分 地 显示 数学 的 工具 意义 、 文 化 意义 和 教育 意义 。 愿 这 
部 国人 上 自 编 的 《数学 辞海 既 能 为 国家 经 济 建设 服务 ， 又 能 在 民族 文化 建设 中 起 到 应 有 的 
作用 。 

《数学 酬 海 ;是 改革 开放 的 产物 ,又 将 为 改革 开放 服务 。 人 们 或 许 没 有 想到 , 这 部 巨著 
竟 出 目 民 办 的 编写 组 织 。 编 纂 者 来 目 大 江南 北 、 长 城内 外 、 海 峡 两 岸 , 在 历时 10 余年 间 ， 
TA EI BR Be. BHAI T 22 ACE D DOE. BEES. 在 《数学 辞海 》 中 编织 
着 目 己 的 理想 和 愿 鹿 。 TES ET ERE. 有 识 之 土 慷慨 捐赠 , AINA QIAO REP 
表示 支持 ,用 他 们 的 心意 泻 染 着 文化 建设 的 宏图 ,在 这 个 民办 写作 团体 中 , 人们 互相 信任 、 
互相 支持 、 互 相 勉 励 ， 充 满 了 成 就 事业 的 认同 感 、 双 人 迫 感 。 这 一 写作 经 验 也 清楚 地 说 明 ，; 
在 共同 的 愿望 下 , 民办 科研 也 是 一 条 坦途 。 这 是 4 数学 辞 兹 ;编写 过 程 中 给 我 们 的 一 个 十 分 
有 益 的 启示 。 

像 一 切 事物 一 样 ,《 数 学 和 娠 海 》 还 不 会 达到 绝对 完善 的 境 弄 .。 相反, 这 部 反映 浩如烟海 
的 数学 知识 , 动员 了 如 此 巨大 力量 而 编纂 的 大 型 著作 , 首次 面世 时 , 一 定 会 有 许多 不 足 之 
处 ， 例 如 整体 结构 、 条 目 收 集 、 词 义 诠释 、 词 类 归属 等 ， 都 还 会 有 需要 进一步 推 艾 、 商 机 
的 地 方 。 数 学 是 极为 严谨 的 科学 ,《 数 学 辞海 ) 必 将 在 众多 专家 的 严谨 尺度 之 下 , 逐 版 改进 。 
我 们 今天 为 之 高 兴 的 是 , 将 来 可 能 成 为 传世 之 作 的 《数学 酝 海 沁 有 了 民 好 的 秩 形 , RINE 
备 将 它 作为 迎接 新 世纪 的 礼物 ， 奉 献 给 关心 它 、 需 要 它 的 广大 读者 。 
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1. 全 书包 括 数学 科学 的 100 2: 7 A A Ge MAE, 按照 从 初等 数学 到 高 等 数学 ， 从 古典 数学 
到 现代 数学 , 从 理论 数学 到 应 用 数学 的 原则 , 将 整个 数学 科学 划分 为 6 卷 编辑 出 版 (参见 (数学 辞海 六 
卷 本 内 容 划 分 方案 )。 

2. 各 卷 正 文 均 按 数 学 知识 的 结构 体系 编排 ,同一 分 文学 科 ( 或 同一 专题 项 目 ) 的 条 目 相 对 集中 , 一 
般 按 知识 本 身 的 结构 、 层 次 、 膛 辑 等 关系 确定 其 先后 顺序 ， 而 数学 史 部 分 ， 如 数学 家 、 数 学 名 著 、 数 
学 期 刊 、 数 学 团体 等 ， 则 分 别 按 其 出 生 、 出 版 、 创 刊 、 成 立 的 年 代 先 后 顺序 编排 。 

3. 各 卷 目录 标题 分 为 三 级 : 一 级 标题 为 一 个 分 支 学 科 或 一 个 知识 门类 。 一 级 标题 之 下 ， 则 按 知 识 
构成 设备 干 个 二 级 标题 。 例 如 ， 第 一 卷 中 的 “数学 分 析 ” 为 一 级 标题 ， 下 设 六 个 二 级 标题 “实数 
理论 "、“ 变 量 与 商 数 "、“ 极 限 理论 ”、“ 微 分 学 ” “积分 学 ”和 “无 穷 级 数 ”; 又 如 ， 第 六 卷 中 的 “中 国 
数学 史 ” 为 一 级 标题 ， 下 设 四 个 二 级 标题 一 一 “中 国 训 代数 学 史 ” “中 国 古 代数 学 著作 ”“ 中 国 古 算 
名 词 术语 ”和 “中 国 数学 家 ”。 三 级 标题 为 具体 条 目 名 称 。 

4. 同一 卷 中 不 同 分 支 学 科 之 间 的 内 容 有 重复 时 ， 其 知识 主题 一 般 地 只 在 一 处 设 条 目 ; 不 同 卷 中 的 
学 科 内 容 有 重复 时 ， 其 知识 主题 在 各 相关 部 分 均 设 条 有 目 ， 但 在 释文 内 容 上 各 有 侧重 。 


二 、 条 H 


1. & H BJ REN —Àx29— rig. Zu “BG”. "HE". "IR". "ERT, "ben. “JE”. “方程 ”等 ， 也 
有 的 是 一 个 词组 ， 如 “ 勾 股 定理 ”“ 常 微分 方程 的 通 解 "”、“ 哥 德 巴 赫 猜 想 ”“ 希 尔 伯 特 第 6 问题 ”等 。 

2. 条 目 设立 的 条 件 : D 独立 的 知识 主题 或 已 形成 的 固定 概念 ; 2) 能 够 应 用 准确 的 .人 们 习惯 和 易 
于 理解 的 词 标 引 ; 3) 便于 读者 快速 查阅 。 

3. 条 目的 分 类 : 条 目 按 其 释文 的 长 短 分 为 五 类 : 特长 条 目 (3000 字 左 右 )、 长 条 目 (1000 一 3000 
字 )、 中 条 目 (300 一 1000 字 )、 短 条 目 (300 字 以 内 ) 和 参见 条 目 。 

4. 本 书 所 收 的 数学 名 词 术 语 , 力求 与 “全 国 目 然 科 学 名 词 审定 委员 会 ”公布 的 (数学 名 词 光 科学 出 
版 社 ,1993) 保 持 一 致 。 外 国人 名 的 中 文 译 名 , 力求 与 (中国 大 百科 全 书 . MSS ARR BEAMS 
家 传略 词典 兴 山 东 教 育 出 版 社 ,1989) 中 的 译名 保持 一 致 。 未 出 现在 上 述 著 作 中 的 外 国人 名 的 中 文 译 名 ， 
则 采用 数学 春 的 约定 译名 或 用 习惯 译 法 译 出 的 译名 。 


三 、 释 x 


l. 本 书 条 目的 释文 ,以 文字 氢 述 为 主 ， 并 采用 规范 化 的 现代 汉语 ,力求 科学 、 准 确 、 简 明 、 通 俗 ， 
杜绝 教材 式 语言 和 口语 ， 释 文 开 头 不 再 重复 条 目的 标题 。 

2. 释文 开头 一 般 要 求 破 题 ,， 然后 给 出 严格 的 数学 定义 ， 并 尽量 阐明 该 条 目 内 容 的 历史 沿革 及 其 在 
本 分 支 学 科 或 知识 门类 中 的 地 位 、 人 作用、 发展 趋势 等 ， 以 增强 释文 的 科学 性 和 可 读 性 。 

3. 一 词 多 义 的 释文 ,用 QD…@…(3)… 分 项 叙述 , 某 个 条 目的 释文 需 由 其 他 条 目 释 文 补充 说 明 的 , 采 


用 “参见 "的 方式 ， 被 参见 的 条 目标 题 需 加 引号 ， 条 目标 题 前 加 “人 参见” 字样， 并 置 于 圆 括号 之 内 。 

4. 对 常见 的 异 名 同义词 , 只 给 出 一 种 条 目标 题 的 释文 , 其 余 寞 名 条 目 亦 列 人 正文 , 但 不 再 写 释 文 ， 
给 出 释文 的 条 目标 题 加 引号 , 条 目标 题 前 加 “由” 字样 。 例 如 : A E Cvector BI" [8] & " ; Sab PEZ Cholo- 
morphic function Bl) Sr GEI ET, 3E RUPEE (regular function) Bl) “REIT LAR” . 

5. 每 一 个 条 目标 题 后 , 一 般 在 圆 括 号 内 标注 有 对 应 的 英文 。 几 外 国人 名 (日 本 人 除外 ) 在 条 目的 释 
文中 第 一 次 出 现时 ， 在 其 中 文 译名 后 的 圆 括号 内 标注 有 相应 的 外 文 原名 的 姓 和 名 的 首 字母 ， 并 用 召 号 
隔 开 。 例如 , KILE Euclid), ^F (Newton, I. )、 高 斯 (Gauss C. F. ), 同一 外 国人 名 在 条 目的 释文 中 
第 二 次 出 现时 ， 不 再 标注 外 文 。 在 日 本 人 名 、 中 国人 名 、 中 国 古 代数 学 史 、 中 国 古 代数 学 著作 、 中 国 
古 算 名 词 术语 等 条 目标 题 后 ， 一 般 在 圆 括 号 内 标注 汉语 拼音 。 

6. 如 果 条 目 乙 的 基本 定义 已 经 完全 包括 在 条 目 甲 的 释文 之 中 ， 那 么 条 目 乙 只 作为 “参见 条 目 ” 保 
留 ， 所 参见 的 条 目标 题 需 加 引号 ， 并 在 条 目标 题 前 加 “ 见 ” 字 样 ， 而 释文 不 再 重复 。 例 如 ， 在 条 目 
“线性 变换 ”的 释文 中 , 已 给 出 “单位 变换 "、“ 恒 等 变换 ”和 “ 零 变 换 ” 的 定义 ， 则 上 述 三 个 条 目 就 作 
为 “参见 条 目 ” 了 予以 保留 ， 并 分 别 表 示 为 : 单位 变换 (unit transformation) H, “Raa”; 恒 等 变 换 


(identity transformation) l, “线性 变换 ”;， 零 恋 换 (null transformation) Il, “线性 变换 ”。 


MR Sl 


L mp, Ou hl, BIS D eso, Decimus), B 
引 中 条 目标 题 后 面 的 数字 ， 表 示 该 条 目 在 正文 中 的 页 码 。 

2. 在 条 目 笔画 索引 中 ， 以 汉字 起 首 的 条 目标 题 按 第 一 字 的 笔画 由 少 到 多 的 顺序 排列 ， 若 笔画 数 相 
同 ， 则 按 一 ( 横 )、| CEH). J dO. ^ OAD. 一 ( 折 ) 五 种 笔 形 顺序 排列 ， 其 中 ，~( 提 ) 归 为 一 ( 横 )， 
CZAI | CE). \ GINA: GA), BSR Reh Ze Ree JS UA "Gm. 
第 一 字 相 同 的 ， 则 按 第 二 个 字 的 笔画 数 和 起 笔 笔 形 的 顺序 排列 ， 依 次 类 推 。 

3. 在 条 目 音 序 索 引 中 ， 以 汉字 起 首 的 条 目标 题 按 第 一 字 的 汉语 拼音 字母 顺序 排列 , 若 第 一 字 的 声 
母 、 韵 母 相 同 ， 则 按 声调 的 阴平 、 阳 平 、 上 声 、 去 声 顺 序 排列 。 第 一 字 相 同 的 ， 则 按 第 二 个 字 的 汉语 
拼音 字母 顺序 排列 ， 多 音字 按 不 同 的 拼音 字母 顺序 排列 ， 依 此 类 推 。 

4. 在 条 目 笔 画 索 5| 和 条 目 音 序 索 引 中 ， 凡 第 一 字 为 西 文 字母 、 数 学 符号 、 有 罗马 数字 和 阿拉 但 数字 
起 首 的 条 目标 题 , 一 律 排 在 两 种 索引 的 最 后 。 西 文字 母 起 首 的 条 目标 题 分 别 按 其 字母 的 伦 体 、 大 写 、 小 
写 及 字母 本 身 的 先后 顺序 排列 ， 数 学 符号 起 首 的 条 目标 题 按 知识 结构 顺序 排列 ， 数 字 起 首 的 条 目标 题 
按 由 小 到 大 的 顺序 排列 。 若 起 首 的 字母 、 符 号 及 数字 相同 时 ， 仍 按 其 后 汉字 的 笔画 或 音 序 排列 。 

5. 在 条 目 西 文 索 5| 中 ， 按 条 目标 题 的 起 首 西 文字 母 顺 序 排列 ; 条 目标 题 的 西 文 缩写 ， 按 一 个 词 排 
列 。 凡 以 数学 符号 、 罗 马 数 字 和 阿拉 伯 数 字 起 首 的 条 目标 题 ， 一 律 排 在 条 目 西 文 索 5| 的 最 后 。 数 学 符 
号 起 首 的 条 目标 题 按 知识 结构 顺序 排列 :数字 起 首 的 条 目标 题 按 由 小 到 大 的 顺序 排列 。 若 条 目标 题 起 
首 的 字母 、 符 号 、 数 字 相 同时 ， 则 按 第 二 个 字母 等 的 顺序 排列 ， 余 此 类 推 。 没 有 西 文 译名 的 条 目 ， 未 
收 进 条 目 西 文 索 引 。 

6. 在 各 卷 索 5| 之 后 ， 还 附 有 本 卷 涉 及 到 的 中 外 人 名 译名 对 照 表 ， 以 供 读者 查阅 。 
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žr (mathematics) ”数学 一 词 来 自 希 腊 文 
vogue", 其 字 根 po’Oque 意义 为 知识 .科学 , 它 
非常 恰当 地 反映 这 个 领域 的 广泛 性 与 普遍 性 . 从 历 
史上 看 ,数学 常常 用 其 某 个 侧面 来 表示 :中 国 古 代用 
算 学 来 强调 其 计算 技术 方面 ,而 西方 多 用 几何 学 一 
词 代表 数学 ,以 显示 欧 几 里 得 (Euclid) 的 《4 几何 原 
本 传统 ,而 实际 上 ,其 中 也 包括 数论 和 量 论 的 内 容 . 
随 着 时 间 的 流逝 ,数学 的 内 容 不 断 地 扩大 ,在 17 一 
18 世纪 直至 19 世纪 ,被 包括 在 数学 领域 内 的 许多 
学 科 和 分 支 已 经 独立 出 去 ,而 在 各 学 科 的 边界 又 不 
断 创造 和 衍生 出 一 系列 新 的 学 科 , 这 些 新 学 科 现 在 
已 融合 而 成 面向 21 世纪 的 庞大 的 数学 科学 领域 , 它 
是 一 个 具有 内 在 统一 性 的 科学 技术 群 . 以 下 从 四 个 
方面 进行 论述 : 

1. 数学 的 对 象 和 特点 . 数学 中 最 原始 的 对 象 是 
数 与 形 . 自然 数 已 经 是 相当 抽象 的 概念 , 它 不 仅 要 从 
一 个 苹果 ,一 间 房 子 .一 堆 沙 土 中 抽象 出 数 1 来 ,而 
且 还 要 由 数 1 得 出 更 一 般 数 的 概念 .有 了 自然 数 的 
概念 还 会 遇 到 基数 和 序数 的 矛盾 .至 于 记 数 法 和 位 
值 制 都 是 中 国 对 人 类 文明 的 伟大 创造 ,这 种 伟大 创 
造 绝 不 仅仅 是 对 自然 界 的 认识 和 对 哲学 思辩 的 产 
物 , 它 真正 体现 数学 的 成 就 . 数学 另 一 个 原始 对 象 是 
形 , 它 更 为 直观 ,甚至 长 期 以 来 人 们 也 把 它 当 成 自然 
科学 的 对 象 ,尽管 柏拉图 (Plato) 早 就 说 过 ,三 角形 
属于 理念 的 世界 . 当然 现在 数学 的 空间 远 远 超出 现 
实 的 空间 ,数学 中 的 “ 形 ” 也 不 限于 人 们 感官 能 摸 得 
着 、 看 得 见 的 东西 , 它 是 更 抽象 的 概念 ,如 高 维 空间 、 
无 穷 集 合 、 群 .拓扑 等 是 任何 其 他 学 科 都 不 研究 的 对 
象 . 数学 作为 一 门 模式 科学 ,应 该 归 人 更 广泛 的 符号 
和 形式 科学 类 . 这 一 类 似乎 应 该 介 于 哲学 类 与 具体 
科学 , 即 自然 科学 与 社会 科学 之 间 . 它 的 姊妹 学 科 包 
括 一 般 符号 学 .语言 学 .逻辑 学 .方法 学 以 及 还 未 成 
型 的 一 般 系 统 学 . 有 意思 的 是 ,有 些 数学 家 也 认为 
“数学 是 一 种 语言 “数学 可 还 原 为 逻辑 ”、“ 数 学 是 
一 种 普遍 方法 ”等 ,这 些 说 法 尽管 有 些 偏 颇 , 但 毕竟 
触 到 数学 与 自然 科学 的 本 质 差别 以 及 数学 与 符号 科 
学 的 亲缘 关系 . 数学 的 本 质 特征 是 : 

D 数学 是 一 种 普遍 语言 . 这 种 观点 可 以 追溯 到 
莱 布 尼 茨 (Leibniz,G. W. ) ,他 首先 提出 科学 与 哲学 
的 两 大 目标 ,其 中 第 一 个 就 是 找 出 一 种 普遍 文字 , 首 
先是 一 种 符号 及 变 元 表示 的 符号 语言 .正如 吉 布 斯 
(Gibbs ,J. W. ) 所 说 的 “数学 是 一 种 语言 ”. 吉 布 斯 不 
仅 是 19 世纪 最 伟大 的 统计 热力 学 大 师 之 一 ,而 且 也 
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是 向 量 分 析 的 开创 者 及 传播 者 .在 19 世纪 90 年 代 ， 
英国 著名 的 杂志 《自然 上 掀起 的 一 场 大 辩论 中 ,向 
量 最 终 取 代 四 元 数 而 成 为 物理 学 普遍 使 用 的 概念 . 
19 世纪 和 20 世纪 之 交 , 回 量 分 析 成 为 数学 .物理 学 
的 有 效 工 具 , 更 确切 地 说 ,成 为 描述 各 种 现象 的 语 
言 . 数学 概念 的 产生 及 其 符号 化 反映 了 数学 的 进步 ， 
算术 运算 的 符号 化 及 向 符号 代数 过 渡 , 几 何 学 的 代 
数 化 ,微分 、 积 分 运算 的 符号 化 ,也 数 的 符号 及 行列 
式 . 抢 阵 、 向量. 张 量 等 概念 的 符号 化 ,复数 的 表示 ， 
算 子 演算 以 及 符号 逻辑 等 都 是 数学 的 重要 进展 . 在 
这 个 意义 下 数学 对 象 是 一 个 符号 集合 . 单纯 的 符号 
集合 ,正如 裸 的 集合 一 样 ,没有 结构 ,没有 什么 可 说 
的 ,没有 什么 意思 ,而 只 有 它 具 有 形式 结构 (语法 
学 ), 有 一 定 的 解释 (模型 一 一 语义 学 ), 有 一 定 变 换 、 
生成 .操作 、 运 用 方式 ( 语 用 学 ), 它 才能 变 得 丰富 多 
彩 起 来 . 数学 作为 一 种 普遍 语言 有 自己 的 特点 , 比 起 
纯 逻 辑 语言 来 有 内 涵 的 丰富 性 ,而 比 起 通常 语言 来 
有 人 外延 的 确定 性 . 数学 不 仅 是 一 种 语言 , 它 还 是 一 种 
精密 语言 . 正 因 为 如 此 , 它 常 被 称 为 精密 科学 . 数学 
之 所 以 精密 ,不 单 是 因为 其 数量 表示 ,还 在 于 它 越 来 
越 深 入 那些 以 前 所 无 法 表示 的 或 非 实 在 的 概念 ,如 
瞬时 速度 、 加 速度 、 位 势 、 炉 、 谱 等 . 对 于 许多 直观 概 
念 , 也 只 有 在 数学 上 才能 得 到 很 好 处 理 , 如 连续 性 、 
对 称 性 、 随 机 性 乃至 信息 控制 .策略 、 对 策 、 决 策 等 . 
数学 还 明确 了 一 些 对 立 的 范畴 ,如 有 穷 与 无 穷 、 连 续 
与 离散 、 局 部 与 整体 、 确 定 与 偶然 等 .还 有 重要 的 元 
概念 :如 结构 .构造 、 存 在 、 模 型、 等 价 等 . 这 些 语言 
来 越 深 入 到 科学 乃至 日 常生 活 之 中 ,使 论述 确切 及 
精密 .许多 常用 概念 也 只 有 在 数学 上 得 到 澄清 才 算 
有 深刻 的 认识 ， 

2) 数学 是 一 种 普遍 方法 . NS or £ la) 
题 求 出 解答 的 过 程 中 ,人 们 或 多 或 少 产生 一 种 方法 
的 意识 . 而 这 种 方法 概念 ,又 以 数学 中 的 算法 概念 为 
FEA. 在 这 个 意义 下 ,数学 充分 显示 其 作为 操作 技术 
的 特性 . 虽然 精确 的 算法 概念 一 直到 20 世纪 30 年 
代 才 有 确切 定义 ,但 模糊 的 概念 很 早 就 有 ,而 且 也 是 
数学 追寻 的 主要 目标 之 一 . 中 国 的 数值 运算 及 方程 
求解 . 欧 几 里 得 轧 转 相 除 法 以 及 印度 、 阿 拉 伯 的 一 些 
算法 ,都 使 人 认识 到 算法 是 一 种 有 限 的 指令 ,可 以 机 
械 地 运行 ,从 而 对 一 类 问题 得 出 确定 的 解答 .许多 几 
何 作 图 问题 以 及 求 积 问题 也 要 求 发 现 广义 的 “算法 ” 
来 求解 问题 . 笛 卡 儿 (Descartes,R. ) 把 算法 推 向 普 
让 方法 论 的 高 度 , 他 十 分 明确 地 考虑 造 出 普遍 方法 
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来 解决 科学 问题 ,特别 是 数学 问题 ,对 此 他 称 为 普遍 

数学 . 正 是 这 种 对 方法 的 普遍 考虑 使 他 发 明代 数 方 

法 研究 几何 问题 ,从 而 创立 解析 几何 学 . 波 利 亚 
(Polya,G. ) 把 笛 卡 儿 的 方案 总 结 如 下 ， 

任意 问题 

Laang 

URI 

@ P (X X nV = 0, 

一 解 方程 组 POX . X, , "° XQ) = Ü 


SHB P (x) 0, 
其 中 第 @) ,由 步 无 非 是 数学 ,第 包 步 并 没有 一 般 方 
法 ,第 中 步 则 困难 更 大 . 菜 布 尼 次 也 把 找 出 能 求解 任 
何 数学 问题 的 普遍 算法 列 为 他 第 二 大 目标 . 笛 卡 儿 
在 几何 方面 实现 这 个 目标 ,而 莱 布 尼 茨 则 在 逻辑 上 
制定 一 个 方案 .数学 作为 一 种 普遍 方法 ,总 是 不 断路 
越 已 有 的 领域 ,深入 到 未 知 的 世界 中 去 ,并 且 不 断 创 
造 新 的 数学 对 象 . 17 一 18 世纪 ,无 穷 及 无 穷 小 进入 
数学 ,把 代数 运算 规则 向 无 穷 领域 推广 ,这 就 导致 数 
学 分 析 的 形式 ,并 且 构 成 方法 上 的 大 飞跃 . 19 世纪 
由 实 分 析 向 复 分 析 过 渡 , 再 次 加 大 分 析 方 法 的 威力 . 

3) 数学 是 一 种 普遍 思想 原则 . 数学 发 展 过 程 中 
由 于 不 断 一 般 化 .不断 抽象 化 造成 自己 的 普遍 思想 
原则 . 对 称 性 原则 、 不 变性 原则 、 守 和 恒 律 三 者 统一 是 
1918 年 诺 特 (Noether, CA. OE. ) 首 先 提 出 的 ,而 群 


论 方法 在 量子 力学 .原子 -分 于 结构 、 核 结构 、 基 本 粒 ， 


子 理论 中 的 适用 性 也 是 外 尔 (Weyl,C. H. H. ) 首 先 
得 出 的 . 群 论 方法 至 今 仍 广 泛 应 用 在 科学 的 各 方面 ， 
而 不 仅仅 是 上 述 领 域 及 固体 物理 . 数学 中 为 一 个 重 
要 原则 是 极 值 原则 或 变 分 原理 ,最 早 除了 哲学 的 思 
辨 之 外 ,首先 提出 的 是 费 马 (Fermat,P. de) ,这些 原 
则 也 是 其 后 许多 物理 理论 的 基础 ,如 哈密 顿 原理 . 

4) 数学 是 一 种 理性 思维 框架 . 20 世纪 之 前 , 科 
学 的 支柱 主要 是 理论 和 实验 (包括 观察 和 测量 ), 数 
学 和 计算 包括 在 理论 当中 . 实际 上 ,17 世纪 的 科学 
革命 推动 近代 科学 的 产生 ,完全 依赖 于 理性 与 经 验 
的 结合 .它们 的 哲学 根源 是 笛 卡 儿 的 唯 理 主 义 与 培 
根 (Bacon,R. ) 的 经 验 主 义 , 他 们 也 是 近代 哲学 之 
父 . 确切 地 讲 , 笛 卡 儿 把 认识 论 置 于 本 体 论 之 上 ,把 
哲学 从 神学 的 奴仆 地 位 解放 出 来 ,成 功 地 实行 思想 
的 解放 ,直接 推动 近代 科学 的 产生 ,其 中 ,理论 概念 、 
数学 工具 与 观察 实验 结合 在 一 起 是 牛顿 (Newton， 
I. ) 科 学 革命 的 催生 小. 牛顿 成 就 其 伟业 不 仅 在 于 他 
提出 正确 的 理论 概念 (特别 是 力 ) ,而且 在 于 他 提供 
了 数学 工具 ( 微 积 分 ) 及 分 析 框 架 , 尽 管 当 时 还 是 用 
欧 几 里 得 的 几何 系统 . 其 后 科学 的 重大 进步 ,理论 概 
念 及 数学 表述 和 计算 的 结合 仍 是 不 可 缺少 的 一 环 . 
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第 二 次 世界 大 战 以 后 ,计算 机 的 发 展 与 计算 技术 的 
进步 使 得 科学 计算 与 理论 和 实验 易 足 而 三 ,并 列 为 
科学 的 三 大 支柱 . 近年 来 ,由 于 数学 的 发 展 , 从 数学 
出 发 的 理论 越 来 越 多 地 成 为 科学 理论 形成 的 始 作 俑 
者 . 这 特别 表现 在 1974 年 ,纤维 丛 理 论 成 为 规范 场 
理论 的 标准 表述 . 其 后 越 来 越 多 的 前 沿 数学 领域 进 
人 物理 学 及 其 他 科学 领域 ,形成 新 兴 理 论 框 架 , 实 际 
上 数学 已 成 为 科学 发 展 第 四 根 支柱 . 对 于 生命 科学 、 
心理 科学 .社会 科学 ,这 种 现象 早已 不 是 新 事物 . 数 
理 经 济 学 以 及 对 策 论 是 这 方面 的 最 典型 的 例子 . 

2. 数学 的 分 科 及 其 主要 问题 . 数学 不 是 一 般 意 
义 上 的 自然 科学 或 社会 科学 , 它 的 对 象 及 研究 目标 
不 像 这 些 学 科 那 样 明 确 和 集中 . 从 古 到 今 ,数学 中 所 
包含 的 对 象 ,学科 及 分 文 变化 多 端 . 中 世纪 除了 算术 
及 几何 学 之 外 ,天 文学 及 乐理 也 是 数学 的 分 支 . 到 
17 世纪 ,木工 . 石 工 .建筑 .火器 .占星 术 等 都 是 数学 
的 内 容 . 从 那 时 起 , 静 力学 、 动 力学 、 光 学、 地 图 绘制 
法 等 仍然 被 看 成 大 数学 的 一 部 分 ,尽管 它们 早已 成 
为 独立 学 科 . 数学 内 容 的 庞杂 也 可 以 说 是 数学 的 一 
大 特征 了 . 除 此 之 外 ,许多 基础 的 数学 学 科 , 它 们 的 
内 容 也 有 很 大 的 改变 ,甚至 于 面目 全 非 了 .经 典 代数 
学 主要 研究 代数 方程 的 求解 ,而 经 过 几 次 变化 ,现代 
代数 学 主要 研究 代数 结构 . 这 样 一 来 ,数学 的 统一 尽 
管 多 次 被 提起 ,但 是 总 难以 概括 全 部 数学 . 因此 ,时 
至 今日 ,数学 仍然 是 具有 多 样 性 对 象 也 具有 多 种 目 
标的 学 科 , 尽 管 它们 之 间 有 着 千 丝 万 缕 的 联系 . 人们 
把 数学 归结 为 相互 关联 的 六 大 范畴 ,其 中 前 三 个 可 
以 说 是 数学 的 技术 方面 ,后 三 个 可 以 说 是 数学 的 理 
论 方面 . 

D 操作 技术 . 大 部 分 最 早 的 数学 问题 属于 解决 
“如 何 ” 的 技术 问题 . 最 初 的 问题 包括 计数 、 计 算 、 测 
量 、 作 图 等 方面 ,后 来 逐步 形成 特殊 的 及 一 般 的 数学 
问题 . 在 解决 这 些 问 题 的 过 程 中 ,形成 了 算法 以 及 操 
作 步 又 的 概念 .在 计算 过 程 中 ,形成 了 算 木 ,特别 是 
解数 值 代数 方程 的 算法 . 到 近代 ,这 推动 符号 代数 
学 求解 代数 方程 的 技术 以 及 把 这 些 技术 推广 到 无 
穷 算法 以 及 代数 综合 方法 的 代数 方法 ,从 而 形成 无 
穷 小 演算 及 解析 几何 学 . 其 后 各 个 数学 分 文 也 提出 
相应 的 算法 问题 ,例如 拓扑 学 中 计算 同调 群 . 同 伦 群 
等 . 从 这 个 意义 上 讲 , 数 学 在 本 来 意义 上 是 一 种 计算 
技术 ,或 更 广 一 点 讲 是 操作 技术 . 而 研究 这 种 技术 的 
目标 就 是 发 明 算 法 或 解 题 的 步骤 ,以 求 得 问题 的 解 
决 .应 该 说 ,这 是 一 种 富有 创造 性 的 研究 工作 . 以 计 
算 为 例 , 就 是 由 精确 计算 到 近似 解析 计算 到 数值 计 
算 到 计算 机 软件 , 它 一 直 是 数学 研究 的 重要 内 容 . 除 
计算 之 外 ,还 有 测量 .绘图 .统计 .运筹 等 操作 ,以 及 
相应 的 和 衍生 的 各 种 问题 . 例如 古典 几何 有 许多 几 
何 作 图 问题 ,特别 是 用 圆规 、 直 尺 的 几何 三 大 问题 ， 


以 及 更 一 般 的 作 图 方法 . 为 了 解决 这 些 问 题 ,还 要 发 
明 许多 技术 ,如 各 种 投影 技术 ,它们 至 少 在 过 去 都 属 
于 大 数学 范围 之 内 . 在 数学 分 析 的 范围 内 ,级 数 求 
和 、 渐 近 展 开 、 积 分 变换 等 都 是 高 级 的 计算 技术 . 

2) 技术 理论 . 对 数学 操作 的 对 象 ,应 该 有 些 认 
识 , 其 中 包括 表示 问题 .操作 规 则 与 规律 问题 .可 计 
算 性 问题 .无 穷 级 数 收敛 与 发 散 问 题 、. 收敛 速 度 问 
题 . 方 程 可 解 性 问题 `. 通 近 的 程度 及 可 能 性 问题 、 作 
图 的 可 能 性 问题 ,特别 是 方法 的 评价 问题 等 . 这 样 就 
形成 与 操作 技术 有 关 但 又 高 一 层次 的 学 科 , 如 数值 
分 析 .误差 理 论 Pa GB Ue. EE B VE PRO n] f 
性 及 稳定 性 理论 等 . 

3) 操作 对 象 理论 . 它 的 目标 不 是 指 问 对 象 本 
身 ,而 是 指向 技术 ,指向 求解 的 方法 . 例如 丢 番 图 方 
程 论 代数 方程 论 、 代 数 方程 组 理论 、 常 微分 方程 论 、 
偏 微分 方程 论 、 积 分 方程 论 等 . 它们 涉及 的 不 是 单个 
方程 ,而 是 一 类 的 对 象 ,因此 首要 问题 是 分 类 问题 . 
然后 再 对 每 一 类 人 研究 解 的 数目 、 解 的 性 质 、 根 与 系数 
的 关系 、 某 类 解 的 存在 性 问题 等 ,微分 方程 的 定性 理 
论 也 属于 这 一 范畴 . 

以 上 三 大 范畴 是 解决 “如 何 ” 的 技术 问题 ,而 以 
下 三 大 范畴 才 是 解决 “什么 ”的 理论 问题 . 

4) 对 象 理 论 . 理论 是 对 确切 定义 的 对 象 的 性 
质 、 关 系 、 刻 画 、 分 类 等 的 研究 . 典型 的 数学 理论 有 数 
论 ` 函 数论. 算 子 论 以 及 各 种 几何 对 象 理论 . 过 程 理 
论 等 . 以 数论 为 例 , 重 要 的 分 支 按 对 象 分 有 整数 论 、 
代数 数论 .超越 数论 等 . 按 方法 分 有 初等 数论 .解析 
数论 、 概 率 数论 等 . 按 问 题 的 性 质 分 有 型 的 算术 理 
论 . 几 何 数论 等 ,也 包括 数论 中 的 丢 番 图 方程 理论 . 
函数 论 与 算 子 论 一 开始 也 是 表示 问题 ,特别 是 无 穷 
级 数 及 无 穷 乘 积 表示 ,然后 是 积分 表示 等 ,其 次 涉及 
值 分 布 等 可 以 说 是 计数 问题 , 男 外 还 有 刻画 及 分 类 
问题 . 几何 图 形 有 许多 性 质 与 关系 方面 的 问题 ,如 度 
量 性 质 以 及 相交 、 属 于 等 关系 ,也 有 刻画 及 分 类 问 
题 . 

5) 结构 理论 . 结构 理论 与 对 象 理论 之 则 并 没有 
一 条 不 可 逾越 的 鸿沟 ,这 样 划 分 是 因为 结构 理论 必 
须 建立 在 集合 的 基础 之 上 . 按照 布尔 巴 基 学 派 的 观 
点 ,原始 的 结构 可 以 划 为 三 大 类 ,研究 它们 各 自 的 结 
构 就 形成 结构 数学 的 主要 分 支 : 思 代数 结构 :主要 
是 群 . 环 、 域 . 模 , 它 们 分 别 构成 群 论 、 环 论 、 域 论 、 模 
ig; 序 结 构 ; 主 要 是 格 , 它 们 构成 格 论 ;(3) 拓扑 结 
构 : 主 要 是 拓扑 空间 ,它们 构成 一 般 拓扑 学 的 研究 对 
象 . 这 些 抽 象 的 研究 对 象 有 两 个 来 源 :一 是 从 过 去 研 
究 的 具体 对 象 抽象 化 ,特别 是 公理 化 而 成 ,如 群 域 
以 及 拓扑 空间 这 些 抽象 结构 衍生 出 来 . 新 结构 的 产 
生 有 如 下 的 几 种 途径 :GD 增 减 公 理 ;( 多 复合 结构 ，; 
O 多 重 结构 ;@ 混合 结构 . 研究 这 些 抽象 对 象 的 目 
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标 是 搞 清 楚 它 们 的 结构 并 加 以 分 类 . 所 谓 结构 ,就 是 
元 素 ( 或 它们 的 集合 ) 和 元 素 之 间 的 关系 . 结构 数学 
的 主要 问题 大 致 可 分 为 互相 关联 的 四 类 问题 .@ 刻 
画 问 题 ;@ 分 类 问题 ;@) 结构 问题 ;4) 实现 问题 . 

6) 元 理论 .元 数学 理论 是 对 数学 本 身 进行 反思 
的 产物 ,长 期 属于 哲学 的 范畴 . 它 讨 论 数学 概念 、 数 
学 理论 的 合理 性 以 及 数学 方法 的 合法 性 问题 . 19 世 
纪 末 之 前 ,对 于 数 是 什么 以 及 非 欧 几何 问题 ,特别 是 
数学 分 析 的 严格 性 的 争论 均 属 于 这 个 范畴 . 19 世纪 
mK ,集合 论 的 建立 ,现代 公理 方法 的 提出 ,符号 逻辑 
的 形成 ,以 及 关于 数学 基础 问题 的 论战 ,最 终 导致 作 
为 一 门 数 学 分 支 的 数理 逻辑 的 形成 . 由 于 哥 德 尔 
(Gödel, K. ) 的 工作 ,数理 逻辑 成 为 包括 模型 论 、 公 
理 集 合 论 .递归 论 和 证 明 论 (原始 的 和 狭义 的 元 数 
学 ) 四 大 分 支 的 数学 领域 ,其 后 分 别 形成 构造 性 数学 
和 计算 复杂 性 理论 等 新 兴学 科 . 除 了 以 集合 论 为 基 
础 的 现代 数学 之 外 ,范畴 论 也 成 为 一 门 元 理论 ,在 数 
学 中 有 着 有 效 的 应 用 . 

3. 数学 的 发 展 和 演化 . 数学 的 内 容 及 范围 随时 
间 不 同 而 不 同 , 因此 有 言 :“ 数 学 无 非 就 是 它 的 历 
史 . ”数学 史 大 致 可 如 下 分 期 :前 史 时 期 ;古代 及 中 世 
纪 时 期 (从 公元 前 4 世纪 到 16 世纪 末 ); 近 代 前 期 
(17—18 世纪 ); 近 代 后 期 (19 世纪 ); 现 代 时 期 (20 
世纪 ). 每 一 个 时 期 的 特点 简要 分 析 如 下 ; 

.. D 前 史 时 期 .前 史 时 期 的 数学 主要 是 民族 数学 
或 文化 数学 ,在 各 种 文化 的 发 展 过 程 中 ,各 民族 都 或 
多 或 少 掌握 一 些 简单 的 数学 技术 ,包括 计数 .计算 、 
测量 土木 建筑 ABS ,基本 上 属于 实用 技术 , 这 些 
知识 是 零散 的 ,而 且 反 映 出 较 大 的 文化 差异 . 另外 ， 
也 出 现 了 神秘 的 占星 术 、 数 秘 术 .占卜 术 等 ,其 中 有 
个 别 涉及 数学 的 内 容 , 如 二 进 制 等 . 各 种 建筑 上 的 对 
称 图 案 以 及 正 多 面体 的 列举 包含 群 的 观念 的 萌芽 . 

2) 古代 及 中 世纪 时 期 . 数学 经 过 长 时 期 的 发 展 
之 后 ,正式 成 为 一 门 学 科 , 其 主要 标志 是 ;(D 建立 数 
的 表示 及 计算 方法 ;@@ 对 于 一 些 问 题 有 较 系统 的 方 
法 . 这 使 数学 技术 部 分 初步 形成 . 而 欧 几 里 得 《几何 
原本 》 的 问世 , 则 使 理论 数学 有 了 一 个 原型 .各 国 数 
学 发 展 状 况 有 所 不 同 , 古 代数 学 的 主要 领域 是 算术 
与 几何 ,希腊 具有 初等 的 数论 及 量 论 以 及 一 些 基本 
的 几何 问题 及 数论 问题 . 这 些 问 题 对 以 后 的 数学 发 
展 有 很 大 的 影响 ,但 不 一 定 很 重要 ,比较 重要 的 数学 
是 计算 ,特别 是 解 方 程 . 中 国 、 印 度 、 阿 拉 伯 的 数学 ， 
偏重 于 计算 及 实际 问题 的 解决 . 

3) 近代 前 期 . 近代 数学 诞生 的 标志 是 符号 化 的 
普遍 算法 的 建立 以 及 无 穷 进入 数学 . 它 一 下 子 使 建 
立 在 几何 及 算术 上 的 算法 登 上 上 了 一 个 新 台阶 ,不 仅 
使 它 的 应 用 范围 大 大 扩大 ,成 为 发 展 科 学 技术 的 有 
力 工 具 , 而 且 也 问 理 论 提 出 一 系列 问题 . 这 就 导致 
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19 世纪 操作 理论 、 操 作对 象 理 论 、 对 象 理论 的 产生 ， 
出 现 数学 多 样 化 和 理论 化 的 时 代 . 17 世纪 符号 代 
数 、 解 析 几 何 学 及 微 积分 的 建立 ,虽然 大 大 扩大 了 数 
学 技术 库 , 但 是 并 没有 改变 数学 主要 是 一 门 实 用 的 
计算 及 操作 技术 的 状态 . 数学 作为 一 门 计算 技术 进 
步 惊 人 ,特别 是 微 积分 的 完成 ,解决 了 许多 天 文 、 力 
学 及 物理 学 的 问题 , 微 积 分 本 身 只 不 过 是 一 种 更 有 
效 的 演算 方法 , 即 所 谓 无 穷 小 演算 . 接着 是 常 微分 方 
程 及 数学 物理 方程 的 出 现 ,以 及 变 分 法 的 诞生 ,使 数 
学 工具 更 为 有 效 . 

4) 近代 后 期 . 19 世纪 数学 是 近代 数学 的 成 熟 
时 期 ,也 是 数学 真正 作为 自 为 的 理论 科学 产生 的 时 
期 ,但 是 伴随 操作 理论 (如 最 小 二 乘法 及 误差 理论 、 
BROR AAE., PROB VT EE it REBAR BUH). 
操作 对 象 理 论 ( 如 代数 方程 理论 、 常 微分 方程 理论 )， 
数学 技术 本 身 也 大 有 提高 ,特别 是 傅 里 叶 展 开 、 积 分 
变换 ,尤其 是 复 分 析 的 建立 . 19 世纪 的 数学 可 以 说 
是 数学 对 象 化 与 多 样 化 时 期 ,一 方面 把 数学 由 主要 
是 操作 技术 转变 为 理论 的 时 期 , 另 一 方面 也 为 20 t 
27 FAR Bee SEE T AEn. 这 样 ,数学 对 象 理 论 真 正 形 
成 ,数学 成 为 一 种 自 为 的 科学 而 不 再 仅 是 自然 科学 
或 技术 的 语言 和 工具 了 . 

5) 现代 时 期 . 20 世纪 的 数学 是 从 19 世纪 数学 
多 样 性 时 期 趋 于 统一 的 时 期 ,其 统一 的 基础 是 集合 
论 .一 方面 集合 论 之 上 产生 了 结构 数学 的 庞大 领域 ， 
另 一 方面 集合 论 的 基础 问题 产生 了 元 数学 . 数学 新 


对 象 的 形成 ,产生 结构 的 多 样 性 ,导致 理论 的 多 样 


性 ,并 且 19 世纪 末 以 前 的 四 大 范畴 的 数学 仍 有 新 的 
发 展 ,加 上 新 的 应 用 数学 、 计 算数 学 等 领域 ,数学 日 
趋 专门 化 ,多样 化 .但 意 想不到 的 是 ,从 20 世纪 70 
年 代 起 ,各 个 领域 之 间 新 关系 不 断 发 现 ,新 一 轮 的 统 
一 性 正在 形成 之 中 . 当代 数学 前 沿 的 大 多 数学 科 是 
20 世纪 上 半 叶 形成 的 ,其 中 主要 是 抽象 代数 学 ( 包 
括 群 论 . 环 及 代数 理论 . 域 论 . 格 论 .整体 李 群 理论 、 
代数 群 论 . 同 调 代 数 以 及 各 种 卫生 结构 )、 一 般 拓 扑 
学 .测度 和 积分 理论 `. 泛 函 分 析 ( 包 括 线性 拓扑 空间 
理论 . 算 子 代数 理论 等 ) 组合 及 代数 拓扑 学 .整体 微 
分 几何 、 多 复 变 函数 论 .动力 系统 理论 .随机 过 程 理 
iE SE. 对 于 19 世纪 开创 的 新 领域 一 一 代数 数论 、 代 
数 几何 学 . 黎 曼 几何 学 和 局 部 李 群 理论 ,也 在 结构 数 
学 的 框架 中 获得 重大 突破 ,成 为 当代 数学 的 前 沿 . 

20 世纪 后 期 形成 的 一 些 领 域 ,如 微分 拓扑 学 、 
大 范围 分 析 、K 理论 、 非 交换 几何 等 ,也 可 在 其 中 看 
到 其 萌芽 . 除了 纯粹 数学 领域 的 扩大 与 深化 之 外 ,20 
世纪 的 应 用 数学 和 计算 数学 的 面貌 也 发 生 了 根本 的 
改变 . 一 方面 数学 应 用 的 范围 已 从 20 世纪 之 前 的 经 
典 力学 、 天 文学 与 测 地 学 以 及 数学 物理 等 领域 扩展 
到 几乎 所 有 自然 科学 、 工 程 技 术 、 社 会 科学 、 人 文科 
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学 的 分 文 , 并 越 来 越 起 着 举足轻重 的 作用 ;为 一 方 
面 ,一 批 新 的 应 用 数学 领域 产生 出 来 ,成 为 具有 相对 
独立 的 分 支 , 构 成 大 数学 科学 的 组 成 部 分 . 它们 一 方 
面 与 实际 问题 有 密切 的 关系 , 男 一 方面 它们 也 形成 
独立 的 数学 研究 方向 ,其 中 最 典型 的 是 19 世纪 末 
20 世纪 初 形 成 的 数理 统计 ,它们 同 应 用 概率 一 起 在 
近 半 个 世纪 已 经 成 为 与 经 典 数学 平起平坐 的 学 科 领 
域 . 另外 一 个 数学 领域 一 一 组 合 数学 几乎 与 数学 的 
历史 一 样 悠久 ,但 只 是 近 半 个 多 世纪 才 逐 步 成 熟 及 
独立 . 第 二 次 世界 大 战 之 后 ,一些 新 的 应 用 数学 领域 
独立 出 来 ,特别 是 运筹 学 诸 分 文 , 后 来 纳入 管理 科学 
的 学 科 群 中 . 与 工程 技术 密切 相关 的 系统 科学 .控制 
理论 与 自动 化 科学 .信息 科学 也 得 到 空前 的 发 展 . 

20 世纪 科学 技术 史 中 头 等 重要 的 事件 是 电子 
计算 机 的 诞生 . 它 对 整个 社会 的 冲击 是 怎么 估计 也 
不 过 分 的 . 从 计算 机 的 设计 制造 到 大 规模 应 用 ,处 处 
离 不 开 数 学 ,同时 也 开辟 了 新 的 数学 领域 . 它们 可 以 
归纳 成 两 大 部 分 :一 是 计算 机 科学 , 它 指 未 来 计算 机 
的 发 展 ;一 是 计算 数学 , 它 指 计算 机 在 科学 计算 和 工 
程 技术 中 的 大 规模 计算 .计算 机 的 不 断 普及 和 改进 
对 数学 也 造成 不 可 忽视 的 影响 . 它 给 数学 家 提出 一 
系列 算法 问题 ,并 形成 一 套 行 之 有 效 的 算法 ,如 单纯 
形 方 法 及 其 种 种 改进 ,有 限 元 方法 及 其 入 生 算法 等 ， 
对 算法 的 分 析 , 如 收敛 速度 、 误 差 传播 及 稳定 性 等 问 
题 形 成 数值 分 析 分 支 . 近年 来 ,计算 机 由 数值 运算 过 
渡 到 符号 运算 ,形成 计算 机 代数 重要 分 文 ,特别 是 吴 
文俊 的 机 械 化 数学 纲领 在 机 器 证 明 方 面 是 一 大 突 
破 . 

4. 数学 的 社会 功能 . 数学 是 最 古老 的 科学 部 门 ， 
它 的 诞生 和 发 展 反 映 人 类 文明 的 进步 .数学 从 一 开 
始 就 与 社会 实践 活动 密切 相关 ,从 计数 .土地 丈量 、 
器 物 制造 .产品 分 配 ,一 直到 商业 贸易 .宗教 活动 等 
都 问 数 学 提出 问题 ,并 要 求 逐 步 解 决 和 方法 逐渐 进 
步 , 最 后 形成 相对 定型 的 数学 方法 和 学 科 . 从 此 ,各 
种 社会 活动 与 数学 的 应 用 密 不 可 分 . 随 着 社会 的 进 
zb ,特别 是 近代 科学 技术 的 进步 和 新 兴 产 业 日 新 月 
异 , 数 学 也 越 来 越 成 为 科学 技术 发 展 的 基础 . 从 17 
世纪 到 19 世纪 ,数学 与 力学 ,天文 学、 物理 学 ,大 地 
测量 学 、 航 海 术 就 密 不 可 分 ,互相 促进 地 平行 发 展 
着 . 对 于 机 械 工 程 、. 建 筑 工程 设计 .电机 工程 等 技术 
领域 的 发 展 , 数 学 也 起 着 决定 性 的 作用 . 20 世纪 数 
学 科学 的 巨大 发 展 , 比 以 往 任何 时 代 都 更 加 令 人 信 
服 地 确立 了 数学 作为 整个 科学 技术 的 基础 地 位 . 数 
学 物理 .数学 化 学 .生物 数学 .数理 经 济 学 .数理 地 质 
学 .数理 语言 学 .数值 天 气 预报 .数学 考古 等 一 系列 
边缘 学 科 的 出 现 , 表 明 数 学 的 应 用 已 突破 传统 的 范 
围 而 向 人 类 一 切 知识 领域 渗透 . 随 着 科学 数值 化 趋 
势 的 增长 ,数学 在 提高 全 民 素 质 ,培养 适应 现代 化 需 


要 的 各 级 人 才 方 面 还 具有 特殊 的 教育 功能 . 数学 科 
学 ,已 成 为 推进 人 类 文明 的 不 可 缺少 的 重要 因素 , 数 
学 正 越 来 越 直 接地 为 人 类 生活 与 物质 生产 做 出 更 大 
的 贡献 . 数学 应 用 具有 以 下 特点 : 

1) 纯粹 数学 几乎 所 有 的 分 支 都 获得 应 用 . 在 20 
世纪 60 年 代 , 像 拓扑 学 这 样 的 抽象 数学 分 文 离 实 际 
应 用 似乎 还 很 遥远 , 而今 拓 扑 学 (特别 是 扭 结 理论 ) 
已 成 为 生物 学 中 了 解 DN A 结构 的 有 效 工 具 . ED 
理学 中 ,拓扑 不 变量 正在 成 为 物理 的 量 , 正 如 一 些 群 
的 不 变量 是 物理 的 量 一 样 . 数论 也 曾 被 认为 是 最 纯 
粹 、 最 缺乏 应 用 的 数学 分 支 ,但 如 今 数 论 方法 在 计算 
机 科学 、 密 码 技术 、 卫 星 信 号 传输 、p 进 量 子 场 论 等 
许多 方面 发 挥 着 重要 的 有 时 其 至 是 关键 的 作用 ,并 
通过 与 数值 分 析 相 结合 开辟 着 更 广 的 应 用 途径 . 事 
实 上 , 仅 就 在 理论 物理 中 的 应 用 而 言 , 涉 及 的 数学 除 
了 经 典 的 分 支 与 方法 (如 数学 物理 方程 . 传 氏 分 析 、 
无 穷 维 空间 论 . 群 论 .概率 统计 等 ), 还 包括 了 微分 拓 
扑 、 微 分 几何 .大 范围 分 析 、 代 数 几 何 、 李 群 与 李 代 
数 、 算 子 代数 、 代 数 数论 、 非 交换 数学 、 非 线性 数学 、 
计算 数学 等 ,几乎 覆盖 了 核心 数学 的 整个 领域 

2) 几乎 所 有 的 科技 领域 都 在 应 用 数学 ,并 越 来 
越 多 地 应 用 更 高 深 的 数学 . 数学 在 力学 .物理 学 中 的 
应 用 是 经 受 了 历史 考验 的 ,而 当今 数学 的 应 用 则 早 
已 突破 这 一 传统 的 范围 ,正在 向 包括 从 粒子 物理 到 
生命 科学 ,从 航空 技术 到 地 质 勘 探 在 内 的 一 切 科技 
领域 进军 .除了 自然 科学 ,经 济 学 及 过 去 认为 不 适用 
数学 的 社会 学 .历史 学 等 社会 科学 领域 ,数学 方法 也 
Ab TE Sr SE 3K fH. 随机 分 析 应 用 于 金融 决策 而 引起 的 
经 济 学 理论 的 进展 ,提供 了 特别 令 人 辟 舞 的 例证 .与 
以 往 时 代 不 同 的 是 ,数学 在 向 外 渗透 过 程 中 越 来 越 
多 地 与 其 他 领域 相 结 合 而 形成 交 又 学 科 . 与 数学 有 
关 的 词 大 量 出 现在 各 门 学 科 之 前 后 ,如 “数学 的 ”、 
“数理 的 ” “计量 的 “统计 的 ” “计算 的 ”以 及 “……… 
数学 ”“…… 统 计 学 ”等 . 学 科 成 熟 的 社会 标志 是 学 
会 .协会 的 建立 ,期 刊 与 连续 出 版 物 的 问世 ,以 及 课 
程 的 设置 ,专业 会 议 的 召开 等 .例如 《数学 化 学 杂 
志 》 于 20 世纪 80 年 代 创 刊 《 数 理 经 济 学 杂志 》 于 
20 世纪 70 年 代 创 刊 ,生物 数学 的 期 刊 出 现 更 早 .次 
一 级 的 学 科 如 “数学 分 类 学 ”的 著作 早 在 20 世纪 80 
年 代 就 问世 了 . 值得 注意 的 是 纯粹 数学 中 的 一 些 前 
沿 与 其 他 科学 的 许多 前 沿 领域 的 快速 结合 ,这 反映 
了 科技 领域 中 数学 渗透 的 空前 深度 . 可 以 这 样 说 , 没 
有 这 些 前 沿 数 学 就 没有 当代 理论 物理 学 的 一 些 前 沿 
领域 ,如 超 弦 理 论 . 超 引 力 理论 等 . 事实 上 , 仪 仅 像 弦 
理论 这 样 的 物理 学 热门 分 文 所 用 到 的 数学 ,就 涉及 
微分 拓扑 学 .代数 几何 学 微分 几何 、 群 论 与 无 穷 维 
代数 、 复 分 析 与 黎 曼 曲面 的 模 理 论 等 . 凝聚 态 物理 中 
分 类 晶体 结构 中 的 “缺陷 ?以 及 液晶 理论 ,都 用 到 某 
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些 齐 性 空间 中 同 伦 群 的 计算 ,而 这 即使 对 代数 拓扑 
学 家 来 说 也 是 极 难 的 问题 . 数理 经 济 学 中 一 般 均 衡 
理论 的 建立 发展, 也 用 到 了 微分 拓扑 学 的 基本 定理 
与 彻底 的 公理 化 方法 . 经 济 学 家 德 布 鲁 因 (de, Brui- 
jn, N.G ) 这 方面 的 工作 获得 了 诺 贝 尔 奖 . 

3) 数学 在 生产 技术 中 的 应 用 变 得 日 趋 直接 . 以 
往 数 学 工具 直接 用 于 生产 技术 的 例子 虽 有 发 生 , 但 
数学 与 生产 技术 的 关系 基本 上 是 间接 的 . 常常 是 先 
应 用 于 其 他 科学 ,再 由 这 些 科 学 提供 技术 进步 的 基 
fili. 近 半 个 世纪 来 ,数学 科学 与 生产 技术 的 相互 作用 
方式 正在 悄悄 地 改变 ,数学 提供 的 工具 直接 影响 和 
推动 技术 进步 的 频率 正在 加 大 ,并 在 许多 情况 下 产 
生 巨大 的 经 济 效益 . 例如 ,以 计算 流体 力学 为 基础 的 
数值 模拟 已 成 为 飞行 器 设计 的 有 效 工具 ,类 似 的 数 
值 模拟 方法 正 被 应 用 于 许多 技术 部 门 以 替代 耗资 巨 
大 的 试验 ;以 调和 分 析 为 基础 发 展 起 来 的 小 波 分 析 
直接 应 用 于 通信 与 石油 勘探 等 广泛 的 技术 领域 ,这 
在 20 年 前 是 不 能 想象 的 ;现代 医学 扫描 技术 (CT 
扫描 、 核 磁 共振 成 像 等 ) 主 要 也 是 建立 在 拉 东 积分 理 
论 的 基础 之 上 ,这 方面 的 例子 举 不 胜 举 . 此 外 ,现代 
大 规模 生产 的 管理 决策 、 产 品质 量 控制 也 密切 依赖 
于 数学 中 的 线性 规划 算法 (单纯 形 法 与 新 兴 的 内 点 
法 ) 及 统计 方法 . 近年 来 ,以 数学 建 模 为 核心 的 工业 
数学 成 为 一 个 莲 描 发 展 的 应 用 数学 领域 也 绝 不 是 偶 
然 的 ,产业 部 门 的 工程 技术 人 员 与 数学 工作 者 携手 
合作 ,解决 影响 甚至 决定 生产 过 程 的 形形色色 的 数学 
问题 ,反之 ,许多 挑战 性 问题 也 刺激 纯 数学 的 发 展 . 

4) 数学 在 学 科 发 展 中 的 份额 及 力度 越 来 越 大 . 
一 些 闭 名 的 数学 家 认为 ,数学 是 一 种 关键 的 .普遍 适 
用 的 .赋予 人 以 能 力 的 技术 . 从 某 种 意义 上 来 讲 ,“ 高 
技术 本 质 上 是 一 种 数学 技术 ” 对 此 ,一 般 人 还 只 在 
科学 计算 的 层面 来 理解 . 而 实际 上 ,数学 方法 是 不 同 
于 理论 方法 及 计算 方法 的 第 四 个 普遍 适用 的 方法 和 
技术 . 这 种 情况 从 20 世纪 70 年 代 以 来 已 初 露 端倪 ， 
在 21 世纪 将 成 为 科学 研究 的 重要 组 成 部 分 ,而 且 也 
许 是 最 富 创造 性 的 部 分 ,这 特别 表现 在 形成 概念 及 
理论 框架 方面 . 实际 上 ,当前 的 动力 系统 的 研究 (分 
又 、 吸 引子 )、 扳 立 子 、 混 沌 等 已 成 为 许多 领域 的 通用 
语言 及 工具 ,而 更 艰深 的 数学 将 在 未 来 更 为 普及 . 
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分 析 学 (analysis) 数学 的 一 个 分 文学 科 . 它 是 

以 微 积 方法 为 基本 工具 ,以 函数 为 主要 研究 对 象 的 

众多 数学 经 典 分 支 及 其 现代 拓展 的 统称 . 简称 分 析 ， 

20 世纪 初 年 以 前 ,一 般 将 全 部 数学 分 为 三 大 基 

本 分 支 :分 析 学 .几何 学 和 代数 学 . 当然 ,对 于 现代 数 
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学 ,已 难于 做 如 此 的 概括 . 象 微分 方程 和 概率 论 等 学 
科 , 它 们 的 创立 都 与 分 析 密 切 相 关 , 但 由 于 它们 各 有 
独特 的 研究 对 象 ,从 而 发 展 了 各 目的 庞大 系统 ,不 能 
继续 将 它们 归属 于 分 析 学 . 一 般 而 论 ,现代 分 析 可 分 
为 实 分 析 , 复 分 析 和 包括 谤 函 分 析 在 内 的 抽象 分 析 
三 大 部 分 , 它 的 研究 对 象 已 不 限于 函数 ,研究 方法 也 
日 益 综 合 . ERPS AFR ORAZ ROS 
门 论 述 ,这 里 主要 对 实 分 析 方 面 作 一 概括 介绍 . 分 析 
这 个 学 科 名 称 , 大 约 是 由 牛顿 (Newton,I. ) 最 早 引 
人 数学 的 , 因 当 时 微 积分 被 看 做 代数 的 扩张 ， 无 穷 ” 
的 代数 ,而 ”分析 S ORC IR] XC. SRE BS RA E 
广 , 但 仍然 只 是 对 所 含 学 科 方 法 上 共同 特点 的 概括 ， 
而 且 愈 来 愈 不 容易 与 几何 .代数 的 方法 完全 分 清 了 . 

分 析 学 中 最 古老 和 最 基本 的 部 分 是 数学 分 析 . 
它 是 在 17 世纪 为 了 解决 当时 生产 和 科学 提出 的 问 
题 ,经 过 许多 数学 家 的 努力 ,最 终 由 牛顿 和 莱 布 尼 菊 
(Leibniz,G. W. ) 创 立 的 .但 是 为 分 析 建 立 严格 逻辑 
基础 的 工作 却 迟 至 19 世纪 方才 完成 . 此 后 ,数学 分 
析 才 成 为 一 个 完整 的 数学 学 科 . 数学 分 析 是 最 早 系 
统 研究 函数 的 学 科 , 它 所 研究 的 虽说 基本 上 只 是 一 
类 性 质 相当 好 的 函数 一 区间 上 的 连续 函数 ,但 无 
论 在 理论 上 或 应 用 方面 至 今 都 有 重要 意义 .在 理论 
方面 ,数学 分 析 是 分 析 学 科 的 共同 基础 ,也 是 它们 的 
发 源 地 . 现代 分 析 的 诸多 分 支 中 ,有 一 些 在 其 发 展 初 
期 曾经 是 数学 分 析 的 一 部 分 (例如 变 分 法 、 传 里 叶 分 
析 以 至 复 变 函数 论 等) ,而 另 一 些 则 是 在 数学 分 析 的 
完整 体系 建立 以 后 ,由 于 各 种 需要 ,在 对 数学 分 析 中 
的 菜 些 问题 的 深信 人 研究 和 拓 广 之 中 发 展 起 来 的 , 像 
SEE PR BYE . 泛 范 分 析 和 流 形 上 的 分 析 就 属于 这 种 

19 世纪 末 到 20 世纪 初 , 由 于 某 些 数学 分 支 ( 例 
如 传 里 叶 分 析 ) 和 物理 等 学 科 发 展 的 需要 ,不 但 促使 
数学 分 析 中 函数 可 积 的 概念 逐步 明确 ,还 进一步 要 
求 将 积分 推广 到 更 广 的 函数 类 上 去 ,希望 积分 运算 
更 加 灵活 方便 . 同时 ,在 对 数学 分 析 中 各 个 基本 概念 
之 间 的 关系 的 继续 探讨 中 (例如 ,微分 和 积分 互 为 逆 
运算 在 一 般 意 义 上 是 否 成 立 ) ,人们 也 感到 必须 突破 
数学 分 析 的 限制 .在 这 方面 ,20 dt 09) , EH ën II Së 
(Lebesgue,H.L.) 提 出 的 积分 理论 有 重大 意义 ,而 
实 变 函 数论 的 中 心 内 容 就 是 勒 贝 格 积分 的 理论 . TE 
为 黎 曼 积分 的 推广 , 勒 贝 格 积 分 不 仅 可 积 函数 类 广 ， 
还 具有 可 数 可 加 性 等 良好 性 质 , 积 分 号 下 求 极 限 的 
条 件 也 较 宽 松 , 它 的 理论 已 经 发 展 得 充分 完备 ,因而 
更 适合 数学 各 分 文 及 物理 的 需要 . 由 于 勒 贝 格 可 积 
函数 的 空间 (函数 类 ) 的 完备 性 ,使 它 在 数学 理论 上 
占据 黎 曼 积分 所 不 可 能 有 的 重要 地 位 . 实 变 困 数论 
同 数学 分 析 一 样 ,也 研究 函数 的 连续 性 .可 微 性 、 可 
积 性 这 些 基本 性 态 ,但 由 于 应 用 了 集合 论 的 方法 ,使 
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它 有 可 能 研究 一 般 点 集 上 的 函数 ,从 而 研究 的 结果 
比 数学 分 析 更 广 .更 完善 .因此 , 实 变 函 数论 也 成 为 
分 析 学 各 分 支 ( 特 别 是 泛 函 分 析 等 近代 分 支 ) 的 共同 
基础 之 一 . 在 关于 微分 和 积分 是 否 互 为 逆 运 算 的 问 
题 上 , 勒 贝 格 积分 的 结果 就 比 歼 曼 积分 情形 进 了 一 
步 .但 是 ,为 了 彻底 解决 这 个 问题 ,后 来 又 有 人 提出 
过 多 种 更 广 的 积分 理论 ,例如 , 当 颂 瓦 积分 和 佩 龙 积 
分 ,最 后 由 广义 当 颂 瓦 积分 (1916 年 ) 对 前 述 问 题 作 
肯定 的 回答 .然而 ,这 些 积 分 除了 在 特定 的 理论 问 
题 上 有 重要 意义 外 , 远 不 如 勒 贝 格 积分 普遍 适用 . 勒 
贝 格 积分 是 建立 在 勒 贝 格 测度 的 基础 之 上 的 ,后 者 
向 抽象 方面 进一步 发 展 ,又 促使 对 于 测度 的 系统 研 
究 形成 独立 的 学 科 , 这 就 是 测度 论 . 测度 是 面积 、 体 
积 概念 的 推广 , 它 和 积分 概念 始终 紧密 相 联 ,测度 论 
的 思想 和 理论 在 现代 分 析 中 是 十 分 重要 和 很 有 用 
的 . 
分 析 学 的 诸多 经 典 分 文 , 或 分 析 学 各 学 科 的 经 
典 部 分 中 ,数学 分 析 、. 单 复 变 函 数论 和 实 变 图 数论 具 
有 基础 性 质 ,它们 全 面 研究 所 论 函 数 的 基本 性 态 . 除 
此 以 外 , 它 的 大 多 数 分 支 主 要 从 某 个 侧面 去 研究 区 
数 . 例如 ,调和 分 析 主 要 研究 函数 用 傅 里 叶 级 数 ( 或 
健 里 叶 变 换 ) 表 示 的 问题 ,并 利用 这 种 表示 去 研究 孙 
数 的 性 态 . 事实 证 明 ,这 是 研究 函数 重要 而 有 效 的 途 
径 , 它 的 思想 和 方法 在 许多 数学 分 支 中 用 到 . BG 
近 论 研究 用 某 些 性 质 良 好 的 函数 逼近 一 般 函 数 的 可 
能 性 及 误差 (逼近 阶 ) 等 性 质 ,以 及 反 过 来 用 这 些 性 
质 去 刻画 函数 . 凸 分 析 主 要 研究 一 类 重要 的 非 线 性 
图 数 一 一 凸 函 数 . 经 典 的 变 分 法 研究 泛 范 的 极 值 问 
题 , 这 里 的 泛 函 一 般 限 于 含有 变 元 函数 的 积分 ,因此 
也 可 以 说 它 还 是 研究 函数 的 . 在 今天 ,这 些 以 函数 为 
主要 对 象 的 经 典 学 科 , 仍 然 是 分 析 学 的 重要 组 成 部 
分 . 
分 析 学 的 各 经 典 学 科 多 形成 于 17 至 19 世纪 之 
间 ,但 除去 数学 分 析 . 单 复 变 函 数论 和 实 变 函 数论 的 
基础 内 容 已 基本 定型 之 外 ,其 他 的 都 在 不 断 拓展 它 
们 的 研究 领域 . 象 调 和 分 析 是 从 一 元 函数 的 傅 里 叶 
级 数理 论 发 展 起 来 的 ,原来 也 称 为 傅 里 叶 分 析 ,但 是 
现在 它 的 主要 内 容 却 是 多 元 (函数 的 ) 调 和 分 析 和 群 
上 的 调和 分 析 ( 抽 象 调和 分 析 ), 从 研究 的 问题 到 方 
法 上 都 有 很 大 变化 . 在 一 些 问 题 中 , 傅 里 叶 变 换 逐 渐 
被 别 的 由 它 演 变 来 的 更 有 力 的 工具 替代 ,因而 很 难 
继续 用 后 一 名 称 来 概括 它 的 全 部 内 容 . 函数 逼近 论 
在 初期 主要 讨论 用 代数 的 或 三 角 的 多 项 式 逼 近 连 续 
函数 的 有 关 问 题 ,而 现在 它 所 考虑 的 作为 和 逼近 工具 
的 特殊 函数 和 被 逼近 函数 的 类 型 都 丰富 多 了 . 从 这 
些 学 科 的 发 展 中 可 以 看 到 ,它们 的 研究 对 象 正 随 之 
发 生变 化 .与 其 说 它们 现在 研究 的 仍然 是 函数 ,不 如 
说 主要 是 某 些 函数 空间 (函数 类 ) 和 算 子 (变换 ) 更 为 


恰当 ,有 关 研 究 已 推广 到 了 和 群 、 流 形 或 其 他 抽象 的 基 
RE 位 势 论 的 发 展 有 类 似 的 情况 . 经 典 的 位 势 论 研 
究 牛 顿 位 势 ( 一 类 偏 微分 方程 边 值 问题 的 积分 形式 
的 解 ), 而 现代 位 势 论 中 所 讨论 的 一 般 位 势 ,实质 上 
与 牛顿 位 势 相 似 , 无 非 是 关于 某 种 测度 对 适当 的 核 
的 特殊 积分 算 子 . 群 上 的 位 势 论 也 正在 发 展 . 对 诸如 
此 类 的 空间 及 算 子 抽象 .系统 的 研究 属于 泛 函 分 析 . 
它 是 20 世纪 初 发 展 起 来 的 学 科 , 是 经 典 分 析 在 近代 
的 拓展 . 另 一 个 新 的 分 析 学 科 是 流 形 上 的 分 析 ,一 般 
认为 它 在 20 世纪 中 期 才 形 成 独立 分 文 . 它 研究 定义 
在 流 形 上 的 函数 , 而 流 形 上 一 般 没 有 统一 坐标 , 只 在 
每 点 存在 与 欧 氏 空间 中 的 开 集 同 胚 的 邻 域 ,因此 , 流 
形 上 的 局 部 分 析 与 经 典 的 欧 氏 空间 的 分 析 相 仿 , 整 
体 分 析 则 复杂 得 多 , 流 形 上 的 分 析 指 的 就 是 后 者 (或 
称 大 范围 分 析 ). 它 可 以 在 流 形 这 个 全 新 背景 之 下 ， 
研究 与 各 个 经 典 分 析 学 科 相 应 的 问题 ,是 经 典 分 析 
的 现代 拓展 . 例如 ,大 范围 变 分 法 充实 了 大 范围 分 析 
的 内 容 , 它 既是 变 分 法 的 现代 发 展 ,又 可 以 看 做 流 形 
上 的 分 析 的 一 部 分 . 由 于 流 形 上 的 函数 的 性 态 与 流 
形 本 身 的 几何 .拓扑 性 质 密切 相关 ,从 而 可 以 认为 ， 
流 形 上 的 分 析 是 分 析 学 与 几何 .拓扑 、 代 数 互 相 综 合 
的 产物 . 这 也 反映 了 现代 数学 发 展 的 特点 . 

各 学 科 密 切 联系 、 相 互 渗透 与 综合 是 现代 数学 
发 展 的 重要 特点 . 现代 分 析 学 的 发 展 ,除了 依靠 本 身 
的 基础 之 外 ,特别 吸收 和 利用 了 集合 论 .代数 以 及 拓 
扑 的 思想 和 方法 .已 经 提 到 的 泛 函 分 析 和 流 形 上 的 
分 析 的 形成 和 发 展 就 是 如 此 .再 如 ,抽象 调和 分 析 和 
大 范围 变 分 法 等 ,它们 的 基本 问题 还 属于 经 典 分 析 
的 推广 ,可 是 方法 上 完全 离 不 开 代数 和 拓扑 ,并 都 已 
形成 独立 的 分 支 . 离散 化 的 方法 在 分 析 中 用 得 越 来 
越 多 ,一 些 抽象 代数 的 概念 和 理论 被 用 到 过 去 与 它 
无 缘 的 分 析 问 题 中 . 至 于 分 析 学 内 部 各 学 科 的 结合 
就 更 多 了 ,特别 是 泛 函 分 析 与 其 他 经 典 学 科 的 结合 ， 
现在 已 很 平常 . 广义 函数 理论 已 普遍 成 为 许多 经 典 
分 析 领 域 的 研究 工具 . 前 面 提 到 过 调和 分 析 等 学 科 
对 某 些 函数 空间 及 算 子 的 研究 ,这 方面 问题 的 提 法 
和 研究 方法 都 有 很 多 借鉴 于 泛 困 分析, 并 依赖 于 算 
子 论 的 成 果 , 又 有 各 自 的 特点 ,代表 了 各 自 的 发 展 方 
向 ,从 而 对 泛 困 分 析 也 是 补充 和 发 展 . 其 次 , 实 分 析 
与 复 分 析 的 结合 ,近年 来 也 很 引 人 注 目 . 哈代 空间 理 
论 的 发 展 , 可 以 作为 这 方面 的 典型 例子 .在 20 世纪 
初 , 它 完全 是 复 变 国 数论 的 一 部 分 ,20 世纪 60 FR 
以 后 ,在 此 基础 上 发 展 了 多 元 哈代 空间 的 实 变 理 论 ， 
这 又 促进 了 多 复 变 图 数论 在 这 方面 的 研究 . 分 析 学 
还 与 其 他 许多 数学 学 科 在 内 容 上 有 复杂 的 交叉 , 思 
想 和 方法 上 联系 密切 . 其 中 一 些 是 长 期 存在 而 又 有 
所 发 展 的 ,如 调和 分 析 、 变 分 法 、 位 势 论 与 微分 方程 
的 关系 ,而 新 近 的 则 如 调和 分 析 、 位 势 论 与 概率 论 的 


数 学 


联系 都 是 很 突出 的 例子 ,这 对 双方 学 科 的 发 展 都 很 
有 影响 . 现在 ,这 类 相互 间 的 联系 .渗透 和 综合 已 经 
十 分 普遍 和 深入 ,这 就 使 得 分 析 学 的 研究 者 ,或 者 只 
想 学 习 和 了 解 现代 分 析 的 人 ,都 应 有 多 方面 的 数学 
知识 基础 . 

分 析 学 属 基础 数学 范畴 . 作为 纯粹 数学 学 科 , 分 
析 学 的 发 展 虽 不 以 在 科学 技术 中 的 应 用 为 直接 目 
的 ,然而 随 着 时 代 的 发 展 ,很 多 抽象 的 数学 概念 和 理 
论 都 在 物理 以 及 现代 科技 中 找到 实际 背景 或 应 用 . 
微 积 分 的 创立 ,本 来 就 有 物理 方面 的 源 录 ,所 以 分 析 
学 与 物理 的 紧密 联系 从 牛顿 时 代 就 开始 了 . 以 后 在 
不 同时 代 建 立 的 一 些 分 析 学 科 ( 如 变 分 法 、 位 势 论 
等 ) 发 展 了 这 种 关系 . 现代 分 析 中 对 于 某 些 算 子 的 研 
究 以 及 流 形 上 的 分 析 理 论 等 在 物理 中 的 应 用 就 更 深 
人 了 .同时 ,电子 计算 机 的 发 展 不 仅 扩 大 了 数学 的 应 
用 范围 , 另 一 方面 ,而 且 也 为 数学 理论 研究 提供 了 有 
JJ LR. 1E 43 Br > 73 II , PS OB XT 15 BJ BAA [n] Dt 
FE AR ARUEU E) 05 i 49 F FA EK AA t ZE Jj tF 
算 机 相 联 系 的 计算 数学 中 有 广泛 的 应 用 . X H Fit 
算 机 使 许多 最 优化 问题 有 可 能 实际 求解 ,进而 推动 
了 变 分 法 和 凸 分 析 的 某 些 方向 的 发 展 . 傅 里 叶 分 析 
在 图 象 和 信号 处 理 的 应 用 中 ,一 直 是 重要 的 工具 ,最 
近 发 展 起 来 的 小 波 分 析 借 助 于 计算 机 ,在 许多 科学 
分 支 ( 如 天 体 物 理 和 地 球 物理 等 ) 中 得 到 更 广泛 的 应 
用 . 其实, 计算 机 对 数学 的 影响 , 决 不 限于 某 些 应 用 
及 与 它 直 接 相 关 的 理论 方面 . 计算 机 的 发 展 已 直接 
影响 到 数学 教学 ,并 将 进一步 影响 到 整个 数学 的 发 
展 . 近年 来 由 于 机 器 证 明 有 新 的 突破 ,人 们 日 益 注目 
于 数学 推理 的 构造 性 以 及 数学 的 机 械 化 ,这 对 于 分 
析 学 这 样 的 纯粹 数学 学 科 ,无 例外 地 将 有 越 来 越 大 
的 影响 . 

总 之 ,分 析 学 自 微 积 分 创立 以 来 ,历经 三 百 余 年 
的 发 展 ,至 今 形 成 一 个 庞大 的 分 文体 系 . 它 影 响 和 改 
变 了 整个 数学 的 面貌 . 在 现代 科学 技术 的 推动 下 ,分 
Jr = E hel BU c JR 

Sy (analysis) 分 析 学 的 简称 . 
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i 7; #2 (differential equation) 常 微 分 方程 
与 偏 微分 方程 的 总 称 .包含 未 知 图 数 的 导数 (或 偏 导 
数 ) 的 等 式 称 为 微分 方程 .未 知 函 数 只 有 一 个 自 变 量 
的 微分 方程 称 为 常 微 分 方程 ,例如 等 式 

d?z 
d E 
是 描述 大 地 上 自由 落体 的 常 微分 方程 ,其 中 g 是 重 
AMEER, RAKA z=) ERER A 的 铅 直 
位 置 . RA RASS AES ,因而 包含 未 知 函 数 的 
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偏 导 数 的 微分 方程 称 为 偏 微分 方程 ,例如 , 弦 振 动 方 
程 

Pu Bu 

at’ ax? 
EAN PREY OARS AP a^ —T/P, 
T 5 P ANB KA SK JJ SARE. RA RR u= 
u(r tte EA x fEBPZI ; BJ Es In] b 3. 微分 方程 
论 ( 简 称 微分 方程 ) 是 数学 的 一 个 重要 的 分 文学 科 . 

微分 方程 的 研究 开始 于 17 WEEK ,几乎 与 微 积 

分 同时 出 现 . 2E H Newton, I ) #l 3 fg JE X (Leib- 
niz, G. W. ) 创 造 微 分 与 积分 时 ,指出 了 它们 是 互 逆 
运算 ,从 而 解决 了 最 简单 的 微分 方程 


dy ` 
"EP AC, 


的 求解 问题 . 人 们 用 微 积分 研究 力学 物理、 天文 和 
几何 问题 时 发 现 越 来 越 多 的 微分 方程 ,微分 方程 研 
究 中 的 成 果 几 乎 都 迅速 地 在 相应 学 科 中 得 到 应 用 ， 
从 而 促进 这 些 学 科 的 发 展 . 例如 ,牛顿 研究 天 体 运 动 
的 微分 方程 ,从 理论 上 得 到 了 原来 由 开 普 勒 (Ke- 
pler ,J. ) 凭 经 验 发 现 的 行星 运行 规律 .1758 年 , 克 菜 
罗 (Clairaut ,A.C. ) 用 微分 方程 的 级 数 解 计算 出 哈 
a OEE 1759 年 出 现在 近地点 的 日 期 . 1846 F, 
By) AEB (Le Verrier, U. J. J. ) 根 据 对 行星 运行 规律 
的 微分 方程 作 数值 分 析 的 结果 预言 ,太阳 系 应 该 有 
海王 星 存在 并 确定 出 它 在 天 空中 的 位 置 . 


满足 微分 方程 的 函数 ,即使 微分 方程 变 为 恒 等 


式 的 函数 称 为 微分 方程 的 解 . 人 们 对 微分 方程 的 研 
究 日 然 是 从 求 出 解 的 显 式 表达 开始 . 从 17 HERS 
18 世纪 中 期 ,在 这 一 方面 最 重要 的 成 果 有 : 莱 布 尼 
次 提出 的 分 离 变 量 法 , 雅 各 布 ， 伯 努 利 (Bernoulli， 
J.) 提 出 并 解决 了 的 一 个 特殊 非 线 性 常 微分 方程 ( 现 
在 称 为 伯 努 利 方程 ) 


m —PCrpy-—ROOo 


Kk hr (Euler ,L. ) 等 人 得 到 的 常 系数 线性 常 微分 方程 
的 一 般 解 法 ,以 及 弦 振 动 方程 (1) 的 达 天 贝尔 解 + = 
gz 一 ci) 十 %Cz 十 at) 人 们 发 现 , 微 分 方程 总 有 无 穷 
多 个 解 . 常 微分 方程 的 解 会 含有 一 个 或 多 个 任意 常 
数 ,而 偏 微分 方程 的 解 会 含有 一 个 或 多 个 任意 郴 数 . 
这 种 含有 任意 常数 或 任意 函数 的 解 称 为 微分 方程 的 
通 解 .但 是 ,微分 方程 中 只 有 很 小 一 部 分 可 以 求 出 用 
初等 函数 表示 的 显 式 通 解 . 考虑 到 力学 .物理 学 中 的 
实际 微分 方程 问题 并 不 在 于 求 出 通 解 ,而 是 需要 求 
出 满足 某 些 补充 条 件 ( 称 为 定 解 条 件 ) 的 解 . 研究 同 
时 满足 微分 方程 及 定 解 条 件 的 解 的 问题 称 为 定 解 问 
题 . 最 早 研 究 的 定 解 问题 有 :党 微分 方程 的 初 值 问题 
及 两 点 边 值 问题 , 弦 振 动 方程 及 热传导 方程 的 初 - 边 
值 问 题 ,以 及 用 分 离 变 量 法 解 这 两 种 初 - 边 值 问题 得 
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到 的 党 微分 方程 的 特征 值 问题 . HH + 48 eR BK 
显 式 解 的 可 能 性 很 小 ,人 们 转向 用 无 穷 级 数 方法 求 
解 或 用 没有 积 出 的 积分 来 表示 人 解 . 

牛顿 . 菜 布 尼 茨 和 欧 拉 都 曾 利 用 现在 仍然 采用 
的 待定 系数 法 求 出 过 一 些 初等 常 微分 方程 的 寡 级 数 
解 . 1816 到 1824 年 ,德国 哥 尼 斯 堡 天 文 台 台 长 册 塞 
AR (Bessel, F. W. ) 在 考查 行星 运动 中 ,对 现在 所 称 
的 册 塞 尔 方程 

d 


2 
IZ + z 2 + G — ny = 0 


进行 了 系统 的 研究 , 求 出 了 它 的 一 个 解 J,(x)( 称 为 
第 一 类 贝 塞 尔 函 数 ) 的 积分 表达 式 


2= 
J Ca y = 去 | cos (nu — rsinu)du 
2T] o 


及 级 数 表 达 式 
Jor) 


x 


/DE AT 
"js 


zx" 


2 (2 + 1) 
+ 


下 

FET BEN n 给 出 了 递 推 公 式 
tI ee r) — gh F zJ. 4-0. 

X n À RE DUE EK PRES). 
对 于 整数 2”, 汉 克 尔 (Hankel,H. ) F 1869 年 求 出 了 
贝 塞 尔 方程 的 第 二 个 级 数 解 Y,(x)( 称 为 第 二 类 中 
327K PR BO. 欧 拉 及 高 斯 (Gauss , C. F. ) £ BUB H JL 
{iY PRB Re HH AC e BS LE AB eK Hi HA PRI BL TR 
尔 米 特 多 项 式 等 特殊 函数 都 在 19 世纪 40 年 代 以 
前 ,作为 特殊 常 微分 方程 的 解 先后 得 到 . 48 B nT 
(Fourier, J. B. J. ) F 1822 年 发 表 的 《 热 的 解析 理 
it) ,不仅 根据 物理 原理 推导 出 三 维 的 热传导 方程 ， 
而 且 由 于 他 揭示 出 肾 数 可 以 展开 成 三 角 肾 数 、 贝 塞 
尔 了 水 数 及 勒 让 德 多 项 式 的 无 穷 级 数 这 个 普遍 事实 ， 
从 而 利用 这 些 函 数 的 级 数 展 式 解决 了 许多 热传导 问 
Em. 19 世纪 40 年 代 , 斯 图 姆 (Sturm,C. F. ) RI XI] 4E 
^R (Liouville ,J. ) 系 统 研 究 了 二 阶 常 微 分 方程 的 特 
征 值 问题 ,得 出 了 相当 详尽 的 结果 ,由 于 对 微分 方程 
求 出 解 的 问题 越 来 越 困 难 , 人 们 开始 考虑 给 定 的 微 
分 方程 定 解 问题 是 否 有 和 解 的 问题 .1840 年 , 柯 西 
(Cauchy, A. L. ) 利 用 欧 拉 早 就 提出 的 近似 解法 (所 
谓 欧 拉 折 线 法 ?证 明 ,对 常 微 分 方程 初 值 问 题 


d 
it Re J(z,y), 


yO) = yos 
当 折 线 边 数 无 限 增加 、 边 长 无 限 缩小 时 ,这 些 折 线 有 
一 极限 函数 就 是 它 的 解 .1842 年 , 柯 西 进一步 将 常 
微分 方程 的 研究 由 实数 域 扩 展 到 复数 域 ,在 方程 右 
端 fxz,y) 是 解析 函数 的 条 件 下 ,对 常 微分 方程 初 值 
[E] i C10 FH RE 2 BN OK SE. FA oR eR BX ) 1 uE BH 2 
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(1) 


数 收敛 ,从 而 建立 了 解 的 存在 唯一 性 定理 . Ge 
数 方法 又 为 柯 西 (在 1842 4) AP ARE E 
(KonajteBckas ,C. B. ) CE 1875 年 ) 推 广 应 用 于 复数 域 
中 的 偏 微 分 方程 组 的 初 值 问 题 ,证 明了 解析 解 的 存 
在 和 唯一 性 ,这 就 是 现在 所 说 的 柯 西 - 柯 瓦 列 夫 斯 卡 
TV XE X. 对 微分 方程 定 解 问题 ,一 般 需 要 研究 下 列 三 
个 问题 : 

1. 是否 有 解 . 

2. 有 几 个 解 . 

3. 解 是 否 连 续 依 赖 于 定 解 条 件 . 

微分 方程 的 解 存 在 、 唯 一 、 且 人 解 连续 依赖 于 定 解 
条 件 的 定 解 问题 称 为 适 定 的 . 适 定 的 定 解 问题 可 以 
进行 近似 计算 求解 并 在 实际 中 应 用 .根据 力学 、 物 理 
实际 对 摘 述 波 传播 的 弦 振 动 方程 及 描述 不 可 逆 过 程 
的 热传导 方程 一 般 研究 初 值 问题 或 初 - 边 值 问题 ,对 
描述 平衡 现象 的 调和 方程 


J'u 9*u J'u 
Apm S S€ q. quM s 
“ Or? + ay? 1: dz? d 


一 般 研 究 边 值 问题 . 这 些 定 解 问题 的 适 定 性 都 先后 
从 数学 理论 上 得 到 证 明 . 

19 世纪 末 到 20 世纪 初 是 微分 方程 发 展 的 重要 
时 期 . 在 对 弦 振 动 方程 .热传导 方程 及 调和 方程 这 三 
个 典型 二 阶 偏 微分 方程 有 了 较 多 研究 之 后 ,人 们 开 
始 转 疝 一 般 二 阶 线性 但 微分 方程 .利用 特征 这 一 重 
要 概念 ,人 们 把 方程 分 为 双 曲 型 .抛物 型 和 椭圆 型 三 
种 基本 类 型 ,上 述 三 个 典型 方程 分 别 是 它们 的 代表 . 
研究 表明 ,三 个 典型 方程 的 定 解 问题 的 提 法 、 解 的 性 
质 及 适 定性 理论 基本 上 可 以 推广 到 它们 所 代表 的 三 
种 类 型 方程 . 1923 年 , 特 里 科 米 (Tricomi,F.G. ) Ë 
先 研究 了 混合 型 方程 | 

Zu J'u 

y ER ay? = 0, 
这 个 方程 当 y> 0 时 是 椭圆 型 的 ,而 当 y< 0 时 是 双 
曲 型 的 ,接着 人 们 结合 空气 动力 学 中 跨 音 速 流 对 混 
合 型 方程 进行 了 许多 研究 . MF Pu (Galois ,E. ) 创 
立 群 论处 理 代数 方程 的 方法 的 影响 ,1881 年 至 1886 
年 , BE JH 3E (Poincaré, (J. DH. ) 在 研究 太阳 系 中 行 
星 和 卫星 运动 的 稳定 性 问题 中 ,对 常 微分 方程 不 是 
研究 一 条 积分 曲线 ,而 是 考虑 所 有 积分 曲线 和 它们 
的 关系 ,研究 了 常 微分 方程 的 解 在 四 类 奇 点 (焦点 、 
鞍点 、 结 点 、 中 心 ) 附 近 的 性 态 ,根据 解 对 极限 的 关系 
判定 解 的 稳定 性 ,得 出 了 一 系列 重要 结果 ,开创 了 常 
微分 方程 的 定性 理论 . 李 亚 普 诺 夫 (Jlamyuos, A. M. ) 
T 1892 年 开创 了 运动 稳定 性 理论 ,提出 了 解决 常 微 
分 方程 组 稳定 性 的 两 种 方法 ,成 为 研究 常 微分 方程 
定性 理论 的 一 个 重要 分 文 . 

20 世纪 中 期 以 来 ,物理 力学 .工程 技术 .生物 
学 和 化 学 ,甚至 一 些 社会 科学 (例如 人 口 理论 ) 不 断 


数 = 


提出 大 量 微分 方程 的 新 问题 . 同时 ,由 于 图 数论 IZ 
图 分 析 等 数学 学 科 的 发 展 , 给 微分 方程 提供 了 新 的 
思想 和 研究 方法 .微分 方程 的 发 展 进 入 了 新 的 阶段 . 
在 工程 控制 论 中 提出 了 带 有 时 浪 的 常 微分 方程 或 称 
微分 差分 方程 .微分 差分 方程 及 更 广义 的 泛 函 数 分 
方 有 了 很 大 的 发 展 , 由 于 广义 函数 和 广义 解 概 念 的 
引进 和 各 种 泛 消 数 分 析 方 法 的 应 用 , 偏 微 分 方程 从 
二 阶 各 种 类 型 线性 方程 一 般 理论 的 建立 发 展 到 各 种 
非 线 性 偏 微分 方程 问题 研究 . 由 于 电子 计算 机 的 出 
现 与 发 展 , 促 进 了 各 种 微分 方程 近似 解法 的 研究 . 这 
些 近 似 解法 不 仅 在 科学 技术 上 得 到 了 广泛 的 应 用 ， 
也 给 微分 方程 理论 研究 提供 了 感性 的 新 信息 和 论证 
的 新 途径 . 微分 方程 理论 研究 还 向 抽象 化 发 展 , 例 如 
从 普通 空间 的 常 微分 方程 到 抽象 空间 的 常 微分 方 
FE ,从 分 型 的 偏 微分 方程 到 一 般 的 偏 微分 算 子 ,从 具 
体 的 微分 动力 系统 到 抽象 动力 系统 ,从 普通 有 限 维 
偏 微 分 方程 到 流 形 上 的 偏 微 分 方程 . 

从 20 世纪 50 年 代 起 ,中 国 研究 微分 方程 理论 
和 应 用 的 队伍 不 断 壮 大 ,研究 的 领域 日 益 广泛 ,在 一 
些 领 域 已 经 取得 有 国际 影响 的 成 果 . 

R BIL E A ir 


Sr E e Hie (theory of functions of real vari- 
ables) ”在 微 积分 学 基础 上 ,用 集合 论 ( 特 别 是 点 集 
论 ) 的 方法 ,进一步 研究 实 变 函 数 的 连续 、 可 微 和 可 
积 等 基本 性 态 及 其 间 关 系 的 数学 学 科 . 勒 贝 格 积分 
理论 是 实 变 函 数论 的 中 心 内 容 . BRE C, KE PRÉ 
论 中 还 讨论 点 集 和 函数 的 可 测 性 的 有 关 问 题 ,此 外 
它 还 包含 连续 函数 的 贝尔 类 理论 ,以 及 与 积分 和 微 
分 关系 问题 直接 有 关 的 各 种 积分 的 理论 . 俄国 学 者 
把 实 变 函 数 的 现代 理论 分 为 三 个 部 分 :描述 性 理论 、 
ER Hit aSIt mu, 这 里 ,第 一 部 分 研究 由 极限 过 
程 得 到 的 某 些 函数 类 (例如 贝尔 类 ?的 性 质 ; 第 二 部 
分 主要 是 建立 在 勒 贝 格 测度 与 积分 基础 上 的 ,本 数 
的 导数 、 积 分 和 级 数 的 性 质 ;至 于 第 三 部 分 ,现今 一 
般 把 它 归 人 独立 的 学 科 函 数 逼 近 论 . 

19 所 纪 末 ,在 对 微 积 分 学 中 一 些 基本 概念 及 其 
关系 的 深入 研究 ,以 及 对 于 健 里 叶 级 数 的 研究 之 中 ， 
出 现 许多 性 态 奇特 的 函数 的 例子 , 像 有 的 晒 数 处 处 
连续 ,但 无 处 可 徽 ; 有 的 项 数 处 处 可 微 , 但 其 导数 却 
^ GR 0 n] ELSE B3 PROBUS 3 , F: rh 5 4 pR AB ORE 
& ) oy FR, E Rk EE eg CAD A CAR SO BY ARE TTR Y 
对 原 有 分 析 基 本 概念 完美 的 设想 ,促使 人 们 研究 一 


般 点 集 上 的 函数 ,并 推广 导数 和 积分 的 概念 ,这 就 是 


实 变 盟 数论 的 起 源 .开始 它 是 与 微 积 分 学 交织 在 一 
起 的 ,1902 年 , 勒 贝 格 (Lebesgue,H.L.) 提 出 了 新 
的 积分 理论 ,标志 着 实 变 函 数论 已 成 为 一 个 新 的 独 
立 数学 学 科 , 这 也 是 古典 分 析 过 渡 到 现代 分 析 的 转 
折 点 . 因此 , 实 变 函 数论 是 微 积 分 学 的 发 展 与 提高 ， 
它 又 是 现代 分 析 ( 特 别 是 泛 函 分 析 ) 的 基础 与 起 源 ， 
在 分 析 数 学 中 居于 承上启下 的 地 位 . 相 比 于 微 积 分 
学 , 实 变 函 数论 里 研究 的 函数 多 半 定 义 在 一 般 的 点 
集 上 ,所 以 它 的 特性 更 依赖 于 作为 函数 定义 域 的 点 
集 的 性 质 ,对 函数 的 研究 往往 归结 为 对 一 些 点 集 的 
研究 . 其 次 ,从 研究 问题 过 程 中 的 思想 性 和 计算 性 这 
两 方面 关系 来 看 , 微 积 分 学 中 是 后 者 占 了 主要 地 位 ， 
而 实 变 函 数论 则 以 前 者 为 主 , 不 多 的 计算 往往 成 了 
集合 的 运算 和 推理 , 在 微分 和 积分 这 两 大 分 析 运 算 
的 关系 方面 , 实 变 函 数论 不 同 于 微 积分 学 , 它 把 积分 
作为 第 一 位 的 ,通过 推广 积分 概念 ,推进 了 微分 与 积 
分 的 互 道 关系 . 

实 变 函 数论 是 分 析 学 各 学 科 的 基础 ,与 分 析 学 
以 外 的 许多 数学 学 科 也 有 深刻 的 联系 . 集合 论 可 以 
说 是 与 实 变 范 数论 同时 诞生 ,并 在 紧密 联系 中 发 展 
起 来 的 ,而 在 它们 之 中 又 蕴含 了 点 集 拓扑 的 源流 . 公 
理化 以 后 的 概率 论 , 更 是 与 实 变 函 数 的 度量 理论 密 
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数 论 


不 可 分 . 由 于 测度 思想 的 广泛 应 用 和 勒 贝 格 积分 理 
论 的 重要 地 位 , 实 变 函 数论 还 与 其 他 许多 学 科 有 紧 
密 联系 ,甚至 通过 其 他 数学 学 科 ( 例 如 概率 论 和 泛 函 
分 析 ) ,与 力学 和 理论 物理 有 间接 的 联系 . 


欧 氏 空间 中 的 点 集 


Hr 中 的 点 集 (set of points in RO 以 欧 氏 空间 
中 的 点 为 元 素 的 集合 .一 个 集合 ,着 它 的 元 素 均 是 n 
维 欧 几 里 得 空间 R” 中 的 点 , 则 称 它 为 R” 中 的 点 集 . 
H" "P B3 xx < RIVE EB BS BS REOS. 对 于 r= CTi Tt, 
Xa) CR”, y= Cys ys y» ER”; 12 E BJEE e 


2; gc s 
因而 R^ 是 度量 空间 ,而 可 以 赋 以 拓扑 使 之 成 为 拓扑 
空间 ,拓扑 中 的 一 些 基 本 概念 ,如 开 集 、 闭 集 . 内 点 、 
外 点 、 聚 点 等 ,在 R” 中 都 有 意义 . 同时 ,实数 连续 统 
的 一 些 基 本 定理 ,如 闭 区 间 套 定理 .有 限 覆 盖 定 理 
等 ,在 R" 也 都 成 立 ( 参 见 《数学 辞海 ) 第 一 卷 《 数 学 分 
析 》 和 第 二 卷 4 一 般 拓 扑 学 ?中 的 有 关 条 目 ). 

R" 中 开 集 的 构造 (structure of open sets in R”) 
R” 中 开 集 所 具有 的 共同 结构 . R"(z 之 2) 中 的 任 一 非 
空 开 集 均 为 可 数 多 个 互 不 相交 的 左 开 右 闭 (2” 维 ) 区 
间 之 并 ,但 这 种 表示 不 惟一 . 

实 直 线 上 开 集 的 构造 (structure of open sets 
on the real line) 直线 上 的 开 集 在 构造 方面 的 特 
A KERER 内 ) 的 任何 非 空 开 集 必 能 惟一 表 成 
可 数 个 互 不 相交 的 开 区 间 的 并 ,这 些 开 区 间 称 为 该 
开 集 的 构成 区 间 . 它们 之 中 可 能 有 形 如 (一 cp,a)， 
(Lë, +œ) 或 (一 co ,十 ce) 的 无 穷 开 区 间 . 

直线 开 集 的 构成 区 间 (Ccomponent interval of 
见 “ 实 直线 上 开 集 的 构 


p(z,y) = |x — y| = 


open sets on the real line) 
ë”. 

# [X [8] (complementary interval) HA F HH 
集 的 余 集 ( 为 开 集 ) 的 构成 区 间 . 设 是 实 直 线 R 上 
的 闭 集 . 称 F MRE (TARE PSR 的 构成 区 
BA F EREE. 

点 集 的 距离 (distance between two point sets) 
两 点 距离 的 推广 . 设 A.B E: R* PATAR. EXA 
与 B 的 距离 为 

pe(A,B) = inf {p(x,y)}, 


y€B 


其 中 oa ROR x X y 的 距离 . 


特别 地 , 当 A= (zo) BI A 由 一 点 zo 构成 时 , 则 

5 B veni iile Xo 到 点 集 B 的 距离 , 记 为 
p aO B). 

波 莱 尔 集 (Borel set) 一 类 重要 的 集 . LMA 
集 出 发 ,用 取 余 , 取 可 数 并 、 可 数 交 运算 所 得 的 集 , 统 
WR AS HER SR. 例如 ,Gs RIR, Fo 型 集 都 是 波 莱 尔 
集 . 波 莱 尔 集 的 全 体 组 成 了 波 莱 尔 集 类 . 它 是 深入 讨 
论 函 数 的 连续 性 、 可 微 性 、 可 积 性 时 必 不 可 少 的 重要 
集 类 . 上 述 定义 与 拓扑 空间 中 的 波 莱 尔 集 的 定义 ( 参 
见 本 卷 《 测 度 论 ) 同 名 条 ) 是 一 致 的 . 

F, 型 集 (set of type F) 可 数 个 财 集 的 并 集 . 
ERR 中 重要 的 集 类 . 

Gs 型 集 (set of type Ge) 
CER 中 一 类 重要 的 集 . 

康 托 尔 三 分 集 (Cantor ternary set) ”简称 康 托 
尔 集 . 它 是 用 下 面 的 方法 做 出 的 直线 上 的 一 个 性 质 
奇特 的 点 集 : 从 闭 区 间 [0,1j] 内 去 掉 开 区 间 
(1/3,2/3); 再 从 剩 下 的 两 个 闭 区 间 内 分 别 去 掉 长 为 
1/3? 而 中 心 在 这 两 个 财 区 间 的 中 点 的 两 个 开 区 间 ; 
然后 再 从 剩 下 的 四 个 财 区 间 内 分 别 去 掉 长 为 1/3 
而 中 心 在 这 些 财 区 间 中 点 的 四 个 开 区 间 ,如 此 下 去 ， 
在 L0,1j 中 去 掉 了 上 述 作 法 中 的 所 有 开 区 间 之 后 , 剩 
下 的 点 组 成 的 集合 , 常 记 为 了 P, 即 


po 
康 托 尔 集 有 一 系列 奇特 的 性 质 , 例 如 ,P 是 完备 集 ， 
基数 与 R 相同 ,但 P 又 是 勒 贝 格 意 义 下 的 零 集 , 因 
此 它 常 被 用 以 构造 各 种 反例 , 且 是 分 形 的 典型 例子 . 
它 是 康 托 尔 (Cantor ,M. B. ) 提 出 的 . 

康 托 尔 集 (Cantor set) HER 


勒 贝 格 测度 


勒 贝 格外 测度 (Lebesgue outer measure) 为 
定义 点 集 的 勤 贝 格 测度 而 建立 的 预备 性 概念 . 简 记 
为 ( 工 ) 外 测度 . 对 于 R 中 的 任 一 点 集 EIER w E 
的 可 数 个 开 区 间 的 体积 之 和 的 下 确 界 称 为 五 的 勒 
WS Sh BE ,简称 五 的 外 测度 , 记 为 m* GO SK | E |. 
即 


可 数 个 开 集 的 交集 . 


三 分 集 的 简称 . 


m* CE) =inf( > |L | | C.) 为 覆盖 
EN 


E 的 可 数 个 开 区 间 ). 
E R 中, 区间 了 的 外 测度 等 于 它 的 体积 , 即 m'I 
=|| ÆR 中 , 开 集 的 外 测度 等 于 它 的 构成 区 间 长 
度 之 和 ,并 且 对 于 R° 中 任意 点 集 EE, 它 的 外 测度 等 
TEAR E BJ JF G 的 外 测度 的 下 确 界 , 即 m* CE) 
—inf (m* (G) | G EBE EMAAR). R” "P ARK 
(了 ) 外 测度 具有 下 列 基 本 性 质 : 


Si IS d 


1. ZE. ar(Eizsü,amrt iist, 
2. 单调 性 : 若 E, CE, Wl m* CE Em" CE. 
3. 次 可 加 性 : 


(UE) < gun “(E 


4. ER Ei, ECR", cA e(E,,E,)>0 
则 m* (E,UE,)=m* (E,)+m* (E,). 这 是 使 开 集 为 
可 测 集 的 基础 . 

外 测度 概念 是 测度 定义 的 基础 . 

勒 贝 格 可 测 集 (Lebesgue measurable set) 实 


” 变 函 数论 的 重要 概念 之 一 . 指 勒 贝 格 意义 下 可 求 “长 


E” “THAR a KR" BEA. Zur bp: 上 的 
CL) Shi BE, ECR” H W ÉE + h pu S8 £ H 2 p. BI Xt 
任意 点 集 TCR"*, 有 
m* (T) =m (TN E) + m'(O f) E), 

则 集 E BRA By VL n] W) 4i fo KCL) np d S. 但 这 不 
RA UL HS (Lebesgue, H. L. AAA H ff. 勒 贝 格 首 
先 考虑 直线 上 的 点 集 , 定 义 开 区 间 (a,5) 的 测度 为 
(a,b) ES EE b—a:m(C(a,b))=b-a; Bt dE RT 
E G 的 测度 为 G 的 构成 区 间 的 长 度 之 和 , 即 若 G 
=U Gib s Carb) G 的 构成 区 间 Wl 


KA EEN 
D 


进而 对 有 界 闭 集 FCG.D.,& G=(a.b)\F ,定义 下 
A BEA m CF) = (b—a)- m (G) ,m (F): P BJ Ca, 


m (G) = 


OHARTA: al REID FR E E BUR (UR E 


的 有 界 开 集 的 测度 的 下 确 界 称 为 五 的 外 测度 , 记 为 
m* (E), Bl] m* (E)=inf(m(G)|G JF EH GOE); 
把 所 有 含 于 五 中 的 闭 集 的 测度 的 上 确 界 称 为 五 的 
( 勒 贝 格 ) 内 测度 ,; 记 为 m. CE) SK | E |,, BD o, CE) 
—supim CF) |F 为 闭 集 且 fCE); 显 然 ,m. (E) 
<m* (E); # m.(E)=m* (E), WR E AW WE, 
它 的 外 测度 与 内 测度 所 具有 的 共同 值 称 为 E 的 测 
E, wA m(E)=m.(E)=m* (E); F E KRAE, 
H.E 5 FE fn] 8 AA EX [8] B5 Az E np SE , 则 称 E 是 可 
测 集 ,其 测度 定义 为 
mE) = lim mI, N E) 
其 中 (1i} 为 递增 开 区 间 列 ,是 
R = UL. 

而 且 > (E) AREA + co. 上面 关于 R 中 点 集 的 可 测 
集 与 测度 的 概念 ,可 以 推广 到 R^ 中 的 点 集 上 去 ,而 
上 且 这 种 推广 并 无 实质 性 的 困难 . 

勒 贝 格 定义 的 可 测 集 与 测度 的 优点 是 自然 、 直 
观 , 然 而 定义 中 使 用 了 内 测度 与 外 测度 ,这样 ,使 用 
起 来 很 不 方便 . 因此, 人们 和 希望 寻求 一 个 比较 简洁 的 
等 价 定义 .通过 对 外 测度 的 深入 研究 ,卡拉 西 奥 多 里 
C. OFF 1914 年 给 出 了 前 面 所 述 的 可 
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(Carathéodory, 


测 集 的 定义 . 这 个 定义 与 勒 贝 格 的 定义 是 等 价 的 ,而 


且 后 来 成 为 建立 抽象 测度 论 的 有 力 工 具 ， 

勒 贝 格 测度 (Lebesgue measure) 集合 的 一 种 
上 度量. 它 是 线段 长 度 .矩形 面积 和 立体 体积 概念 的 推 
广 , 它 只 对 于 勒 贝 格 可 测 集 有 意义 . 车 ECR Hi 
贝 格 可 测 的 , 则 五 的 勒 贝 格外 测度 称 为 五 的 勤 贝 格 
测度 , 记 为 m(E) 或 |E|. 为 了 推广 积分 概念 , 勒 贝 格 
(Lebesgue , H. L. ) + 1902 年 在 提出 他 的 新 型 积分 
时 ,提出 了 这 种 测度 概念 . C E AE ZK 4 (Jordan, 
M. E. C. ) 3E/& (Borel, CF. -Ë. -J. -)E. ) 之 后 提出 
的 最 有 意义 的 一 种 测度 ,现代 一 切 抽象 测度 的 概念 
都 是 仿照 它 的 模式 建立 的 . 勒 贝 格 测度 和 可 测 集 的 
主要 性 质 有 : 

1. 空 集 儿 可 测 , 且 m C) =0,4£ 4A) X [8] EJ AW, R. 
它 的 测度 与 长 度 ( 或 面积 .体积 等 ) 相 等 ， 

2.4 ECR” 可 测 , 则 它 的 余 集 E -R'NE 也 可 
测 . 

3: fr E, + E, nj Jj, W El U E: E [| E; 以 及 
Ei\E; 均 可 测 . 

4.《 可 列 可 加 性 ) 可 列 个 可 测 集 E;(i 二 1,2,…) 
的 并 集 UE 仍 为 可 测 集 ; 若 进 一 步 有 各 E 两 两 不 
相交 时 , 则 

met UE) = DmE). 
SZ E,,E, AW, E C E,, E. m (E,)< 4-oo , W] 
m(E,/E,) = m(E,) — mCE,). 
6. X (En) JE: eb P u] MI $Ë & 7] , Du) 
m (lim E.) = lim m (E, ). 

7. 车 {E,) 是 递减 可 测 集合 列 , 且 有 n fm CE, ) 

<+co, Wl 
m(lim E,) = lim m(E,). 

8.〈 关 于 正 交 变换 和 平移 的 不 变性 ) 若 ECR’ 
为 勒 贝 格 可 测 集 ,0 KR 上 的 正 交 变换 ,对 于 zc 
R',id zo 十 五 一 人 ZER" 1z 一 zo 十 yyE 匹 ), 则 OE 和 
xo tE KREM , H. mIOE)-—mCG,-E)-—mCE). 

其 中 的 可 列 可 加 性 和 正 交 变换 与 平移 下 的 不 变 
性 最 为 重要 .前 者 是 使 勒 贝 格 测度 区 别 于 千 尔 当 和 
波 莱 尔 的 测度 ,并 使 勤 贝 格 积分 具有 良好 性 质 和 重 
大 理论 意义 的 基础 ,也 是 一 切 抽象 测度 都 具有 的 ;而 
后 者 则 是 勒 贝 格 测度 区 别 于 其 他 抽象 测度 的 特征 . 

可 测 集 (measurable set) 在 不 致 与 其 他 测度 
混 光 时 , 勒 贝 格 可 测 集 的 简称 . 

卡拉 西 奥 多 里 条 件 (Caratheodory condition) 
用 以 定义 勒 贝 格 可 测 集 的 一 个 条 件 ( 参 见 “ 勒 贝 格 可 
MS" 由 卡拉 西 奥 多 里 (Caratheodory,C. ) 于 
1914 年 给 出 ,在 抽象 测度 理论 中 起 重要 作用 . 

勒 贝 格 可 测 集 的 结构 (structure of Lebesgue 
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measurable set) ”对 勒 贝 格 可 测 集 的 一 种 刻画 . 从 
它 与 某 些 特殊 集 的 关系 的 角度 说 明 ( 工 ) 可 测 集 的 构 
造 ; 每 个 (L) 可 测 集 都 近 于 开 集 或 闭 集 , 而 与 某 个 G; 
型 集 或 F, 型 集 相 差 一 个 零 测度 集 ( 测 度 相 等 ). 下 列 
五 条 都 是 集 五 可 测 的 充分 必要 条 件 : 

1. 对 任意 se 盖 0, 有 开 集 GDE, fi m* (G\E)<e. 

2. 对 任意 es 之 0, 有 闭 集 FCE, f 

m* (ENF) «t. 

3. 有 G, BE GDE, f m* (GE) —0. 

4. F, WE F.C E, {E m* (E\F,)=0. 

5. 对 任意 >00, AAR F KOP G, fff FC EC 
G, H m* (GNF) «e. 

另外 , 若 已 知 五 为 可 测 集 , 则 还 有 : 

6. 对 任意 e>0, 存 在 开 集 或 闭 集 4 ,使 

m (E JAA) «e. 

7. EXE ARE AR EE B li m (EA B)=0,F# PSA” 
表示 对 称 差 . 

勒 贝 格 可 测 集 类 (Lebesgue measurable set fa- 
mily) ” 勒 贝 格 可 测 集 类 作为 集 孙 数 的 定义 域 . 它 包 
括 : 

1. 一 切 区 间 ( 不 论 开 、 闭 或 有 限 、 无 限 的 ). 

2. 一 切 外 测度 为 零 之 集 . 

3. 一 切 开 集 、 闭 集 、F, 型 .Cs 型 集 、 波 莱 尔 集 . 

但 存在 不 是 波 莱 尔 集 的 ( 工 ) 可 测 集 , 苏 斯 林 
(Cycaun, M. S. ) 首 先 举 出 了 这 样 的 实例 .因而 (元 ) 可 
测 集 类 是 比 波 莱 尔 集 类 更 广 的 集 类 ,但 并 非 一 切 点 
集 都 是 勒 贝 格 可 测 的 . 

等 测 包 (equi-measure hull) 反映 点 集 外 包 等 
测 有 逼近 性 质 的 集 . 若 五 为 R" 中 任 一 点 集 , 则 存在 包 
SEW G | WS H ,1845 H 的 测度 与 5 的 外 测度 相 
等 , 即 m(H)=m" (E), E H RA E REME. 

等 测 核 (equi-measure kernel) 反映 可 测 集 内 
E Sp UU XE XE TE JOE BI d. E E 7g R^ 中 的 可 测 集 , 则 存 
TEST ER F, Ë K BK 与 两 集 的 测度 相 
SS, Bl m CK) — mCED. J, K RAE 的 等 测 核 . 

乘积 空间 中 可 测 集 的 截 口 性 质 (section proper- 
ties of a measurable set in a product space) 反映 
可 测 集 与 其 笛 卡 儿 乘 积 之 间 可 测 性 和 测度 的 关系 的 
命题 . 设 点 集 ECR, & z € R^, WR 中 点 集 {yE 
R*|Go3) € E PRIN S& E RHF A r= xo 所 截 的 截 
H , 记 为 E. EAM PEM: 

1.# A 5 BAH R^ 5 R PRL) np ASS, 
W C— AX BE: R "rB BJ CL) BY TI , B. 

m(C)=m(A) * mCB). 

2. # ECR” RS] CL BEA WY m CE —0 a. 
e. F R°. 

3. Æ ECR “是 ( 工 ) 可 测 集 , 则 对 几乎 所 有 的 x 


ER’,E, ÆR rni mp in E. 

勒 贝 格 内 测度 (Lebesgue inner measure) $) 
D $% (Lebesgue, H. L. ) 提 出 他 的 测度 定义 时 所 用 的 
一 个 辅助 性 概念 . 简称 ( 工 ) 内 测度 . A EC R" 为 有 界 
点 集 ,7 为 包含 的 任 一 有 界 区 间 . 则 |T| 一 m* ON 
ERA E BHN HAWE, wA m. (ERIE N, Bp 

m, (E) = |I| — m* (INE), 

AB [I| xm Eu] I BEER. 39] UL 18 c8] 5 | E ai 
测度 时 ,对 有 界 集 巨 定义 ,; 当 m* CE) 9m. COR] E 
可 测 ,m* (EE) 与 m,(E) 的 公共 值 为 的 测度 (参见 
“ 勒 贝 格 可 测 集 ”)，. 

全 密 点 (point of density) ” 亦 称 密集 点 . 反映 
勒 贝 格 可 测 集 中 的 点 在 一 点 附近 高 度 密集 情况 的 概 
念 . 设 E 是 R 中 勒 贝 格 可 测 集 . 对 于 任意 一 点 zo, 记 
EG ,h)-—Ef[|Llxo—h,zx--A|G-0),* S 8 FE 

. mE(x,h) 
im ee 
存在 , 则 它 称 为 在 点 xo 处 的 密度 . WR E TE x xo 
处 的 密度 等 于 1, 即 
lim 


Dër 为 五 的 全 密 点 . (OTMAR E 中 几乎 每 个 
点 都 是 它 的 全 密 点 , 当 五 CR 的 情形 这 是 勒 贝 格 
(Lebesgue,H. L. ) 最 早 证 明 的 . 

密集 点 (point of density) BJL A”. 

稀薄 点 (point of rarity) ”描述 密度 的 男 一 个 概 
念 . 设 五 是 R "M usn S. 25 E TE jx ze 处 的 
密度 等 于 零 时 , 则 ze 称 为 五 的 稀薄 点 (参见 “全 密 
A”). 

维 堪 利 覆盖 (Vitali cover) ”以 度量 刻画 的 覆盖 
R" 中 的 点 集 的 区 间 族 . GG ECR", r= (I, Æ X [a] X. 
车 对 任意 的 XEE UL Ren, FF LET ER z€ 
L, |I| <e, WK T E E EER ALS FP BJ m, fa 
Fk E WEIS 44028 m. 

HE BEI 2 3S FE FE ( Vitali's convering theorem) 
阐明 点 集 近 于 被 其 维 塔 利 履 盖 中 有 限 个 互 不 相交 的 
区 间 覆 盖 的 命题 . 设 EC WC R", H m* G2 «T oo. 
若 卫 是 五 的 一 个 维 塔 利 覆 盖 , 则 对 于 任意 的 e> 0, 
存在 有 限 个 互 不 相交 的 了 ET(I 二 1,2,，…,n) ,使 得 

m^ CEN UL) «c E. 
iX Fe EIS A (Vitali, G.) F 1907 年 试图 将 微 积分 基 
本 定理 推广 到 R^ 情形 时 提出 并 证 明 的 . 

谢 尔 品 斯 基 依 测度 覆盖 定理 (Sierpiniski cover- 
ing theorem in measure) ”陈述 了 在 一 定 条 件 下 , 直 
线 上 的 有 界 点 集 , 近 于 被 有 限 个 互 不 重 从 的 区 间 和 发 
盖 的 命题 . RE MCa, b), A 是 一 区 间 族 .车 MM 中 
任 一 点 必 为 A 中 某 一 区 间 的 左 端点 , 则 对 于 任 给 


mE(x h) _ 1 


i 2S e EN EES 


20.4 中 有 不 相 重 个 的 有 限 个 区 间 Tol, [In 适 


他 
口 


m [MN U T, U = uos e. 

X E: OR Gh Bt dE (Sierpinski, W. ) + 1923 年 得 到 
的 . 

零 集 (null set) ”测度 为 0 的 集 . 在 实 变 函 数论 
中 , 特 指 勒 贝 格 测度 为 0 的 集 ,为 了 明确 ,有 时 称 为 
勒 贝 格 意义 下 的 零 集 . 由 于 这 类 集合 在 测度 理论 中 
的 特殊 重要 地 位 ,而 有 此 专门 名 词 . X FE 
BE ,一 切 可 数 集 ( 例 如 有 理 点 之 集 ) 都 是 零 集 ,但 是 也 
有 不 可 数 的 零 集 ( 例 如 康 托 尔 集 ). 零 集 的 任意 子 集 ， 
以 及 零 集 的 可 数 并 也 都 是 零 集 , 勒 贝 格 可 测 集 的 定 
义 可 以 通过 先 直 接 定义 零 集 ,然后 将 一 般 可 测 集 定 
义 成 波 莱 尔 集 与 勒 贝 格 零 集 之 并 . 

几乎 处 处 (almost everywhere) 前 明 一 个 可 以 
逐 点 判断 其 真 伪 的 命题 在 除 一 个 零 集 之 外 处 处 成 立 
的 常用 术语 . 设 有 一 个 与 集合 ECR” 中 的 点 x AK 


.的 命题 Po) BAER ECE MER rE EE, 


P GO35 KS yr. Wik POTE E 上 几乎 处 处 成 立 . 简 记 
为 Plzx)a.e. (英文 almost everywhere 的 简 缩 ) 于 
E. sk P(x) p. p. GEX presque partout 的 缩写 ) 于 
E. 


连续 函数 与 可 测 函 数 


j Ze XC f& bH XX C extended real-valuded func- 
tion)  J& 4^ 76 RUE BJ eR E. BI nf Bu XG 23 (Ë Die 
BX. 实 变 函 数论 中 的 可 测 函 数 一 般 属于 这 种 . 

沿 点 集 的 极限 (limit along a set) 通常 极限 概 
念 的 推广 . 设 f(z) 是 定义 在 ECR EN RRR, 
xo AE 的 聚 点 . 若 对 任意 60. d£ dE 070,4 rE 
Cro — xo HO NEN Ux BE K |/ Ge) A] «e, | SE 
数 4 称 为 jz) 在 点 zeo 沿 五 的 极限 , 记 为 

A = lim; f(x). 


XI 
0 


当 五 为 区 间 时 , 即 为 通常 的 极限 . 

沿 点 集 的 上 极限 (upper limit along a set) iff 
常 上 极限 概念 的 推广 . 设 f(x) 是 定义 在 ECR 上 的 
SC [B PR BY + xo AE 的 聚 点 ,分 别称 


lim sup Js 
h-—0 rE Gy 7h roth) EN ) 
lim inf f(x) 


h—0 r€ Gg—h,zg FANEN To? 


为 jz) 在 点 zo 沿 五 的 上 极限 和 下 极限 ,并 记 为 
lims f Cx) 和 limz f Ga). 


以 下 命题 成 立 : 
1. lim, f (x2 img f(x). 


— 
X To 


2. lime f(z) 存 在 的 充分 必要 条 件 为 lims f (x) 
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=lime f(x) B AUS PRK. 


iB PA BY F RER (lower limit along a point set) 
见 “ 沿 点 集 的 上 极限 . 

集 上 的 连续 函数 (continuous function on a set) 
区 间 上 的 连续 函数 概念 在 集 上 的 推广 . 对 于 定义 在 
# E EERS S), 4 ncEHIfGO|«-oo, 
下 列 三 个 定义 是 等 价 的 . 


1. 如 果 对 任 给 6 0, f£ fE ze 的 一 个 6 BR 
U lro), RB zC€C U(z= ONE MA | f z)— f Go) 
| «e, WUER f(x) 依 柯 西 意义 在 ro 点 相对 于 EE 是 连 
续 的 . 

2. 如 果 对 于 集合 E 中 任 一 收敛 于 ze 的 点 列 
(£n) s NI AY) PRE PC) SUR f(xo), 即 

lim fix) = f(x), 
则 称 f(z) 依 海 涅 意义 在 ze 点 相对 于 五 是 连续 的 . 

3. WR SDE xo 点 相对 于 五 的 振幅 olro) = 
0, 则 称 f(z) 依 贝尔 意义 在 ze 相对 于 五 是 连续 的 . 
这 RB. olro) = M(xz) — mlr), M(z),m (z) Bl 
AN jz) 沿 五 的 上 极限 和 下 极限 (定义 参见 有 关 条 
H>. 

只 要 f(x) 在 上 述 任 意 一 种 意义 之 下 连续 , 则 称 
EE ze AMT EER. AM T RP CECE. FS (xo) 
在 过 相对 于 五 连续 , 则 称 SOBRE EWES pR 
W. xr UL GO) E ERER PRI. HE E 上 一 
致 收敛 于 f(r) MW fr) EE tb — 

Xr (A TR BR (approximate limit) 普通 极限 概念 
的 一 种 推广 .对 一 切 以 xs 为 全 密 点 的 点 集 E, F 
CHAF 

inf lims f(x) (sup lims f(x)) 
BRA jz) 在 点 xo 的 近似 上 (下 ) 极 限 , 记 为 
ap lim f(x) (aplim f(x)). 


r= 
ap lim f(x) = ap lim f(x), 


TOTIS rx, 


则 称 它 为 f(z) 在 点 Xo 的 近似 极限 , 记 为 
ap lim f(x). 


I Ly 


以 下 命题 成 立 : 
l. ap lim f(x)<ap lim fer): 


5. 设 z, HE SRE 
lime fy lim; JG, 


则 ap lim f(x)— 
3. E f(z) 在 点 ze 有 有 限 的 
aplimf(x) (aplim f(x)), 


则 存在 以 2. 为 全 密 点 的 点 集 E, ME 
14 


ap lim fo». 


ap limf (gj = lim ef (ae) 
(ap Gë f(x) = lim, f(2)). 


rx, TIS 


4. ap e fF G2 — ACA 为 有 限 数 ) 的 充分 必要 条 


件 为 存在 以 x, 为 全 密 点 的 E, fi 
lime f(x) = 


FTG 


Ut (Wi 4 (approximate continuity) (RBS Die 
数 连续 性 概念 的 一 种 推广 . E f(z) 是 定义 在 ECR 
上 的 实 值 函数 ,xoEE,f(zo) 有 限 且 
ap lim fi) = fi), 


MU Eg SOE xo 近似 连续 .者 SDE E 的 每 一 点 
近似 连续 , 则 称 f(x) 在 上 近似 连续 . 以 下 命题 成 
AL: 

LA f GO dila SIE WA RA Ww pi 0] f(x) 
在 La,bj] 上 几乎 处 处 近似 连续 . 

2. f(z) 在 点 z 近似 连续 的 充分 必要 条 件 为 
存在 以 xo 为 全 密 点 的 集合 五 ,使 得 

lim; f (z) = e); 


$ E BJ — BE SE ES E Cuniformly continuous 
function on a set) X E BJ — St £ £& PR ICE Z TE 
集 上 的 推广 . 设 ECR",f(x) 是 定义 在 集合 上 的 
函数 . 若 对 任意 的 e 二 0, 存 在 5 二 0, 使 对 任意 的 zi， 
x; Ek, RRA p (zi, z.) < ó, IB 8 | f Cr) — 
Fla.) | «e, Ws SOAR E EBS— S eS wR. 

— # j$ 4 A SS (uniformly continuous point 
set) 使 得 它 上 面 的 任何 连续 函数 都 一 致 连续 的 点 
集 . 设 ECR. 吞 上 每 个 连续 函数 都 是 一 致 连续 
的 , 则 称 ARIES na fe. E 为 一 臻 连续 点 集 的 
充分 必要 条 件 是 E AY Fe JN, E= EË, U E, , HP E, A 
KRM E: 是 一 致 孤立 点 集 , 即 存 在 s 之 0, 使 得 对 
于 任何 zi x: € Erst: Ax: BA OC x1 522) E, 

— WMA (uniformly isolated point set) 
见 “ 一 臻 连续 点 集 ”. 

紧 集 上 的 连续 函数 (continuous function on 
compact set) 类 似 于 闭 区 间 上 连续 水 数 的 性 态 良 
好 的 函数 . 若 SOOO ERE ECR” 上 的 连续 函数 , 则 : 

1. S/E E LARKA. 

2. f(x) 在 EE 上 取 到 最 大 值 和 最 小 值 . 

3. f(zX) 在 上 是 一 致 连续 的 . 

但 是 紧 集 上 的 连续 函数 未 必 具 有 介 值 性 质 . 

近 于 连续 的 函数 (nearly continuous function) 
与 勒 贝 格 可 测 函 数 等 价 的 一 个 概念 . 这 类 函数 是 实 
变 函 数论 的 主要 研究 对 象 . 设 f(x) 是 定义 在 (ZL) 可 
UR E 上 的 函数 ,如 果 对 于 任意 s 盖 0, 存 在 可 测 子 
集 eCE, 满 足 : 

1.mCe) «6; 


2. f 3) Ee 上 连续 ; 

WS fz) E E E E BJ— 4" j T X 22 eg 2X. n] WI PR 
数 都 是 近 于 连续 的 (参见 “ 卢 津 定理 ”). 

函数 连续 点 集 的 结构 (structure of continuous 
point set of a function) 用 集合 论语 言 叙 述 的 函数 
连续 的 点 的 总 体 特征 . 若 f(x) 是 定义 在 R” 中 的 开 
集 G 上 的 实 值 函数 , 则 f(x) 的 连续 点 之 集 是 G, 型 
集 . 因此 ,不 可 能 构造 出 间断 点 集 为 无 理 数 集 的 也 
£V. 

连续 函数 可 微 点 集 的 结构 (structure of differ- 
entiable point set of a continuous function) eR X 
可 微 的 点 的 总 体 特征 . A f (>) E: R E BJ ESE PRÉC, 
则 f(z) 的 可 微 点 之 集 是 fj 型 集 , 即 它 是 可 数 个 F. 
型 集 的 交集 . 

闭 集 上 连续 函数 的 延 拓 定理 (theorem on ex- 
tension of a continuous function on a closed set) 
Py BJ Hj Se E EU 5 X SE ERU RT VL Ze b e 2 SE TR Ja DÀ 
保持 有 界 的 命题 . X: f(z) 是 定义 在 R” rh B] E F E 
Bg xe SE PRÉC. HIS ODI SME F), MFE R EK 
连续 函数 g GO ,满足 : 

1. eizizs f(r) (rEF). 

2. |g(32 | & M Cr € RP. 

xx dé H eB RK (Hausdoríí ,F. ) 1919 年 得 到 的 . 

上 极限 函数 (upper limit function) Jg #l] Hr Gë 
数 上 半 连 续 性 而 引进 的 一 个 概念 . 设 f(z) 是 定义 在 
点 集 五 上 的 扩充 实 值 函 数 . ETE RI E PARS ER z BS 
6 邻 域 与 5 的 交 内 ,函数 了 所 取 的 值 的 上 确 界 .下 确 
界 分 别 为 MC(z,6) mCxr 0) , M 

M(x) = lim (TA 


m(x) = lim m(x,0) 


分 别称 为 f(a) Ye E 的 上 极限 函数 和 下 极限 函数 

下 极限 函数 (lower limit function) 为 判断 也 
数 下 半 连 续 性 而 引进 的 一 个 概念 (参见 “上 极限 冰 
数 ”). 

Æ j£ SE ERE (semi-continuous function) ”连续 
函数 概念 的 推广 . 设 f z) E MERE E E Bd" 
JE SC [E PR CE. 如 果 对 任意 的 £7» 0, TE TE Xo 

一 个 邻 域 ,使 得 在 此 邻 域 中 的 每 个 点 EE RA 
f(z) 之 f(zo) 一 e 成 立 , 则 称 f(x) 在 ze 处 是 下 半 连 
续 的 . 若 f(x) 在 上 每 一 点 是 下 半 连 续 的 , 则 称 
FORE EN FES RM. 类 似 地 ,用 不 等 式 
SDSS G0 eB f OSH Gn) — e, n E XC f (z) 
在 xo 处 上 半 连 续 , 进 而 定义 上 半 连 续 函 数 . 上 半 连 
续 函 数 与 下 半 连 续 函 数 , 统 称 半 连续 函数 . A f (>) 
在 点 z. C E 连续 , 则 f(x) 在 r 既 为 上 半 连 续 又 为 
PRES. RZ BS OE ze 取 有 限 值 而 且 既 为 上 
半 连 续 又 为 下 半 连 续 , 则 f(z) 在 ze 必定 连续 . f (z) 


JE £ p 23 A NJ ef BY 


在 点 ze 为 上 (下 ) 半 连续 的 等 价 定 义 有 : 
1. jzo) 与 其 上 (下 ) 极 限 函 数 在 > 之 值 相 等 . 
2. 关系 式 
lim f Gr.) SJ n Chay G o 09) 


对 于 五 中 收敛 于 ze 的 任何 点 列 {x,} 都 成 立 . 

半 连 续 函 数 的 主要 性 质 有 : 

l. it f z) Fj g(z) E: E F BJP ZERA, H 
Jf (z) + g(z2)#E E EAR E X. X f C) Ej g (2) z 
€ E J 9 E ( F )>É XE , JJ f (>) + g GO TE xo IA 
上 (下 ) 半 连续 . 

2. & f(x) dé E ES E ( F ) > SS o, WIJ 
— J az) E ERDF CE) E PL 

3. 设 f(z) 与 g(x) 是 E 上 的 非 负 扩充 实 值 函数 ， 
# fa) Beicht rn € E 上 (下 ) 半 连续 , 则 
Sng (are x; d, E ( F FER. 

4. XP f (z) j g (=) # x € E EF >É x 2, N 
max{f(z),g(7X)) 在 x JF 5 E >É ES; Pi HE, E 
fOS gx) f£ x, € E FEB, MM min (/ (>), 
g(x) } FE x TN F >É £ 22. 

5. (X ft PE) E FERA Jj BB P P FE , BIET f (>) 
在 点 r,€ E FES, f (z 2 <0, WHE 070, 34 
rE (z—Ó, roH) NE BJ, f «0; [8] 88, F >É 
连续 有 局 部 保 正 性 . 

6. 紧 集 上 的 上 (下 ) 半 连续 函数 必 能 达到 上 (下 ) 
确 界 . 

7.( 保 半 连 续 性 ) 若 f(x) n— 1,2, ORE E 
上 的 上 (下 ) 半 连续 函数 , 且 GO = f, (Se 
CF (of. a) Ss), Mil 

Jf G) = lim f, (x) 
EE E ER E ( F ) >É £ E PR GRE IU gb , ERR] gk 7 
COSS JII ) BY emol, CAREER. PR 32 E: EC POSÉ # BE 
PR 3X. 

8. 如 果 f(z) 是 上 的 上 (下 AEE Se eg 2% fH. 
不 取 值 十 ce( 一 2), 则 存在 连续 函数 的 单调 减少 ( 增 
加 ) 列 LEET OD E LEE dE ESA 

f(z)= lim X pgs 
xx 4G dd ZK (Baire , R. L. ) 5E # y (Tietze, 
H. ) 得 到 的 . 

9. 设 户 为 闭 集 , 则 f(z) 在 EE 上 为 上 (下 KES 
的 充分 必要 条 件 为 ,对 任意 实数 a, (in| f x2 za, 
r€Ej(x|fGOzxa,z€EDIEHBS. 

+ xE £k LES HS XE XE (separation theorem on 
semi-continuous function) [Rik f u[ Hj xb se PR 3⁄4 
将 在 各 点 有 相同 大 小 关系 的 上 半 连 续 函 数 与 下 半 连 
£x: pK A A} B8 PK AY) ir ER. i EX IR] [a ,gj 上 ,xz(Cz) 为 
ERRAU) A F E XE ERG H. z (z) 
«CU Go. iux) 4-09 ,U(z)> —co, W| XE TE[ o, 
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b ] 上 的 连续 函数 f (z), EE ua < f(a) <U (x). 
这 个 定理 是 由 哈 题 (Hahn , H. ) 得 到 的 . 
fE AD dr GE BOM (characteristic function of a 
set)  JRPRSE 6 BUR lE BR. 与 集合 一 一 对 应 并 反 
映 其 组 成 .运算 和 可 测 性 等 特性 的 简单 函数 . 可 看 做 
集合 的 函数 表示 法 ,该 集合 的 元 素 由 相应 特征 琐 数 
取 值 1 的 点 所 确定 . 设 X 是 全 集 , 对 任意 集合 AC 
和 X, 把 函数 
LEAN 
0 (x & A) 
BRAS A A 的 特征 函数 或 示 性 函数 . 特征 函数 与 相 
应 集合 之 间 有 如 下 关系 : 
l.A—X-x4(r)2m1, A= @—>x,G)=0. 
2. AC Be Y Ar) < Xs Cr), 
A — B«-—X4Cr) — Xs Cz). 


3. Xua Gr) — max X4 (T), 
n€N a 


Nata) = 


Xna, Cr) —min X4, (z). 
4. 对 一 列 集 {A,), 有 
X Tm a, CT) = lim Xa (z), 
X tim a (x) = lim XA (x). 
5. Xa GO Go np ill pA A ACL) BY N| E. 
f S BJ EE ER E (characteristic function of a 
set) 即 “集合 的 特征 函数 ” 
简单 项 数 (Csimple function) 阶梯 函数 的 推 
TG f(x) 是 定义 在 可 测 集 EE 上 的 函数 . 如 果 能 把 
E 表示 成 有 限 个 互 不 相交 的 可 测 子 集 ELLE sS E, 
上 的 一 个 简单 函数 . 凡 简 单 函 数 都 可 表 成 


2 6X: 


的 形式 , 即 简单 函数 是 有 限 个 可 测 集 的 特征 函数 的 
线性 组 合 . 

3h Ol f& RJ WM e BW (Lebesgue measurable func- 
tion) fH #KCL) Ay W eq. User dm — 28 
函数 . 设 f(r) FEE FECL) BY WE EC R" 上 的 扩充 
KERR. Ae OTE REGE a, LTE El f(x) >a} 
FE CL) RT S WU BRS (Ca) E: E _E i69 39 1 e n] WU PRÉC, 
fal PR f (z) E: E ERAM PS 2. 在 这 个 定义 中 ,不 等 
A f(x) >a nf H] f(z) Sa, f GO <a, f z xta 中 的 
任何 一 个 来 替代 . 定义 在 ( 工 ) 零 测度 集 上 的 任何 实 
值 函数 以 及 区 间 上 的 半 连 续 函 数 都 是 ( 工 ) 可 测 函 
数 ; 定 义 在 ( 工 ) 可 测 集 上 的 任何 连续 函数 都 是 ( 工 ) 可 
测 函 数 ; 但 可 测 函 数 不 一 定 连 续 . 勒 贝 格 可 测 孔 数 的 
主要 性 质 有 : 

l.p fO» SgGOotfE E ELAM, AE EJL 
SF Ab kb SURE ER EL 5 LEE TT BRL. SS St DI 
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F) CL) FY i. 

2. Æ (f, C2) d& E ERY CL) u] #ij p C] , T] F al 

PR AB FE E E BJ CL) n] dU eg 2 ; 
sup {fa Go] , inf (f, Go) j > lim fa Cx), lim f, z). 

3. Uf GO) Æ E E BJ CL) n W) eR CE, HU 
fa) NB ËB WOE E F tB CL) U] WJ. 

4. # jz) 与 g(z) 在 五 上 几乎 处 处 相等 , 则 它 
们 或 都 ( 乙 ) 可 测 ,或 都 ( 工 ) 不 可 测 . 

5. 若 f(x) 在 上 (ZL) 可 测 , 又 Eo 为 EE 的 (LL) 可 
MFM EE, Ete CL) ay i. 

6. 若 f(x) 在 每 个 ;上 都 ( 世 ) 可 测 , 则 f(z) 在 
UE, MNE 上 也 (ZL) 可 测 . 

7. 在 可 测 集 上 定义 的 肾 数 可 测 的 充分 必要 
条 件 是 , 它 可 以 表示 成 简单 函数 列 的 极限 . 

p š AY IE BB (positive part of a function) 在 给 
定 函 数 取 非 负 值 时 与 它 相 等 的 非 负 水 数 . 设 f(x) 是 
me FER E EWS RAR. + 

f* (x)= max{f(r),0}, 

f (x)= max(— f(x),0j, 
分 别称 它们 为 f(x) 的 正 部 和 负 部 . / G0 5f Ga) 
FJ EE 3E fa ER C. A= f' (x) 一 f(x). 对 于 可 测 
SE 上 的 扩充 实 值 函 数 f(x), 它 是 上 的 可 测 函 数 
的 充分 必要 条 件 是 广 (xz) 与 f(z) 均 为 上 的 可 测 
PR XC. 

函数 的 负 部 (negative part of a function) J 
"PRI IE BB”. 

RJ | Ej Sr B JL fa] X& X. (geometric significance of 
a measurable function) JAJL fu] SUE A BE pen 
数 可 测 性 的 特征 . 对 于 R'Ga 221) rB BJ R| SS E Fm 
非 负 函数 f(x), 它 可 测 的 充分 必要 条 件 是 它 的 下 方 
图 形 GCE; f) R"+: 中 的 可 测 集 . 关于 下 方 图 形 详 
见 “ 勒 贝 格 积分 的 几何 意义 ”. 

JU Æ Ab Ab Ue $£ C convergence almost every- 
where) ”处 处 收敛 概念 的 推广 . 设 {f,(7x)}) 为 定义 
EMRE ERRI. 若 存 在 零 集 eCE, 使 得 
(fila) Ee EM BF f GO Wii Cf D) TE E 
EJLF Ab ARCU f(x), 记 为 

lim f, (x) = f(x) a.e. 于 E, 
或 f,Cr)— f(x) a. e. + E. JL Ab Ab 1 SX AY n] i ep 
数列 的 极限 函数 是 可 测 的 . 

依 测度 收敛 (convergence in measure) 实 变 
PR TG rp E E JUK HERZ. RS (z) ) EXE EE 
可 测 集 E 上 几乎 处 处 有 限 的 可 测 函 数列 ,jz) 是 五 
上 几乎 处 处 有 限 的 可 测 画 数 ,者 对 任 给 020, 

lim m{x € E| |f, Gc) — Zeil 2 o) = 0, 


Wu] Cf, Cao PR AD fici BE W HP f (+z). 这 个 概念 经 过 


推广 ,在 概率 论 中 也 有 用 . 

近 于 一 致 收敛 (nearly uniform convergence) 
一 致 收敛 概念 的 推广 . 设 {f,(x)}) 为 定义 在 可 测 集 E 
上 的 可 测 函 数列 . 对 任意 c 六 0, 若 存在 可 测 子 集 4 
CE, {Œ mCA») «o, Æ ENA E (f, OO) 一 致 收 伍 于 
f(x), AERA, GE E EGFR T f GO ,或 
说 {f,《7X)}) 在 上 几乎 一 致 收 钱 于 f(x). 

几乎 一 致 收敛 (almost uniform convergence) 
见 “ 近 于 一 致 收敛 ” 

Bh U1 T& T Wl) ER AY BJ £& tA (structure of Lebesgue 
measurable functions) JA È 5E — s BW we 
KAA GLO WT WI pRB BJ PE AS. (L) RT W p Be nf Jg fei 8. 
PR ROE UT A FECL) n| W eg c n] FJ 18) Sa BR ie — S038 
Xr; CL) BY dU BR EC F £ BE pR CCS DL "fe BA BR OB 
近 定 理 ” 和 “ 户 津 定理 ”). 

X it ESE (asymptotic continuity) 从 连续 性 
角度 ,为 进一步 刻画 可 测 函 数 性 质 而 引进 的 概念 . 设 
f(x) 是 闭 区 间 [La,6jJ 上 的 实 函 数 ,xo€ [a ,b ]. MRF 
在 (ZL) 可 测 集 ECLa,65bj, 使 得 x, 是 五 的 全 密 点 ， 
SODE E EW x, 为 连续 点 , 则 f(x) 在 点 zo 处 称 为 
渐 近 连续 的 .对 Le,oj 上 的 几乎 处 处 有 限 的 实 函 数 
f(z), 它 在 La,bj] 上 可 测 的 充分 必要 条 件 是 f(z) 在 
[a,b] 上 几乎 处 处 渐 近 连续 . 

卢 津 定理 (Lusin theorem) jJ 78k PJM pg $ç E 
连续 函数 本 质 联系 的 定理 . Ea: a jz) 是 可 测 
# ECR" 上 几乎 处 处 有 限 的 可 测 函 数 , 则 f(x) 是 近 
于 连续 函数 . 即 对 任意 60. FEAR F.C E, 
m(ENF,) «e, 81% fe) E F. E B9 xe S eg c. 等 价 
地 ,对 任意 60, EXER" EAE SE PRY g(x), 使 得 
miíx€E|f(Gx) Z gx) «e 上 述 定理 是 卢 津 
(JIlysuu, H. H. ) 于 1912 年 得 到 的 . 卢 津 定理 的 逆 定 
理 也 成 立 ,因此 , 它 可 以 作为 可 测 函 数 的 定义 . 

H&P KH (Egoroff theorem) 揭示 几乎 
Ab Ak We 29% Ej XE — Sc WW SX — T8] As ER # BJ E FB. 它 
断言 : 行 广 (z)(2 一 1,2,…) 及 jz) 是 可 测 集 E 上 
JL Ab AF8 BR. BÚ AY et, m CE) — + o, B. BR CAI] 
{fr《X)? 在 上 几乎 处 处 收 钙 于 f(x), 则 (f(x) 在 
上 近 于 一 致 收敛 于 f GO. tX E X (Eropos, JI. e. ) 
T 1911 年 得 到 . n X7 AC sg EB BJ S iE RE d X, vr. 

$) N M E (Lebesgue theorem) 揭示 几乎 处 
Jb Wie ar 53 HRC WJ E c e — [B] K REM Es A 
fi) (n=1,2, R f(x) 是 可 测 集 EE 上 几乎 处 处 
A BJ FY W| BR $X, CE < 4- oo , EL PR CI] C Cr) ) TE 
E 上 几乎 处 处 收敛 于 FCD WS, OE E E WI 
ERAF fa). 

里 斯 定理 (Riesz theorem) Z H ff BE uc ar 
与 几乎 处 处 收敛 之 间 的 关系 的 命题 . 它 断 言 : 行 可 测 


连续 通 数 与 可 测 函 数 


PR CA Cf, Cro ) fe np uM e E Ed EUST f», 
WW (f, CO BA TESI A, COE EE JAK Ab Rb ut 
S T fa). 

李 特 尔 伍德 三 原则 (Littlewood three princi- 
ples) ” 李 特 尔 伍德 (Littlewood,J.E. ) Xf SE pg BY 
论 的 部 分 基本 概念 间 关 系 所 做 的 三 条 概括 性 总 结 : 

1. 每 个 (可 测 ) 集 近 于 区 间 的 有 限 并 . 

2. BES Cap lj eg c T T xe Be PR RK. 

3. As c S BJ Cn] UO R RUF PL ET Sir, 

BAT RM TARA F: SR E PB Ej i RP RE 
理 ,第 一 个 原则 可 理解 为 下 列 结论 ;对 于 R" 中 的 可 
Wm Se E,# mE), MXE e> 0, FEAR 
个 开 区 间 的 并 集 石 ,使 得 两 集 对 称 差 的 测度 ott 
AH ) «e. 

贝尔 函数 (Baire functions) 在 研究 函数 连续 
性 的 基础 上 对 函数 进行 分 类 的 结果 . 具体 分 类 方法 
如 下 :所 有 的 连续 函数 称 为 “0 类 ” 孔 数 ;能 表示 成 连 
续 函 数列 的 极限 ,但 它 本 喘 不 是 连续 函数 的 , 则 称 其 
为 “1 类 "项 数 ;同样 地 ,对 于 能 表示 成 一 列 “]1 类 ”中 
函数 的 极限 ,而 它 不 是 “0 类 ”或 “1 类 ”的 函数 ,就 称 
它 是 “2 类 ”函数 . 类 似 地 ,可 以 定义 “3 类 ”、“4 类 ” 
et 以 及 任意 “n FE” PR. f n] xg X “o 2” pU $X OX 
里 表示 可 列 序 数 ). 用 如 上 方法 定义 的 各 类 函数 
统称 为 贝尔 函数 .例如 ,可 微 函 数 的 导数 如 果 不 连 
续 , 就 是 1 类 贝尔 函数 . 贝尔 函数 的 主要 性 质 有 : 

1. 所 有 贝尔 晤 数组 成 的 集合 具有 连续 统 的 基 
数 , 故 贝尔 分 类 并 不 包括 所 有 的 实 函 数 ， 

2. 在 ” 维 欧 氏 空间 中 ,贝尔 函数 与 波 莱 尔 可 测 
PR 3 4H [n]. 

3. 2 (f, GO Æ E E BJ DI ZR BR. | 

lim f, (x) =f(x) (x€ E), 
则 f(z) 也 是 上 的 贝尔 函数 . 

4. Zr f(x) 是 EE 上 的 a 类 贝尔 函数 , 则 对 任意 
ECE, f) Æ Eo EIST PESOK Ul ZR PR BL. 

5. 对 于 五 上 所 属 类 数 小 于 等 于 a 的 两 个 贝尔 
承 数 ,其 和 , 差 、. 积 、 商 (假定 在 天 上 有 定义 ) 也 是 五 
上 的 小 于 等 于 a 类 的 贝尔 函数 . 

6. 大 f(z) 与 g(x) 是 EE 上 小 于 等 于 a 类 的 贝尔 
pk, Wl] max (f (z=2),g(z)),min( f(r), g(r) t JE 
E EB y T SET a X BJ D) ZK PRÉC. 

7. fa) la, b] E T SF a KH DI Z BR 
HEET dl E Jj SET 8 FHWA BM, BH. a 
sg (D b, WI fLgG Ilo dl E F T at BR 
的 贝尔 函数 . 

8. 各 ( 广 (zc)}) 是 五 上 小 于 等 于 xc“ 类 的 贝尔 函数 
列 , 且 (f(x) 在 上 一 致 收 钱 于 f(z), 则 f(z) 也 
是 互 上 小 于 等 于 类 的 贝尔 函数 ， 

9. Sno) FE E EIN FSF a 2Š BJ DL ZR P8 38 
SU, A 
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lim f, Cr) 

WW f(x) E ENF SET ot 2 类 的 贝尔 函数 . 
10. Gg WAR) jz) 是 定义 在 ESLa, b] EK 
图 数 , 则 f(z) 为 所 属 类 数 不 大 于 1 的 贝尔 函数 的 充 


= f(x) (t €&€ E), 


分 必要 条 件 为 ,对 任 一 实数 a, (ix | f(z) >a, rE E) 
S(r|fia)«a,x€ EJ) ME F. BE. 

11. (贝尔 ) 若 fa) Ela, b] 上 的 1 类 贝尔 函数 ， 
则 对 任 一 非 空 逆 集 fClLa,6j,f (zx) 在 f 上 的 限制 
f(zx|F) 在 F 上 必 有 连续 点 . 

12.《 贝 尔 ) 设 f(z) 是 [a,b5j 上 的 函数 , 寿 对 任 一 
非 空 点 集 fCLa,6bj],f(z) 在 ff 上 的 限制 f(z|) 在 
F 上 有 连续 点 , 则 f(x) 或 为 La,b5] 上 的 连续 渔 数 , 或 
为 1 ap AR eR C. 

Dl ZR eg 2 E: Jl ZR (Baire ,R. L.) F 1899 年 提出 
BJ. 

iE HER AY Jil BAW (Borel measurable function) 
与 波 莱 尔 集 相 适应 的 可 测 函 数 . 设 f(z) 是 定义 在 波 
莱 尔 集 BCR 上 的 扩充 实 值 函 数 . 者 对 任意 实数 a, 
AS ICB|fi)a) 是 一 波 莱 尔 集 , 则 称 f(z) 是 
B LEBER AR n] lj p BL. 这 类 函数 构成 了 勒 贝 格 可 
M PR BCE BJ E.R" 中 勒 贝 格 可 测 函 数 与 波 莱 尔 孙 
数 的 复合 函数 有 如 下 关系 

Bo B=B, L° B=L, B° L=X, Le L=X, 
其 中 B,L 4r RR 9 36 n RT HU. X xx 
示 不 一 定 可 测 . 


勒 贝 格 积 


勒 贝 格 积分 (Lebesgue integral) RRIK 
最 有 意义 的 推广 和 发 展 . 它 是 现代 分 析 学 中 使 用 最 
广 的 重要 工具 . 简称 (ZL) 积 分 . 它 只 对 (ZL) 可 测 函 数 
定义 ,通常 分 以 下 步骤 : 

1. 非 负 简 单 函 数 的 ( 工 ) 积 分 . 设 

J G) = Yat, G) 
fe (CL) By i E E 上 的 非 负 简单 函数 ， 
E=UA, 

NE SUB FER SCC. 称 扩 充实 数 
| fade = 37 e mCA) 


Y SODH E EM LB. 
2. JET CL) n] W KRE CL) AS}. E fo) ECL 
可 测 集 E EASE fA CL) By 30 ewe, CF C) 2g 4E— 3E 
负 简 单 函 数 的 递增 列 且 收敛 于 f (>). 称 扩充 实数 
MOT = lim| /, (x)dzx 


NSODE E ER CL) #4}. 
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a; (—],2,*°° 


3. — RE CL) np W RARA CL) ASP. DAL) 
Awe EEA CL) EE 广 (Cz) 分 别 
A f(z) 的 正 部 与 负 部 ,它们 是 E ESE CL) n] i eg 
R.A fD =f (z=)—f GO. M 


l: J” dz, | f ads 
至 少 有 一 个 是 有 限 实数 时 , 称 
| fdz = ES (x)dx 一 |. (x)dx 


HIDE E ECL) ASD JEU, f(z) 在 上 积分 
有 定义 或 积分 有 意义 . 2$ E= [a ,b EE. ORI 


| f (x)dx 
[a,b] 


可 记 为 (L) | fode. 关于 勒 贝 格 积分 的 意义 详 见 
“ 实 变 函数 论 ” 与 “分 析 学 ”. 上 述 定 义 并 不 是 勒 贝 格 
(Lebesgue, H. LOA AB HH eM. By OS Er MT 
CR) A ot SEAS EENE BE RC ( sk. [B] Ër “A K £” 
AA) p RO Tf + +F BJ J BR. FE C, “ORY 32 = u] gi 
判别 准则 ”) RE CR) BLA E S P Sp R| BR # pR BAY XE. 
义 域 改 变 为 分 划 被 积 函 数 的 值 域 ,这 样 就 避免 了 在 
分 出 的 小 集合 内 出 现 可 积 函 数 的 振幅 很 大 的 情况 ， 
从 而 扩大 了 可 积 函 数 的 范围 . 勒 贝 格 本 人 定义 积分 
的 步骤 如 下 : 

1. 有 界 可 测 函 数 的 ( 亏 ) 积 分 . 设 f(z) 是 可 测 集 
E EWA Ray Wl pape, H 4 二 f(x) 二 B, 做 分 划 了 :A4 
=y Ly L <y, = BS 

(pH Az = fa) = Nig © E 
(k = 0,1,***,72 — DD, 


= = Some, S= Gene 


分 别称 s 与 s 为 勒 贝 格 小 和 A 
U = sup (s sty V= inf (5 is 
Wout U =V.U AV 这 个 相同 的 值 称 为 SEE 
EKAR. 于 是 对 于 任何 有 界 可 测 函 数 , 其 勒 贝 
格 积分 都 有 意义 ,为 有 限 数 . 
2. 3E ffi FTW RR CLR A. X f C“) E u] WI Ë 
E ERE np PS on 是 自然 数 . 令 


a. OE) KID T 
Ege S Sas. 
称 极限 
lim| [Ace)]dz 


为 jz) 在 无 上 的 ( 工 ) 积 分 .大 这 个 积分 是 一 有 限 
数 , 则 称 SCDE E Ed&GOnRI BUM. 

3. — J n] W e BAY CL) AS}. 1 f C) di u] diu Se 
E tool wer, f" G0 5E f DAHA DHE 
部 与 负 部 .着 六 (zx) 与 f(z) 中 有 一 个 在 上 为 
CL) RJ FR, WEK 


| Jide | J (ode — | f^ (x) dz 
E E E 


为 jz) 在 五 上 的 ( 工 ) 积 分 . 它 可 能 是 有 限 数 ,也 可 
能 为 十 ce 或 一 ce. 

勒 贝 格 积分 的 主要 性 质 有 : 

14 mCOE) —0, Xt E E BTE E EC f(z) EJ 
有 fGonfaH 


| f(r)dzr = 0. 
E 


2. Z f(x E EBA BY FR eR A. Æ E, Æ E 的 可 
测 子 集 , 则 fe E, 上 也 可 积 . 

3.〈 积 分 的 有 限 可 加 性 ) 在 下 =4UB,4 站 如 
二 多 ,f(z) 在 4 与 B 上 均 可 积 , 则 f(x) 在 上 也 
可 积 , 且 


| feoda = | Foda + | fdz. 


4. FAP AREER f(x) eo) EE Ef nÍ 
积 函 数 , 若 Sagar), M] 


| J (z=)dxz =< | £ Ca yd x, 
E E 


5. it f(z E EBJjufi PRX. eG E EB 
JET HERCLE | AGO | ig GO, M AE E EW 
aj $R. 

6. Cë xt A RED T E EK TMR f(x)， 
CEE En MA P Sas FE | EE En 
AA. 

7. 若 f(z) 在 EE 上 可 积 , 则 f(z) 在 EE 上 几乎 处 
处 有 限 . 

8 设 f(z)=g(z)a. e. F E,# f(z) 在 E 上 可 
积 , 则 g(z) 在 五 上 也 可 H.H 


| Foda = | scodz 
9.2 Í lf a)|dz= = 0, W) f(z)=0 a. e. + E. 
10.〈 积 分 的 线性 性 ) 若 f Cg GU E E BJ uj 


FUR a 与 8 均 为 有 限 实 数 , 则 af(z) 十 Bg (xz) 在 
互 上 可 积 , 且 


| [af Go 3:85 esa as 


— dl f Gd + 8| goda. 


11.〈 积 分 的 绝对 连续 性 ) 若 fo) d E 上 的 可 
积 函 数 , 则 对 任意 620, XE TE 020, fili 34 eCCE m Ce) 
二 6 时 ,有 


| 


12. (积分 的 可 列 可 加 性 ) 设 E= UES ENE, 


=Ø GA), A f(z) 是 上 的 可 积 函 数 , 则 
| feoda = DI feoda. 


8 M m 积 分 


13. Æ £f € L([a,b]), WIER e 之 0, 存 在 [a,6] 
上 的 连续 函数 PCz) ,使 得 


| V C? — Q(x)|dx < e. 


在 以 上 各 条 中 ,，“6”,“11”,“12” 是 使 勒 贝 格 积 分 
区 别 于 黎 曼 积分 的 重要 性 质 . 因为 “6” 而 可 以 说 勒 贝 
格 积 分 是 一 类 绝对 积分 . 勒 贝 格 积分 是 黎 曼 积分 的 
推广 . 

$) Dl f& RI FR e BW Cintegrable function in Lebes- 
gue sense) ”其 勒 贝 格 积分 为 有 限 数 的 函数 ,简称 
CL) FY #R pa XA. E f(x) 是 可 测 集 ECR” _E BJ ( L.) u[ 
测 函 数 , 则 当 勒 贝 格 积 分 


| fdz 


为 有 限 数 时 , 它 称 为 勒 贝 格 可 积 的 , 记 为 /EL(E). 
Tr CL iU BEF BR BJ Sie E. O8 A n] 3] BC A CL) n] ER. 
pa BX. 对 于 一 般 的 可 测 函 数 fr), 24 BL ÍV > 


| (z)d<x 和 Fa Cr) 


ARE A PROC. th iE | fl ELE, AOE E ECL) 
可 积 ( 参 见 “ 勒 贝 格 积分 ”). BOL Rë nj BR pR a 2] 
连续 的 (参见 “平均 连续 性 ”). 若 函 数 FO TE [a 6] 
上 和 歼 曼 可 积 , 则 f(z) 在 [a,6j] 上 必 勒 贝 格 可 积 , 且 两 
种 积分 值 相等 : 


b b 
| oda = R| f (x)dz. 


该 命题 之 逆 不 真 . 例如 , 狄 利克 雷 函 数 D Cx C 3E 
数 集 的 特征 函数 ) 在 L0,1] 上 勤 贝 格 可 积 , 但 不 黎 曼 
可 积 . 

绝对 积分 (absolute integral) 使 函数 与 其 绝 
对 值 同时 可 积 的 那 种 积分 . 否则 称 为 非 绝 对 积分 . Si 
贝 格 积分 是 绝对 积分 , 黎 坚 积分 是 非 绝对 积分 , 当 颂 
瓦 积分 、 训 斯 托 克 积分 等 也 都 是 非 绝 对 积分 . 

非 绝 对 积分 (non-absolute integral)” 见 “绝对 
积分 ”. 

勒 贝 格 积分 的 第 一 中 值 定理 (first mean value 
theorem of Lebesgue integral) (R) 积 分 的 第 一 中 
值 定理 在 (ZL) 积 分 情形 的 推广 .大 f(a) dela FIER 
XE SE RC e Co Lab] E B 3E f CL) nf RH eR 3⁄ , Du 
存在 上 E [a,b], [818 


b b 
| (a(t daz = fel gx)dz. 


Z Ul 18 ER 4 By $8 — rh fÉ XE EE (second mean 
value theorem of Lebesgue integral) (RO 8 At fJ 
第 二 中 值 定理 在 (LL) 积分 情形 的 推广 . 它 有 两 种 形 
X: 

1. & Ja Elab] EN GLO RE TR PR 3, z Co d 
[a.b ] E BJ 8] RC DU] TE TE FC Lab], Ee 
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b £ b 
| fiGogGods = steil f (z)dx + gb» | f God. 


2. f) dE[a,6] FE BJ GLO RT Rep, (x) 
是 La,5j] 上 单调 减 小 的 正 值 有 界 涌 数 , 则 存在 CC 
La,5j ,使 得 


b e 
| fora Goda = steil f (x3dx; 


# g (=) R SÉ RS A BJ IE (BUB Won, II TEE 7 € 
ETA ,使 得 


b b 
| fGog Gods = «(>| ff(x)dz. 
a 7 


博 内 (Bonnet , P. -O. ) 首 先 就 (R) 积 分 证 明了 后 一 
结果 , 故 勒 贝 格 积分 的 上 述 性 质 亦 称 博 内 中 值 定理 . 

18 A rh (E GE B (Bonnet mean value theorem) 
见 “" 勒 贝 格 积分 的 第 二 中 值 定 理 ” 

勒 贝 格 积分 的 分 部 积分 法 (integration by parts 
of Lebesgue integral) 《R) 积 分 的 分 部 积分 法 在 
( 工 ) 积 分 情形 的 推广 . A f(x),g (x) 都 是 La,5j 上 的 
绝对 连续 消 数 , 则 


| Fg Goda = f (b)g(b) 一 f(a)g (a) 


— I^ Gr)g Gr)dx. 


勒 贝 格 积分 的 换 元 积分 法 (integration by sub- 
stitution of Lebesgue integral) | (R) 积 分 的 换 元 积 
分 法 在 ( 工 ) 积 分 情形 的 推广 . 设 g(zx) 在 La,5j 上 几乎 
处 处 可 微 ,f(z) 在 [c,d4j 上 (ZL) 可 积 , 且 g Cab DE 
Leod), 

F(x) = | fede, 


则 下 述 两 个 命题 是 等 价 的 : 

1. FLe GO Ré [a 5 ] E B 4689] XE SE PR. 

2. fle@ ]g' COO Æla b] E89 CDW ARMA 
有 


RCA) 8 
| Pada = | flet) je’ dt, 


式 中 asBE Lass. 

命题 2 给 出 勒 贝 格 积 分 的 换 元 法 则 ， 

列 维 定理 (Levi theorem) 有 关 渐 升 的 非 负 可 
测 渔 数列 积分 号 下 取 极 限 的 定理 . 设 {f,(zx)) 是 可 测 
集 五 上 非 负 可 测 函 数列 A: 

J fT ly 

2. lim f, Gr) — f Ga. e FE, 


则 
| f (z)dxz = lim| F(x) dz. 
E n—coJ E 


yx FEF AE (Levi, B. ) 于 1906 年 证 明 的 . 
法 图 引 理 (Fatou lemma) 以 不 等 式 形 式 给 出 
的 一 个 积分 极限 定理 . 若 {( 访 (Cz))} 为 可 测 集 E EW 
20 


非 负 可 测 臣 数 列 , 则 
| lim d Cr da s lim | Re E 
ELT — E 


Xx EYER (Fatou ,P. J. L. )+ 1906 年 得 到 的 . 

SN Ul HS Fe JU SE E EE (Lebesgue dominated 
convergence theorem) Sj Dl 8 $1 y TERR AS FR 
TR ER B EB E BE. RS oS EWE E rna 
PRX J, F (z) E EA PPS X, Al f(x) | 
<F(z)G@=1,2,:-) Jf BUS GO HE E E JUF Bb A 
IS T f GO sk fc] BST f(z), 则 f(z) 在 上 
可 积 ; 且 下 述 等 式 成 立 : 


lim | 三 (zx)dz = | flod. 
n—cooJ E E 


此 式 的 意义 是 :对 于 f,《(zx) 可 以 在 积分 号 下 求 
极限 , 黎 曼 积分 情形 没有 与 此 相应 的 结果 . CRH, 
对 于 勒 贝 格 积 分 ,积分 号 下 求 极限 的 条 件 宽松 多 了 . 

勒 贝 格 有 界 收 敛 定 理 (Lebesgue bounded con- 
vergence theorem) 勒 贝 格 控制 收敛 定理 的 一 个 有 
RH BU Ele. BS, GO EAT HU SE E 上 的 可 测 葡 数列 ， 
M;3F H Uf. GO E E EJUSE Ab AB UC SR T f C) =k tK 
i EFU Sk T fO), DC E EDS H PRSR 
成 立 : 


lim| f,(z)dz = | f (x)dx. 
noo} E E 


对 于 黎 曼 积分 ,阿尔 泽 拉 (Arzela,C. ) 于 1885 4E, JR 
Hit t (Osgood, W. F. ) 1897 年 证 明 过 与 此 相应 
的 结果 . 勒 贝 格 控制 收敛 定理 和 有 界 收敛 定理 正 是 
在 上 述 工 作 的 基础 上 得 到 的 . 

勒 贝 格 逐 项 积分 定理 (Lebesgue term by term 
integration theorem) 级 数 形 式 的 积分 极限 定理 之 
一 .车 {f(x)}) 为 可 测 集 上 的 非 负 可 测 函 数列 , 则 


> = > [feoda 


=1 


这 从 逐 项 积分 角度 ,反映 了 勒 贝 格 积分 比 黎 曼 积 分 

积分 的 等 度 绝 对 连续 性 (equally absolute con- 
tinuity of integral)” 亦 称 积分 的 一 致 绝对 连续 性 . 
有 关 一 列 函 数 的 积分 绝对 连续 的 程度 的 概念 . x 
Sila), fix fia), E ER — $!) np TI PH 
数 . 若 对 任意 60, FE 070, T E ÉES u] W| 
EA, RE m(A)<0, BA 


[| feoda | e (n = ]1425***35 


则 称 {f,(x)}) 的 积分 具有 等 度 绝 对 连续 性 . 它 反映 了 
一 列 变 号 函数 在 积分 的 绝对 连续 方面 具有 等 度 性 或 
一 致 性 这 一 性 态 . 

积分 的 一 致 绝对 连续 性 (uniformly absolute 
即 “ 积 分 的 等 度 绝对 连续 


continuity of integral) 


性 ”. 

t SE Fil) Wr WY FE FB (Vitali convergence theorem) 
有 关 积 分 具有 等 度 绝对 连续 性 的 一 列 函 数 积 分 号 下 
取 极 限 的 定理 , 若 m CE) oo, CF, CX) E: E E uj 
积 范 数列 , 且 依 测度 收敛 于 G0 RS CX BJ Ar 
具有 等 度 绝对 连续 性 , 则 f Goo E n AR BRL. H 


lim| T(r) dy = | f(r)dz. 
noo) E E 


jx FE AE TS A CVitali,G. 2 F 1907 年 得 到 的 一 个 结果 
的 推论 . 

勒 贝 格 的 黎 曼 可 积 判 别 准则 (Lebesgue criteri- 
on for Riemann-integrability) 用 测度 论语 言 给 出 
Fey Ae S BY AR R pit CBT Se f(x) 是 定义 在 
[a.5 ] ERARA, D 表示 f(x) 在 La,b] 上 的 间断 
点 所 组 成 的 集合 , 则 f(x) 在 La,5j 上 黎 曼 可 积 当 且 
仅 当 D 的 勒 贝 格 测度 m (D) = 0. 这 是 由 勒 贝 格 
(Lebesgue, H. L. ) 给 出 的 ， 

勒 贝 格 积分 的 几何 意义 (geometric significance 
of Lebesgue integral) 2414 T dE fA PS ACE] $ D 18 
积分 与 该 函数 的 下 方 图 形 之 间 的 关系 . 设 f Co) E: E 
CR ”上 的 非 负 实 值 s X. RGE) = 
(Cr yp ERT |z€ E,0<%y< f(z))28 FOE E E 
BJ FEE WA: fi) E EB CL) WU PR ARCA] $ 
分 必要 条 件 是 它 的 下 方 图 形 COE; f) RPA 
CL) Fy WW Ë. x E EREA uji) ew a fOe), WJ OL) 
积分 恰好 等 于 它 的 下 方 图 形 CCE; / A CLR Bp 


ul EE 


这 正 是 黎 曼 积分 表示 曲 边 梯 形 面 积 这 个 几何 意义 的 
推广 . 

富 比 尼 定 理 (Fubini theorem) 给 出 在 勒 贝 格 
意义 下 重 积分 与 累 次 积分 关系 的 命题 . A f (> , y) JE 
R^'*—R^xR* ER CL) nf Reg X Wi, 

1. 对 几乎 所 有 的 2 € R”, £r 30 EW y BJ ERI 
E) RR. 

2. 作为 过 的 函数 ， 


| Good» 
在 R^ 上 几乎 处 处 有 定义 , 它 在 R* ECL) ORLA G 
II f(r,y)drdy = | de] Good». 


n^*4 


富 比 尼 定 理 是 由 富 比 尼 (Fubini,G. ) 1907 年 
提出 的 . Xp f (x. y) dé dE fA np HU pg à. Du e 
fG.y)0)0n[fi 5 d CT GO A BA 

II f (z,y)dzdy = | def and: 


n^*4 


=| dy| f(rx,y)dr. 
A g^ 


R 中 的 微分 与 积分 


这 个 结论 通常 称 为 托 内 利 定 理 .但 有 的 文献 将 上 述 
富 比 尼 定 理 也 称 为 托 内 利 定理 . 

Ft A Fl) SE FB (Tonelli theorem) 
JH”. 

E FJ BF (convergence in mean) 实 变 函数 中 
A > A FR K Be Fl) BJ E EE AC EA dE 
ECL) n fuego FE FE EE CL) By AR a f(x)， 
使 得 


见 “ 富 比 尼 定 


lim | 1/, GO 一 f(x)|ldr = 0, 


则 称 Cf, Co dE E EF RUMI f Go. foo 
[a,b] E BJ CL) nf FR RK $X, DM £f dk B; ES BH X FI 
(Q9, Cx2) , É: S£ PR CU] Cus (>), HE Lg, CX) A 
(u, GO) Æla b] ESESE RMF f(x); 若 {f(x)) 
TEE EX OBS fo) WS a) OE E ERM 
EWM fi) 有 关 它 的 推广 与 意义 参见 " 己 中 的 
sm sx. 


R 中 的 微分 与 积分 


JÉ US Až monotone function) 其 值 随 自 变量 
的 值 增 大 而 增 大 (或 减 小 ) 的 一 元 函数 . 定义 在 EC 
R 上 的 实 值 前 数 AGO SEDET TES rox € ES >, 
< x; 时 总 有 f mi ) < f a) EP J Cy) 27 G5 
则 f(z) 称 为 E B8 58:78] eg 22. 类 似 于 数学 分 析 , 还 
可 区 分 单调 上 升 (递增 ) 和 单调 下 降 ( 递 减 ). 闭 区 间 
[a,bj] 上 处 处 有 限 的 单调 函数 jz) 有 如 下 重要 性 
质 : 

1. 它 是 有 界 变 差 的 ,是 勒 贝 格 可 测 的 . 

2. 只 有 至 多 可 数 个 第 一 类 间断 点 . 

3. 它 是 几乎 处 处 可 微 的 , 它 的 导数 是 勒 贝 格 可 
积 图 数 , 当 f(x) 递增 时 ， 


q»| Jdem AU FO 


并 且 确 实 存 在 使 “二 ”号 成 立 的 f C>) (例如 勒 贝 格 - 
ie TE ZÉ BR 22). 这 是 勒 贝 格 (Lebesgue, H. L. ) + 
1904 年 首先 证 明 的 . 关于 单调 函数 的 初等 性 质 参见 
第 一 卷 4 数 学 分 析 》 中 有 关 条 目 . | 

富 比 尼 逐 项 微分 定理 (Fubini term by term dif- 
ferential theorem) 有 关 级 数 逐 项 微分 的 定理 . = 
Uf, GO FE K RI Lab] E — Bil A D (sk 38 BJ eg BL, 
使 得 

2 
Ela b] EALA EHAR, W 
Sa) P aec rash] 


这 是 由 富 比 尼 (Fubini,G. ) 于 1915 年 得 到 的 . JE SE 
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理 中 的 f, CO FA aR fp BH] Y n] CO HE pw A (AN 
RT pl Jy H6 e 2 2 25 (48 HAE 25 PRO. 

有 界 变 差 函 数 (function of bounded variation) 
亦 称 有 限 变 差 函 数 .一 类 重要 的 函数 . 设 f (>) JE 
La,b5j 上 处 处 有 限 的 函数 . Xf La 5b] ES ^y Xil T:a= x 
< z <. 7, =), 


n 


VEO) e P ian == fia] 


PRA PRR f 关于 分 划 工 的 变 差 . At BU] XJ 
T, 变 差 Ve(f,T) 有 界 , 即 存在 正 数 M, EXT Lab | K 
{EAT ARI TBA Vir, Tse M, DIS f(x) 是 [a,6] 
LAA RBS RR. — VTA LARRY 
f(z) 在 La,b] 上 的 全 变 差 , 记 为 V2.(f), 即 

VID = sup VGT). 


单调 也 数 是 有 界 变 差 函 数 的 特例 ,有 界 变 差 消 数 的 
主要 性 质 有 : 

1. AA REA FY. 

2. BW f(x) ELa b] ERA BR Laco Wil) 

ViOD-ViOO-TViCDO. 

3. 若 IOS goi Ela b] E BJ 48 FE AE 35 PR 
数 , 则 Fd gGDo. f az)g(z),1/f Ga) (| fa) | Sc 
>0),| f(r) |,max{( f(x), glx)} min {f Go, g IG) 
GEET E BJ 48 A BE PRX. 

4.4 fala b] EKARA E PR CL DU] f (>) 
在 La,6j 上 几乎 处 处 可 微 , 且 P Goo dE La. b] EJ (L) 
可 积 的 ,又 


oe Nn SES 


1904 年 3] Jl $ (Lebesgue, H. L. ) 对 连续 的 有 界 变 
差 肾 数 证 明了 这 一 结论 ,1932 4E, Œ Wr (Riesz , F. ) 
推广 到 一 般 的 有 界 变 差 函 数 情形 . 

5,. 若 f(x) 是 La,6b5j 上 的 有 界 变 差 旺 数 ,是 f Ce) 
在 点 ze ESE NVI x 也 连续 . 

FRSA BRL. AAR BS RRS E a R 
曲线 积分 和 曲线 长 度 问题 而 引入 的 ,后 来 它 在 实 变 
函数 、 泛 苞 分 析 、 调 和 分 析 中 都 有 广泛 的 应 用 . 例如 ， 
里 斯 于 1909 年 证 明了 :@ 是 空间 Cla b] E BJ 8 
线性 泛 阻 的 充分 必要 条 件 为 :存在 La,bj 上 的 有 界 变 
ERK g(x) ,使 对 任意 f(x)ECLa,6bj], 有 


b 
Bf) = EOGI 


EERDER SOR PR TAD. 

5 BR SS 25 dq HW (function of finite variation) 
即 “ 有 界 变 差 图 数 ” 

ZZ (total variation) D, 7 ARERR”. 

巴 拿 赫 定理 (Banach theorem) 3& BH eer oi Ze 
变 差 与 指标 函数 的 (LL) 积 分 之 间 关 系 的 定理 . 设 
f(x) 是 La,bj] 上 的 连续 函数 ,m 与 M 分 别 为 SOE 
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[a,b] F WJ ESRAAN CD On y MO BF 
# f z)= y 的 根 的 个 数 , 称 N AB Sims II 
数 , 则 NOOTE[, M] ECL) nu] M, H. 


M 
| Nody = Vin. 


Fak FE GS $k (Banach,S. ) + 1925 年 得 到 的 . 

E E e A Banach indicatrix) WEG 
赫 定 理 ” 

若 尔 当 分 解 定 理 (Jordan decomposition theo- 
rem) 给 出 了 有 和 界 变 差 消 数 的 一 种 分 解 . f (>) E: 
[a,6] 上 的 有 界 变 差 函 数 的 充分 必要 条 件 是 f Cao) u] 
表示 成 两 个 非 负 递增 (或 递减 ) 函 数 之 差 . 

Bh WA RE 5} AEE FE (Lebesgue decomposition the- 
orem) 有 界 变 差 函 数 的 一 种 分 解 . A e GO JL a 6 ] 
上 的 有 界 变 差 消 数 , 则 g(x) 必 可 分 解 为 

gr) = gr) + B(x) + «x, 
其 中 og. (x) E: ERE R $X, g, GO J 288 XJ E BE OR XC 
Kr) J& EK BE BMA g (zx) 在 La,5j] 上 的 间断 点 为 
ixi] > Jj 
ech M) QG 40) — f(a; — 0). 


tlr <z) 

黑 利 定理 (Helly theorem) AE & -Bir Sr ZS 
积分 在 积分 号 下 取 极 限 的 定理 . 设 f a) |a, b] 
上 的 连续 函数 ,有 界 变 差 函 数列 {gCz)} 在 La,oj 上 
CST UB BR PC glr), H Vil DS Mn 1,2, 22, 
则 


b b 
lim Í fGdg,(z) = | Soda 


黑 利 选择 原理 (Helly selection principle) 有 
FL AR 22 pR $X BJ — “Ss s E PE It. 2 (f. Ca) | a € T') JE 
[La ,0 上 一 族 ( 无 限 个 ) 一 致 有 界 的 有 界 变 差 图 数 , 它 
们 的 全 变 差 也 有 界 , 则 存在 (万 Cz)|cE 居 的 一 个 子 
列 , 这 个 子 列 在 La,65j 上 处 处 收敛 于 一 个 有 界 变 差 限 
数 . 

绝对 连续 函数 (absolutely continuous func- 
tion) 一 类 极为 重要 的 函数 . Rala b] EW 
Gär, WI en, 存在 ën, HEM T ETA 
E f£ EA FRA HA FR 26 89 3F X 8] Ca sbi), Cas 622 
eee , (a, , 5,2 , 24 


> (Bose 
时 ,就 有 ü 
> IFO) — flad| <e, 
则 f(z) 称 为 [a,6] 上 的 一 个 绝对 连续 函数 . A 


n 


A= b -—a), 


则 f(x) 在 [a,6] 上 绝对 连续 的 充分 必要 条 件 为 : 当 


A—0 时 , 


SEF) — fla] 


— BO NF 0. 28 Mt XE Be pR BK BJ ⁄ PR BI BETS Fl] CVi- 
tali, G. ) 提 出 .绝对 连续 函数 的 主要 性 质 有 : 
1. EJ) 5j g GO BB La, b] E BJ 26 XI iE e 
BX , UH 
x) 


fitter), fg), aS (gCr)750) 


也 是 [a,b] 上 的 绝对 连续 函数 . 

2. 若 g(x) 是 La,B] 上 的 绝对 连续 阻 数 ,a 
<glx) <b, f(x) fELa.b | E 8 E RISE SS Sit, Du) 
fLg GO ]HélLe. 8] E BJ 28 Xt E Sz PR CAE £ PII 28 
对 连续 函数 的 复合 函数 未 必 绝 对 连续 ). 

3. 绝对 连续 函数 一 定 是 有 界 变 差 阻 数 ,但 有 界 
变 差 函数 未 必 是 绝对 连续 函数 . 

4. di f(z) 在 La,5] 上 绝对 连续 ,上 且 PG =0 
ae, Fla,b],W f(z) 为 一 常数 . 

5. Æ J) E Lla, b] EAX, H P m0 
a.e. Fla,b], W) £Cx2 2g — ER 18] HS JII P 27. 

6. 若 fl(z) 在 [a,bj] 上 绝对 连续 , 则 f(z) 具有 性 
EN), RIEMER EC a, b] IONER: tE 
质 (CN) 的 名 称 由 卢 津 (JIysua,H. H. 3 H. 

7. (DS ale Rm ro Elab] EK 
XE Se BJ 48 RAE 25 PROC. HRA FE Jx (N) , JU] f Co) d 
一 绝对 连续 项 数 . 

8. f(x) 在 La,5j] 上 绝对 连续 的 充分 必要 条 件 为 
V UO E 8 XT EE 22 PR. 

9. fa Xp HE 3 pK Be LAK Ah kb BY Ge, JE HS Sp ER 
的 广义 原 函 数 ( 参 见 “ 勤 贝 格 不 定 积 分 ”). 

Æ £8 XT E Sk Ps BY (semi-absolutely continuous 
function) 绝对 连续 函数 概念 的 推广 . 设 f(z) 是 
[a,b] E RS PR. 对 [a,5j] 上 任意 有 限 个 互 不 相交 的 
开 区 间 

I = (ay bi y l= azb) 
ES 


tos I= (an sbn) , 


A= AG, = 5 (b, — a;), 
8 =I 
lim SIF) — Fa] > 0 
es 地 成 立 ; 则 称 f(x) 在 [a,6b] 上 是 下 半 绝 对 连续 
的 . 若 
Em Lf — f(a)] < 0 


一 致 地 成 立 , 则 称 SOc) TEL a. b | EJ E 2E 28 XJ E E 
Bj. 上 、 下 半 绝 对 连续 函数 统称 为 半 绝 对 连续 项 数 . 
它们 有 性 质 : 


R 中 的 微分 与 积分 


1. f(x) 在 La,b5] 上 绝对 连续 的 充分 必要 条 件 为 
f(z) 在 La,6b5] 上 既是 上 半 绝 对 连续 又 是 下 半 绝 对 连 
续 的 . 

2.97 Ja) Æla, b] EN ECE )>k xt EE 2 pÑ 
数 , 则 fCz) 在 La,5] 上 几乎 处 处 可 微 . 

勒 贝 格 不 定 积分 (indefinite integral in Lebes- 
gue sunse) 黎 曼 可 积 函 数 的 不 定 积分 在 勤 贝 格 可 
积 范 数 情 形 的 推广 . 设 f(z) 是 [a,b] 上 的 勒 贝 格 可 
TR ER 2C. Ç 

F(x) = D| far FC (clas 


MERED N fOGOBIAIETIRAT POC 是 任意 常数 . 
(上 ) 可 积 函数 f(z) 的 不 定 积分 必定 是 绝对 连续 也 
数 , 它 的 导数 几乎 处 处 等 于 被 积 函 数 f(zx); 任 何 绝 
Xt XE Z PR CF GO EE B) SEC F' (x) BLA ER 
分 , 即 


Fig) = (L)| z: (Ode de Pu Xe ashy: 


函数 的 勒 贝 格 点 (Lebesgue points for a func- 
tion) 与 积分 的 求 导 有 关 的 一 个 概念 . 设 rER, K 
数 S E DIR RW ECH ZG x thr) 
==+co, R. 


. 1 十 下 
lim | Fiche coor 


则 点 c 称 为 f(x) 的 勒 贝 格 点 . PR Po) Lab] 
上 (《 世 ) 可 积 , 则 La,6j 中 几乎 所 有 的 点 都 是 f CO BRI 
贝 格 点 .在 f(z) 的 勒 贝 格 点 ,了 f(z) 的 不 定 积分 的 导 
数 一 定 等 于 f(x). 这 个 概念 是 由 勒 贝 格 (Lebesgue， 
H. L. ) 引 入 的 . 

勒 贝 格 积 分 的 微 积 分 基本 定理 (calculus funda- 
mental theorem for Lebesgue integrals) 牛顿 - 莱 
E ZS SK TE R DL TR GE 6 JÉ I) EJ EGO E 
[a,b] ECL) RT BR, f z) BY 48 SE XE SE BS] CR ER 32 > 
F(x), Wj 


(L)| fir = FG) — Fea). 
EK AL AE 25 BJ 3 SE PRU F (>) EX 
F(x) — F(a) = | F' coat 
FWA OEC HEBER CVitali G. ) 于 1904 年 引入 
了 绝对 连续 泡 数 的 概念 ,并 证 明了 :F(z) 在 [a,b5] 上 


绝对 连续 的 充分 必要 条 件 是 :存在 La,5j] 上 的 (ZL) 可 


er ey pues | fa Ge lee: 


1907 4E, By AR (Lebesgue, H. L. ) 给 出 了 这 一 定理 
的 简短 证 明 . 
广义 原 函 数 (Cgeneralized primitive function) 
原 函 数 概念 的 推广 . 若 f(z) 及 F(z) 是 区 间 [a,5] 上 
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的 扩充 实 值 函 数 , 导 数 F'(z) 几 乎 处 处 存在 并 等 于 
f(x), WJ FGOTR FO BJ X. IR PRG. elo 
AR pRB jz) 的 不 同 广义 原 函 数 之 间 不 一 定 相差 一 
稍 数 ,但 其 绝对 连续 的 广义 原 函 数 披 此 至 多 相差 一 
常数 . 

Si IIe - E: FE ZÉ A HW ( Lebesgue - Cantor func- 
tion) ”一 个 导数 几乎 处 处 为 零 的 单调 连续 函数 . 按 
构造 康 托 尔 三 分 集 的 程序 ,第 2(2 王 1,2,…) 次 从 闭 
区 间 [0,1j 内 移 去 个 开 区 间 , 余 下 2^ 个 长 度 3 一 的 
互 不 相交 的 闭 区 间 , 设 它们 从 左 到 右 依次 是 FS, 
Pros ttt Enge BR A EE 2 PRI BX 广 (Cz) 如 下 :在 每 个 已 ,上 
f, a) E: £k FE P PR. BI EE 2 ;在 被 移 去 的 三 
分 区 间 上 取 使 f, 连续 的 常数 值 ; f, (0) 二 0,f,(1) 
=1. A IU GO) — S c SX, ROTER ]R C f (>) BL TPE 
K Eh UL Fi - ETE AR PROC. 它 在 康 托 尔 集 的 余 区 间 上 取 
值 为 常数 ,因而 它 的 导数 几乎 处 处 为 0. 它 连 续 但 不 
绝对 连续 ,常用 作 不 能 使 微 积 分 基本 定理 成 立 的 函 
数 的 例子 . 

Sr F BM (singular function) | A X% JL Ab 
处 等 于 零 ,而 本 身 不 等 于 常数 的 连续 函数 . län, BH 
山 格 - 康 托 尔 函 数 就 是 奇异 函数 ， 

迪 尼 导数 (Dini derivatives) 对 研究 函数 可 微 
性 态 有 用 的 下 述 四 种 形式 广义 导数 的 统称 . 对 于 在 
点 zo 的 某 个 邻 域内 有 定义 的 函数 f(x) ,定义 : 

左上 导数 D-f(z)= lim SL, 
——« Fm LDR. 


有 下 导数 D. Ge) = lim SSE) 
# D. fe )= D° f xo) BAR, Bl] zo #Ë f (z)8 E 
£; D fois fz O BIS, z, 处 f(x) 有 
Fe SEE UE AE SO RS BUB ER LOU] FORTE z 处 
有 导数 P Gy. 

下 导数 (lower derivate) 一 元 图 数 在 一 点 的 
异 侧 下 导数 相等 时 的 共同 值 . 若 某 函数 在 一 点 的 左 、 
右 下 (上 ) 导 数 相 等 , 则 称 这 个 数 为 该 函数 在 这 点 的 
下 (上 ) 导 数 . 

ES (upper derivate)” 见 “下 导数 ”. 

4 4 EL - 4H -P Se Bi E HB (Denjoy- Young-Saks 
theorem) 给 出 了 有 限 函 数 的 迪 尼 导数 取 值 情况 的 
EH. 该 定理 断言 :对 于 区 间 (a,5) 上 的 任 一 处 处 有 
限 的 渗 数 f(r) 的 导数 ,和 几乎 所 有 的 XE (a,b), F 
述 三 种 情形 必 居 其 一 : 

1. f DFE. 

2. # x Ab BJ xE DU BS ASSAI S 32 S +T |F] — # 
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左下 导数 D fi) = lim 


限 数 ,两 个 异 侧 的 导数 一 个 是 十 ce, 另 一 个 是 一 ce. 

3. 两 个 上 导数 等 于 十 ce ,两 个 下 导数 等 于 一 cc. 

即 对 于 几乎 所 有 的 点 , 迪 尼 导数 的 情况 不 出 如 
下 两 种 :两 个 同 侧 导数 若 不 都 等 于 同一 有 限 数 , 则 其 
中 必 有 一 个 是 无 穷 大 ;两 个 异 侧 导 数 若 不 相等 , 则 必 
有 一 个 是 十 ce, 另 一 个 是 一 c2. 这 些 结 果 , 由 当 儒 瓦 
(Denjoy, A. ) F 1915 年 对 连续 函数 首先 证 明 , 杨 
(Young,G. C. ) 于 1916 年 推广 到 可 测 函 数 情形 , 萨 
克 斯 (Saks,S. ) 于 1924 年 推广 到 一 般 情 形 . 

勒 贝 格 -斯 蒂 尔 杰 斯 测度 (Lebesgue-Stieltjes 
measure) ”简称 (ZL-S) 测 度 . 直线 上 勒 贝 格 测度 的 
推广 . 设 g(z) 是 定义 在 R LOBLAW ATER 
数 ,分 三 步 完 成 相应 (Z-S) 测 度 的 定义 ， 

1. 左 开 右 闭 区 间 的 g 长 度 . 对 R 中 任 一 左 开 右 
HKE I= a,b], BU 2Z,(1)= 二 g(6) 一 g(a) 为 区 
间 了 的 g KE. 特别 地 , 当 g (z) = zx 时 ,g KE 
(7) 就 是 区 间 了 的 长 度 . 

2. 点 集 巨 的 (7-S) 外 测度 . 设 五 为 R 中 任 一 点 
集 . 把 覆盖 E 的 可 数 个 左 开 右 闭 区 间 的 g 长 度 之 和 
的 下 确 界 称 为 E 的 (LL-S) 外 测度 , 记 为 22 CE), Bf 

Ws (E) = inf 327,000.) 为 可 数 个 


Jiu E 的 左 开 右 闭 区 间 ). 
特别 地 , 当 g (z)= <= Bp; 《(E) 即 为 E B GLO IN 
E mr" (E);4 E 为 左 开 右 闭 区 间 工 时， 

QU CI) ICI. 

3. CL-S) I BE. VE E Es R 中 的 一 点 集 . 如 果 对 于 
{ER BRT. T OME 内 部 分 TNE 与 5 外 部 
分 TNE 时 ,相应 的 (L-S) 外 测度 都 具有 可 加 性 , 即 

UiT) = TN E) Us (T(E), 

则 E 称 为 关于 eon (L-S) wwe. R EU 
可 测 集 或 g 可 测 集 . 此 时 五 的 (Z-S) 外 测度 ZZ; (E) 
就 称 为 五 的 由 分 布 函数 ge(Cz) 引 出 的 (ZL-S) 测 度 , 并 
iJ 7 CE). 特别 地 , 当 gir)—rmr DI, Z, (五 ) 即 为 
EM CON BE m (E); 24 E KERFA AKE 1 BJ , E 
必 为 g WWE. AR LOWE 97,0) 5'Z8) ek 
度 在 数值 上 相等 . 

勒 贝 格 -斯 蒂 尔 杰 斯 可 测 函 数 (Lebesgue-Stielt- 
jes measurable function) Sj D13438 ay Alen AO HES. 
Ww g(z) 是 定义 在 R 上 的 一 个 单调 上 升 的 右 连 续 孙 
数 , 集 巨 是 关于 g(xzx) 的 (L-S) 可 测 集 ,f(xz) 是 定义 
在 五 上 的 一 个 扩充 实 值 函 数 . 知 对 任意 实数 a, $Ë 
(z€ E|f(z)>>a) KF g) Æ (L—-S) T WE, WK 
SE E EX Fea) E — Train Mei EY 
T (L) np i pg BK, CL-S) up i| eg Be tB, n] 3€ zn A — Fil 
(ZL-S) 简 单 函数 的 极限 . 

Bh Ul 28 - ir SS ZR ZR Wir fe) sË ER E (Lebesgue-Stielt- 
通常 简单 函数 的 推广 . W 


jes simple function) 


g(a) ee MEER 上 的 一 个 单调 上 升 右 连续 函数 , 集 
关于 g(x) 为 (L-S) 可 测 ,f(z) 是 定义 在 上 的 实 
PREX. WR E 能 分 解 成 有 限 个 (L-S) 可 测 子 集 E, 
E;, e E, AES I f (z) T E c; » Wl 称 
f(z) 为 上 关于 g (x) 的 一 个 (L-S) 简 单 函 数 . 

勒 贝 格 - 斯 蒂 尔 杰 斯 积分 (Lebesgue-Stieltjes 
integral) $N 38 ERA BS EJ. 类 似 于 勒 贝 格 积分 ， 
分 三 步 定 义 : 设 g(x) 是 定义 在 R 上 的 一 个 单调 上 升 
FA) Ay Ee BE NL SS ERF g (zx) 为 (L-S) 可 测 , f (>) 
是 上 关于 g(x) CLS) Ay W gsx. 

NE 


yes as, (2) 
JJ dE fa BY CL-S ) fal š. np #i| p CE EX ÁO TE E E 
(关于 g(x)) 的 (LS) 积 分 为 
| Feder) - Sta, WE). 


2. SM f(x) 之 0 BE ,# (f, GO) 2g iS HÉ AY 3E fi CL- 
S) 简 单 函 数列 且 收 敛 于 jz) EM FG TEE EC 
于 g(Cz)) 的 (Z-S) 积 分 为 


Ww = lim| f. dg Go. 


3. 当 f (2) — BE BS CL-S) RT WJ BAT, < 
Si@ sf GO, fOGOOÉBSIESERIT SE, f(x) 
=] py (eS 

Ira CC | Gaps 


中 至 少 有 一 个 有 限时 ,定义 jz) 在 天 上 (关于 g(Cz)) 
的 (Z-S) 积 分 为 


| Sde) 
一 ee (z)dg (z) 一 e (x)dg(xr). 
藻 按 抽象 积分 的 记 法 (L-S) 积分 


| fade G) 
tB, nf ig oy 

| f coa, 
M g(z)=< 时 ,(L-S ) 积 分 

jos (z)dg (z) 
BN Ay CLR AY 

| foods. 


iB A $E BJ S BW (derivative along a set) 通常 
导数 概念 的 推广 . 设 fo) Bla FI E RS SEI PROC E 
CLa 5 ] ax 为 五 的 聚 点 ,分 别称 
G= Fe) l 


£ — Xo 


lim; 


rc 
0 


R 中 的 微分 与 积分 


Dm F(x) = FX) 
mi —— CR 


I~ X — Xp 
Im; 一 一 一 一 一 一 
x= T 一 To 


为 f(z) 在 点 r 沿 点 集 E 的 导数 、 上 导数 、 下 导数 ， 
且 分 别 记 为 fgCzxo),Dgf (zo),Dgf (=o). 4 f (x0) 
为 有 限 数 时 , 称 f(x) 在 点 zo Wr E R uj Son ZE 
是 以 ze 为 全 密 点 的 点 集 , 则 分 别称 


LO 
ap lim EXIGIR IEEE S 

I~Xy Rq 一 Xp 

zo PE) EE) 
ap lim , 

IZ, D Genen Xo 

T 一 一 f (a) i fO) 
ap lim 一 一 一 一 一 一 一 

EE up tt To 


为 f(x) 在 点 xo 的 近似 导数 .近似 下 导数 .近似 上 导 
数 , 并 分 别 记 为 Df Cr) (或 fas e a D fF gs 


D.,f Gro). 近似 导数 有 下 列 性 质 : 


1. f GO fE DEE 的 近似 导数 为 4 的 充分 必要 

条 件 为 :对 任意 s 盖 0, 点 集 
ba [ela = e < fe fen) 
VA xo HEBA. 

2. 凡 是 导数 广 (z) 存 在 的 点 ,近似 导数 P, (zx) 
一 定 存 在 , 且 f, GO — f' z); Z Z FEES RU 
f(z), 使 得 在 某 一 正 测 集 E fe E P, GO. MALE E 
的 几乎 所 有 的 点 处 六 (x+) 并 不 存在 . 

近似 导数 (approximate derivative) 
集 的 导数 ”. 

# E BJ 8 HE = BM (function of bounded 
variation ona set) [X [B] E BUE Pt 2838 eR 2 ZE Ë LE 
的 推广 . 设 jz) 是 定义 在 集 ECR EM SR, 
对 五 的 分 划 T'ixc—mnmmrnr€EG1.2.-*, 
n), f BJ 335 ON 


VCST) = fi — fal. 


E VECÉATOXCT ART AR, MESE E EK 
ARASH ABM. — H VE(f,T) 的 上 确 界 称 为 f(x) 在 
上 的 全 变 差 , 记 为 VCS). B 

Ve(f) = supV;, (J T). 

P X 8 RES BR (generalized function of 
bounded variation) # EWART 3 pR HHE 
B f(x) 是 定义 在 ECR 上 的 实 值 函 数 , 且 

ESUE: 
# SOERA E, 上 是 有 界 变 差 的 , 则 称 .jz) 是 五 
ER) RARE RRA f(x) 是 上 的 广义 有 
界 变 差 函 数 , 则 对 EE 中 几乎 所 有 的 点 ,近似 导数 
SF ap (2) FF FE. 
集 上 的 绝对 连续 函数 (absolutely continuous 
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<A+te| 


DL Yer A 


区 间 上 绝对 连续 函数 的 推广 


function on a set) 
i 为 实数 的 一 个 集合 ,f(x) 为 定义 在 上 的 实 
值 函 数 . 如 果 对 于 任意 的 e 二 0, 存 在 650, 使 得 对 于 
端 氮 全 都 属于 匹 且 互 不 重要 的 任意 一 列 区 间 {La。， 
/网 | 


>G, — a,) < Š 


时 ,就 有 
S FG — F(a,)| < = 


成 立 , 则 称 FC) E: E ERg—71 265] Be pR EX. 

集 上 的 一 般 绝 对 连续 函数 (generalized abso- 
lutely continuous function on a set) 集 上 绝对 连 
续聘 数 的 推广 . 设 f(z) 在 集 E 上 连续 ,是 

E= UE,. 
苦 f(zx) 在 每 个 EE, 上 绝对 连续 , 则 称 f(x) 是 集 E 上 
的 一 般 绝 对 连续 函数 : 

LA f mz) EAR RE 上 的 一 般 绝 对 连续 函 
Sr. WIRE tonne, Hm E 
ERA BS op (xr) JL SE ARAL EE TE. 

2. ARARE LWT LAA BE BM 
jz) 在 五 上 一 般 绝 对 连续 的 充分 必要 条 件 为 ,7 太 z) 
TEE LARA fE FR COND. 关于 性 质 (N), 见 “绝对 连续 
PR CU. 

E AY BRM SAT E SE ER E Cabsolutely continu- 
ous functions in the restricted sense on a set) FE 
集 上 绝对 连续 函数 具有 更 强 的 性 质 的 函数 . EC 
R,F(z) 为 定义 域 包含 互 的 实 值 函 数 . 如 果 对 于 任 
Sien, FE 9>0, 使 得 对 于 两 端点 属于 五 而 互 
不 重 又 的 任意 区 间 列 (La ]) o 2$ 22 05, — a.) <ó 


时 ,就 有 2,9 CF | [a,,5, D <£ (X H eCF | [a,, b, D 3 


ANF (x) Æ La, 6, J E BJ Get). WK PORE Efg— 
个 狭义 绝对 连续 函数 . 

集 上 的 狭义 一 般 绝 对 连续 函数 (generalized ab- 
solutely continuous function in the restricted sense 
on a set) 是 较 集 上 一 般 绝 对 连续 函数 具有 更 强 的 
性 质 的 函数 . 设 FOOTER E 上 连续 , 且 

E= U En. 

# FORA E, 上 狭义 绝对 连续 , 则 称 VOR tr 
ERIEN — AR E NT ZER E EWR 
义 一 般 绝 对 连续 函数 , 则 导数 严 (z) 几 乎 处 处 存在 . 

狭义 当 傅 瓦 可 积 函 数 (integrable function in 
the restricted sense of Denjoy) # 01 ë nj gien 
的 推广 . 设 f Go EE MEM X aj Le ] E BJ SCR PR 
数 . Ay TRAE BEL RR a MT iE BE PR F Ca ë 45 EK 
lB[a.b] E F'Go-—fG2a.e. WR f(z) 为 [a,b | 上 
的 狭义 当 颂 瓦 可 积 函 数 , 简 称 DC < ) 可 积 阻 数 . 此 时 
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F(x) RA f (x2 BRM 24 ë R. A XE TA A k AI XE 
DC x )#1⁄y. SE F(2—FQGDOÀS f(a Fla b] EWR 
XARRA DC x ) 积 分 , 记 为 


x »| good 


# f) Æla b] ERIE DUE nT PA BSEC, DU] E TE [a ,0 
上 狭义 当 颂 瓦 可 积 .一般 地 ,一 个 函数 的 导数 不 一 定 
By DLA AT AR, MA f(x) 勒 贝 格 可 积 与 |f (x)| 勒 贝 
格 可 积 等 价 , 因 此 ,广义 黎 曼 可 积 不 一 定 勒 贝 格 可 
TA. 这 表明 勒 贝 格 积分 尚 留 有 拓 广 的 余地 . 4 fS F 
(Denjoy , A. ) F 1912 年 给 出 了 狭义 当 儒 瓦 积 分 的 
定义 , 它 同时 成 为 勒 贝 格 积分 和 黎 曼 积分 的 一 种 推 
ee 

Ak W 54 SE R AE FR Ay (Denjoy indefinite inte- 
gral in the restricted sense) Mk “k X 34 fas B n] RR 
PR BX”. 

J X48 E. RI $8 88 H Cintegrable function in 
the wide sense of Denjoy) žk Y. M4 fi FU n] FR PRI 
的 推广 . 设 f(x) 是 定义 在 闭 区 间 [La,bj 上 的 一 个 实 
{Hl eR TC. 各 存在 一 般 绝 对 连续 函数 F (z), fl S F 
[a,6bj] 中 几乎 所 有 的 点 ,f(z) 的 近似 导数 FG = 
了 f(z);, 则 称 f《z) 为 La,65j] 上 的 一 个 广义 当 儒 瓦 可 积 
PLC. fa) PR D Fy APR AN. ERJ FDR A S C) I 
瓦 不 定 积 分 或 不 定 D FAS. (6b) 一 F(a) 称 为 f(a) 
在 La,bj] 上 的 当 颂 瓦 积分 或 DD 积分 . Be SC fife Fu nj 
积 函 数 一 定 是 广义 当 儒 瓦 可 积 函 数 . 对 当 颂 瓦 积分 
和 近似 导数 来 说 ,积分 与 微分 完全 成 了 互 逆 的 运算 . 

当 儒 瓦 不 定 积 分 (Denjoy indefinite integral ) 
DL“) SC 4 fife BL AY Rew Be”. 

24 Fu FR $y (Denjoy integral) 
瓦 可 积 函 数 ” 

狭义 当 价 瓦 积 分 (Denjoy integral in the re- 
stricted sense) Ji“ X 34 fis BL n] PA PHAR”. 

mM È F eñ EE (Perron lower function) 为 定义 
佩 龙 积分 而 引进 的 概念 . 设 f(z) 是 在 La,b6j] 上 定义 
Ay 3c Ë PR CCS — EU. PROF GO TE [ a. OI E RE X. 
的 连续 函数 ,DRF(z) 为 下 (z) 的 上 导数 . G: 

1. F(a) —0; 

2. 对 所 有 x€ [a,b], DF(x2« 4-99; 

3. 对 所 有 x € [a,b]; DF GO f(x; 

则 称 Ein f a BJ JE F eS s TET ER F PS X. 

(ml Ze A št (Perron upper function) 为 定义 
TRUE £4; Tfi 5| XE AY ES. 设 f(x) 是 在 La,b5j] 上 定义 
BY ee A OA — SEU PROF (zx) 是 在 La,5j] 上 定义 的 连 
Ser, DF (a) AF oA EPR. A: 

1. F(a) =0; 

2. 对 所 有 x€[a.,b], DF(z=)<+co; 

3. 对 所 有 c€La,b], DF (322 f (a); 


DUST X K f 


WH F(z) 为 f(x) 的 佩 龙 上 函数 ,简称 上 函数 . 


MEES Perron integral) 勒 贝 格 积分 的 推 
广 , 一 种 非 绝 对 积分 . 设 f(x) 是 定义 在 La,5] 上 的 也 


CE 

1. 22 8 — 7 EPRA UKAT AA 
Vix); 

2. BR. EAS Ur E x — b 的 数值 所 成 之 集 
(UO) 的 下 确 界 与 所 有 下 图 数 了 (z) 在 同一 点 的 数 
值 所 成 之 集 {Y(2) } 的 上 确 界 相 等 , 即 

inf (U (5)) = sup(V (5); 

则 称 f(z) 在 La,5j 上 依 佩 龙 意 义 可 积 ,简称 CP) 可 
积 ,并 将 上 述 上 .下 确 界 的 共同 值 称 为 A(z) 在 [a,6] 
上 的 佩 龙 积分 . fiL JE CPerron,O. ) 1914 4E TE 44 fi 
BL (Denjoy , A. ) 建 立 狭 义 当 颂 瓦 积分 后 ,定义 的 另 
一 类 型 的 积分 . e a (Hake, H. ) 于 1921 年 证 明了 狭 
义 当 颂 瓦 可 积 的 函数 必 是 佩 龙 可 积 的 , 且 积 分 值 相 
A. 亚 历 山 德 罗 夫 (AnercaHnpoB, II. C. ) 与 罗曼 
(Looman,H. ) F 1924 年 各 自 独立 地 证 明了 佩 龙 可 
积 的 函数 必 是 狭义 当 儒 瓦 可 积 的 , 且 积 分 值 相等 . A 
肾 数 f(z) 在 La,b5j] 上 依 勒 贝 格 意义 可 积 , 则 它 在 
[a,b ] EAK DRE XE X. RT TA , ELS LAT THE : 


a»| f (z)dz = d f (x)dzx. 


Br a 3E fA BL (P) n] goe — E CLO RT Rs AE f (e) 
A CL) W PRÉC. ELTE TEES UE PA AY 


b 
P| Fax. 


W f Cac) di: 89] D 3⁄4 BY AR BJ. 因 佩 龙 积分 与 狭义 当 儒 瓦 
积分 、 训 斯 托 克 积分 等 价 , 上 述 关 系 也 就 给 出 了 狭义 
当 儒 瓦 积分 、 训 斯 托 克 积分 与 勒 贝 格 积分 的 关系 . 

瓦尔 德 下 函数 (Ward lower function) 为 定义 
瓦尔 德 积 分 而 引进 的 概念 . 设 f z) Ej GOD AERE X 
Elab] EARR. BME 6€ [a,b], ff E OE) 
>0, 4 EC Tun LE, E+E CEDE 

fw — u) > Gw) — GG), 
WE GOA f(r) R 2 45 F RR. HR AA 
[a,b |] ERO PRÉC H CO EF 
fw — u) < H(%) — Hu), 

则 称 H GA jz) 的 瓦尔 德 上 图 数 ( 这 里 uv, é X 
义 同 前 ). 

瓦尔 德 上 函数 (Ward upper function) 
AR GH PRACT. 

瓦尔 德 积 分 (Ward integral) 与 佩 龙 积 分 等 价 
的 一 种 积分 . 设 fo Be MLO] ED KR, 
HG) 58 GG) 4r 8| Jy f C) BJ B, Z 18 E ES CES F og 
数 , 在 等 式 

sup (G (b) — G(a)) = inf (H (b) 一 H(a)) 


成 立 , 则 称 f(z) 在 La,5j 上 依 瓦尔 德 的 意义 可 积 , 简 


R 中 的 微分 与 积分 


称 (W) 可 积 , 并 将 上 述 上 \ 下 确 界 的 公共 值 称 为 
f(z) 在 La,6bj] 上 的 瓦尔 德 积分 . 此 积分 是 由 瓦尔 德 
(Ward,A.J. ) 引 入 的 . 

享 斯 托 克 积分 (Henstock integral) TE 20 tht 
纪 50 年 代 出 现 , 后 来 发 现 它 是 与 佩 龙 积分 等 价 的 一 
种 积分 . 设 f(z) 是 定义 在 La,65j 上 的 实 值 消 数 . 如 果 
存在 数 4, 对 于 任意 620 ff fE PR 0 (00 0, EE 
对 每 一 分 划 D:a=x <<x,<-*-<x,=b Fl 6, ,2,, …， 
e, e, € [z i z ]C (£6, —0(£)2,8, 43-0060) G1, 
2,…,n) 时 有 


| STE) Gy "ege A|« £, 
zm 


那么 函数 f(z) 称 为 享 斯 托 克 意义 可 积 ,简称 (1) 可 
H. 此 时 A 称 为 f(x) 在 La,5] 上 的 享 斯 托 克 积分 , 记 
为 


b 
an| f (dx. 


EE E XL FB LAXE AE 620, 5 ZB B) 1F IË RC 
à (£) fé hé PC M| CELER Ap BEE CR) FAAP. 1957 E, e 
斯 托 克 (Henstock , R. ) 给 出 的 这 种 积分 的 定义 是 黎 
受 型 的 , 它 与 佩 龙 积 分 等 价 ,也 与 狭义 当 癸 瓦 积分 等 
SY ,因而 它 给 出 了 狭义 当 儒 瓦 积分 的 黎 曼 型 定义 ,使 
狭义 当 儒 瓦 积 分 的 处 理 简 化 . 享 斯 托 克 积分 的 主要 
性 质 有 : 

1. GB A BHD E AGO TE [a6] ECHO RT] FH, 
[c,d ]C[a,b], WJ £OzofELe.d ] E+B (ADA RI. 

2. CER rE PX [R] B T DL PE E FCD TE X IR] Lac] 
fü[c.b] ES CHO RT FR, Wü] £CxoXE[a,5] F tB CHO RT 
AR, A 


| fodra D| foods $ D| Fdz. 


3. FAR HMR AOS e( Ela, b] E19 
(CH "ol fH, a, 8 为 有 限 实数 , 则 af Cr) d- Bg Cx) TE IX 
Hla b] Et CH) By aR, Bl 


(H| [af Cz) + Bg Go da 


= aD | fdz + BD | gdz. 
dé GE deet PEOR f Co) j gola b] EH 
(H) 可 积 , 且 AG sg Ga. e. Fla], W 
| foods < D| edz. 
5. Ah GO Ela, b] ECA) n] fR , M 
FG) = G | foa 
Ela, b] LER , 且 几 乎 处 处 有 F' (x) — f). 


享 斯 托 克 控制 收敛 定理 (Henstock dominated 
享 斯 托 克 积分 在 积分 号 下 


convergence theorem) 


取 极 限 的 定理 . A: 
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1. Uf, GO) Æla b] EPI CHO WT RUBRICA. ELTE 
La,65j 上 几乎 处 处 收敛 于 f(x); 
2. g GO h(x) dÉ[a, b] ES (ADF TH PRG. B. 
BD) Sf a) Sha) m=1,2,-:); 
M FOOD ELa b] ECHO WR] gë, AA 


D| feoda — lim ED | f, God. 
享 斯 托 克 积 分 的 微 积 分 基本 定理 (calculus fun- 


damental theorem for Henstock integrals) 22 & fH 
4] IL DL E B] (CER yr dA CHES HL FC sa, ER ZF 
情形 的 推广 , ARAA F G0 Ela b] E np ge LU] F' (>) 
Æla bE CADW A,B 


D| = (z)dz = F(6) — F(a). 


微 积 分 基本 定理 是 分 析 数 学 中 至 关 重 要 的 一 个 
定理 ,其 应 用 十 分 广泛 .由 于 (CR) 可 积 函 数 未 必 存 在 
JR P 32% , I A J PLC EA] PS BB AS CR) BY RR E IG (R) 
Tiris H^ BB 5 2 18€ Tk: H pR 32% BJ 48 25 Sp BOR CIS: PR 
数 的 问题 ,从 而 使 微 积 分 基本 和 定理 的 应 用 受到 了 限 
制 . 区) 积分 推广 了 (RD) 积 分 ,但 (过 ) 积 分 是 一 种 绝对 
积分 , 它 并 不 包括 广义 (R) 积 分 ,也 没有 完全 解决 由 
PRIS BY) Ag SF a BAC OK SL JR PR BY) TA] a. (五 ) 积 分 既 包 
括 (ROA We LAS. soe EDT JÁ PR 
AN A Sp BOR FE Jt. PHA BJ A. KT AURA 
分 基本 定理 的 应 用 . 

绝对 享 斯 托 克 可 积 函 数 (absolute Henstock in- 
tegrable function) 
JG) 是 定义 在 La,56] 上 的 实 值 函数 , 若 f (>) 5 
1f《z)| 在 La,5] 上 均 ( 吾 ) 可 积 , 则 称 f(x) 在 [a,65] 上 
2 XI PFE sa n] AN. fg) ERE CHO BY FA. # f(x) 在 
[a.b] EHI CHO WT AR, BUE dE [a6] EI CA) n] 
FR HERE. AAA DADS DASH. 
Hr AE JE: ROB 3⁄2 SUE XB DAD. FJ X #h 3⁄2 @ JÉ 
式 来 讨论 (Z) 积 分 ,有 利于 同 数学 分 析 的 衔接 . 

马克 仙 积 分 (Mcshane integral) 与 勒 贝 格 积 
分 等 价 的 一 种 积分 . RS oO) MELA OI EWR 
值 函数 ,假如 存在 数 4, 对 任何 函数 0 (50 0 ER € 
>0,R SE Ar Wl D:a= x <x,<-**<x,= b 和 Š, sE, 
ue E REG [z - a JC (86, —6(6),8 +6(6))G=1, 
2,…,n) 时 , 便 有 


| S FS suc) re A|« E 
i=1 


则 称 f(z) 依 马克 仙 意 义 可 积 , 简 称 CM) 可 积 , 此 时 
A 称 为 f(x) 在 La,6j 上 的 马克 仙 积 分 , 记 为 
QD| foods. 
JL fH ^y d& Oe fil] Mceshane, E. J. ) 引 入 的 . 
Lb y dli fr. 26x] x Br sn fUr 5 3) DL RA, 
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一 类 特殊 的 (五 ) 可 积 函 数 . 设 


这 三 种 积分 彼此 都 是 等 价 的 ,性 质 相 同 . 

园 变 积分 (variation integral) 5j x STE z fH 
分 等 价 的 一 种 积分 . 设 f(x) 与 (zx) 是 定义 在 La,6j] 
上 的 函数 . 若 对 任意 e 二 0, 存 在 不 减 函 数 a), po) 
—gla)<e Al d(x) >0, 34 

€ € [u,v] C (€ — 6(6€),F + 600) 
时 ,有 
IF (v) — Ft) — fv — u)| < e) — gu), 
则 称 FO f(x) FELa sb | BS El 2F Ja PR 39% , X B; tB, 
FK f(x) Ela b] E JE l AE TAN. EL SLAP A3 28 
F(6)—F(a). 
Fal SF JA PS BW (variation primitive function) W, 


«jas BLS)”. 
EQ WS [BJ 


函数 空间 (function spaces) 具有 某 种 共同 特 
征 的 函数 组 成 的 函数 类 . 当 这 种 特征 是 积分 形式 时 ， 
它 就 与 勒 贝 格 积分 理论 关系 密切 . 在 这 些 函 数 类 中 ， 
又 常 定 义 了 某 些 运算 ,并 按照 这 些 运算 形成 的 结构 
构成 泛 函 分 析 的 各 种 抽象 空间 的 具体 实例 . 从 而 习 
惯 上 常 称 它 们 为 函数 空间 . 常见 的 函数 空间 有 L^ 空 
间 ,2? zs jg] CO p xc Loi, C'S f] (n —0, 1.2, 7) 
等 . 在 不 同学 科 中 ,还 常用 到 许多 特殊 的 函数 空间 . 
在 近代 ,分 析 学 早已 从 研究 个 别 的 函数 ,转向 研究 这 
些 图 数 空间 的 整体 性 质 . 

L’ ZC spaces) PHARRR. CBR 
EF n ARASH RA n 维 欧 氏 空间 许多 类 似 的 
JIL db E JE: R^" 内 的 可 测 集 ,而 f(x) 在 E 上 
AWA OD P EE ECLA St PORE E 
FEE u] #1 89. Hr XX EE BJ PR RA E ERY L° 
空间 , 记 为 L'CE)zX Ir, Bl 

LE) = { f(x) | feo Pde <+ 09 | 

1. L2 G0 E £x VE S lB] , APS RE E 上 几乎 
Ab hh 7 2E ER) PRI AB. 


2. E MADER) A f(x),g z) ECL’ CO , W] 
flxr)g(x)EL(E), 且 有 


| fea cons 


e Legal torus 
3. Qu PHAR SRS fe) geQ@eL (EL), M 
MES ES g Go l'àc]* 
«(freres e (tees 
HF SELE), S 


Let, m [| reo kas), 


lZ], RABAT TEE 

1. GE PO | / | 2250, H || / 12024 BRS 
f(z)=0 a. e. F E. 

2.〈 正 齐 性 ) 对 任意 实数 a, A 

| af ll. = lel FIle. 

3. (=# SEX || /+zg | < llt le lle. 

因此 ， | y | 2 是 12(E) 上 的 一 个 范 数 . 进一步 ， 
(EE) 是 希 尔 伯 特 空间 (参见 《 泛 函 分 析 》 同 名 条 ). 

L 中 的 内 积 (inner product in ^) 是 与 通常 
向 量 的 内 积 相 似 的 一 个 重要 概念 . 对 于 f(x),g(x) 
€ L° (E), fr 


(f,g) = | fcogGoda 


为 f(z) 与 g(x) 的 内 积 . 内 积 具有 以 下 性 质 . 

1. CF,/0220,3R CF, 0 SAMY f£ —0 
a.e. fT E. 

2. (af ,g) —aCf.g)Ca OH SCHO. 

3. Cf go Cg, f). 

4. (/+g,h)= CF ,h)-+ lgh). 

在 线性 空间 中 定义 了 具有 上 述 四 条 性 质 的 内 
积 , 称 为 内 积 空间 . 因此 ,LC(E) 是 一 个 内 积 空 间 . 工 
中 的 内 积 还 具有 以 下 性 质 : 

1.〈 内 积 的 连续 性 ) 若 

fof. g, >g 

(参见 “L? PREKA”) WW Cng d foe). 

2.《 内 积 与 范 数 的 关系 ) 


Go fgli-lf-elD. 


3. (平行 四 边 形 公式 ) 

I £-Fgli-lf£—glsi-20fhz-21lsgl s. 

4. # (f, g) — 0, W| fk f (+>) See) A IE A BN. 
f(x) 与 g(x) 正 交 的 充分 必要 条 件 是 || fg di 
= 上 rz ileg l OREHE). 

弗 雷 点 定理 (Fréchet theorem) XT L’La,b] 
空间 有 界线 性 泛 函 一 般 形 式 的 定理 . X @ ( f ) Az 
L'[a,b] E BJ) 8 ARTE PR , DU] Fe dE E — BJ g z) € 
L'[a,5], f f80 (f) — CF, go) EX fz) € E[a,5] 
都 成 立 . 

L 中 的 规范 正 交 系 (orthonormal system in 
L) 欧 氏 空间 中 直角 坐标 系 的 推广 . AK B] La, b] 
E BS PR CAS (zo, (zx)} 具 有 条 件 

d 1 (m = n), 

| o. GO, (x)de ac en 
WFR (o, x2) Ze L’ La, b ]BN Ug 1E 26 # sk, YE ELE 
系 , 亦 称 标准 正 交 系 或 标准 直 交 系 . 例如 


1 1 
Jon mx 
是 L'C— x 7) FP BJ LY IE A228. 在 L^ CE) rE , 4E fal El 
W 1E X AAT E PR BKK) PB E £ n] Be. 

L| a,b |p RAY BH ZR t (Fourier series of 
function in L’[a,6]) (Go nf ÆR A Zim E nad 
By EJ . d lo, C0) JE L^ La, 6 ] P AY IL E £, 
f G2 € L'La ,» ]. Sp 


ies [Fada 
AL (OK F iwr) 的 傅 里 时 系数 ,并 称 级 数 


> jew Ge) 
WF (DKF (xo, GO) B) 8 E np UR. 
N SORA SK (Bessel inequality) ”平方 可 积 
图 数 与 它 的 傅 里 时 系数 间 的 一 个 关系 式 . 设 c, CR 
—]1,2,-04&f/ GO € L'[a.b HSB RR, WR 


H 
k=1 


COS kt, 


E oed bmp aS 
T 


A SC. R 
D s IF n. 


=] 


此 不 等 式 称 为 贝 塞 尔 不 等 式 , 它 表明 ci(k 二 1,2,…) 
为 LLa,6bj 中 某 个 函数 的 健 里 叶 系 数 的 必要 条 件 是 


De 
收敛 . 对 一 般 的 内 积 空间 , 贝 塞 尔 不 等 式 也 成 立 . 
里 斯 - 费 希 尔 定理 (Riesz-Fisher theorem) M 
塞 尔 不 等 式 的 道 命 题 . 设 {w(x)) 是 Li[a,5bj 中 的 规 
范 正 交 系 T1093: 3 
2,0 «ee, 


k=] 


则 存在 f(D E L'la,b] AER ce R=1,2,° FES C) 
BJ 48 BOAR , 3 EUR SHR 


a= gf 
ji sr AF Go EE 


See 
Woe T f). 
贝 塞 尔 不 等 式 表 明 : {ca} 为 L’La ,bj 中 某 个 函数 
的 健 里 叶 系 数 的 必要 条 件 是 


2,6 
收敛 ,里 斯 - 费 希 尔 定理 表明 这 个 条 件 也 是 充分 的 . 
帕 塞 瓦尔 等 式 (Parseval equality) 平方 可 积 
也 数 与 它 的 储 里 叶 系 数 间 的 某 个 等 式 关 系 . 设 f(x) 
E L gege yas „asb b 1,2, 0d f(r) 关于 三 
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ffi PE X SEE H H BB. WA WE BE BL AR 

l[ ISe ldz lap Dai + B) 
成 立 . WA Æ BCR CParseval,C. M. -A. ) T 1806 年 给 
出 的 证 明 有 许多 理论 上 的 限制 . S/E rnr] 
BJ CR) n] # PS $X PF , YR Se S JE: Bi AH ZÉ 2E PX CHur- 
witz, A. ) xe + 28.38 (Vallée-Poussin,C. de la) 以 
BE E MERE Clanyuon, A. M. ) 建 立 的 . 对 一 般 的 规 
范 正 交 系 { o (>); = Ck J: f(r) e L'la b] RF 
Go, Cr) ) B 488.8 nr RB WJ H SE f uE 


Ses E SIE 
k=1 


dE HE PRB f, 上 式 两 端 相 等 , 则 此 等 式 称 为 帕 塞 
瓦尔 等 式 ( 参 见 “L* 中 完备 的 规范 正 交 系 ” 及 《数学 
RE ) 第 一 卷 同 名 条 ). 

L 中 完备 的 规范 正 交 系 (completely orthonor- 
mal system in L^) 为 刻画 Z’ La, b] P ££ — A MEE 
够 在 平均 收敛 意义 下 展开 为 傅 里 叶 级 数 而 引进 的 一 
T WS. Wo, (a) FE Lab PK EU W IE 2 # UE 
对 任意 f GO L'la,b], 863€ FLAIR SEX 


2,4 = |l / |! š 
都 成 立 , 则 称 {w(z)) 为 完备 的 规范 正 交 系 . 它 表 明 
对 任意 f(z)EL[La,6],f(z) 关 于 完备 规范 正 交 系 
{w(x)} 的 健 里 叶 级 数 的 部 分 和 S,(z) 平 均 收 钙 于 
f G2; 
lim || S, — f ||: = 0. 

L: Se & BY 30 SE IE 35 # (totally orthonormal 
system in L') 为 描述 LLa,6b] 的 规范 正 交 系 中 的 
函数 是 否 “ 足 够 ”而 引进 的 概念 . 设 {wi (z) ) A 
L'la,b] rh 的 规范 正 交 系 ， A ga) € Llajb] H 
(Pwr) =0(k=1,2, =), MA Gr) = 0 ae. 于 
[a,b], WW BK Uo GO AL’ La, b ] AY 56 £ RTL Y 1E 26 
系 , 即 在 完全 的 正 交 系 中 ,不 能 添加 非 0 函数 使 它 保 
持 为 正 交 系 .在 LLa,bj] 中 ,规范 正 交 系 的 完备 性 与 
完全 性 是 等 价 的 . = ffi KRR, hi m ZK PR Z ER 
AR Rr PR BC AR. BD LE IE RA EE EE R A E 
L' GE) PEDE AFE] EK) 56 FTE AE £<. 

司 捷 克 洛 夫 定 理 (Steklov theorem) 关于 
L[a,bj] 中 规范 正 交 系 为 完备 系 的 一 个 定理 . 设 
{wr(z)} 是 LLa,bj] 中 的 规范 正 交 系 . ETE TEL [a ,oj 
的 稠密 子 集 4 ,使 对 任 一 f(x)€ A. SEX 


SD Fale 
k=1 


BMW FH Plas f RF (o, GO BJ 8 E H RR, 
Jil] (o, (x) FEE #& BJ AL YE IE 26 £. 
L? 空间 (L? spaces) 一 个 重要 的 .应 用 广泛 的 
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函数 空间 . dk E RU 中 的 可 测 集 ,f(z) 是 玉 上 的 可 
WARE ISa) 为 正 的 常数 ) 在 上 (LL) 可 积 ， 
We foe E EJE p 次 短 可 积 的 ,所 有 这 样 的 函 
数 的 全 体 称 为 EE 上 的 L? 空间 , 记 为 L?(E) 或 7?, 即 


LG) = | f(x) NISL co}, 


M p=1 BF ,i UDA LE), CREE E BJ OL) uj 
TA PR CE] hs 

1. L*(E) 是 线性 空间 ,其 中 零 元 素 是 上 几乎 
处 处 为 零 的 函数 . 

2. 4i m CE) < + co, BH. 1E pi < px < oo , W] 
L^(E)C.L^ CE). 

3. Gb ZR QR AN SE SA UK p. q >1, H 1/p + 1/q 
=1.# [DEL (E), g(r EL (E), WJ f(g) 
ELE), B 


W ldx 
i 


< MES az] "| | leo ds . 


4.( 闵 科 夫 斯 基 不 等 式 ) 若 f(x),g (z) € Li (E) 
(1«p« 4-oo) , Ni 


LL uro + g(x) dz} 


< [J irae]? + (sco ras] 


5.4- WS, = Cf elfde) WJ SA 
L?(E)(p 之 1) 上 的 范 数 , 从 而 L*(E) 为 线性 赋 范 空 
间 . 特别 地 , 它 是 完备 的 (参见 “L? 中 的 柯 西 列 ”). 但 
若 将 L^ 定义 中 的 积分 改 为 黎 曼 积分 , 则 相应 函数 空 
间 无 此 重要 性 质 . 这 是 勒 册 格 积分 具有 重要 理论 意 
义 的 原因 之 一 . 

平均 连续 性 (continuity in mean) 
平均 意义 下 的 连续 性 . A f(x) 满足 

Gel. (TG +h) f(x)|?*dz = o, - 
则 称 其 为 具有 p REL) # eg C E 29 x S FE. 
实际 上 任何 JEL CE) ABA ix REI 

L? h Bg s rS (strong convergence in L^) Jf 
称 按 范 数 收敛 . p UR FE RIDES BS al BJ E BE SY A ZS. 
WfGE€L(D(Gsp«To0»n-—1,2:-0. FRE 
f(a) ELE), fi 8 || f,— f l|, 00 eo), DU f 
(Sar) EAF f(z) 或 按 L^ aS W SK f(x), 


iu fif. 
LEAL fig WJ faga e T 
ERZE AOS B. fGe)=zg(a)a. e. FE, Wi 
fg. 


dai den E^ L? m 
2. BS a” Sf gg a, p 为 实数 , 则 


函数 在 积分 


af, d- Bg, >af+ Bg. 


3.25 f, IR FLU IF, M umm HL M ue 

Ate au Moa d dE or) X Cram T 
E, Wf. f. 

5.35 f fL CL Co) HE E LEES 

f (x). 

j& 35 38 W SY (convergence in norm) 
的 强 收敛 ”. 

L^ cR B 58 W SX (weak convergence in L^) L^ 
zs [8] FP pki Bx 9) B — #h ik 92 k < , Ds SR S IR] HP 55 UC 
SH REG BS pj. E FOL fz) EL? (CE), I< p< 
+°o,n= 1, 2, =, # X IER g (z) € L' (E), 
1/p+1/q=1, 8A 


lim| f, Gg GOda = | FD gdz, 


则 称 {f; DN SUB Aa) WA SP: 


LASS FR FUROR KC 

2. WE CF, GO CLA GO S CIL £F) 384 ROC 
列 , 则 存在 子 列 {f GO f, — PEL? CE) CB 1< p 
一 十 ce 时 的 L^ 中 有 界 集 是 弱 紧 的 ). 

3.〈 里 斯 定理 ) 设 1< p< + co. # f, >f H 


l. | > FW f. 

xx dà Him (Riesz, F.) F 1928 年 得 到 的 . 当 
fala) € LCE) (n=1,2.°°) X ETE SELE), 
使 对 于 五 EMEA AF IE g OA 


lim | f, Gg Gods = | Fg ax, 


Wk Cf, Cx) E L' Pag W T f Go». 

L^ 中 的 柯 西 列 (CCauchy sequence in L^) "ët 
基本 列 . 柯 西 数列 的 推广 . 设 A CEL? (E) <p 
«-oo;n—1,2,-0. AMER 60, EE EC ES Sir 
N, m,n> N KRA | f, — f, l|, < e, We 
(f(x) } A Fey P 9]. L^ CE) th BS faf P8 7!) 4 2 S8 I ar 
列 , 即 L*(E) 是 完备 的 ,从 而 L^CE) (pd 09) & 
巴 拿 赫 空间 ;还 可 知 它 是 可 分 的 : 当 1< reg 
L (E)E KRH LEC L^ 4 p=1) F B K. 

柯 尔 莫 哥 洛 夫 定 理 (Kolmogoroff theorem) 
关于 Lola, bl TRAF X m FF AE WH E HR. 
L'la,b](021)ih £ A 为 列 紧 集 的 充分 必要 条 件 如 
F: 

1. 存在 常数 MME f(x)E€ 4, 有 


i f(x) fed e Mr. 


2. 对 任意 o> 0, f£ E O>0, RE 0 二 h 二 6, 对 任 
E fG)€ AMA 


即 "Tp 中 


1 
P 


Tat — falar)” < e, 


、 y u 1 ath d 
这 里 n(x) = 去 | JO t. 


xr 


里 斯 表示 定理 (Riesz representation theorem) 
关于 L*[La,5] 上 有 界线 性 泛 函 的 一 般 形 式 的 定理 . 
空间 L^[a,5 JO poo) LWA ARE D H 


可 表示 为 


DN =| fadr, f(x) € Lab], 
EP g(x) € L'La,b],1/p+1/q=1. 

巴 拿 赫 -萨克斯 定理 (Banach-Saks theorem) 
关于 算术 平均 收敛 的 一 个 定理 . 设 fa. f =) € 
L'(CE)(1x p 0o,n21,2,:-20 EL GO BREAK 
于 f(x), 则 存在 子 列 {f,(x)) ,使 

1 
ae Dat) | 
me UN oe fO. E # ak (Banach, S. ) Ej B Bir 
(Saks,S.) 1930 年 证 明了 l<p<t+om LR 
理 成 立 . Me sa (Salenk) F 1965 年 证 明了 p=1 的 
情形 . 施 耐 尔 (Schreier) 于 1930 年 指出 ,对 于 连续 辑 
数 空间 CL0,1j, 巴 拿 赫 -萨克斯 定理 的 结论 不 成 立 . 

ZL” 空间 (LW space) 亦 称 本 性 有 界 函 数 类 . 在 
— 2E SE ZIA TRIES 1k. E EAR 中 的 
WWE. SORE ENDWAR. ARES E.C 
E, E SOE ENE, EA. SORA E EW 
A PES FP RRL iX FE PR RRA E EI Ls 
iB] , 记 为 LOER LU. SD ELTE), eM f(r) 
的 L ü AX > 

a DuC Sup RO |). 


RPE, 为 五 的 零 子 集 , 下 确 界 是 对 所 有 可 能 的 这 
种 子 集 ES 而 取 的 : 

1. pU GO CL? CE) Wi Cf Goo E L^ GO rn 
WF f(x) 等 价 于 (f,(7x)}) 在 天 上 除 一 个 零 集 之 
外 一 致 收敛 于 f >. 

2. 7 (五 ) 是 巴 拿 赫 空 间 . 

SL CE) Bx. 

4. Wm CE) « oo, fF) € L^ (E), WJ f(r) 
BT- L'E GOS <+), H 

if. = m Il, 

o. L° 28 JB] J& AN n] oP BJ , < +T“ nÍ ATO VE BL 2 E 
(ZZ PR at Hr IA 2 ZR. 

本 性 有 界 函 数 类 (class of essential bounded 
functions) JL" L^ 2s lay”. 

ER X = [8] S CE) (function spaces SCE)) (L) 
nj IJ gg Bc H pk. BJ eK. t E dE RT AB CL nj 3 
SE EB 48 JL AAA ES BJ nf JU PS Be ei A 

3l 


SCE), DIRI E BEBO S. IFES), Ç 
AI SE ie) |701 Gey E 


WY SCEDJEVA | + || 为 准 范 数 的 弗 雷 歇 空 间 , 且 在 
其 中 依 准 范 数 的 收敛 等 价 于 依 测度 收敛 . 可 以 在 测 
度 空 间 上 ,类 似 地 建立 S 空间 . 

函数 空间 C* (function spaces C^) ” 欧 氏 空间 中 
同一 集 上 所 有 Bp e Be n] 1⁄4 eR Be ZH pk BJ PRE. 设 
ECR',C'G Xon fE E Eb Ab k fried n] f BJ es A 
的 全 体 . 特别 当 5 为 紧 集 时 ,对 于 ffEC*(E) 可 定义 
范 数 
3" f(x) 


EFT geet E EE 
a = (0,,05,*,20,),]a| = a + a, t + a, < Ej. 
从 而 按 此 范 数 C CE) LOS Es # 2 [B] , R: ri J s A 


SAD F eg BF BJ — BOR. Xp ESR", f€ C' (E) 
满足 
lim f(z) = 0, 


则 所 有 这 样 的 /之 集 记 为 Co. Co 与 五 为 紧 集 的 


C*(E) 性 质 极为 类 似 .k= 二 0 对 应 的 C? 常 记 为 C, 即 
Eo 间 . 

空间 (1? spaces) -5 eR BU |H] L^ 相应 的 数 
列 空 du 对 于 无 穷 数 列 x= Gra XT FEF 


数 p(0< p< oo), 
Lsl, > <+ as, 
k=1 


Wid xEW, 所 有 这 样 的 数列 zx 组 成 之 集 称 为 UC == 
间 . 4 p 之 1 mp I^ Re || + |, MAE € EG 
«1H $E | ° |£ PR ON sé £ BE d N. 如 果 在 自 
然 数 集 N 上 定义 测度 y, 使 得 对 于 任意 自然 数 n 有 
A({n)) 二 1, 则 也 可 看 做 是 测度 空间 CN, AND, 
L0) CEP (ND AN ZS, El N 之 所 有 子 集 之 集 ) 上 的 
空间 LAN, ACN), ui, 7^ Ss 

斯 (Riesz,F. T 1913 4ESL A B. BUS 
(Schmidt, E. ) F 1908 年 引入 的 . 

I° = |a] C^ space) 有 界 数 列 组 成 的 集 . 设 x 
=(27,,22..°°) AR, B |+, | <M<-+co(n=1,2, 
…), 则 所 有 这 种 数列 之 集 称 为 Lx [B| , Ë XE X u X 

|æ || = supi |x|}. 

' n] Zr KRE BI LONG POND) X H N 是 自然 
BUS. POND AN WIFE ZEN E SU BE X E TES 
n€N.uinj-l. 

zë IG ZS S E (Lorentz space) Pg XX zx 
SCLo.1 DBg— f = HR. — 时 G0, ~ 


s 间 是 施 密 特 


lim —~ = 0. 

t=0 Tes 

对 fescqo,1D5Eselo,1lig X f" COST 
inf(a > O| mí(t| |f (22| > a) < sj. 
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空间 (1 < p+ oo K: E: ` 


函数 类 
AGn— (f£ € gro nl 


e 1, F G)d$G) <+ EN 


称 为 相应 于 y 的 洛 伦 兹 空间 . CHL | + | 为 范 数 
的 巴 拿 赫 空 间 (参见 本 卷 ( 泛 函 分 析 》 同 名 条 ). 洛 伦 
效 空间 在 算 子 内 插 理 论 中 有 用 . 

奥 尔 利 奇 空间 (Orlicz space) L^(1« p< co) 
空间 的 推广 . 设 定义 在 正 半 实 轴 上 的 呆 数 D CO TS E 
0) = 0, lim (@#(2)/12 = oo, 

并 满足 倍增 条 件 DD Ce (C 是 正 的 和 常数 ,1E 
Ri). 所 有 使 得 


P inf {A > of | ou" | £a» dt < 1 


一 十 oo, 
R" E Bg np illl eg f 之 集 称 为 奥 尔 利 奇 空间 , 记 为 
. 它 是 以 上 外， | 为 范 数 的 巴 拿 赫 空间 . L (R°) CI 


Pë er CT $G) = HHA BRAA A = 
[E]. 奥 尔 利 奇 空间 是 由 奥 尔 利 奇 (Orlicz , W. ) FE 20 
世纪 30 年 代 引 进 的 . 

by BAY SE SE (support set of a function) PA% 
值 非 零 的 点 集 的 财 包 . 对 于 定义 在 R" 上 的 函数 /, 
# UrlfGOozÉ0) NARA / B sc. IR PSI 
了 的 支 集 为 紧 集 (在 R" 中 为 有 界 闭 集 ), 则 称 f 为 有 
紧 支 的 . 任何 在 某 一 有 限 区 间 以 外 恒 为 0 的 函数 ,都 
是 有 紧 支 的 . 图 数 的 文集 和 有 紧 支 的 果 数 的 概念 可 
以 推广 到 拓扑 空间 上 ,但 这 时 函数 有 紧 支 与 其 支 集 
为 有 界 闭 集 未 必 等 同 . 

有 紧 支 的 函数 (function with compact sup- 
port) Jil“ pa C B x fU. 

Fa WB RJ $8 eS Bl Clocally integrable function) 
Tr [E REUS A S E BY AR Bj np | C. n ER C Cx JE 
定义 在 整个 R" F BJ CL) npll eS 22. JF BOSE T R^ B9 1E 
意 有 界 子 集 M 有 FEL(M) , 则 SORA R" 上 局 
部 可 积 的 


Rm 古 四 毛 AES HE 林 mod 
E A 杨 光 俊 JA RoR 


复 变 函数 论 (theory of functions of a complex 
variable) WR AE BA f ICI] eR CHR AA ETE K 
MAR Fat x. 只 含有 一 个 自 变量 的 复 变 函数 称 
HAERTER BALTAR EH E E R RER 
HERE eC. HY PT AY) SZ E eR BE , 指 的 主要 是 
关于 单 复 变 解析 函数 的 理论 ,简称 单 复 变 . 复 变 函数 
论 历史 悠久 ,内 容 丰 富 ,理论 十 分 完美 而 且 次 刻 ,在 
许多 其 他 数学 分 文 以 及 力学 工程 技术 学 科 中 有 着 
广泛 的 应 用 . 

复数 起 源 于 求 代数 方程 的 根 . 在 用 求 根 公式 求 
解 二 次 .三 次 代数 方程 时 都 有 可 能 遇 到 形 如 
ath Vv 一 1 的 数 ,其 中 a,6b 是 实数 . V 一 1 在 实数 范 
围 内 无 意义 ,因此 在 很 长 时 间 里 这 类 数 不 能 为 人 们 
理解 和 接受 . FAK JL Descartes, R. ) 称 这 样 的 数 为 
虚数 . 现在 以 i 表示 ~v 一 1, 并 称 形 如 a 十 i 的 数 为 复 
Zu. 5 BERK CWessel,C. ) Alfa] 2R [X] CArgand ,J. R. ) 把 
复数 zx 十 iy 与 平面 上 以 (x,y) 为 坐标 的 点 对 应 起 来 ， 
使 人 们 对 于 复数 开始 有 了 真实 的 感觉 . 复数 与 
xy -平面 上 的 点 一 一 对 应 ,因而 zy -平面 也 称 为 复 平 
IBI. 3A BB IW ^R Cd'Alembert ,J. le R. ) 曾 企图 证 明 , 一 
个 一 般 的 代数 方程 

Lt Hax! + e Ha z + a, = 0 
至 少 有 一 个 实数 根 或 复数 根 , 因 此 这 个 存在 性 定理 
有 时 称 为 达 朗 贝尔 定理 .但 首先 对 它 给 出 严格 证 明 
的 是 高 斯 (Gauss ,C. F. 2. 后 来 此 定理 被 称 为 代数 基 
本 定理 . 欧 拉 (Euler,L. ) 兽 在 初等 图 数 中 引进 复 变 
数 , 并 给 出 了 著名 的 欧 拉 公 式 
e" = cos r + 1sin x. 

BAARI T = ffl eK BS 38 $X ew $X — I8] B EX R. 

E "P PRN — Ac FE TO ko j T 5 3 Bs [n] BUE RY 
研究 工作 . 达 上 朗 贝 尔 在 关于 流体 的 研究 中 ,考虑 两 个 
实 变数 rz,y BJ — T 2 fB A g 

ulti y) F or), 
并 且 研 究 在 什么 条 件 下 , 当 (x,y) 趋 于 一 点 时 ,这 个 
肾 数 有 导数 ,而 且 这 个 导数 要 与 (x,y) 所 沿 的 路 径 
ER. 为 此 只 需 将 函数 u 十 iv 看 做 是 复 变 数 zx = a + 
iy 的 函数 f(z), 它 在 域 D 内 定义 ,就 可 得 出 结论 : 
X uv 作为 zy SERRE D 内 可 微 , 且 满 足 


Ou Ov Ou ch: 


= = (1) s 


dr ay’ ð dx 
时 ,函数 GO — uiv 有 导数 . 后 来 这 个 条 件 称 为 柯 
西 - 黎 曼 条 件 . 由 条 件 (1) 可 推 知 x K wv 都 满足 平面 
拉 普 拉 斯 方程 


数论 
du OU 
2 Gë 0, 
OX dy 
Ger gp. 0 
dr" woe 


"都 是 关于 两 个 实 变数 的 调和 函数 . 4 p gu 
(Cauchy, A. -L. ) 对 一 般 的 含有 一 个 复 变 数 的 可 导 
PR AB E TT DEAE BJ , fte RU XE. BEC tiv 可 以 看 做 是 两 
个 满足 条 件 (1) 的 调和 函数 ,也 可 以 看 做 是 z= 二 x 十 
iy [f] — n] S eR rn, 最 后 他 决定 采取 第 二 个 观 
点 ,其 原因 之 一 是 他 考虑 到 函数 的 响 级 数 展 式 . 他 给 
出 了 一 个 图 数 jz) 沿 着 复 平 面 上 一 段 曲线 的 积 
的 定义 并 证 明了 下 列 定 理 :如 果 一 个 明 数 f(z) 在 复 
平面 上 的 一 个 区 域内 有 连续 导数 ,而 C 为 一 简单 闭 
曲线 , 它 和 它 的 内 部 均 位 于 区 域 DD A, 


| / code esc. (2) 


这 个 定理 是 柯 西 理论 中 的 基本 定理 . 根据 这 个 定理 
他 得 出 了 一 系列 重要 结果 ,其 中 一 个 是 :如果 一 个 孙 
数 f(z) 在 一 个 区 域 D 内 有 连续 导数 ,那么 ,在 的 
每 一 点 a 的 邻 域 内 f(z) 可 以 展 为 z 一 a WER. 这 
个 结果 表示 :具有 连续 导数 的 复 变 函数 和 在 拉 格 朗 
日 意义 下 的 解析 函数 是 相同 的 . 为 一 个 很 重要 的 结 
果 是 留 数 定 理 . 这 个 定理 有 广泛 的 应 用 , 它 是 柯 西 理 
论 中 的 一 项 巨大 成 就 . 例如 这 个 定理 的 一 个 简单 推 
论 是 :一 个 蒜 次 代数 方程 在 复数 域内 恰 有 守 个 根 ( 重 
级 计算 在 内 ). 古 尔 萨 (Goursat ,Ë. -J. -B. ) 给 出 了 公 
式 (2) 的 一 个 新 的 证 明 , 在 其 中 他 只 假定 函数 f(z) 
在 区 域 D 内 每 一 点 有 导数 . 从 此 以 后 ,满足 这 个 条 
件 的 函数 1(z) 就 称 为 在 区 域 D. 内 的 解析 函数 , 亦 称 
Ky 4& tii p BX BK TE D] pR C. 

AX + š LAE AA mr, 32 & (Riemann, (G. 
F. 2B. ) 一 方面 采用 了 与 柯 西 相同 的 观点 ,为 一 方面 
也 采用 了 将 函数 分 成 两 个 调和 困 数 的 观点 . 他 对 于 
调和 盯 数 进行 了 研究 ,并 且 认 为 他 已 经 证 明了 下 列 
定理 : 任 给 平面 上 的 一 个 简单 闭 曲线 C, 恒 存在 一 个 
fr C 的 内 部 的 调和 图 数 , 它 在 C 上 取 预 先 给 定 的 连 
续 变 化 的 值 . 不 过 外 尔 斯 特 拉 斯 (Weierstrass,K. 
CT. W.)) 指 出 黎 曼 的 证 明 中 有 一 点 并 不 显然 . 后 来 
阿达 马 (Hadamard,J. € S. )) 举 出 了 一 个 简单 的 例 
子 , 肯 定 地 说 明了 黎 曼 的 证 明 是 有 问题 的 . 虽然 如 
此 , 黎 曼 的 这 项 工作 还 是 很 有 意义 的 . 它 引起 了 一 系 
列 的 研究 工作 . 黎 曼 从 以 上 定理 推出 了 一 个 关于 共 
形 映 射 的 定理 . Ja 3 Z€ ee S BU 24 (Schwarz, H. A.) 
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K Bë JI (Poincaré, CJ. 2H. ) 等 人 的 工作 ,这 个 定 
FH TE AT BGR T : 设 刀 为 > 平面 上 的 一 个 单 连 通 
区 域 , 它 的 边界 多 于 一 点 E Ka D 内 一 点 并 且 0; A 
一 实数 , 则 存在 惟一 的 一 个 在 D A BY nl ET eg Sr 
w=f2 DRA w FRE EWA wi, 
并 且 满 足 条 件 
ED x79 1 62) 9s 

这 个 定理 现在 称 为 黎 曼 映射 定理 . 52 UR pR 32% B) JU fnr 
理论 即 由 此 定理 而 产生 . 以 上 定理 没有 涉及 区 域 D 
KA ASAA | wl =l 的 对 应 .卡拉 西 奥 多 里 
(Carathéodory,C. ) 证 明了 :如 采 区 域 D 的 边界 为 
一 简单 闭 曲 线 CARA. HAC 上 的 点 与 圆周 |w| 
二 1 上 的 点 也 一 一 对 应 .根据 卡拉 西 奥 多 里 的 这 个 结 
末 , 可 以 得 出 上 述 歼 曼 认 为 已 经 证 明了 的 关于 调和 
PRB AY) Dr OS uE BA. 

外 尔 斯 特 拉 斯 从 震级 数 的 解析 开拓 的 观点 来 进 
行 研究 . 先 考虑 一 个 客 级 数 


了 (3) 
0 


它 的 收敛 半径 R 满足 条 件 0< R< oo. 函数 f(x) 

TE] Ps |2|<R 内 解析 ,但 在 圆周 |z| 一 R ERVE 

一 个 奇 点 zo, 即 不 存在 一 个 圆 盘 | 
Y:|z — zl < p (0e ei 

和 一 个 在 7 内 的 解析 函数 g GO AEE T AY 的 公共 

BBS go (GO — fF GO. 特别 地 ,如 果 圆 周 |z| 王 尺 上 的 


每 一 点 都 是 函数 帮 z) 的 奇 点 ,这 时 国 数 太 =z) 就 不 可 


能 从 本 内 解析 开拓 出 去 ,所 以 此 时 加 周 |z|= 二 RR 称 
为 f(z) 的 自然 边界 . 关于 收 钙 圆周 上 的 奇 点 及 自然 
边界 的 研究 ,阿达 马 . 曼 德尔 勃 罗 伊 (Mandelbrojt， 
S. ) 及 波 伊 亚 (Pelya,G. ) 等 人 均 有 很 好 的 工作 . 现 
在 Dz aCaz500 AA D pg — A. WA |z—a| 
<R— a| ARAD AY A PLC AC RT RFF AF 
FELL 

fe = YEO cay, (4) 


ERAF rZR— lal. MR r> R lal, BA, 
KR f CO RAL AA) D PERSE Rx Ra/ lal 解 析 开 拓 
出 去 . a ZEB |[z—a|-r 内 取 一 点 a (a, >a), Wl 
在 圆 Ia — la —a | Ñ RRO A BBS Ce) 
BY DUET A PER BL 

i=), HD — a)», 


"Bu SET jc la. — a |. Jil JR r>r 
一 la 一 a| ,那么 ,函数 让 (z) 又 可 以 从 |z 一 a |<" 内 
越过 点 

a Sage ed UNDER. m NE 
|a SËCH 


解析 开拓 出 去 . 如 此 可 以 继续 下 去 . 从 级 数 (3) 出 发 ， 
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阿 各 个 方 加 ,按照 上 述 步骤 利用 震级 数 进 行 所 有 可 
能 的 解析 开拓 ,所 得 的 全 体 寡 级 数 构成 一 个 集合 ,3 
个 集合 定义 一 个 完全 解析 函数 . GED HE K I RE 
(Volterra, V. ) 等 人 关于 完全 解析 函数 有 重要 工作 . 
完全 解析 函数 可 以 是 单 值 的 或 多 值 的 .不 过 以 上 所 
提 到 的 在 一 个 区 域内 的 解析 取 数 在 该 区 域内 都 是 单 
值 的 ,这 样 的 函数 现在 通常 称 为 区 域内 的 全 纯 遇 数 . 

总 之 , 复 变 函数 论 的 内 容 主 要 是 研究 解析 阴 数 . 
具体 地 说 ,包括 以 下 三 个 方面 : 单 值 函数 、 多 值 函 数 
及 几何 理论 . 5 EL pR 2% r Re BE A h!) BAS pR Br JE: E pR 
A Ej Wp £i wR. HB pR OE TE 3⁄2 SRE LAS 
BJ PRA. £ Ti XA SEE PRU. 除去 多 项 式 以 外 ,其 他 的 
AS PRX BE BK ON RB R BE RB. Sb OR BA FE R K E T N 
AY) B X Sp EE BEEJ # f #8 k 3 wR BL. 亚 纯 函数 就 
是 在 整个 复 平面 上 除去 一 些 孤 立 点 外 为 全 纯 的 也 
数 , 而 这 些 孤 立 点 都 是 它 的 极点 . A PE ep JE W SE pR 
Zu. 除 有 理 消 数 以 外 ,其 他 的 亚 纯 孔 数 统称 为 超越 亚 
Ali PC. HK PS - 9| XJ CMittag-Leffler, M. G. ) 将 有 
FE PR 3 BJ bl ot or SK OTR YE D) E RB RR p SE EE 歼 
5 E — + £ (B PUR KA E ME E H EE E 
EK Ir] 38 E CLER A Ae dB pR CS 3⁄2 S D EF 
的 单 值 函数 . — 1 Jet f sË. BJ p| T Vx HJ 
黎 曼 面 , 它 是 适当 连结 起 来 的 两 个 重 双 的 平面 .一 个 
多 值 函 数 在 它 的 黎 曼 面 上 是 单 值 的. EIN. RSH 
已 经 有 了 一 个 完善 的 抽象 定义 . 对 此 ,外 尔 (Weyl， 
(C. H. )H. ) 所 著 ( 歼 曼 面 的 概念 ) 一 书 起 了 重要 作 
H. 关于 多 值 函 数 的 研究 工作 主要 是 围绕 着 黎 曼 面 
及 单 值 化 问题 展开 的 . 黎 曼 映射 定理 , 除 引 起 边界 对 
应 问题 外 ,还 引起 映射 函数 w= 二 f(z) 的 构造 问题 以 
及 关于 单 叶 图 数 的 一 些 问题 . 另外 黎 曼 映射 定理 已 
经 推广 到 了 多 连通 区 域 的 情形 ,但 与 单 连通 区 域 的 
情形 有 本 质 的 不 同 之 处 .在 悠久 的 历史 进程 中 ,经 过 
许多 人 的 努力 ,上 述 三 个 方面 都 取得 了 巨大 的 进展 ， 
例如 关于 亚 纯 函数 奈 望 林 纳 理论 的 建立 和 这 个 理论 
中 几 个 重要 问题 的 解决 ,关于 单 叶 函数 著名 的 比 但 
巴赫 猜想 的 证 明 以 及 关于 泰 希 米 勒 空间 的 新 研究 
等 ， | 

复 变 函 数论 ,不 仅 它 本 身 是 一 个 美妙 的 理论 ,而 
且 有 着 广泛 的 应 用 , 它 推动 了 一 些 学 科 的 理论 的 发 
展 , 并 且 时 常 作 为 一 个 有 力 的 工具 被 应 用 在 实际 问 
题 中 . 可 以 预料 , 随 着 科学 的 发 展 , 复 变 函 数论 将 发 
挥 愈 来 您 大 的 作用 . 正 因 为 如 此 ,人 们 一 方面 对 它 进 
行 深 入 的 研究 , 另 一 方面 也 受到 理论 和 实际 问题 研 
究 的 影响 而 将 它 推 广 , 从 而 产生 了 广义 解析 站 数 、 拟 
共 形 映射 .多 复 变 图 数 等 理论 .广义 解析 函数 及 拟 共 
形 映 射 的 研究 受到 研制 亚 音 速 、 超 音速 飞机 的 推动 . 

DS dr p rib (theory of functions of a com- 


plex variable) 通常 所 说 的 复 变 函数 论 的 全 称 ( 参 
见 “ 复 变 函数 论 ”)， 


复 平面 C 的 拓扑 


复数 (complex number) ”实数 的 一 种 扩充 . JÉ 
如 z= 二 zx 十 iy 的 数 称 为 复数 ,其 中 1 是 虚数 单位 ,z 和 
y 都 是 实数 . 在 这 种 表示 形式 中 ,规定 站 = 一 1,x 和 
y 分 别称 为 复数 z 的 实 部 和 虚 部 ,并 分 别 记 为 Rex 
fll Im z. 如 果 y= 二 0, 那 么 z= 二 xz 是 实数 ;如 果 yAO, AB 
Z z 是 虚数 ,如 果 x==0,y 隆 0, 则 z—iy 是 纯 虚 数 . 
复数 概念 的 产生 经 历 了 漫长 的 路 程 . 16 世纪 ,人 们 
在 解 二 次 .三 次 方程 时 遇 到 了 负数 开 方 的 问题 ,为 了 
使 负数 开 方 有 意义 引进 了 虚数 . 由 于 当时 对 复数 的 
有 关 概 念 及 性 质 了 解 得 不 清楚 ,用 它 进行 计算 又 得 
出 了 一 些 了 矛盾, 因此 ,复数 在 很 长 时 期 都 被 人 看 做 为 
不 可 接受 的 “虚数 ” 微 积 分 创立 后 ,情况 有 了 改变 ， 
经 过 很 多 人 的 努力 ,复数 与 平面 上 的 点 和 物理 中 的 
问 量 联系 了 起 来 . 


复数 是 从 已 知 量 确 定 出 来 的 数学 实体 这 一 概念 . 


是 19 世纪 初 才 建立 的 . 随 着 生产 的 发 展 ,复数 在 数 
学 和 其 他 有 关 学 科 中 日 益 起 到 巨大 的 作用 .到 19 th 
纪 中 叶 以 后 ,对 复数 的 研究 已 逐步 发 展 成 为 一 个 完 
整 的 数学 分 文 一 一 复 变 函数 论 . 

实 部 (real part)” 见 “复数 ”. 

虚 部 (imaginary part) 见 “ 复 数 ”. 

虚数 (imaginary number) ME “8 37. 

#h Fë žr (pure imaginary number) W“ Av”. 

虚数 单位 (imaginary unit) 一 种 数学 符号 . TR 
方程 之 十 1=0 的 一 个 根 V —1, Hi 表示.i 与 实数 
一 样 按 实数 的 四 则 运算 法 则 进行 运算 . 旱 在 1484 
年 , 许 凯 (Chaquet, NN. ) 在 《算术 三 篇 》 一 书 中 , 解 二 
次 方程 4 十 x = 32,18 83] 


S sb. eg 
z = = 2 4, 


他 声明 这 根 是 不 可 能 的 .1545 年 ,卡尔 达 诺 (Car- 
dano, G. YE CK AI RO CX PE GRE B ZZ; ZR D Rb 
发 表 了 解 一 元 三 次 方程 


xtprtq=0 
的 著名 公式 


NER SENE C ARR 
SC 2 AJ 4 27 
q Cf 
RS = a 4 T 27° 
利用 这 个 公式 解 方程 时 ,可 能 遇 到 负数 开 方 的 困难 ， 
所 以 卡尔 达 诺 认为 一 定 有 一 种 新 型 的 数 ( 复 数 ) 存 


D 


S 平面 人 的 拓扑 


Æ. 1637 4, $% + JL (Descartes, R. ) 在 《几何 学 》 一 
书 中 ,相对 于 “Realle”( 实 的 ) 第 一 次 给 出 了 虚数 的 
名 称 “Imaginaires”( 虚 的 ). 1777 年 , Kk fit (Euler, 
L. ) 在 递交 给 彼得 堡 科学 院 的 论文 《微分 公式 中， 
首次 使 用 i 来 表示 v 一 1. 真正 做 出 虚数 合理 解释 的 
是 韦 塞 尔 (Wessel,C. ). 1797 年 ,他 向 丹麦 科学 院 递 
交 论 文 《方向 的 解析 表示 ,特别 应 用 于 平面 与 球面 多 
边 形 的 测定 》 中 ,用 十 1 表示 正方 向 的 单位 ,十 e 表示 
另 一 种 单位 ,方向 与 前 者 垂直 且 有 相同 的 原点 .阿尔 
PJ CArgand, J. R. ) 也 引进 了 复 平 面 , 文 中 有 V 一 1 
一 及 cosv 十 esinv 等 记 法 ,除了 虚数 单位 的 符号 不 
同 外 ,和 现在 所 用 的 表示 法 一 致 . HI (Gauss, C. 
F. ) 在 1799 年 规定 了 复数 的 几何 表示 ,但 直到 1831 
年 才 做 出 详细 的 说 明 , 他 主张 用 有 序 实数 对 (a,5) 来 
表示 a 十 bi, 这 样 复数 的 和 与 积 都 可 以 用 纯 代 数 方 法 
来 定义 ,无需 做 出 几何 解释 . 

复数 的 表示 法 (representation of complex 
number) ”表示 复数 的 方法 . 常见 的 有 代数 表示 法 、 
坐标 表示 法 、 向 量 表示 法 ,三角 表示 法 、 指 数 表示 法 
等 几 种 .z= 二 zx 十 iy 称 为 复数 的 代数 表示 法 . BOF 
直角 坐标 系 Ory, ABA 
(zy) 的 点 书 表 示 复 数 =r 
十 iy 的 方法 称 为 复数 的 坐标 y 
表示 法 .复数 的 坐标 表示 法 使 
复数 与 平面 上 的 点 之 间 建 立 
起 一 一 对 应 关系 .实数 与 工 轴 
轴 . 纯 虚数 与 y 轴 上 除 原 点 以 
外 的 点 一 一 对 应 . y 轴 称 为 虚 oO 
轴 . 与 复数 建立 了 这 种 对 应 关 
系 的 平面 称 为 复数 平面 ,简称 复 平面 . 全 体 复 数 或 复 
数 平面 记 为 C. Hm E OP 3k GERE > 的 方法 称 为 
复数 的 向 量 表示 法 . z 与 y 分 别 是 G 态 在 实 轴 和 虚 轴 
上 的 投影 . OP J K: BE + 称 为 复数 的 模 或 绝对 值 , 记 
Alel Æ PARERS MOPS zx 轴 的 正 向 之 
EREA 0 为 复数 z 的 辐 角 , 记 为 Argz. 辐 角 的 符 
号 规定 为 : 道 时 针 方 向 为 正 , 顺 时 针 方向 为 负 . 一 个 
复数 有 无 穷 多 个 辐 角 . 同一 复数 的 任意 两 个 辐 角 相 
差 2m 的 整数 倍 . 辐 角 中 有 一 个 0, 满足 条 件 

0 < 0, < 2T, 
0, 称 为 z 的 主要 辐 角 或 主 辐 角 , 亦 称 辐 角 的 主 值 , 记 
为 argz. 有 了 时 为 了 方便 也 取 其 他 主 值 范 围 ,如 一 x 
二 0 之 .但 不 论 arg z 的 范围 如 何 确定 ,总 有 
Argz = argz + 2kn (k = 0, + 1, + 2,7). 

如 果 Ox 是 极 坐 标 系 的 极 轴 ,那么 ,复数 z 的 模 ” 和 
辐 角 0 分 别 是 向 量 OF 的 极 径 和 极 角 , 且 有 x 
=r cos 0,y 二 rsin0, 所 以 复数 又 可 表示 为 
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z = r(cosÜ + ising), 
称 为 复数 的 三 角 表 示 法 . 通过 欧 拉 公式 
e" — cos 0 + isin0, 

复数 可 表 为 指数 形式 >= re , ERA E $ WJ RRA 
法 . 复数 还 可 以 在 单位 球面 上 表示 (参见 “ 复 球 面 ”). 

复数 的 代数 表示 法 (algebraic representation of 
complex number)” 见 “复数 的 表示 法 ”. 

复数 的 坐标 表示 法 (coordinate representation 
of complex number) 见 “ 复 数 的 表示 法 ” 

复数 的 向 量 表 示 法 (vector representation of 
见 “ 复 数 的 表示 法 ”. 

复数 的 三 角 表 示 法 (trigonometric representa- 
tion of complex number) 见 “ 复 数 的 表示 法 ”. 

复数 的 指数 表示 法 (exponential representation 
of complex number)” 见 “复数 的 表示 法 ”. 

实 轴 (real axes) 平面 直角 坐标 系 中 的 一 个 坐 
fon Sh. 使 复数 与 平面 上 的 点 之 间 得 以 建立 一 一 对 应 
关系 的 平面 直角 坐标 系 的 横 坐 标 轴 称 为 实 轴 . PE L 
“复数 的 表示 法 ” 

虚 轴 (imaginary axes) 平面 直角 坐标 系 中 的 
一 个 坐标 轴 . 使 复数 与 平面 上 的 点 之 间 得 以 建立 一 
一 对 应 关系 的 平面 直角 坐标 系 的 纵 坐 标 轴 称 为 虚 
轴 . 详 见 “ 复 数 的 表示 法 ”. 

复 平面 (complex plane) 
“复数 的 表示 法 ”. 

欧 拉 公 式 (Euler formula) 
角 函 数 联系 起 来 的 一 个 公式 . 即 

e" = cos0 + ising (— œ < 0 <+ co), 
这 个 公式 是 欧 拉 (Euler,L. ?建立 的 . 

复数 的 模 (modulus of complex number) & 
数 表 示 中 的 一 个 量 , 即 表示 复数 的 向 量 的 长 度 称 为 
该 复数 的 模 . 详 见 “ 复 数 的 表示 法 ” 

复数 的 绝对 值 (absolute value of complex 
number) 复数 的 模 的 别称 , 见 “ 复 数 的 表示 法 ”. 

复数 的 辐 角 (argument of complex number) 
复数 表示 中 的 一 个 量 , 即 表示 复数 的 向 量 与 实 轴 正 
问 之 间 的 夹 角 . 详 见 “复数 的 表示 法 ” 

复数 的 主 辐 角 (principle value of argument of 
complex number) 亦 称 辐 角 的 主 值 . 即 复 数 的 主 
要 辐 角 的 简称 , 见 " 复 数 的 表示 法 ” 

+ tp SW (conjugate complex) 与 给 定 复数 相 
比 , 只 是 虚 部 符号 相反 的 复数 . 如 果 两 个 复数 的 实 部 
相等 ,而 虚 部 只 相差 正 负 符号 , 则 称 这 两 个 复数 互 为 
Jt fu EZ Co J Jt $u E MIA z). 在 复 平面 上 ,表示 
共 罗 复数 的 两 点 是 关于 实 轴 对 称 的 . HOS I] E 
数 的 模 相 等 , 辐 角 相差 一 个 符号 : 

a= a + ib = p(cos @ + ising) = pe”, 

à= a — ib = 0(cos@— ising) = pe- *, 


complex number) 


复数 平面 的 简称 . 见 


把 复 指数 函数 与 三 
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£ Pk E (complex sphere) 用 以 表示 复数 的 单 
位 球面 . 以 复 平面 C 的 原点 为 中 心 做 一 个 半径 为 ] 
的 球面 

Sea Fy Fu =l; 
点 NN(0,0,1) 称 为 北极 ,C 与 的 交 线 称 为 赤道 . 过 
C 上 一 点 z 入 的 直线 只 与 S 交 于 一 点 Z; 反 之 ， 
连结 球面 上 任意 不 是 N 的 点 Z 与 N 的 直线 也 与 C 


T3 


N 


区 于 一 点 z<. 除 了 N 点 以 外 , 复 平面 C MEM S 上 
的 点 是 一 一 对 应 的 ,并 且 当 |z| 一 十 ce 时 ,2 趋向 于 
入 ,因此 很 自然 地 在 复 平面 C 中 引进 一 理想 的 点 , 作 
为 N 的 对 应 点 , 称 为 无 穷 远 点 , 记 为 0. 无穷 远 点 的 
模 是 十 co, 而 辐 角 是 不 定 的 . 加 上 无 穷 远 点 的 复 平面 
称 为 扩充 复 平面 ,一 般 记 为 C, 而 C 则 称 为 有 穷 复 平 
面 .C 与 S 上 的 点 建立 起 的 这 种 一 一 对 应 关系 称 为 
球 极 投影 . S 称 为 复 球面 . 

FF 3E TÉ] (open plane) 
有 穷 复 平面 . 详 见 “ 复 平面 ”. 

无 穷 远 点 (point at infinity) 在 球 极 投 影 中 复 
平面 上 与 复 球面 北极 对 应 的 点 . 详 见 " 复 球面 ”. 

扩充 复 平 面 (extended complex plane) 加 上 
了 无 穷 远 点 的 复 平 面 . 详 见 “ 复 球面 ”. 

闭 平面 (closed plane) 扩充 复 平 面 的 别称 . 

黎 曼 球面 (Riemann sphere) 复 球 面 的 别称 . 

高 斯 平面 (Gauss plane) BE MM HAR. 

球 极 投影 (stereographic projection) 扩充 复 
平面 上 的 点 与 复 球面 上 的 点 之 间 的 一 种 一 一 对 应 关 
系 ( 参 见 “ 复 球面 ”). 


复 平面 的 别称 ,也 称 为 


测 地 投影 (geodesic project) ” 球 极 投影 的 别 
yh. 
ER TE EB ES spherical distance) 复 平 面 上 两 点 


在 复 球 面 上 对 应 点 的 欧 氏 距离 . UE mic. 是 复 平面 
上 的 两 点 sd (zı (2) Pe AN 之 | 9 之 2 在 黎 曼 球面 上 的 球 极 
投影 之 间 的 欧 氏 距离 , 则 称 d Ciz) H zz; 之 间 的 
球面 距离 , 且 有 
TEC TET B 


2 > | 


V a+ Datz 
么 模 数 (Cunital module) XA 1 的 复数 . 它 的 
— JEJE RSE e". 如 果 a 是 么 模 数 , 则 a | =a, 


ERE db SE (de Moivre formula) 

BY FEA — TS IPR AX BIA XX 
(cos@ + isin@)” = cosn + isin n0. 

Bit 3& db (de Moivre, A. ) 在 1707 年 到 1730 £F [B] 3 2p 
深入 地 得 知 这 个 公式 在 是 正 有 理 数 时 成 立 . 后 来 
欧 拉 (Euler,L. ) 在 1748— 1749 年 证 明了 这 个 公式 
在 nn 是 实数 时 成 立 . 

$$ ik (neighbourhood) 复 平 面 上 的 拓扑 的 基 
本 概念 之 一 .包含 复数 < 的 区 域 , 特 别 地 ,以 复数 a 
为 中 心 , 以 正 数 e 为 半径 的 圆 盘 , 即 满足 |z 一 a | 二 e 
的 所 有 点 z 的 集合 , 称 为 a WJ £ Spi. 在 不 强调 半径 
为 时 简称 a 的 邻 域 . 

内 点 interior point) 复 平 面 上 的 拓扑 基本 概 
念 之 一 . 复 平 面 C 上 给 定 一 个 点 集 4, 点 aE4, 如 果 
Aa 的 某 一 个 邻 域 整个 包含 在 A 内 , 则 称 a 为 4 的 


Zvyy * 


天 于 么 模 数 


开 集 (open set) 复 平 面 上 的 拓扑 基本 概念 之 
一 . 复 平 面 上 完全 由 内 点 组 成 的 集合 称 为 复 平 面 上 


的 开 集 . 

EE A (accumulation point) ” 复 平 面 上 的 拓扑 
基本 概念 之 一 . 如 果 点 a 的 任何 邻 域内 都 有 异 于 a 
而 属于 集合 4 的 点 , 则 点 4 称 为 4 的 一 个 聚 点 . 


F H (derived set) 复 平 面 上 的 拓扑 基本 概 
念 之 一 . 由 集合 A 的 所 有 聚 点 组 成 的 集合 称 为 集合 


4 的 导出 集 . 

I a A (isolated point) 复 平 面 上 的 拓扑 基本 
概念 之 一 . 属于 集合 4 但 又 不 是 4 的 聚 点 的 点 称 为 
A 的 孤立 点 . 


B] E (closed sec) 复 平 面 上 的 拓扑 基本 概念 
之 一 . 如 果 集 合 4 的 一 切 聚 点 都 属于 4, 则 集合 4 


称 为 闭 集 . 

余 集 (supplementary set) Pm EM Fh 
本 概念 之 一 . 点 集 4 的 余 集 是 指 复 平面 上 全 体 不 属 
T A 的 点 所 组 成 的 集 . 

外 点 (exterior point) ” 复 平面 上 的 拓扑 基本 概 
念 之 一 . 如 果 点 4 的 某 一 个 邻 域 内 的 每 一 个 点 都 不 
属于 集合 A, W a 称 为 4 的 一 个 外 点 . 

边界 点 (boundary point) 复 平 面 上 的 拓扑 基 
本 概念 之 一 . 如 果 点 和 的 任何 邻 域内 都 既 有 属于 集 
ZG 4 的 点 ,也 有 不 属于 AMA. MRA COS 4 的 一 
个 边界 点 . 

A boundary) 复 平 面 上 的 拓扑 基本 概念 之 
—. 点 集 4 的 所 有 边界 点 组 成 的 集合 称 为 A 的 边 
A. 

RJ AID FEA accessible boundary point) 边界 
点 的 一 种 . i ç EKR DE DARA A D IN BJ 
任意 一 点 xz ABA] BRA ç Oba Dn 
HH £X A ç FAKE ZH DERE E: D 的 一 个 可 达 边 界 点 . 可 


£ 平面 (的 拓扑 


UWE, E D 的 边界 是 一 条 苍 尔 当 曲 线 , 则 DD 的 边 
界 上 的 每 一 点 均 是 可 达 边 界 点 . 

有 界 集 (bounded set) 复 平 面 上 的 拓扑 基本 
概念 之 一 . 如 果 点 集 4 可 以 包含 于 以 原点 为 中 心 的 
某 一 圆 内 , 则 称 4 为 有 界 集 . 

紧 集 (compact set) ” 复 平 面 上 的 拓扑 基本 概 
念 之 一 . 复 变 函 数论 中 的 紧 集 , 指 有 穷 复 平 面 E 
的 有 界 闭 集 ,或 扩充 复 平面 C 上 的 闭 集 . 

FÆ (open covering) 复 平 面 上 的 拓扑 基本 
概念 之 一 , 设 4 是 一 个 集合 ,多 是 一 个 开 集 族 , 如 
# 4 的 每 一 点 至 少 属于 Z 中 某 一 个 开 集 ,那么 > 
WRN Am tr, 

康 托 尔 定 理 (CCantor's theorem). 关于 闭 集 套 
的 一 个 定理 . 该 定理 断言 : 若 ,x 一 1,2,…') 是 非 空 
的 财 集 序列 , 且 有 

M ce 58 SUME >a, 


F, HARM n ELI JE 39 1 88 EE WNAF, 为 单 点 
4E. jx P E FE E: H BE dE Z< (Cantor G. CF. P. ) ) 得 到 
的 . 

5 ER SE (finite covering theorem) IKER 
海 涅 - 波 莱 尔 定 理 . 复 平面 拓扑 中 关于 紧 性 的 一 个 基 
本 定理 . 该 定理 断言 :车 A PRES RAK 
-FE WU 多 中 能 选 出 有 限 个 开 集 GG, 
…,G， 使 得 


ACUC; 
RM = nt — JF #š m rh FE et PR SS, 

海 涅 - 波 莱 尔 定 理 (Heine-Borel theorem) Bj 
"UH BUS m RE PEU. 

波 尔 查 诺 - 外 尔 斯 特 拉 斯 定理 (Bolzano-Weier- 
strass theorem) 极限 理论 的 一 个 基本 定理 . 该 定 
理 断 言 :扩充 复 平面 上 的 任 一 无 穷 点 集 都 至 少 有 一 
个 聚 点 .有 限 复 平面 情形 叙述 为 : 任 一 有 界 的 无 穷 点 
集 至 少 有 一 个 聚 点 . 

连续 曲线 (continuons curve) 复 平 面 上 的 拓 
扑 基本 概念 之 一 . 财 线 段 acto (ab) FI E OE TRE BJ 
连续 映射 称 为 连续 曲线 . # GR y(G) 是 两 个 在 区 
间 aro EE PE BE AY ew RY Ml) 

z = z(t) = xt) + Ly(#) (a < t < b) 
在 平面 上 确定 一 条 连续 曲线 y. ATE CI 6 € Ca. 
DOR t Ela, b], RE t zt WA ea Æz (lt), WH 
连续 曲线 7 7 E BH Z sk s OR EIERE EE 
fa] 5. H #K BY ES. z (b ) PR OM X A= fa) Pa. HH Zk A. 
简单 曲线 7 YR WB L z Ca — z G0 W| #ç 7 为 简单 闭 曲 
2. 简单 闭 曲 线 也 称 为 若 尔 当 曲线 . 

A 7R 45M (Jordan arc) 简单 曲线 的 别称 , 见 
“连续 曲线 ” 
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若 尔 当 曲线 (Jordan curve) — D," E Se HH Z”. 

闭路 径 (Ccolsed path) 简单 闭 曲 线 的 别称 . 见 
“连续 曲线 ”. 

解析 曲线 (analytic curve) 复 平 面 上 的 基本 概 
念 之 一 . D BH #& Y 由 参数 方程 z= 二 z() (att b) Br 
HE ARTER tosa Stob, KE E AAE IR 
Cto— Ó t tHe), ETE Y. ESP) K [B| MT Ay BS] — 7] 
段 ( 当 = 二 a 或 5 时 , 则 考虑 与 La,a 十 6) 和 C6 一 6,65| 
对 应 的 小 段 ) 曲 线 可 用 一 个 收敛 突 级 数 


z(t) = »*cG-—u» 
n=0 


表示 (其 中 | 一 | 过 6,co 二 z(to)), 则 称 7Y 是 一 条 解 
析 曲 线 . 

连通 集 (connected set) 复 平面 上 的 拓扑 基本 
概念 之 一 . AAR A 不 能 分 解 成 两 个 非 空 且 互 不 相 
交 的 开 子 集 的 并 集 , 则 称 A 为 连通 集 . 

[XJ (region?) 复 平 面 上 的 连通 的 开 集 称 为 区 
域 . 

B] [X Ji Cclosed region) 
集 称 为 闭 区 域 . 

TIMES CJordan's theorem) 


区 域 与 它 的 边界 的 并 


关于 复 平 面 


上 简单 闭 曲 线性 质 的 一 个 著名 定理 . 该 定理 断言 : 复 


平面 上 的 任意 一 条 简单 闭 曲 线 y 把 复 平 面 分 成 两 个 
区 域 , 其 中 一 个 是 有 界 的 , 称 为 7 的 内 部 ; 男 一 个 是 
无 界 的 , 称 为 7 的 外 部 .7 是 两 个 区 域 的 共同 边界 . 
该 定理 的 结论 十 分 直观 ,但 证 明 并 不 容易 . AK 


(Jordan, M. E. C. ) 首 先 提出 该 定理 ,但 他 的 证 明 有 | 


缺陷 . 维 布 伦 (Veblen,O. ) 在 1945 年 首先 完成 了 对 
该 定理 的 严格 证 明 ， 

星 形 域 (star region) 复 平 面 上 区 域 的 一 种 . 
设 a 是 平面 上 一 点 ,D 是 包含 a 点 的 一 个 区 域 . AE 
意 一 条 连结 a fI D 内 一 点 的 线段 完全 含 于 DD 内 , 则 
Wk D 是 关于 a 点 的 一 个 星 形 域 . 

单 连 通 区 域 (simply connected domain) 复 平 
面 上 的 拓扑 基本 概念 之 一 . 若 在 区 域内 部 任 做 一 条 
简单 闭 曲线 , 它 的 内 部 都 含 于 这 个 区 域内 , 则 称 这 个 
区 域 为 单 连通 区 域 . 否则 就 称 这 个 区 域 为 多 连通 区 
域 . 

多 连通 区 域 (multiply connected domain) 复 
平面 上 的 拓扑 基本 概念 之 一 . 见 “ 单 连通 区 域 ” 


# Hr e X 


解析 函数 论 (analytic function theory) & AE 

PR C TE BJ E SEE FET R. 如 果 说 以 测度 为 基础 的 实 

变 函 数论 是 研究 那些 性 质 不 大 “好 ”的 图 数 的 话 , 那 

么 ,解析 函数 论 则 是 研究 那些 性 质 非 常 * 好 ”的 函数 . 

解析 函数 论 的 理论 基础 是 19 世纪 奠定 的 , 柯 西 
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(Cauchy,A.-L.)、 外 尔 斯 特 拉 斯 (Weierstrass,K. 
(T. W. )) f£ (Riemann, (G. F. )B. ) 是 这 一 时 期 
的 三 位 杰出 人 物 . 前 两 位 分 别 应 用 积分 和 级 数 研 究 
复 变 函数 , 黎 曼 则 研究 了 复 变 果 数 的 映射 性 质 . 到 
20 世纪 ,解析 郴 数 论 已 成 为 数学 的 重要 分 支 之 一 . 
它 的 领域 不 断 扩 大 ,逐步 发 展 成 了 一 门 庞大 的 学 科 . 
除了 解析 函数 论 的 基本 理论 之 外 ,还 有 黎 曼 面 . 共 形 
映射 , 拟 共 形 映 射 、 泰 希 米 勒 空间 理论 、 整 函数 与 亚 
Hli PR RUE Cd pR ROE ~ Taj Al PR BE. Pñ. H eR a. H? 
空间 理论 .代数 函数 .多 复 变 函数 等 .另外 ,这 门 学 科 
对 其 他 学 科 如 空气 动力 学 .流体 力学 .电学 .热学 、 理 
论 物理 等 ,以 及 数学 中 其 他 分 支 如 微分 方程 、 积 分 方 
程 、 概 率 论 、 数 论 等 ,都 有 重要 的 应 用 . 
变 函 数 (function of a complex variable) E 

TE PK SSC AY HE”. 自 变量 和 因 变 量 均 为 复 值 的 阻 数 称 
内 每 一 复数 z 都 有 一 确定 的 复数 w 与 之 对 应 , 则 称 
在 无 上 确定 了 一 单 值 复 变 函 数 u — f Ge )(z € E). F 
对 于 自 变 量 z 的 一 个 值 , 可 能 有 几 个 或 无 穷 多 个 xo 
的 值 与 之 对 应 , 则 称 在 上 确定 了 一 个 多 值 复 变 也 
$ w= f (z) (z € E). E RAK BR EM BL PR BL 
值 ww 的 全 体 所 成 的 集 M 称 为 函数 w= f (z) J B BR. 

f£ dr us XE (analytic function) ZR E al PKR 
BY TE DU] eR BX s Pr PRE IJ EE EMT RR. 对 于 定 
义 于 复 平 面 上 区 域 D 内 的 复 变 量 zm OI 
f(z), 如 果 它 在 DD 内 的 每 个 点 zo 的 一 个 邻 域 内 都 
可 以 用 zx 一 zo BJ SEN 3 WIEL POE D DS 
AR. 外 尔 斯 特 拉 斯 (Weierstrass,K. (T.W. DARI 
数 出 发 ,建立 了 解析 函数 的 级 数理 论 . 如 果 在 DD 内 
的 每 个 点 xz 处 ,极限 

lim SETA S pG) 
CER 2 PRK / GO TE z gu BJ SPORE AD £f #, FJ Pu 
(Cauchy, A. -L. Ek f 2 1E D A E f Wr B. 这 两 个 
定义 是 等 价 的 . BRS) = u(m,y) +ivlr,y)sz 
=r+iy Æ D 内 解析 的 另 一 个 等 价 条 件 是 ; 
二 w(x,y),v 二 v(x,y) 在 DD 内 的 每 一 个 点 zx 一 工 十 iy 
处 存在 连续 偏 导 数 ,并 且 满 足 柯 西 - 黎 曼 方程 (或 称 
柯 西 - 黎 曼 条 件 ): 
Ju du d X dv 
dr 3y? ay ax 

这 个 条 件 有 时 简称 C-R 条 件 或 称 达 朗 贝 尔 - 欧 拉 条 
件 . 图 数 f(z) 在 区 域 D 内 解析 的 第 四 个 等 价 条 件 是 
AAMER ARAME”). 

< &t B X (holomorphic function) 
g”. 

正则 函数 (regular function) B^, Er eg C". 

X^ fp rR {Be 2 zÇ ( Darboux's mean value for- 


HI" Sr ER 


mula) ##r PRICE P3 ex. F ER CAEL RS EY rk 
X. a: 
1. HAR L VA ab S Ra eL ERR D 内; 
2. PAN AGO 7E D 内 具有 连续 的 导数 ， 
MEFE AR EC\AISI CCL) ,使 
f(b) — fla) =alb—alf'(&). 
此 公式 称 为 达 布 中 值 公式 . 

柯 西 - 黎 曼 条 件 (Cauchy-Riemann condition) 
解析 函数 的 实 部 和 虚 部 所 满足 的 条 件 ( 参 见 “ 解 析 销 
数 ”). 

C-R 条 件 (C-R condition) 
简称 (参见 “解析 图 数 ”). 

iA BA N AR - Be Fir g AF Cd’ Alembert-Euler condi- 
tion) 即 “ 柯 西 - 黎 曼 条 件 ” 

解析 函数 的 无 穷 次 可 微 性 (infinite differentia- 
bility of analytic function) 复 平 面 区 域内 的 解析 
一 数 有 别 于 实数 域 上 的 可 导 晒 数 的 一 个 重要 性 质 . 
di SOE D 内 解析 , 则 f(z) 在 D 内 具有 各 阶 导 数 . 
解析 晒 数 的 这 一 性 质 称 为 它 的 无 穷 次 可 微 性 . 

初等 复 变 函数 (elementary functions of a com- 
plex variable) 实 变量 初等 图 数 在 复数 域 中 的 推 
J”. TE SE PR BCH, Ff Bc eR A. FE PRI R HE A RI BC, XT A 
PRAEC. = FA pR 3⁄ D = FA PR BX IR 7S 2S BR Er Et A dI] 
A PK A. Tf] — UJ BY H 2 AS Hy) SF ew A zF 48 ER kM) 
运算 和 有 限 次 复合 生成 的 函数 称 为 初等 图 数 . 复 变 
量 的 初等 函数 的 定义 形式 上 与 此 相同 ,只 不 过 它们 
的 定义 域 已 由 实数 集合 推广 到 复数 域 中 . 实 变量 的 
初等 阴 数 推广 到 复数 域 后 ,在 实数 域 中 保持 它们 原 
有 的 性 质 , 但 在 复数 域 中 具有 一 些 新 的 性 质 , 如 复 变 
指数 函数 的 周期 性 、 复 变 对 数 防 数 的 无 穷 多 值 性 、 复 
变 正 弦 函 数 与 复 变 余弦 函数 的 无 界 性 等 .从 这 些 新 
的 性 质 可 以 看 出 ,只 有 把 这 些 函 数 从 实数 域 推广 到 
复数 域 ,才能 更 全 面 更 深刻 地 揭示 它们 的 本 质 . 

f dE AK Bh PH (radical function of a complex 
SC AE RB SX pk 22 ZE SB HP HE. É 
如 Vz 一 a 的 函数 称 为 复 变 根 式 函 数 , 其 中 是 大 于 
1 的 正 整数 ,a 是 复 常 数 . 

复 变 指数 函数 (exponent function of a complex 
variable) 实 变量 指数 函数 在 复数 域 中 的 推广 . 形 
All e^ —e**" = e? (cos ytisin y) 的 函数 称 为 复 变 指数 
pax. 

£ © — ir iB AW E EL (general exponent function 
of a complex variable) SE 25 EE — ARTS pA TE E 
数 域 中 的 推广 . X; a Z 0, œ, HU #R PR wa 
=e* log ac 为 复 变 一 般 指 数 函 数 . 

£ SEX HA (power function of a complex vari- 
able)  SCAE Ha FE pa $X ZE BUS P AY HE). RD w= 


柯 西 - 黎 曼 条 件 的 


variable) 


=e" (240,00,a HR HBO BARA FER 
£ x # A (logarithmic function of a com- 
plex variable) — Sc AE B XJ PR WE BR Pk th AY TE 
广 . eieiei, c0), WJ REN w 称 为 复数 z 的 对 
数 , 记 为 w= 二 Logz 二 log |z| +ilargz+2kr)(k=0, 
+1,+2,°°). # RAE ——Im(Log z) <x, l| 48 8| 8 
AE Xd Br PCI E (A (sk E 6 ENA log >. 
£ drj Xu HM BJ X (Ë principal value of the 
Jl, AB MT BL PRI RL”. 
= ff A AW (trigonometric functions of a 
complex variable) KP f£ = ff PR 2⁄4 ZE 38 2% hk. rH BJ 
推广 . 复 变 正弦 函数 与 余弦 函数 定义 为 


bes E 
sinz-—--(e*—e 7), 
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logarithmic function) 


RET 
cos z—-, Ce +e"). 
34 z 为 实数 时 ,此 定义 与 数学 分 析 中 关于 正弦 函数 
和 余弦 函数 的 定义 是 一 致 的 . 复 变 正切 函数 与 余 切 
图 数 定 义 为 : 


sinz COS > 
tan 之 二 一 一 一 ，COt 之 二 
COS x 


sin z. 


£ & R= fi HA (inverse trigonometric func- 
tions of a complex variable) — Scb Et FE = ff wR 


复数 域 中 的 推广 . 由 


. | us E 
z—sintw- y (e*—e e 


可 解 得 
ch —iz-- /1—2?, 
由 此 定义 复 变 反正 弦 函 数 为 


w= Arcsinz— —i Log(iz 十 /1—2’), 
[H] FF Hb xg X ed AE t Zi 5X wR A ERE 2 AE UI PRA : 

Arccos z 一 一 eee Hisl = ja 
1 十 之 

双 曲 函数 "od functions) 一 类 初等 复 

变 函 数 . 实 变量 双 曲 函数 在 复数 域 中 的 推广 .下 面 四 
个 双 曲 函数 分 别称 为 双 曲 正弦 、. 双 曲 余 弦 、 双 曲 正 切 
及 双 曲 余 切 : 


Arctanz = jii? Og 一 一 


e*—e e* +e 
sh z = 27 ch zz 2 e 
e*—e * e*+e 
the=ay cthz= = 


fE Mathematica 等 数学 应 用 软件 及 英文 数学 著作 
中 ,上 面 四 种 双 曲 郴 数 的 符号 分 别 为 sinh z,cosh z, 
tanh z 及 coth z. 这 些 函 数 的 名 称 之 所 以 既 融 有 ”“ 双 
曲 ” 二 字 ,又 带 有 一 个 相应 的 三 角 函 数 的 名 称 , 是 因 
为 在 实 变量 的 情况 下 ,联系 着 单位 圆周 上 的 点 的 坐 
标 与 三 角 函 数 之 间 的 关系 式 , 类 似 于 联系 着 半 轴 长 
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为 1 的 等 轴 双 曲线 上 的 点 的 坐标 与 双 曲 函数 之 间 的 
关系 式 . 双 曲 函数 与 三 角 函 数 之 间 有 密切 的 联系 : 
chiz=cosz,  shiz-isinz, 
thiz—itanz, cthiz- —icotz, 
cosiz—chz, siniz=ishz, 
taniz—ithz, cotiz- —icth z. 
epi K Cu. £ = ffi eR 3⁄ Z [B] B] EM RA XX 
相对 应 , 双 曲 函数 之 间 都 有 类 似 的 关系 式 . XX BH PR BK 
在 积分 法 .几何 ,力学 .物理 学 及 许多 工程 问题 中 有 
重要 应 用 . 

罗 受 - 梅 尼 绍 夫 定理 (Looman-Menchoff the- 
orem) 一 个 关于 函数 在 区 域内 的 解析 性 的 判定 定 
理 . 设 f(z) 一 u 十 iv 在 区 域内 有 定义 ,wu Mv ED 
内 连续 ,最 多 除去 D 的 可 数 个 点 外 ， 

au Quo w A 

dr dn ax’ Əy 
FE B£ D 内 除去 一 个 勒 贝 格 测度 为 和 零 的 集合 
外 , 柯 西 - 黎 曼 方程 成 立 , 则 f Suti 在 D 内 全 纯 . 
柯 西 (Cauchy ,A.-L. ) 最 初 于 1814 年 给 出 解析 函数 
的 定义 时 ,要 求 导 函数 的 连续 性 ,从 而 推出 柯 西 定 
理 . 1900 年 , 古 尔 萨 (Goursat ,下 . -J. -B. ) 在 没有 导 
数 连续 性 的 假定 下 证 明了 柯 西 定理 . 人 们 期 望 与 柯 
DD Sr er DI VHS Hr CV. Dn o SS 
程 定义 的 解析 性 能 有 相应 的 改进 . 1923 年 ,罗曼 
(Looman, H. ) 给 了 上 述 更 广 的 定理 ,但 他 的 证 明 有 
缺陷 ;1933 4E . ffi JE Z8 X: (Mention, I. E. ) 改 正 了 他 
的 缺陷 .于 是 ,这 个 定理 称 为 罗曼 - 梅 尼 绍 夫 定理 . 

REFERRER TE (Stolz’s path) 区 域内 连结 于 
区 域 边界 上 一 点 的 一 类 连续 曲线 . 设 己 是 由 光滑 的 
硅 尔 当 曲 线 所 围 成 的 区 域 DD 的 一 个 边界 点 ,以 了 为 
顶点 的 一 个 角 域 的 两 边 的 起 始 部 分 在 DD BORD L 
是 刀 内 的 一 条 曲线 .和 若 元 从 上 述 角 域 的 内 部 连结 于 
已 点 , 则 称 元 是 一 条 以 尸 为 终点 的 施 托 尔 茨 路 径 . 

faf E (angle derivative) ”条件 微 商 的 一 种 . 
设 f(z) 在 |z| 二 1 内 全 纯 , 如 果 z 沿 以 单位 圆周 上 的 
点 zo 为 终点 的 施 托 尔 次 路 径 趋 于 zo 时 ,f(z) 一 臻 
地 趋 于 w,, 且 极限 

T f(z)— w, 

im =La 
存在 , 则 称 此 极限 值 为 f(z) 在 zo 处 的 角 微 商 . 在 定 
BA Rez>0 的 情形 ,对 虚 轴 上 的 点 zo 也 可 同样 
地 定义 角 微 商 .但 是 , 当 tw 一 2 时 ,上 式 中 的 FO 
一 wo 要 用 1/f (lz) 代替 ;在 z0 一 co 时 ,1/(z 一 zo) 要 用 
z 代替 .在 后 面 这 种 情形 , 施 托 尔 次 路 径 理解 为 包含 
于 角 域 largz| 志 a( 二 x/2) 内 趋 于 20 的 路 径 . 

分 式 线 性 变换 (fractional linear transformat - 
ion) 一 种 特殊 的 上 映射 .从 扩充 平面 到 扩充 ww 平 
面 的 共 形 映射 称 为 分 式 线性 变换 ,简称 线性 变换 . BI 
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bel, 
U ex +d’ 
其 中 a,b,c,d 都 是 复 常 数 ,ad 一 6 天 0 并 且 当 z = oo 
时 对 应 w=a/ce,z=—d/e 时 对 应 w= oo. 分 式 线性 
变换 总 可 以 分 解 成 下 述 简 单 类 型 变换 的 复合 : 
l.w=kze+h(kF0). 
2.w=1/z. 
a,b,c,d 都 是 实数 且 满 足 ad—be>0 的 分 式 线 
性 变换 称 为 富 克 斯 变换 . 富 克 斯 变换 将 上 半 和 平面 映 
为 上 半 平 面 ,使 Ox 轴 (z==x 十 iy) 上 各 点 z 与 Ou 轴 
Cw =u tiv) EFAA w 对 应 . 除 恒 等 变换 w=z 外 ， 
一 个 分 式 线性 变换 


z = L (z) = 


az+b 

cztd 

至 多 有 两 个 不 动 点 ( 即 在 分 式 线 性 变换 下 映 为 自身 
的 点 ), 它 由 下 面 的 方程 决定 

20 

ex +d’ 

Bl cz?^4- (d —a9z —b—0. 若 此 二 次 方程 有 两 个 不 同 
的 有 穷 根 之 1 szo MERLO BS A 


之 


YU 一 之 ? 之 一 之 

其 中 是 常数 .车 为 正 实数 , 则 称 L(z) 是 双 曲 变 
HE k=, KI a250, WERL CO E: Wë [D SIRF k 
— re" , a40, r Æl, Ul Ek L (z) ER EER. Fr LOGOÍTX 
有 一 个 不 动 点 ,; 则 称 L(z) 为 抛物 变换 . 


线性 变换 (linear transformation) 分 式 线 性 
变换 的 简称 . 

富 克 斯 变换 (Fuchs transformation) WOR 
线性 变换 ” 

抛物 变换 (parabolic transformation) 见 “ 分 
式 线 性 变换 ”. 

双 曲 变换 (hyperbolic transformation) ML“ yr 
式 线性 变换 ”. 

椭圆 变换 (Celliptic transformation)” 见 “分 式 
线性 变换 ”. 

斜 驶 变换 (loxodromic transformation) I, “f 


式 线性 变换 ”. 

默 比 乌 斯 变换 (M6bius transformation) 亦 称 
上 默 比 乌 斯 函数 .一 种 分 式 线性 变换 .有 的 著作 中 把 单 
位 圆 盘 映 射 到 自身 的 共 形 变换 称 为 默 比 乌 斯 变换 ， 
把 单位 圆 盘 映射 到 自身 的 默 比 乌 斯 变换 都 可 以 表示 
为 

r(z) =e? 

其 中 2 是 实数 ,|zo| 志 1. 

关于 圆 的 对 称 点 (symmetric points with res- 
具有 特殊 关系 的 点 对 . 大 之 1 9X2 满 


= 9 
l— zoz 


pect to a circle) 


E RIF 


Zí 7 Zo 
则 称 Z| +Z 是 关于 圆周 Las | —R 的 对 称 点 或 反 
演 点 ;还 规定 zo 与 co 关于 圆周 |z 一 zo| = R 是 对 称 
B. 
38 bk (cross ratio) JR FERAE TUR EG. 分 式 线性 变 
换 的 一 种 不 变量 . 设 a,b,c,d 是 任意 四 个 互 异 的 有 
限 复数 , 则 称 
ca, d—a 
eb d—b 
为 这 四 个 数 ( 或 点 ) 的 交 比 , 记 为 
Ubed = E 
此 定义 可 推广 到 a,5,c,d 之 一 是 无 穷 远 点 的 情形 : 
给 定 四 个 有 限 点 中 的 三 个 点 ,而 令 第 四 个 点 趋向 于 
无 穷 远 点 , 则 把 四 点 交 比 在 这 一 情形 下 的 极限 称 为 
四 点 中 这 一 点 是 无 穷 远 点 时 的 交 比 . BI, 
ANE l 
—b d—b’ 
(usco.vcsd)—(e—a) ada 


(00 b.c d)—- 


在 分 式 线性 变换 下 任意 四 点 的 交 比 不 变 , 换 句 话说 ， 
交 比 是 线性 变换 的 不 变量 . 

非 调 和 比 (anharmonic ratio) El“ F”. 

线性 变换 的 保 对 称 性 (preservation of symme- 
try by fractional linear transformations) ”线性 变 
换 的 特性 之 一 . 如 果 zi,z; 是 关于 圆周 C 的 一 对 对 
称 点 ( 反 演 点 ) ,那么 在 线性 变换 下 ,它们 的 像 D 
wz 也 是 关于 C 的 像 C 的 对 称 点 ,线性 变换 的 这 种 
性 质 称 为 保 对 称 性 . 

线性 变换 的 保 圆 周 性 (perservation of circle by 
fractional linear transformation) 线性 变换 的 特性 
之 一 . 指 线性 变换 将 扩充 复 乎 面 上 的 圆周 变 为 扩充 
复 平 面 上 的 圆周 的 性 质 ( 将 直线 视 为 通过 无 穷 远 点 
的 圆周 ). 

线性 变换 的 保 交 比 性 (invariance of cross ratio 
by fractional linear transformation) 线性 变换 的 
特性 之 一 . 指 线 性 变换 在 扩充 复 平面 上 保持 交 比 不 
变 的 性 质 . 

整 线 性 变换 (entire linear transformation) £X 
性 变换 的 一 种 . 设 RAO NECS ER u= kz + h 为 
整 线 性 变换 . 特别 地 , 4 5250 B]. PPR w= z +h 
为 平移 映射 . 

平移 映射 (translation) W R RETH”. 

伸缩 与 旋转 映射 (dilatation and rotation) £X 


性 变换 的 一 种 . 映射 
usA S Ae 

称 为 伸缩 与 旋转 映射 . 它 把 复数 z 的 模 伸缩 |4| 倍 ， 
再 绕 原 点 O 旋转 一 个 角度 arg A. 

单位 圆 到 单位 圆 的 映射 (mapping of the unit 
disk onto itself) 线性 变换 的 一 种 . 即 映 射 
1—az’ 
其 中 9 是 实数 ,|a| 二 1. 有 的 著作 称 此 种 映射 为 默 比 
乌 斯 变换 ， 

上 半 和 平面 到 单位 圆 内 的 映射 (mapping of the 
upper half-plane onto the interior of the unit disk) 


线性 变换 的 一 种 . BN gh sf 
wer 


—à 
EH e E-SE38 .Ima-0. 

上 半 和 平面 到 上 半 平 面 ( 下 半 平 面 ) 的 映射 (map- 
ping of the upper half-plane onto itself or lower 
线性 变换 的 一 种 . 即 映射 
_ QZ 十 4 
| cz--d' 

Hp a,b,c d 8 he SE EN 4 ad —5c20 时 , 它 把 上 半 
SP glo >— 0 映射 到 上 半 平 面 Imw 记 0; 当 ud 一 bi 二 0 
时 , 它 把 上 半 平 面 Imz 放 0 映射 到 下 半 平 面 Imz<<0， 

圆 束 (pencil of circles) 复 平面 上 一 类 圆周 的 
总 称 . ZE HI £, 为 给 定 的 两 个 圆 , 称 同 时 正 交 k, 和 
Ë, 的 圆 的 全 体 为 圆 束 . 按照 k. # £, 相交 、 相 切 及 相 
离 的 情形 ,相应 的 圆 束 分 别称 为 双 曲 型 圆 束 、 抛 物 型 
圆 束 及 椭圆 型 圆 束 . 

椭圆 型 圆 束 (elliptic pencil of circles) JU“ 
D", 

Ph t 83 [s] Be (parabolic pencil of circles) J 
“AR”. 

X d ÆA R (hyperbolic pencil of circles) W 
"prie". 

阿波 罗 尼 奥 斯 圆 族 (circles of Apollonius) 由 
复 平 面 上 的 两 个 点 确定 的 一 类 圆周 的 总 称 . 设 a.b 


w -—e* 


° 


half-plane) 


Ww 


(ab) J V EET c ER 
Lp k (0 < k <+ oo) 


为 以 a,2 为 极限 点 的 阿波 罗 尼 奥 斯 圆 族 ,而 称 过 a. 
b 两 点 的 圆 族 为 由 ab 确定 的 施 泰 纳 圆 族 . 对 于 给 
定 的 a,b 两 点, 任 一 阿波 罗 尼 奥 斯 圆 和 任 一 施 泰 纳 
加 是 正 交 的 . 

je $ Al Steiner circles) 由 复 平 面 上 的 两 
个 点 确定 的 一 类 圆周 的 总 称 . 见 " 阿 波 罗 尼 奥 斯 图 
族 ”. 

圆 从 (bundle of circles) 复 球 面 上 一 类 圆周 的 


4] 


总 称 . 指 球面 上 这 样 圆 的 全 体 :这 些 圆 所 在 的 平面 都 
通过 空间 内 一 个 固定 的 点 M. 根据 点 M 在 球面 外 、 
球面 上 和 球面 内 ,分 别称 相应 的 圆 从 为 双 曲 型 的 、 抛 
物 型 的 和 椭圆 型 的 . 
双 曲 型 圆 从 (hyperbolic bundle) 
抛物 型 圆 从 (parabolic bundle) 
椭圆 型 圆 从 (Celliptic bundle) 


复 积 分 


Ri Cath) 复 平面 上 的 拓扑 基本 概念 之 一 . 
平面 内 的 一 条 连续 曲线 称 为 一 条 路 径 , 它 可 以 用 一 
^P XE S & PRB 2 — Y G0 Cae RM. 

沿路 径 的 积分 (integral along a path) & XE gr 
上 的 一 种 曲线 积分 . BY 为 一 条 可 求 长 路 径 z=) 
(acte B). f M Y EB ESE wR. a Y 做 分 割 , 其 分 
点 为 


见 “ 圆 从 ”. 
见 “ 圆 从 ”. 
B, [B] JA ". 


zo—Y(a), Zis Z, "''*, z,—J (DB), 
M z, — | £l z, (1 < =< n) DRAK Y, 
à= maxs, (s, À Y, 的 弧 长 )， 
在 Y, 上 任 取 一 点 Er s Eb: 


STG — AER 
k=) 
= 
lim >` fG) (z, = ER 


À—0 k=] 


存在 , 则 称 此 极限 值 为 SEA f (z) Wr Ee Y 的 积分 ， 
ii 

| f Gode. 
B 


[f Gode = lim 31 f Gi 244). 
y Aen — 


一 点 关于 一 条 闭 曲 线 的 指示 数 Cindex of a 
point to a closed curve) 一 条 曲线 绕 一 定点 的 圈 
A. de Y 是 一 条 可 求 长 的 闭路 径 ,a 点 不 在 7 上 , 则 


称 
_ lf de 
Ee Get C—a 


为 a 关于 7 的 指示 数 . 它 是 一 个 整数 . 如 果 

yG y = g Jae 0S pa; 
Wj34 |b—a|«1HBfj.,nO,5)—n;|b—a|21HBf, 
nO ,b)-—0.a ARTF Y 的 指示 数 也 称 为 7Y 绕 4 点 的 


环绕 数 . 
环线 数 (winding number)” 见 “一 点 关于 一 条 
闭 曲 线 的 指示 数 ”. 


柯 西 定理 (CCauchy's theorem) 解析 函数 理论 
的 最 重要 、 最 基本 的 定理 .和 铬 DD 是 复 平面 C 上 的 一 
42 


^r AE DC, GO dE D 内 是 解析 的 ,7 是 D 内 的 
一 条 可 求 长 闭 曲 线 , 则 有 


| reide = 0, 


它 的 一 般 形式 是 : 若 f(z) 在 区 域 D 内 是 解析 的 ,7)， 
Y, Y, ED WR m ADRK BEL AR On 是 一 个 自 
SRB) ,使 得 对 C\D 内 所 有 的 ww, 有 

niw) tn Ysw) tHe 420 ,,w)-—0, 
其 中 nC7Yi,w) 是 7; 绕 w 点 的 环绕 数 (i=1,2,…， 
m), 则 有 


X f(z)dz = 0. 


柯 西 积分 公式 (Cauchy’s integral formula) 
解析 函数 在 一 点 处 的 值 通过 该 函数 在 环绕 该 点 的 曲 
线 上 的 积分 表示 的 公式 . 该 公式 是 解析 函数 理论 中 
的 一 个 基本 公式 . 设 DD 是 一 个 区 域 ,7 是 万 内 一 条 
可 求 长 闭路 径 , 对 于 CND 内 的 一 切 w 的 环绕 数 
nO sw) —0, f (2) FE D 内 解析 , 则 对 于 一 切 a€D\Y 
有 


a.a (a) = il TREY dur 
TL y Z a 


一 般 形 式 是 : 设 D Fe: — EA KOR OTA di 是 D A 
m 条 可 求 长 闭 曲 线 (m 是 一 个 自然 数 ), 等 式 

n(Y i sw n(Y, o) Hn mw) = 0 
XI—9J w € CND E vr. rp nO we Y, Sw A BS 
环绕 数 (i 二 1,2,…,m), 则 对 于 一 切 a€E DN ,有 


f(a) 2 nO, ,a) = 2 l | FR) ae. 
k=] 7 


AM > a 

3E }5 {É XE JE (mean value theorem) 内 解析 
蚂 数 在 圆心 处 的 值 通过 在 圆周 上 的 值 来 表示 的 定 
理 . 如 果 函 数 太 >) 在 一 个 以 z AB DLR 为 半径 的 
|[z—z | —R AEH, EA | zz SR 上 连续 , 那 
么 ,函数 f(z) 在 圆心 处 的 值 等 于 在 圆周 上 的 值 的 积 


分 平均 值 , 即 
f(z) = 去 | fz + Re*)dg. 


Be Es Hy SE EE (Morera s theorem) 柯 西 定理 的 
逆 定 理 . AD JR BRL GO TE X k D 内 连续 ,并 且 沿 着 
D 内 任何 一 条 可 求 长 闭 曲线 7 的 积 


| fede = o, 


那么 f(z) 在 区 域 D 内 解析 . 

柯 西 型 积分 (integral of Cauchy type) MPE 
用 于 解析 函数 的 柯 西 积 分 表达 式 在 连续 函数 情形 的 
一 种 推广 . 设 本 是 一 条 闭 或 非 闭 的 逐 段 光滑 曲线 ， 
gz) PERE SE a. ABA. Aa 


| olw) áo 


Zmiir w — zx 


PART qlz) 的 柯 西 型 积分 , 它 在 C\T 上 确定 xz 的 
一 个 单 值 函 数 , 记 为 下 (>). 柯 西 型 积分 在 不 包含 曲 
线 王 上 任 一 点 的 区 域内 是 解析 的 ,并 且 它 的 高 阶 导 
BA 


PYG, = | EE EU 


2j duce eT 

m Br & 35 BJ far P 18 43 Z: XX (CCauchy's integral 
formala for derivative of higher order) 解析 函数 
在 一 点 处 的 高 阶 导数 的 值 通 过 该 函数 在 环绕 该 点 的 
曲线 上 的 积分 表示 的 公式 . 设 f(z) 在 区 域 D 内 解 
BT 91.2, Ys 是 D 内 n 条 可 求 长 闭 曲 线 ,m 是 一 
个 自然 数 , 等 式 

n(',w)-- nO, pw) tes tnt), sw) =0 
对 C\D 内 的 一 切 w 成 立 , 则 对 于 一 切 a€E€ DN RR 
之 1 有 
f? (a) 2^0; = k! SH a Sede 

f Mr ER LBS SE A (zero of analytic function) 
使 解析 函数 取 零 值 的 点 . 设 CIR 4" RET ER Er, 
MS Czo) =0, MER zo AS ON-TER.A 

fe) = f (20) = = fP Ce) = 0, 
而 f” Cx 750, WER z, HIDRA m 阶 零点 .不 
Tí A 2E B fet WT PONE UBI E. 也 就 是 
说 ,如 果 zo dEÁGOBI—A 2E A, 3 H f GO220, 3B Z 
一 定 有 一 正 数 070, 8845 f£ GO ELA |z — o | o VALER 
zo 外 无 其 他 零点 .对 于 在 无 穷 远 点 的 一 个 邻 域内 有 
定义 的 函数 f(z), 邻 1/z 二 ww, 设 


T = g(w) [f(co) = g(0) ], 


Wil f (z) Ez = oo RE FY AR PT TECRU E BY BT $X HH g Go) TE 
w = 0 处 的 相应 状态 确定 . 

ft AT es ERU m 阶 零 点 (zero of order m of ana- 
lytic function) — I," fg Br ek ACW A es". 

解析 函数 零点 的 亚 立 性 (isolated property of 
zero of analytic function) 见 “ 解 析 图 数 的 零点 ”. 

BA (residue) 亦 称 残 数 . pw ACA IB BH Bë zÇ rh 
一 1 次 宕 项 的 系数 . 设 f(z) 以 有 限 点 z= 二 a HMLA 
点 ,在 a 点 的 去 心 邻 域内 展 成 的 洛 表 级 数 为 


+ co 
f(z) = $, clea)" (0<|z—a|<R), 
则 称 此 展 式 中 1/ Cz —a03& TU BJ RK cA f(z) 在 
a 点 的 留 数 , 记 为 Res f(z): 


1 
Res fe) = ea = a|, O 
(0 < o < ki, 
其 中 积分 是 沿 逆 时 针 方 向 进行 的 . 特别 地 , 24 f Ce ) 


在 z—a 处 全 纯 时 ， 
Res f (z) = 0. 


如 果 z= 二 a 是 f(z) 的 一 阶 极点 , 则 
Res F(z) = lim(z — a) f(x). 


FETC XG x3 co Ab AY FA RUGE N FE oo Wh BJ 1⁄4 BH JE xh 
f(x) = B dë 
的 系数 a_, 的 相反 数 : 00 
| Res f(z) =— a =— el. Zeie, 


21d 
RE (residue) BJ“ a”. 

留 数 定理 (residue theorem) — ZR Ep sx AM E TR. 
AT KRE PH HZ DL BS BLA EE EP BH Zk q BB 
for ps E BJ E 39% 2 |B] £ # BJ E FR. € D KS 
面 上 一 条 可 求 长 在 尔 当 曲 线 ,aiyaz，…,a, 是 位 于 一 
内 部 的 有 限 个 点 ,D 是 包含 一 和 成 内 部 的 一 个 区 
域 ,f(z) 是 DN lasas" ,a,}) 内 的 解析 函数 , 则 f(z) 
沿 研 的 正 向 积分 等 于 f(z) 在 栈 内 部 各 奇 点 上 留 数 
之 和 的 2i 倍 , 即 


1 N- 
| Fdz — 2 Res f (z). 


27d < a 
如 果 jz) 在 包含 无 穷 远 点 的 整个 复 平 面 上 最 多 除 
去 有 限 个 奇 点 外 都 是 解析 的 , 则 它 在 所 有 奇 点 上 的 
留 数 的 和 为 零 . 
残 数 定理 (residue theorem) BIRAR EH”. 
对 数 留 数 (logarithmic residue) 亦 称 对 数 残 
数 . 复 变 函数 论 的 一 个 概念 . 积分 
1 ' (z) 
ixl. Fide 
称 为 函数 f(z) 关 于 闭 曲线 古 的 对 数 留 数 . 此 名 称 来 
UT 


ZE = &llog fœ] 
其 意义 见 “ 辐 角 原 理 ”. 
对 数 残 数 (logarithmic residue) Hl “Xt eB 
T. 
m fm XB (argument principle) > F fif Hr PR 


数 在 简单 闭 曲线 内 部 的 零点 个 数 与 极点 个 数 之 间 的 
关系 的 定理 . 设 本 为 一 简单 闭 曲 线 , 孔 数 1(z) 满 足 
条 件 : 

1. f(z) 在 荆 的 内 部 除 可 能 有 有 限 个 极点 外 是 
解析 的 ; 

2. f(z) 沿 厂 上 解析 且 不 为 零 ; 
则 f(z) 在 简单 闭 曲 线 厂 内 部 的 零点 个 数 与 极点 个 
数 之 差 ,等 于 当 z 沿 本 之 正 问 绕 行 一 周 时 ,arg f(z) 
的 改变 量 Aarg f(z) BREA 27, Bf 

Aarg f(z) 


NC l) esp u Py = om 


ENS DOM PSD DARA f(z) 在 全 内 部 的 
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零点 个 数 和 极点 个 数 . 上 式 右 端的 量 可 写成 积分 
1 | F Oje (对 数 留 数 ). 


2riJr f(z) 

鲁 吹 定理 (Rouché theorem) 关于 解析 函数 在 
区 域内 部 的 零点 个 数 的 定理 . 设 卫 为 一 简单 财 曲 
Sé, PRLS (z) K (GO S Sit, 

1. 它 们 在 己 上 及 其 内 部 均 解 析 ; 

2. 在 忆 上 ,|7z)| 二 12Cz)|; 
TW eG XC f (<) j f z) + @(z)#E T' HARS |F) Ë £ E 


AF Bp 


NG 4- $,I) — N Cf 15; 

这 里 NC(f 十 pg, 厂 ) 和 NN(f,T 厂 ) 分 别 表示 f +o #l f fE 
ARNE APR. 

胡 尔 维 蒋 定理 (Hurwitz's theorem) 关于 解 
析 函 数 序列 的 各 项 与 它们 的 极 跟 函数 在 一 条 简单 财 
曲线 内 部 零点 个 数 之 间 关 系 的 定理 . 设 刀 是 一 个 区 
域 , 盖 内 的 解析 函数 序列 f,(z) 在 DD 内 闭 一 致 收敛 
T RE É(G0250,3F BE D Æ D IÑ BJ EE É — # fal ña. Hl 
曲线 ,其 内 部 也 在 DA. AT AAD ARS OWS 
点 , 则 存在 一 个 依赖 于 曲线 古 的 正 整 数 入 ,使 得 当 
nN 时 , 消 数 f(z) 在 研 内 部 的 零点 个 数 等 于 函数 
SOET AREAN. 


级 数 展 开 


¥ MB (power series) 一 种 形状 简单 而 又 应 
用 广泛 的 图 数 项 级 数 . 设 a 和 coca c, dE RN 
是 复 变 量 , 则 称 


at =a)" 


AA Fe BRL. XT XX ERK, RA PX Fk Jp YY S: 28 
ROSRS +00) EM AE A leal <R 时 ,级 
BU. 4 e—a l >R 时 ,级 数 发 散 , 则 称 这 样 的 
R 为 暴 级 数 的 收敛 半径 ,并 称 圆 盘 |z 一 a | 二 R AK 
级 数 的 收敛 圆 . 收敛 半径 公式 
R= 1/ lim sup V lel 

称 为 柯 西 -阿达 马公 式 . HB #E W 93088] A PR] 28 HT — 
SS UAC oN. Bf x — TS PA {EE A PROC. X SL RE CC E CC [Bl 
内 可 以 逐 项 微分 ,所 以 , 它 在 收敛 圆 内 是 全 纯 的 . 反 
之 ,在 一 个 区 域内 全 纯 的 函数 f(z), 在 这 个 区 域内 
的 每 个 点 a 的 一 个 邻 域内 ,都 可 以 用 突 级 数 表示 , 称 
IF FER BA f(z) FE a 处 (或 a 的 邻 域内 ) 的 泰勒 展 
式 . Ze AN E li PR BC AY FER PL BK PRIOR. 此 外 , 称 
JÉ A 


37 
的 级 数 为 以 无 穷 远 点 为 中 心 的 寡 级 数 , 并 定义 它 在 
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co 处 的 值 为 co. 

收敛 圆 (convergence circle) 
JR. U RRR. 

ir ei >É f (convergence radius) 
圆 的 半径 . 见 " 笑 级 数 ” 

柯 西 - 阿 达 马 公式 人 (Cauchy-Hadamard formula) 
Hi RE Fe BB IE FE BY ZS TK. FER RL”. 

泰勒 定理 (Taylor theorem) pR 2 e 5 RRR 
的 定理 . 设 / GO dE IX SD IR ft jr a € D, K = (= | 
Iz—a | « R) CD, M fOO K W fE J Hus dC 


IQ e a 


震级 数 的 收敛 区 


FE RB W a 


其 中 
_ f (a) 


C, , 
n! 


且 展 式 是 惟一 的 . 

Ma A A (isolated singularity) 一 种 特殊 的 
奇 点 . 复 函 数 的 全 纯 性 被 破坏 的 点 称 为 奇 点 ,具有 扳 
立 性 的 奇 点 称 为 孤立 奇 点 ., wa 为 1(z) 的 一 个 奇 
点 , 当 a 有 限时 , 令 

D = {z|0< |z — a| < R}, 
R ht SCC; Sa = col, ZS 

D= (zlR qr L Eos, 
R 是 某 个 实数 . 如 果 f(z) 在 DD 内 单 值 全 纯 , 则 称 a 
为 jz) 的 一 个 孤立 奇 点 .这 时 只 有 以 下 三 种 情形 : 

1. lim f (z) FF f£ H. 43 23 + X BP PR a 是 了 (zx) 的 二 
个 可 去 奇 点 . 

2. lim f(z) co, H a 为 1/f Cz) 的 一 个 m Ere 


点 ,这 时 称 a 是 f(z) 的 一 个 m 级 极点 . 
3. lim 了 (z) 不 存在 ,这 时 称 a 是 f(z) 的 一 个 本 
性 奇 点 . 
可 去 育 点 (removable singularity) Jil“ Paz A 
A”. 
极点 (pole) 见 “ 孤 立 奇 点 
本 性 育 点 (essential singularity) 
Ex 
zë BH EXE (Laurent theorem) 
FEE ON DUL FE SCC E FE. 在 圆 环 
H;r«|z-—a|«R (r z0,R <+ oo) 
VALE ET BA] PRI BCS (z) RT EE EE 
ah 


f@)= y> aG ay, 


见 “ 孤 立 奇 


函数 在 圆 环 内 


其 中 
u Lf T) dt 


iC EPI 
nr E HE T Sed assi 
Fiial =p (= p< Ry. 


展 式 是 惟一 的 . 该 展 式 称 为 f (z) fk a 点 的 洛 明 展开 
X X f BH ORC. 


2,6 (z—a» K Mecca» 
分 别称 为 f(z) 在 Ea 点 的 洛 朗 展开 式 的 正则 部 分 及 
主要 部 分 . 

洛 朗 展开 式 (Laurent expansion) 
JE”. 

zë BARA (Laurent series) BL“ 76 BYE FB”, 

内 部 惟一 性 定理 (interior uniqueness theorem) 
关于 解析 晒 数 在 区 域内 部 由 有 聚 点 的 子 集 惟 一 确定 
的 定理 . 设 D A — RK, HE D 内 定义 着 两 个 单 值 解 
Tr ER BX. 如 果 这 两 个 函数 在 某 一 集合 EC D 上 相等 ， 
而 EE 在 D 内 有 聚 点 , 则 它们 在 区 域 D 内 恒 等 . 

阿 贝 尔 定 理 (Abel theorem) 级 数 的 收敛 定 
理 . 如 果 


JL" 18 BH OE 


收敛 到 s, 则 当 z 趋 于 1 而 保持 |1 一 z|/(1 一 |z|) 有 
界 时 ， 


Jy e Ss 

EST s. 
陶 伯 定理 (Tauber theorem) 级 数 的 收敛 定 

理 . 设 

Joe: 2t 
的 收敛 半径 为 1. 8n e —oC1/0. H z 从 单位 圆 
内 沿 以 1 为 终点 的 曲线 趋向 于 1 时 ,f(z) 趋 向 于 有 4， 
则 


收敛 ,其 和 为 A. 本 定理 中 的 c=001/) 可 以 放宽 为 
c, OC1/n) , X n Rec, É nImc, EJER. 
狄 利克 雷 级 数 (Dirichlet series) 一 类 重要 的 
KF RL. IE AN 
hs 
的 级 数 称 为 犹 利 元 雷 TT 其 中 a, 是 常数 ( 实 的 或 
复 的 ) ,而 s 二 o 十 it 是 复 变 数 . 形 如 


Ed 


的 级 数 , 称 为 广义 狄 利 克 雷 级 数 ,其 中 上 是 常数 , 且 
(en, ^ +0. E 

Q, 05 = 0, = logn (n = T323; ]; 
则 得 到 狄 利克 雷 级 数 


SÉ 


XJ? 


级 数 RF 
BS une uf SEU 
Sat 
P X 3k Fl së BRM BW (generalized Dirichlet 
series) WX A AERA”. 
AJ Fil ee E 292 $X BJ c SK ER (abscissa of conver- 


gence of Dirichlet series) HSK ASE CIR Ur ar 
性 决定 的 一 个 实数 . 狄 利克 雷 级 数 


SCH 
RAA TER: AE LE so WR. MITER ó IE OO 
<n/2,E fz ffi Eb 
larg(s — s)| < 
内 一 致 收 敛 ,因此 存在 实数 a, 使 得 级 数 
3 


在 右 半 平 面 Reza WIL. fe Reza 级 数 发 散 ,a 
称 为 该 级 数 的 收敛 横 标 . Re eo Bh WE t WOKE 


面 . 可 以 证 明 


=i 


一 一 一 log s, | Mi i 
(Up ex LA EI 
r—log[r,| /~ 
lim Sgn | 2a WS) 
其 中 Sa =a Fa" +a, Fn a, Mum od. 级 数 
> 
的 收敛 横 标 8 称 为 


的 绝对 收敛 横 标 . 不 难 证 明 m 

ak FU sa BS 25 #% SE >É `E I (half plane of con- 
vergence of Dirichlet series) ”由 狄 利克 雷 级 数 的 收 
敛 模 标 决 定 的 右 半 平面 (参见 “ 狄 利克 雷 级 数 的 收敛 
横 标 ”). 

af it Re xt (asymptotic expansion) 
级 数 , 图 数 的 一 种 展开 式 . 对 于 在 角 域 

= {2|\2| > R > 0;.e« arg z < Bh 

定义 的 图 数 大 =) ,如 果 对 于 所 有 固定 的 ” 当 >zE 门 ， 
|z=| 一 ceo 时， 


z| fG)—a — Zi -E o 
成 立 , 则 称 级 数 


Ee ee EE E 
x 之 Z 
为 /(z) 的 渐 近 展 式 或 渐 近 级 数 , 记 为 
fe) —a + + EB pn. 
之 Pe x 


(参见 (数学 辞海 ) 第 一 卷 《 数 学 分 析 》 同 名 条 ). 
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见 “ 渐 近 展 式 ” 
一 类 重要 的 无 


渐 近 级 数 (asymptotic series) 
指数 级 数 (exponential series) 
穷 级 数 . 由 指数 函数 构成 的 级 数 , 即 


FG Zenn e, (15 


其 中 {a,) 及 (4 ,) 分 别 是 复数 及 实数 序列 ,0 二. 人 
十 co ,而 e o 及 t 是 实 变数 . 这 种 级 数 是 狄 利 
95 8 (Dirichlet, P. G. L. ) 在 研究 数论 时 引进 的 ,也 
称 为 狄 利 克 雷 级 数 . 当 A S= logn 时 ,这 是 在 解析 数 
论 中 经 常用 到 的 级 数 ; 如 果 还 有 a,=1, Nl) f (s) JE 32 
& CNKÉEIGUMA-—ne'-zHBp.RS Sg sk. 
FER. N r, RE CR RT WA TS AX 2 2 BJ FF AL , 而 后 
者 具有 与 前 者 相 类 似 的 一 些 性 质 : 

1. 收敛 性 , 指数 级 数 有 收敛 一 致 收敛 及 绝对 收 
SB BR co 及 5 ,一 般 地 ， 

RD 

在 收敛 或 绝对 收敛 半 平 面 o 之 co 或 07 0. 内 任 一 点 ， 
级 数 分 别 收敛 或 绝对 收 钙 ,而 在 一 致 收敛 半 平 面 
o>, BL E — FEM 0250, - EE XE 600 F , RR 
一 致 收敛 .关于 co 及 0,78 EJ >K T 2⁄2 BY MK BOK 
4 FRE ADAE] ZA K. 4 AL =n BF, o= 0, = E 0770. 
WA f(s) RAR. 

2. 系数 估计 . 有 与 柯 西 不 等 式 相 类 似 的 不 等 式 ， 
这 一 结果 对 一 类 渐 近 指数 级 数 ( 附 着 级 数 ) 的 推广 可 
用 来 解决 一 系列 分 析 中 的 问题 . 

3. 奇异 点 . GAO, ñ 8 — oo < s, < +- eo , MPA 34 
a,=0 BF ,s=a, 是 f(s) 的 一 个 奇异 点 ; 当 

lim (n/À,) = 0, 


AB 
uc 


B, = o, 是 f(s) 的 自然 边界 ; 而 且 在 一 定 条 件 下 ,0 
=o 上 的 任 一 点 是 f(s) 的 皮卡 点 , 即 在 该 点 的 任何 
邻 域内 ,f(s) 取 任何 有 限 复数 值 无 穷 多 次 ,至 多 有 一 
例外 . 

4. 整 函 数 . 当 

lim (log n/A, ) <+ ceo，d = 0, =— © 


XD 


BY, f (s) te — E eg C, n] 49 BY CLO 89 ARR TB C 
f(s) 的 增长 性 之 间 的 关系 (在 o. = o, 为 有 限时 有 相 
应 结果 ). 还 可 研究 f(s) 值 的 分 布 ,在 一 定 条 件 下 ，s 
平面 上 任何 水 平 直 线 是 js) 的 茹 利 亚 线 , 即 在 以 该 
线 为 中 线 的 任何 水 平 带 形 内 ,f(s) 取 任何 有 限 复数 
值 无 穷 多 次 ,至 多 有 一 例外 . 

关于 求 和 法 及 陶 伯 型 定理 ,也 有 与 适 级 数 情形 
相 类 似 的 结果 . 指数 级 数 可 看 做 拉 普 拉 斯 -斯 带 尔 杰 
斯 变换 


lim Q, E 


十 co 
| e "da(u) 
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的 一 个 特例 . 
几何 函数 论 


Fe Ki SE EE (maximum modulus theorem) & 
4E PREC 16 POA — pR Bi IË BJ R — + = EXE BE. E 
f(z) 是 区 域 D A BS dF Fo 2% BJ rr PR C | f (z) | HE 
D 内 部 取 不 到 最 大 值 . REZ BOE DDR, 
AA a€ D (84% |f(a) |S lft |X} DA— es D 
立 , 则 f(z) 必 为 常数 . MAS OBA FEED 上 的 
AE EXCERPTA AE D 上 连续 , 则 |f(z)| 只 能 在 边 
界 9D 上 达到 最 大 值 . 最 大 模 定 理 可 以 由 解析 函数 
的 平均 值 定理 得 到 证 明 , 也 能 由 解析 了 旺 数 实现 的 映 
射 的 几何 性 质 得 到 解释 . 

广义 最 大 模 定 理 (generalized maximum modu- 
lus theorem) 最 大 模 定 理 的 推广 . 设 f(z) 在 有 界 
KE D 内 解析 且 有 界 . GEDRAF ERARA 
点 6 Caste G. 外 ， 有 

lim If(z)| < M, 


z€ D, € aD 


WE DAEA | / (z) | < M. 

弗 拉 格 曼 - 林 德 勒 夫 定理 (Phragmen-lindelof 
theorem) 最 大 模 定 理 的 重要 推广 . 设 f(z) 在 角形 
区 域 

D, |argz| < x/2a (a > 1/2) 

内 解析 ,对 于 每 个 有 穷 边 界 点 了 ,有 

lim FDI < M, 

z€ DLE ab 
而 当 |> 充分 大 时 ， 存在 常数 天 及 ba. Rd 

| f(z) | < Ker, 
则 在 DATE A | f GO | < M. HE — BEBE SX EE 
f(z) 在 


D: 1 
D; arg z | <r [e 


内 对 于 9D LWBTA A CUN 
lim If Go < M, 


2€ D, te ap 


H 
lim PEMO? E 0, 
其 中 
MG) = sup | fC) | 


D 
WE D WTA | f(z) <M. KE FE H 3 Tv 1⁄4 < 
(Phragmen, L. E. 2), fk f& #J X (Lindelöf, E. L. ) + 
1908 年 得 到 . 
林 德 勒 夫 渐 近 定理 (Lindelof’s asymptotic val- 
ue theorem) ”有关 无 穷 角 域内 解析 函数 的 极限 值 
定理 . RAR f(z) 在 闭 角 域 Di ascarg z «B 内 除 无 


穷 远 点 外 解析 有 界 , 在 角 的 一 边 上 , 当 一 co 时 ,有 
f(z) 一 a; 在 角 的 另 一 边 上 H xz 一 co 时 ,有 f(z)—b; 
则 a=b, HÆ DA zce 时 ,一 致 地 有 f Goa. 

施 瓦 兹 引 理 (Schwarz's lemma) # b PR JL 
何 理论 中 具有 深远 影响 的 基本 和 定理. 1 ERA GO TE 
Iz | «1 内 解析 ,| f(z) |<1,/00)=0, DN, 

1. (Ff) | |= l. 

2. |f'(0)|<1. 

如 果 对 一 个 xz 关 0, 有 |1fCz)|= 二 |z| 或 | 了 (0)|==1, 则 
了 f(z) 二 Az, 此 处 4 为 第 数 且 |4|==1. 

这 个 引 理 表示 :对 于 由 这 样 的 w= 二 f(z) 构 成 的 
映射 ,z 的 像 到 原点 的 距离 比 z 本 身 到 原点 的 距离 
近 ; 如 果 有 一 点 使 得 两 者 相等 , 则 f(z) 是 一 个 旋转 
映射 . 该 定理 首先 由 施 瓦 效 (Schwarz,H. A. ) Br £ 
现 . 

P X Ma E ZS 引 理 (generalized Schwarz's 
lemma) 施 瓦 兹 引 理 的 推广 . 若 f(z) 在 |z| 二 1 内 
解析 , 且 |f(z)| 过 1, 则 对 于 |z| 过 1 内 任意 两 点 z 
zs， 有 


fG) s= JG) 2S 2, 
1 — f@) FC) | ~ | 1 — z iz 


K 
IF (x) | 1 
i= ep pasi: 

其 中 ,等 号 仅 当 jz) 为 分 式 线 性 变换 时 成 立 . 

高 斯 - 吕 卡 定理 (Gauss-Lucas theorem) 关于 
多 项 式 零 点 位 置 的 定理 . 该 定理 断言 :多 项 式 Prl) 
的 导数 的 一 切 零 点 包含 在 已 。(z) 的 零点 的 凸 包 内 . 

p iA B = [E = #E (Hadamard's three-circles 
theorem) X F A A VA $H KA Al HH [ALD A 
上 的 最 大 模 的 增长 性 定理 . YA E PH RT PRA: S 
SRE DAH o< |z | < R 内 单 值 全 纯 且 不 恒 为 
Tem 

M(r) = max | f (z) | (p < r< R), 

则 log MME e«r«R 内 是 logr BJ h PCs BIA 


logr,—logr 


log MG )< log MG) 


logr,—logr, 
logr—logr, 
logr, —logr, 
其 中 pe <r<r,<R. 
RA +e P REESE (Hardy convexity theorem) X 
于 圆 内 解析 函数 的 增长 性 的 一 个 定理 . XE FE nl AX 
述 为 : 设 f (2) FE|z|<1 内 解析 ， 


1 on f l/p 
M,(r,f) = xl | re^ jag | 


(0 < p < SO), 
M.G ,f) = max | f (re?) |. 


log MG) , 


1. Mr f) r WSS PRX 

2.log M,G, f) E: log r BS 4 AX. 

保 角 变换 (conformal transformation) 保持 两 
条 曲线 间 夹 角 的 大 小 和 方向 不 变 的 变换 . 12 f G ) E 
区 域 忆 内 的 一 个 连续 函数 . #r f GO REA. D FILES E 
一 点 xz 出 发 的 任意 两 条 在 z 有 切 向 的 连续 曲线 变 为 
w 平面 上 从 w= 二 f(z) 出 发 的 两 条 在 ww 二 f(z) 有 切 
向 的 连续 曲线 ,并 且 保 持 夹 角 的 大 小 和 方向 不 变 , 则 
称 f(z) 是 区 域 D 到 w 平面 的 保 角 变换 . 4 wR 
fe): D>C 为 保 角 变换 并 且 

lim HE = Ges 

也 存在 , 称 f(x) 为 共 形 (或 保 形 ) 映 射 . 如 果 f(z) 是 
解析 的 且 对 任意 zx 有 to, SRE on, 
反之 亦 然 . 区 域 忆 内 的 单 叶 解析 函数 所 实现 的 映射 
是 DD A| w X TR BJ JE BË BJ. | 

fe Tr e LB OR Ek HE (preservation of region by 
an analytic function) f fir eR 24 BJ Re E Z —. 指 不 
恒 为 常数 的 解析 函数 将 区 域 变 为 区 域 的 变换 性 质 . 

it JE AR AT Cconformal mapping) BHF ft dr PR 
数 所 表示 的 映射 . 见 “ 保 角 变 换 ” 

边界 对 应 定理 (theorem of boundary corre- 
spondence) 复 变 函数 几何 理论 的 基本 定理 之 一 . 
# w= f(z) SE YE Dod D 共 形 映射 成 单 连通 区 
ik G,D Al G 分别 由 简单 闭 曲线 C RI T Pl, W 
了 f(z) 可 以 开拓 上 为 F(z), 且 满足 条 件 : 

1. F(z2)= f(z),zED. 

2. F(z) 在 D= D+C 上 连续 . 

3. F GO C XU P. lË H. XZ Jr Ée BE h RM D. 

ffi Se 3% (rate of dilatation-magnificationratio ) 
复 变 函数 的 导数 的 模 的 几何 意义 . zo — f GO FER 
R D AER, ED, E z+ RAPES (zo) Z 0. 此 时 
由 于 


j c oom COS] 
Ra Cz) | m |z — z| , 
而 
| 
FE 


Ay LUE CE w = f GO IE FH F LEE z— z 的 伸缩 
3 . Br AR SES (zo) |W w= f GO TE xo 
点 的 伸缩 率 . 

旋转 角 (angle of rotation) 复 变 函数 的 导数 
HAUL Zw fe EK DALE, 
z € D, SOF z 点 有 导数 F Go) 0, MJ 3528 3t Zo 
点 的 任 一 曲线 工 在 w= 二 f(z) 的 作用 下 变 为 它 在 ww 
平面 上 的 像 A 时 ,A FE w= fle AN DAS LH 
之 间 的 夹 角 恰好 等 于 艺 在 xs 处 的 切线 与 实 轴 之 间 
W EAS arg f' GO ZA, BS IÑ PR arg f GO ARH 
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© w= f zx) 在 zo 点 的 旋转 角 . 

映射 的 不 动 点 (fixed point of mapping) 分 析 
数学 的 一 个 基本 概念 . 方程 z= 了 f(z) 的 解 称 为 映射 
w 二 有 (z) 的 不 动 点 .例如 w==1/z 有 不 动 点 z— + 1. 

Rim Rh SF (inverse mapping) 一 种 特殊 的 映 
BT. 映射 ww 二 1/z 称 为 反 演 映射 . 它 把 单位 图 内 (外 ) 
一 点 映射 到 单位 圆 外 (内 ) 一 点 .这 两 点 在 从 原点 引 
出 的 同一 条 射线 上 ， 

开 有 映射 定理 (open mapping theorem) ‘48 7% PR 
数 几 何 理 论 的 基本 定理 之 一 . KES: E DR 
一 个 区 域 ,f(z) 是 D 内 的 非常 值 的 解析 孙 数 , 则 
f(D) 也 是 一 个 区 域 . 

TR S WR Sf E Riemann mapping theorem) 
A AIF pL BULA E YE BRE AS ie E E AY ER. E JLA e 
数论 的 基础 . 设 刀 是 扩充 > 平面 上 的 一 个 单 连通 区 
域 ,其 边界 点 不 止 一 个 点 ,aED, 则 有 县 只 有 一 个 在 
D 内 单 叶 解析 的 函数 =f(z) 将 DD 共 形 映射 为 单 
Alw 1. HERZ f(a) 0. f (42220. 上述 
定理 称 为 黎 曼 映射 定理 . A 

f(z) 
F(z) = F(a)’ 

则 F(z) 将 区 域 D HERI A [B [wo |< RHA F COD 
—0,F'(0) — 1.3 R=1/f GO PRI EXER D YE a 点 
处 的 映射 半径 . 

黎 坚 映射 定理 首先 由 黎 曼 (Riemann,(G. F. ) 


B. ) 于 1851 年 在 他 的 博士 论文 中 给 出 ,他 将 此 问题 


化 为 调和 函数 的 狄 利克 雷 问 题 , 并 应 用 狄 利 克 雷 原 
理 求解 .但 外 尔 斯 特 拉 斯 (Weierstrass ,K. CT. W. )) 
和 阿达 马 (Hadamard,J. CS. )) 指 出 证 明 中 所 用 的 
狄 利 殉 雷 原 理 有 问题 ,因而 黎 曼 的 证 明 不 能 被 接受 . 
随后 , 便 发 现 了 许多 方法 ,找到 了 狄 利克 雷 问 题 存在 
性 的 证 明 . 4n hE BL 2% (Schwarz, H. A. ) 的 交错 法 , 庞 
HI 3 (Poincaré, (J. 2H. 2 BS HF. M JE (Perron, 
O. AIK Hal Al BR $K Jy 1S , I A ZR AB Hilbert, D. ) 则 
完善 了 黎 曼 的 原 论 . Se 28K (Montel, P. A. ) 应 用 正 
规 族 理论 给 出 定理 一 个 简明 的 证 明 . 
映射 半径 (mapping radius) W “Ramee 
E". 
克 里 斯 托 费 尔 - 施 瓦 兹 公式 (Christoffel-Schwa- 
rz formula) 多 角形 区 域 共 形 映射 函数 的 表示 式 ， 
设 w- f GO fé YE E `É FE B] D:1mz 0 共 形 映射 到 
多 角形 区 域 G 的 单 叶 解析 函数 ,> 平面 实 轴 上 的 
个 点 aisar," sa, C 9o ay ago <a,<+ o0) XE 
应 于 也 平面 上 多 角形 区 域 G 的 顶点 wis wastes eas 
Ay Ty det ees ditt due, 7 一 1,2,…,2) 表 示 多 角形 
G 在 顶点 ww sw, 处 的 内 角 , 则 有 克利 斯 托 费 
尔 - 施 瓦 兹 公式 
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F(z) = el ile 一 一 ar)* dC 十 人 


其 中 Ci | C; EBS RR z € D,z, oo. 

多 边 形 映射 (polygonal mapping) 一 类 特殊 
的 共 形 映射 . 一 类 把 上 半 平 面 双方 单 值 共 形 映射 成 
多 角形 区 域 的 映射 . 它 是 由 克 里 斯 托 费 尔 - 施 瓦 兹 公 
式 确定 的 映射 . 

n 连通 区 域 到 平行 割 线 区 域 的 映射 (mapping 
of a multiply-connected domain onto a parallel slit 
domain) £ jH DC R JEJE HR 5T HR. Dn: 
平面 上 的 一 个 连通 区 域 ,其 余 集 的 每 一 分 支 都 不 
退化 为 一 个 点 ,oo ED,69 为 一 实数 , 则 存在 D 内 的 
— ^ B BT ME. £l ep w= f (z) ,满足 条 件 : 

1. 将 区 域 D JEJE BR ES] vo PRE #k < 
域 ( 全 平面 上 去 掉 几 条 互相 平行 的 线段 之 后 所 成 的 
区 域 称 为 平行 割 线 区 域 ) ,这 些 平行 割 线 与 实 轴 的 夹 
角 为 0; 

2. 把 z — oo BR BO w= oo, E z —oo BJ PRA, 
f(z) 的 展开 式 具 有 以 下 形式 : 


f(z) 一 z 十 全 十 …. 


对 于 > 平面 上 的 有 限 ”连通 区 域 忆 ,这 个 映射 是 惟 
一 的 . 

n 连通 区 域 到 螺旋 割 线 区 域 的 映射 (mapping 
of a multiply-connected domain onto a logarithmic 
spiral slit domain) ”多 连通 区 域 共 形 映 射 的 一 种 . 
i DÀ zog E BJ — + n 连通 区 域 (包含 点 
z—0),0 为 一 实数 , 则 在 D AFE AR E AE e 
数 w= f(z) pA: 

LS D TRIG BRT Ba f8 Ora th Ac BST E 2k 
与 螺 线 的 交角 ) 为 0 的 螺旋 割 线 区 域 ( 平 面 上 去 掉 一 
些 对 数 螺 线 所 成 的 区 域 ); 

2. 将 z= 二 0 BH woo, XE z-—a(asz50,ac€ DF 
为 w= 二 0, 且 在 z==0 的 邻 域 内 ,f(z) 的 展开 式 具有 以 
F N: 


f(z) = z + a + tHe 


满足 给 定 条 件 的 映射 是 惟一 的 . 

n 连通 区 域 到 圆 界 区 域 的 上 映射 (mapping of a 
multiply-connected domain onto a domain bounded 
by circular arcs) 多 连通 区 域 共 形 映射 的 一 种 . 1Z 
D 为 > 平面 上 ?连通 区 域 ( 包 含 点 cp) ,其 余 集 的 每 
一 个 分 文 都 不 退化 为 一 个 点 , 则 存在 D 内 单 叶 亚 纯 
PRG w= f GO ,满足 条 件 : 

1. t D AIG BRAN SI <o E-e n EF 
区 域 ( 边 界 是 由 一 些 圆周 构成 的 区 域 ); 

2. K >= co Jj xo = co ,在 z = co BJ BRAS (z) 
具有 如 下 形式 的 展开 式 : 


fG) = z + A + e 


满足 给 定 条 件 的 映射 是 惟一 的 . 

Bñ H eS Bit (theory of univalent function) Jf 
BE IL fn] PRY. ERERKEN 1 REA] on. 单 
叶 函 数 指定 义 在 平面 区 域 上 且 函 数值 与 自 变 量 一 一 
对 应 的 亚 纯 函数 . 

Z æ (Riemann, (G. F. )B. ) 在 1851 年 的 学 位 
论文 中 指出 的 映射 定理 , 即 “ 边 界 点 不 只 一 个 的 单 连 
通 区 域 共 形 等 价 于 单位 圆 盘 ”, 成 为 单 叶 函数 理论 的 
AEN. 20 世纪 初 ,在 对 单位 圆 盘 内 满足 规范 条 件 

fo) = f'() —1=0 
的 单 叶 解析 函数 类 (S 类 ) 以 及 单位 圆 外 以 ce 为 单 极 
点 且 留 数 为 1 的 单 叶 图 数 类 (2 类 ) 的 研究 中 , 格 妆 
沃 尔 面积 定理 、. 克 贝 1/4 定理 、 克 贝 偏差 定理 等 显示 
单 叶 函数 内 在 美的 第 一 批 结果 的 建立 拉 开 了 单 叶 消 
数 研究 的 序幕 . 

1916 4E , I Ë E a (Bieberbach, L. ) 提 出 一 个 
著名 猜测 :S FE R XX BJ FER Je JT A A BO E da, | 
<n n=2,3,°, HIN TT Sé DI eg 

kz) = x(1 — zx) ° 

及 其 旋转 等 号 成 立 . 它 是 那样 简单 而 精美 , 它 始 终 是 
单 叶 函数 研究 的 中 心 课 题 之 一 ,也 是 最 著名 的 数学 
难题 之 一 ,在 半 个 多 世纪 中 它 吸 引 着 众多 数学 家 的 
努力 ,产生 了 研究 单 叶 函 数 的 许多 方法 和 相关 论题 . 
例如 ,1923 4E, BHA (Loewner,C. ) 引 人 参数 表示 
法 ;1940 年 前 后 , 席 费 尔 (Schiffer,M. M. ) 与 戈 卢 津 
(Tonysun, I. M. ) 创 立 的 变 分 法 ;1939 年 , 格 隆 斯 基 
(Grunsky , H. ) 给 出 以 其 名 字 命 名 的 重要 不 等 式 . 
1936 年 , 罗 伯 森 (Robertson,M. S. ) 提 出 下 面 的 猜 
测 :对 于 S 类 中 的 单 叶 奇 旺 数 , 有 

1+ lal + las? + K A m l? Sa. 

H S 2 pa AOR AR AE D 2 TH £ 8. Zi 8 EG 48 EA 
赫 猜 想 . 1971 E, SK Mina 38 l| zz FES A 


log Ie SE x 
n=] 


则 
pC ES 


k=1 


基于 列 别 杰 夫 - 米 林 的 一 个 不 等 式 , 米 林 猜 想 蕴涵 罗 
伯 森 猜想 ,从 而 也 蕴涵 比 伯 巴赫 猜想 . 1984 年 ,美国 
数学 家 布朗 基 (Branges,L. de) 基 于 勤 夫 纳 的 参数 表 
示 法 并 利用 雅 可 比 多 项 式 的 一 个 结果 证 明了 米 林 猜 
想 , 从 而 使 比 伯 巴 赫 猜 想 得 以 证 实 . 

单 叶 函数 的 种 种 泛 函 极 值 问题 也 是 单 叶 函 数 研 
究 的 重要 内 容 , 并 取得 了 一 系列 进展 . 例如 ,1974 
年 , 伯 因 施 坦 (Bernstein,A.R. ) 利 用 他 所 创立 的 一 
种 对 称 化 方法 证 明了 :对 于 f€ S,0<r<1,0<p 


k |r, 1° -i|«e 


E 
R Frei |^d8 « a Ik (re^) |^d6, 
0 0 


其 中 k (z) RE E Ul pg x. 

Ut 4E SK TE FEAR 9m IURI >z TE ex BEC DEAE ER BT PR 
H3 £X TE YZ PE EA K Xt Z xe 38 DX d, E. nT pL 32% BJ SE be 
也 已 取得 显著 的 成 果 . 关于 单 叶 图 数 边 界 性 质 的 研 
究 重 新 引起 了 一 些 数 学 家 的 重视 .在 20 世纪 初 , 卡 
拉 西 奥 多 里 (Caratheodory,C. ) 曾 对 单 叶 函数 的 边 
界 对 应 做 过 精美 的 刻画 . 最 近 , 马 柯 罗 夫 (MakapoB) 
Al UK BRE sa, (Pommerenke, C. M. W.) 等 人 的 研究 
SU) Rf BB p c BJ 321 FE PE Ja |F) 39023 FH HY EE 
夫 测 度 联系 起 来 . | 

几何 函数 论 (geometric theory of functions) 
Bp" ener", 

S 类 (class S) 一 类 单 叶 函数 . 它 是 由 全 体 在 
单位 圆 {z | |1z| 二 1) 内 具有 展开 式 

i edat ee 
的 单 叶 解析 函数 构成 的 集合 

三 类 (class 3) —& f& up pg 3. 它 是 由 全 体 在 
单位 圆 {z||z|<1) 外 具有 展开 式 

g(*) = z + b, + bz! + b,z ° + oe 
(1 < |z| <+ oo) 

的 单 叶 函数 构成 的 集合 . 

面积 原理 (area principle) ” 亦 称 格 朗 沃 尔 面 积 
定理 . 2 类 也 数 展开 式 系数 的 一 个 性 质 定理 . 该 定 
Bg E GE g(z)=xz-+- b + bz 1+b,z ° + € E, iil] 


> n|5,|2 < 1. 
a=] 


之 所 以 称 其 为 面积 原理 ,是 因为 定理 的 结论 是 根据 
gtlz|> 盖 co) 的 余 集 的 面积 大 于 零 的 几何 事实 而 得 
到 的 ,这 里 o 可 以 是 任何 大 于 1 的 数 . 此 定理 由 格 朗 
沃 尔 (Gronwall,T.H. ) 于 1915 年 提出 . 

格 朗 沃 尔 面 积 定 理 (Gronwall’s area principle) 
即 “ 面 积 原 理 ”. 

克 贝 1/4 定理 (Koebe's one-quarter theorem) 
关于 S 类 函数 映射 性 质 的 一 个 定理 . 该 定理 断言 : 
z fES, 则 单位 圆 盘 在 f 映射 下 的 像 包 含 以 原点 为 
中 心 以 1/4 为 半径 的 圆 盘 . 此 定理 由 克 贝 (Koebe， 
P. ) 于 1907 年 提出 . 

克 贝 偏差 定理 (Koebe’s distortion theorem) 
KT S 类 函数 及 其 导 图 数 模 的 估计 的 定理 . 该 定理 
Maa SES, 是 单位 圆 盘 中 的 点 , 则 

I| ++ lel) "SIF Ce) FS [Ig IO | [2^*, 

C2 hm 

[S| (2) Kal Dalz h>. 

若 其 中 某 个 等 号 成 立 , 则 了 必 是 克 贝 函数 的 一 个 适 
当 的 旋转 . 
49 


se Di B X BY HE $E (rotation of the Koebe fun- 
ction) Je Dl pk Be £e b) Tie fr i f Bi) RS pw 22. 函数 
Ë (x) = ek Ce") KW vg, Ul PR CER] Jie d. E: rB k (z) 
—z(1—20 “是 克 贝 函数 . 它 是 $ 28 EYE AE IZ PR TR (R 
问题 的 极 值 函数 ,在 单 叶 函 数理 论 中 起 着 十 分 重要 
的 作用 . 

比 伯 巴赫 猜想 (Bieberbach conjecture) 比 伯 
巴赫 (Bieberbach,L. ) 1916 年 提出 的 一 个 著名 数 
学 难题 . 他 猜测 S 类 中 函数 的 窘 级 数 展开 式 系数 满 
KE lan |<n(n=2,3,°), HOST F E N PS CR H JE 
转 等 号 成 立 . 在 68 年 漫长 岁月 中 ,众多 数学 家 从 不 
同 的 侧面 用 不 同 的 方法 为 攻克 这 一 难题 做 了 种 种 努 
力 . 1984 年 , 比 们 巴赫 猜想 终于 被 美国 数学 家 布朗 
Æ (Branges ,L.de) 所 证 明 . 他 实际 上 证 明了 更 强 的 
米 林 猜想 ,由 米 林 猜 想 可 以 推出 罗 伯 森 猜想 ,而 罗 伯 
森 猜想 列 涵 比 伯 巴 赫 猜 想 . 

在 解决 这 个 猜想 的 过 程 中 ,下 述 重 要 结果 值得 
提 到 ;在 提出 猜想 的 同时 , 比 伯 巴赫 本 人 利用 面积 
XS ULAR f |a;| x:2,1923 年 , 勒 夫 纳 (Loewner,C. ) 引 
入 参数 表示 法 并 证 明了 |as| 委 3;1955 年 ,加 拉 贝 迪 
安 (Garabedian, P. R. ) AI BË #& 7K (Schiffer, M. M.) 
AHR S Z] 53g X, E (T'onysnun, D. M. ) 创 立 的 变 分 
ik UE AA f |a,|<<4;1968 PE, fifi R (Pederson, R. ) 
5R (Ozawa , M. ) 先 后 用 格 隆 斯 基 不 等 式 证 明了 
las | 5651972 年 , 佩 德 森 与 席 费 尔 利 用 格 隆 斯 基 不 
等 式 的 一 种 推广 形式 证 明了 |as| 委 5; 

对 系数 全 体 的 第 一 个 较 好 的 估计 是 |a,| 委 en"， 
由 李 特 尔 伍德 (Littlewood,J.E. ) 在 1925 年 给 出 . 
1951 Æ, Bernd 4E ée (Basunesuu) WEBA Y la, |<en/2 
+o, rB c 为 一 绝对 常数 . 1972 年 , 菲 获 杰 尔 德 
(Fitzgerald, C. H. ) E AA T |a, | < Vn/6 * n. 1955 
ae, My & (Hayman, W. K. ) 证 明了 对 于 每 个 JE S, 
存在 极限 
| | B = lim|a,|/n <1, 

且 仅 当 也 是 克 贝 函数 及 其 旋转 时 才 有 P=. 

罗 伯 森 猜想 (Robertson’s conjecture) H(A 
(Robertson, M. S. ) 1936 年 提出 的 关于 S BHA 
函数 系数 的 一 个 猜想 . 在 此 之 前 李 特 尔 伍德 (Little- 
wood ,J. E. ) 5i fifi] CPaley , R. E. A. C. ) 曾 猜测 奇 函 
数 系数 的 模 不 超过 1, A BD Az Bu te MJ A Jr. 罗 
ID SCR TI DEVES Dy a JE. AN S x 

1+ lag |? + les]? ses + las. |° SS m, 

这 一 猜想 已 被 布衣 基 (Branges L. de) UE. H S 类 
与 其 奇 函 数 子 类 元 素 间 的 一 一 对 应 :; f(z) <*> 
V FG) , 罗 伯 森 猜想 蕴涵 比 伯 巴赫 猜想 . 

米 林 猜想 (Milin conjecture) ”苏联 数学 家 米 林 

(Miu F 1971 年 提出 的 一 个 猜想 :车 /ES, 且 
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log Ie =? Durie" 
则 对 于 2 一 1,2,… ,有 
> — k + 1) 


根据 列 别 杰 夫 - 米 林 的 一 个 不 等 式 可 得 ， 
Lar [2s [^ a a iE Ea CERTA 


dE 


«o Dex [ LL D+ lieu - 4) }. 


k=1 


ES] It, , AS pK Jes AB Zn IER 27 1 BR AE , JA iñ Zi ü8 EA E: $F 
猜想 . 米 林 猜想 已 被 布朗 基 (Branges , L. de) HEX. 

单 叶 函数 参数 表示 法 (parametric representa- 
tion method of univalent functons) 一 种 研究 单 叶 
PR $X BJ Jy A. 其 基本 思想 是 将 函数 的 像 域 艇 人 一 个 
连续 递增 区 域 族 中 ,这 个 区 域 族 可 以 用 一 个 微分 方 
程 来 描述 . 布朗 基 (Branges,L. de) 应 用 这 个 方法 证 
实 了 比 伯 巴赫 猜想 . 单 叶 范 数 参 数 表 示 法 是 由 勒 夫 
纳 (Loewner,C. ) 于 1923 年 首先 提出 并 为 库 法 列 夫 
(Kygapes,K. ) 所 发 展 的 . 

勒 夫 纳 微分 方程 (Loewner differential equa- 
tion) 一 类 偏 微 分 方程 . 所 谓 勒 夫 纳 微分 方程 ,是 
指 方程 


9f (x ,t) _ 
at 


LEROS G) 
TUS DG 


(0 & £t «oo, 

xx HR CO REESE F 1 B9 3E SERE ES t) E 
AJ] A E Gh Ot y E TEIL VS SR TE f (z,0)= x 下 的 解 , 则 
它 的 像 域 是 由 单位 圆 盘 除去 从 单位 圆周 上 的 一 点 出 
发 而 不 通过 原点 的 一 条 若 尔 当 弧 后 所 得 到 的 域 . 任 
fa if i f (00 —0, f (0) —1 的 在 单位 圆 |z | 二 1 内 单 
叶 解 析 的 函数 都 可 以 用 形 如 ef (z,z) 的 函数 任意 精 

变 分 方法 (variational method) 一 种 研究 单 叶 
PR CH Jy iA. 考虑 在 S 类 (或 其 他 单 叶 函 数 类 ) 上 给 
定 的 实 值 泛 函 的 最 大 值 问题 , 变 分 方法 的 思想 是 ,做 
出 极 值 函数 了 在 9 类 中 的 微小 变 分 及 ,因为 这 一 变 
分 不 会 使 所 给 泛 函 的 值 增加 ,从 而 得 到 极 值 函数 所 
满足 的 一 个 关系 式 一 一 席 费 尔 微分 方程 ,由 这 一 方 
程 可 获得 关于 极 值 函数 及 其 像 域 的 一 些 定性 结果 . 
AF ^k Fy i FE H Jr BP 2K (Schiffer, M. M. ) + 1938 年 
H 51 HEA X. a E (CDPonysua F. M. ) 所 发 展 的 ， 

格 隆 斯 基 不 等 式 (Grunsky inequality) 格 隆 
斯 基 (CGrunsky,H. ) F 1939 年 给 出 的 一 个 不 等 式 ， 
它 是 面积 原理 的 一 种 推广 . 是 研究 单 叶 函数 的 重要 
手段 之 一 ,其 具体 表述 如 下 : 设 ges, 


oa 


log gu — p == 2; D buz CE. 


则 


(D D bud 


Sa 
= >, IAL (A, € O). 
k=] l=] k=1 


这 里 > Xeon AMA Hb EE A n CS US 
28”). 

极端 点 (extreme points) 复 平 面 上 拓扑 的 基 
本 概念 之 一 . 设 X 是 复数 域 上 的 拓扑 同 量 空间 ,五 
RXIMTS.cG€E.4 r RERAN x—t€:yTO-—o0z 
使 得 上 E (O0, Do y,z€ EH us, W + RA E BST 
点 . WR Loisi, EE 
常数 ,使 得 任 一 y€ E 有 Re{L(a)} SRe{L(y)}. M 
称 z 是 FE 的 文 撑 点 .通过 寻求 单 叶 消 数 类 闭 凹 包 的 
极端 点 和 文 撑 点 的 表达 式 来 研究 各 种 线性 泛 晒 的 极 
值 问题 是 近 几 年 发 展 起 来 的 一 个 重要 方法 . 

支撑 点 (support points) WL PgR”. 

X3 (prime ends) 包含 无 穷 远 点 的 单 连 通 区 
域 的 一 类 边界 点 . 设 G 是 单 连 通 区 域 ,oo€G.G 中 
VA B] AWA A he BJ # A SoC 称 为 G B3 Bš AR 
£g C 将 G 分 成 两 个 分 支 , 记 有 界 分 支 为 int C. GR 
BARE INC, 满足 

C | Cai = E C int C,, diam C, — 0, 
UFR (C) Æ G 的 零 链 . WE (C) S (C, E C 的 两 个 零 
链 , 若 对 任意 m 都 存在 ”使 得 

DEC 
则 称 零 链 {C,) 5 (C,) Str. 一 个 零 链 等 价 类 称 为 G 

的 一 个 素 端 ,G 的 素 端 全 体 称 为 G 的 卡拉 西 奥 多 里 
边界 ,简称 卡 氏 边界 . 早 在 1913 年 ,卡拉 西 奥 多 里 
(Carathéodory , C. ) 就 已 证 明 单 连通 区 域 间 的 共 形 
映射 可 同 胚 开拓 到 卡 氏 边界 . 

[x Jak AY S E £k (crosscut of a domain) 
端 ” 

区 域 的 零 链 (Cnull-chain of a domain) 
GN 

卡拉 西 奥 多 里 边界 (Carathéodory boundary) 
见 “ 素 端 ” 

布 洛 赫 定理 (Bloch theorem) 关于 闭 圆 上 解 
Jr eR C BS sÉ. np FE BJ XE XE. Gm, # f (z) #E 

— (z||z| <1} Eft ir, £00) —0, f! C00 — 1, Wf) 
在 一 个 圆 ;CA 且 f(s) 包 含 一 个 半径 为 1/4 
的 圆 ( 单 叶 圆 ). 设 多 是 满足 以 下 条 件 的 函数 族 : 
FODE |z| <1 f"Hg/ (O0, 00 —1,8PT F 中 
的 函数 A. CÁO FES CA) Bro eS BJ Bs hj [B] BJ > € BJ E 
确 界 , 则 称 B= inf(8(/) | f€ ) d 16 S RC. 按 
RUBpiEEOESE.BI1/Aj HT fGo—z€ BCL B 
<1. D Ze uEB V3 /4< B<0. 47, 但 目前 尚 不 知 它 
的 确切 值 . X ix AC —supirir 是 f CA) rr tu Bd BJ 
“A, res), H L=inf AC | f € Z EON 2538 06 
数 . 显然 BELL. 已 经 证 明 0. 5 < L< 0.56, Br LI 


见 “ 素 


见 “ 素 


L> B. 

布 洛 赫 常数 (Bloch?s constant) ” 见 “ 布 洛 赫 定 
JH” 

兰 道 常 数 (Landau’s constant) "mee 
JE”. 


j) £ TZ BR BY (quasiconformal mapping) 几何 
果 数 论 的 一 个 重要 分 支 , 对 数学 的 其 他 领域 有 着 广 
,其 研究 方法 也 很 有 特色 . 关于 平面 

共 形 映射 的 严格 定义 有 几何 与 分 析 两 种 . 这 两 种 
， 

1. 几何 定义 : 今 D 是 平面 上 一 +P bk. r E D 
A a OR 24 BH ZX o 是 定义 在 D EREN i 3⁄ ZK PR 
数 . 记 POMERE 


| elde| >1 
对 一 切 Y 成 立 的 o ARE, 
MI) = inf | Hide 
PEP) D 


BRA HRH ORY BR. D EAN GREE In] BERE SI f 
BA K 拟 共 形 映 射 , 当 且 仅 当 存 在 数 KOON 
D Ems TI, MQOTD/KSEMCÉAO D SKM(GD. 
2. 分 析 定 义 :D 上 的 保持 定向 的 同 胚 f 称 为 是 
K 拟 共 形 映 射 , 当 且 仅 当 f£ 是 线 上 绝对 连续 (简称 
ACL 性 质 ) ,并 且 
max |a,f (z) | < E min lat Cz) | 


在 D 上 几乎 处 处 成 立 ,其 中 是 沿 a Jy In] BJ S A. 
关于 拟 共 形 映射 的 发 展 , 有 一 个 漫长 的 历史 过 
fe. 最 早 引 入 拟 共 形 映射 的 是 格 勒 奇 (Grotzsch， 
H. ). 1928 年 , 格 勒 奇 为 了 证 明 皮 卡 定理 的 一 个 推广 
引进 了 拟 共 形 映射 ,与 此 同时 ,他 还 研究 方形 到 算 形 
的 保持 顶点 对 应 的 拟 共 形 映射 的 极 值 映射 , 即 与 共 
形 映射 最 为 接近 的 那个 映射 . 他 指出 , 极 值 映射 是 仿 
射 拉 伸 .1935 Æ, ju A XE PE AB CJlappeurben , M. A. ) 
从 偏 微分 方程 的 角度 研究 这 类 映射 . 1936 年 ,阿尔 
福 斯 (Ahlfors,L.V.) 从 几何 函数 论 的 角度 研究 拟 
共 形 映射 . 1939 4E. , ae He OK BH (Teichmüller, O. ) 把 
平面 拟 共 形 映 射 推广 到 黎 曼 面 上 ,研究 黎 曼 面 上 的 
拟 共 形 映射 的 极 值 映 射 , 建 立 了 极 值 拟 共 形 映 射 与 
黎 曼 面 上 全 纯 两 次 微分 空间 的 内 在 联系 ;此 外 他 还 
证 明了 和 歼 曼 面 上 拟 共 形 映射 的 同 伦 类 中 极 值 映射 的 
存在 性 和 惟一 性 ,从 而 给 出 了 黎 曼 面 的 模 空间 的 一 
个 参数 化 . 
20 世纪 60 年 代 初 ,阿尔 福 斯 和 伯 斯 (Bers,L. ) 
从 泰 希 米 勒 的 这 些 理论 出 发 ,用 拟 共 形 映射 作为 工 
具 ,系统 地 建立 了 泰 希 米 勒 空间 理论 . 近年 来 , 拟 共 
形 映射 理论 又 问 深 度 和 广度 发 展 , 成 为 现代 数学 的 
Eod hi pode 拟 共 形 映射 的 经 典 理 论 包 括 
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理 , 边 值 问题 的 拟 圆 理论 及 其 应 用 等 . 

拟 共 形 映射 理论 有 着 极为 丰富 的 成 果 , 这 些 理 
论 在 椭圆 型 偏 微分 方程 中 占有 重要 地 位 .由 于 拟 共 
形 映 射 理 论 的 发 展 , 有 着 悠久 历史 的 克 莱 因 群 理论 
成 为 现代 数学 的 一 个 重要 领域 . 20 世纪 80 年 代 初 ， 
i A X (Sullivan, D. P. ) 的 几 篇 文章 将 拟 共 形 映 射 
理论 应 用 于 复 解 析 动 力 系 统 ;其 斯 顿 (Thurston,， 
W. ) 则 系统 地 研究 了 和 歼 曼 面 上 拟 共 形 映射 的 拓扑 结 
构 ,用 几何 与 拓扑 的 观点 研究 这 种 结构 与 泰 希 米 勒 
空间 的 模 变 换 的 对 应 关系 ,以 此 来 解决 三 维 流 形 理 
论 中 的 重大 问题 . 拟 共 形 映 射 理论 同 几 何 、 分 析 的 各 
个 分 文 都 有 联系 ,成 为 研究 现代 数学 的 重要 工具 ， 

JU. dt TÉ RR. 8j Tr TE XE JH (existence theorem on 
quasiconformal mappings) ”平面 拟 共 形 映 射 理论 
的 一 个 基本 定理 . 即 贝 尔 特 拉 米 方程 4 f(z) 一 
ULDIS C) = 0 的 解 的 存在 性 和 惟一 性 定理 ,其 中 
A(z) 是 扩充 复 平面 上 的 复 值 解 析 函 数 ,满足 

| wi]. = ess sup|#Gz2) | < K < 1. 
4 -WV(C) 是 所 有 这 种 y 所 成 的 集合 . 存在 定理 断 
言 :对 任何 KE HA(C), 存 在 惟一 的 C 上 的 拟 共 形 映 
w'(0) = 0, w*(1) = 1, w"'(co) = oo, 
mH. w” 的 复 特征 
dw" (z) 
Iw” (z) 

I A u GO , BB w^ 满足 贝尔 特 拉 米 方程 . 从 证 明 可 以 
看 出 ,对 任何 固定 的 4E0C, 映 射 uem w) 是 M(C) 
上 的 全 纯 函 数 ,更 确切 地 ,这 一 图 数 可 以 表示 为 形 
式 : 

w'(£) = E + pe) c oCl ull), n0, 
其 中 ol « || ) 在 C 的 任 一 紧 子 集 上 一 致 趋 于 0, 且 

vm f| EEO pints 
ff Tk FE E BE BJ Bz SL uE BH JS J s£ A) Morry, C. B.) 
(1938 年 ), 只 是 因为 术语 和 重点 的 不 同 最 终 掩盖 了 
证 明 本 身 与 这 一 理论 的 联系 . 后 来 ,阿尔 福 斯 
CAhlfors ,L. V. ) 和 伯 斯 (Bers,L. ) 应 用 考 尔 德 伦 - 赞 
格 蒙 理论 ( 参 见 《 调 和 分 析 》) 给 出 了 存在 性 定理 的 一 
个 简洁 而 漂亮 的 证 明 . 

莫 利 偏差 定理 (Morri distortion theorem) 拟 
共 形 映射 理论 中 的 一 个 重要 定理 . 设 w= 二 f(z) 是 
|z| «1 到 |w|<=<1 上 的 居 拟 共 形 映射 ,满足 规范 条 
件 f(0) =0, Wi) XT zz, 

If) — f(z,)] < 16|z — z;|"^*. 
这 一 结果 说 明 ,f 满足 赫 尔 德 条 件 . 莫 利 定理 说 明 ,f 
可 连续 扩张 到 闭 圆 |z | <1 上, 而且 这 一 扩张 是 同 
We. 从 这 个 定理 可 推出 紧 性 定理 :单位 圆 到 自身 的 满 
足 规范 条 件 f(0)= 二 0 的 KK 拟 共 形 映射 族 关于 一 致 收 
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拟 共 形 上 映射 的 边 值 问题 (boundary value prob- 
lem of quasiconformal mapping) 拟 共 形 映射 的 扩 
张 问题 . 设 h (>) dE SER gewot "onge 
数 , 如 果 对 一 切 x,t,t>0, 
1 ch T) = h(E) 


o h(x) — h(x — t) ` 

xE og, MJEK AOA o 拟 对 称 函 数 . o 拟 对 称 
性 完全 刻画 了 上 半 平 面 的 拟 共 形 映射 . 容易 看 出 , 任 
何 一 个 上 半 平 面 的 拟 共 形 映射 在 实 轴 上 的 限制 满足 
2 拟 对 称 性 ;反之 , 博 灵 (Beurling,A. ) 与 阿尔 福 斯 
(Ahlfors, L. V. ) 证 明了 任 一 实 轴 上 的 o XT ER PR 
数 有 (zr) 总 可 以 扩张 为 上 半 平 面 的 拟 共 形 映 射 ,他 们 
XR xl à 构造 重要 的 拟 共 形 映射 ( 称 为 博 灵 -阿尔 福 斯 
扩张 )， 


1 
Fea) =4] Ce TET 


1 ] 
+ 3| aa + y) —h€x— y))dy, 


指出 f RANA SK. m] HE o^ 拟 共 形 映射 .在 
空间 中 也 有 类 似 的 扩张 问题 . 20 世纪 80 年 代 初 土 
奇 亚 (Tukia,P. ) 的 几 篇 文章 较为 彻底 地 解决 了 高 
维 欧 氏 空 间 的 拟 共 形 映射 的 扩张 问题 . 

TAL XJ SR B BL (quasisymmetric function) 
共 形 映射 的 边 值 问题 ”. 

WEl(quasicircle) 拟 共 形 映 射 理 论 中 的 重要 
概念 . 首先 由 阿尔 福 斯 (Ahlfors,L. V. ) 提 出 的 一 个 
与 拟 共 形 映射 有 关 的 概念 . 2 C dE ERE ZK 
当 曲 线 ,如 果 C 是 平面 上 一 圆周 在 天 拟 共 形 映射 下 
的 像 , 则 称 C 为 KK 拟 圆 .阿尔 福 斯 证 明了 以 下 两 个 
关于 拟 圆 的 等 价 定 义 . 令 2 之 1,C KS Enz 
尔 当 曲线 ,zi,z;EC 把 CC 分 成 两 段子 弧 Cat 如 果 

min (diam C,,diam C,) xi b|z, — zl, 

则 C 称 为 有 界 转折 曲线 . 第 一 个 等 价 定义 是 :C E 
K 拟 圆 , 当 且 仅 当 C 是 6(%) 有 界 转折 曲线 .第 二 个 
等 价 定 义 是 通过 拟 共 形 反射 给 出 的 . 令 C BARS 
曲线 把 平面 C 分 为 D, Dz, — K Il DÉI K FASE JE BR 
Bd f:Di\>D, 称 为 天 拟 共 形 反射 ,如 果 了 在 C 上 的 
限制 是 恒 等 映 射 .C 是 拟 圆 , 当 且 仅 当 存在 一 个 拟 共 
形 反 射 . 

葛 林 (Gehring,EF. W. ) 的 系统 研究 给 出 拟 圆 的 
多 种 定义 ,其 中 有 几何 的 ,也 有 分 析 的 .在 20 世纪 
70 年 代 后 期 ,由 于 葛 林 的 工作 , 拟 圆 的 理论 成 为 研 
究 万 有 泰 希 米 勒 空间 的 有 力 工 具 ,特别 地 ,万 林 用 他 
本 人 发 展 起 来 的 这 套 工具 解决 了 由 伯 斯 (Bers,L.) 
在 1970 年 提出 的 关于 万 有 泰 希 米 勒 空间 的 两 个 著 
名 猜想 ， 

FU dt TÉ Bz Bf (quasiconformal reflection) Jl 


见 “ 拟 


^ WI IB] ". 
调和 函数 


调和 函数 (harmonic function) 一 类 重要 的 二 
元 实 函数 . 所 谓 调 和 函数 ,是 指 具 有 二 阶 连 续 偏 导数 
目 满足 拉 普 拉 斯 方程 


du , gu 
asa Ó 


的 二 元 实 函 数 zx(z,y). 解 析 函 数 的 实 部 和 虚 部 都 是 
调和 图 数 . 若 调 和 函数 xx 和 w 满足 C-R 条 件 u; 
=V; HA" — v, , DI ER v 为 u H3 2H: $p val Al PR CCS AG 
本 卷 4 位 势 论 》 和 《调和 分 析 》 同 名 条 )， 

it 45 8 3n ER BL (conjugate harmonic function) 
TL" 38 50 PR BL”. 

va 3n EE # 4h (ÉL JR HE (extremum principle for 
harmonic function) 调和 函数 的 重要 性 质 .在 区 域 
D 内 调和 且 不 恒 等 于 常数 的 肾 数 u(z), 在 DD 的 内 点 
不 能 达到 最 大 值 和 最 小 值 . 

调和 函数 的 平均 值 性 质 (mean value property 
for harmonic function) JIA KAA HEH. E 
u(z) 在 区 域 D 内 调和 ,a€DD, 则 


u(a) = 去 | wa + re?^3d0 
0 


x 
对 适当 小 的 r 成立. 

狄 利 克 雷 问题 (Dirichlet's problem) PRE 
一 边 值 问题 . 调和 函数 的 一 类 重要 边 值 问题 . 求 一 个 
在 区 域 刀 内 调和 并 在 万 =DUaD 上 连续 的 函数 
u(z) 的 问题 ,要 求 它 在 9D 上 取 给 定 的 连续 函数 

go) (EED). 

第 一 边 值 问题 (boundary value problem of the 
first kind) 即 “ 狄 利克 雷 问 题 ” 

狄 利 克 雷 区 域 (Dirichlet region) 一 类 特殊 区 
域 . 对 于 狄 利克 雷 问题 是 可 解 的 域 卫 , 称 为 狄 利克 雷 

诺 伊 曼 问题 (Neumann problem) 亦 称 第 二 边 
值 问 题 , 调和 函数 的 一 类 重要 边 值 问题 . 设 在 区 域 D 
的 边界 aD 上 给 定 了 一 个 连续 函数 9 GO FED AR 
— ^ Y8 fU PRA x(z), 要 求 它 具有 连续 到 边界 的 一 阶 
偏 导数 , 且 在 2D 上 的 外 法 向 导数 ax/an 等 于 PC(z). 对 
于 给 定 的 万 及 其 边界 上 的 给 定 函 数 P(z) ARLE 
求 的 x(z) 存 在 , 则 可 以 相差 一 个 实 常数 . 

第 二 边 值 问题 (boundary value problem of the 
second kind) 即 “ 诺 伊 曼 问题 ” 

哈 纳 克 不 等 式 (Harnack's inequality) 非 负 调 
和 函数 在 圆周 上 的 值 与 其 在 圆心 的 值 之 比 的 双向 不 
FA FRAR u GO TE Iz — a | R 内 调和 并 且 非 负 ， 
则 有 


p+r 


p r i0 
< < 
(ula) Sula + re ) < S 


其 中 Oo«r«pR. 这 个 不 等 式 称 为 哈 纳 克 不 等 式 . 

哈 纳 克 定 理 (Harnack's theorem) 关于 单调 
递增 调和 函数 序列 的 收敛 定理 . 它 可 叙述 成 下 述 形 
式 : 若 函数 序列 us (z)(2 一 1,2,…) 中 的 每 一 个 函数 
都 是 区 域 D WA B) aE fa val f PR 27 , B. 


u(a), 


在 万 内 闭 一 致 收敛 . 
泊 松 积分 公式 (Poisson integral formula) W 
域 狄 利克 雷 问题 的 求解 公式 . 设 范 数 u (2) E B] |e | 
<R DW, EÆlz| SR 上 连续 , 则 对 于 |z| 二 R ALE 
意 一 点 z 二 re?, 有 圆 内 泊 松 公式 
1 E (R* NEN r?)u( Re’) dé. 
2nJo R? —2Rrcos(0— 9) + r’ 
EZA (Schwarz formula) #8 Er RRA Bj 
实 部 在 圆周 上 的 值 确定 解析 函数 在 圆 内 的 值 的 重要 
AS XX. HE PRR f(z) =u(z) ivGOTEIZz | —R 内 解析 ， 
在 jz| 委 R 上 连续 , 则 对 于 任意 的 z: |= |< R,# 


d yz: i| A dios FO), 


ulz) 一 一 


mi J igr E — 2 
OP is TUE A Ya LK Z+ XX. 
泊 松 核 (Poisson’'s kernel) 单位 圆 情形 泊 松 积 
分 的 核 , PRB 
AG sspe. pc 


~ 2x1-— 2rcos(0 — t) +r 
称 为 泊 松 核 ,这 里 Ostr—1.0 为 实数 . 
调和 测度 (harmonic measure) 特殊 的 狄 利克 
雷 问 题 的 解 . 是 边界 点 集 的 一 种 测度 . 设 DD 为 一 个 
区 域 ,其 边界 aD AA BR AR AG Z 2A A RAD 分 为 a 
Al 2 两 部 分 . WE D 内 存在 惟一 的 一 个 有 界 调和 活 
数 x(z) 在 a 上 取 边 值 1, 在 8 上 取 边 值 0. 称 x(z) 为 a 
KF ED 的 调和 测度 , 记 为 uo(z,a,D). 显然 
0 xie(z,a,D)xl, 
w(z,a,D)+o(z,8,D)=1. 
Jl pn. D Æ LE Imz>0,a ERR (a ,b) , D 
1 b — z 
w(z,a,D) = 元 aIg 二 一 
E z 对 (a,65) 的 视角 . 
格林 函数 (Green’'s function) 一 种 以 区 域内 
一 点 为 对 数 奇 点 ,而 在 区 域 的 边界 上 为 零 的 调和 后 
数 . 设 DD 是 一 个 区 域 ,a€ D, 如 果 遇 数 g(z,a) 具 有 
以 下 性 质 : | 
l. zG E D ARS a 外 是 调和 的 . 
2. M a#coBÍ ,G(z)=¢(z,a)+log|z—a|fEa 
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的 邻 域内 是 调和 的 ; M = co RJ , GGO = g Cz, eo) 
一 log |z| 在 co 的 邻 域内 是 调和 的 . 

3. 当 z TD 上 的 任意 一 点 时,g(z,a) 一 0， 
则 函数 g(z,a) 称 为 D AAA AR a BYR PR RR. 例 
如 
z“ — a 
LF Im 270 P) a (Im a> 00 28 A YH K K 
数 . 


g(z,a) = log 


整 函数 与 亚 纯 函 数 


延 森 公式 (Jensen formula) 调和 函数 平均 值 
公式 的 推广 .假设 f(z) FEB |z |< R ARR BT. f CO) 
#0,0<r<R, M @1 502578? ,Qn ÆS (2) FE |z | <r 内 的 
零点 , 按 其 重 数列 出 , 则 


N n 
FOI] — exei] log | f (re^) |d@). 
n=1 s TUM 


刘 维 尔 定 理 (Liouville theorem) %## MAME 
的 一 个 重要 定理 . 该 定理 断言 :有 界 整 函数 必 为 常 
Br. 

Dp Z Wr des j By BE AK Al 3X C Weierstrass basic fac- 
tor) BRAHAM GE BUB BJ IN F. £ E(z,0)=1 
一 xz, 对 于 5-12»: 

E(z,p) = (0 — z)exp z+% + r +2 | 
JX EG pR BY BRA Sb OR RF Fp BH EAS PS XL. 

Jc 333E AR (infinite product) FA RAN ft Mr PR 
数 的 一 种 方法 . 设 有 复数 序列 wu (n= 二 1,2,…)， 
Us 并 一 1. 若 当 n 一 co 时 ,乘积 | 


p= | O uno 
k=] 
收敛 到 p40,00, WRC RE 
[| a + u) 


收敛, 记 为 p= UO + u.) eim ps 不 存在 或 limz 
= 0, 则 称 无 穷 乘积 TL 十 ww) BBL # È ul i 


=] 


S Wë TL CL 十 w) 绝对 收敛 ; 若 zw(z) n 
=1,2,…) 是 域 DD 内 的 解析 函数 序列 ， lu) 


E D PHI — Sica MJ [I Q 十 w(z)) 在 DD 内 闭 一 
致 收敛 到 DD 内 的 解析 函数 . 
8h 3e He FA (canonical product) 对 应 于 非 零 序 
列 的 外 尔 斯 特 拉 斯 基本 因 式 构成 的 无 穷 乘积 . 设 有 
序列 a,,0« la,| s las l» lanl >+, p 是 使 
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2 Tal 
收敛 的 最 小 非 负 整数 , 称 
p(z) = DEE 

为 序列 a, B5] LT SEA, X H. E (xz, p) FES OR da 
斯 基本 因 式 . 

阿达 马 因 子 分 解 定 理 (Hadamard factorization 
theorem) AF Z& 3 PR CB] ARRA. E PR AX 
J GO EE 48 23 URS BHM HAA p W 

f(z) = zt p (z), 

其 中 p(z) 是 SONS AN RR 8 , h GO JE CX 
不 超过 o 的 多 项 式 ,m 是 f(z) 在 原点 的 零点 的 级 . 

T £t A X (meromorphic function) 一 类 特殊 
的 解析 函数 . FB AE = 平面 上 除 极 点 外 无 其 他 类 型 奇 
点 的 单 值 解析 函数 . REUS XE RC tan z 等 . 

超越 亚 纯 酒 数 (transcendental meromorphic 
function) — 2$ Xj Zt pk C. 18 EA EE pR Bx B9 ME. Ab PR 
数 . 

部 分 分 式 分 解 (partial fraction decomposition) 
亚 纯 函数 在 极点 处 的 一 种 表示 式 . E PR $X f z ) fE zo 
处 有 m 级 极点 (m 宇 1), 则 称 


FY cr 


Ce) (z 一 z)” * 


+ vee 


a, 
+ s T AG) 


A f (2E Zo 处 的 部 分 分 式 分 解 , 这 里 , h (z) #E 之 0 处 
是 解析 的 ,而 


am Am—1 de go + a, 


(z — z)” (z — z)” ! (z 一 z) 
HERRI aja, a, 为 复数 . 

HK -7 A $ Æ B (Mittag-Leffler theorem) 
RA 25 EIR x AAE p EB BË DI Ai PRECES TAL XE FE 
存在 定理 . E f z) DJ ME 2 B 0 aa E f Cz ) BJ 
MA aa; G> j), E. 


la, | < r mr = 十 -co (n —-- co), 


则 
f(z) = u(z) + Dd) {bz) — plz))}, 


HH, GO E: GO 4E a 的 主要 部 分 ,plz) 是 多 项 
A Ou (z) — 3€ eg 2X. 

外 尔 斯 特 拉 斯 定理 (Weierstrass theorem) JF 
PRR E R EE E. 解析 函数 在 本 质 奇 点 邻 域 取 值 的 
重要 定理 . 该 定理 断言 :如 果 a 为 f(z) 的 本 质 奇 点 ， 
则 对 于 任何 常数 4 ,不 管 它 是 有 限 数 还 是 无 穷 , 都 有 
一 个 收敛 于 a 的 点 列 {z,) ,使 得 

lim f (z,) = A. 


后 来 ,皮卡 (Picard,(C. OE. ) 发 展 了 这 一 结果 . 

s= TE > SE EE (Sokhozki theorem) ` BN" ët ZK 
斯 特 拉 斯 定理 ”. 

Be B fE (cluster set) 区 域内 点 列 趋 于 一 边界 
点 时 相应 的 也 数 值 的 极限 值 . 设 D 是 复 平面 上 任 一 
Km IT E Ji Pt, = f z) R E Do 
值 亚 纯 函 数 ,这 时 对 于 了 的 每 个 点 zo, 可 在 复 平面 
上 定义 与 映射 ww 二 f(z) 相 联系 的 如 下 点 集 :如 果 存 
在 点 列 {z,}) (E1 24 2, € Do zz, BF, f (z,)— a, Wl] a 
称 为 f(z) 在 ze 处 的 一 个 聚 值 . 它 的 全 体 记 为 
Co(fs20) A f TE zo SA RAR. 

B cluster value) Jl“ Ri”. 

# E $W (entire function) 整个 复 平面 C 内 的 
Ge oi PR. 多 项 式 是 整 函数 的 特殊 情形 . 不 是 多 项 式 
FA) 3 pÉ AA TF Ay RB EX S pR $x Hi] Hl 


e= M Ae sine = SG ao ay; 
ak, W T RRA E HIR, MA BETH 
ARON BJ , BA TS eB BY Td A Ew. RY = 
成 多 项 式 的 自然 推广 . 代数 基本 定理 指出 ,p 次 多 项 
式 在 复 平 面 内 恰 有 之 个 根 ( 按 重 数 计算 ). 据 此 ,每 
一 多 项 式 有 惟一 的 乘积 表示 ，, 即 
f(z)-a(z—z))(—2,), 
其 中 a HARSH Moz z z, 是 f(z) 的 零点 . 反 
Z ABE HY — £ I zÇ f T SS S Z 2 s 
和 相应 的 重 级 , 它 能 表示 为 乘积 的 形式 , 且 除 去 一 
ALLE URS. 此 外 ,多 项 起 的 次 数 p 
还 能 给 出 1f(z)| 增 长 速度 的 度量 , 即 当 |z| 一 0 时 ， 
有 


lim Ie) = c (c Æ Däi, 
在 整 函数 的 研究 中 , 常 以 多 项 式 为 模型 提出 并 讨论 
相应 的 问题 ,而 获得 类 似 的 结果 . 

整 函 数 的 一 般 理论 源 于 1876 年 外 尔 斯 特 拉 斯 
C(Weierstrass, K. CT. W. )) 的 工作 ,他 的 两 个 基本 定 
理 成 为 这 一 理论 的 出 发 点 . 他 的 第 一 个 定理 是 关于 
整 函数 的 因子 分 解 的 (参见 “ 魏 尔 斯 特 拉 斯 第 一 定 
FR”). 1882 一 1884 年 , 拉 盖 尔 (Laguerre,M. 28| AE 
函数 的 格 这 一 新 的 概念 ,以 此 来 区 分 整 国 数 的 类 , 整 
函数 的 格 在 某 种 意义 下 类 似 于 多 项 式 的 次 数 . 1883 
^F, Bë HH 3 (Poincaré, CJ. 2H. ) sr. SB RAN Ez 
大 模 

M(r,f) = max | f (z) | 


DES 


Lj 8 BJ — 1 < # , nent HIRE pR 22 W E 

log M(r,f) = O(r**t. 
随后 ,1893 4E, Pi] 35 4 (Hadamard, J. (-S. )) 48 2] — 
系列 结果 ,它们 合 起 来 构成 了 庞 加 莱 定 理 的 反 命 题 . 
另 一 方面 ,1897 年 , 波 莱 尔 (Borel, CF. -E. -J. 2E.) 


整 函 数 与 亚 纯 函 数 


5 H T XE RACER BAI — 1 XE XL. SE PRAEC f(z) 的 级 为 
全 lim log log M(r, f) 
logr i 
外 斯 特 拉 斯 的 第 二 个 定理 是 关于 值 分 布 的 (参见 “外 
尔 斯 特 拉 斯 定理 ”). 1879 年 ,皮卡 (Picard,(C.-) 
É. ) 用 椭圆 模 函 数 的 方法 证 明了 下 述 重 要 而 深刻 的 
Dd SUE EE T V f(z) 不 取 两 个 有 穷 值 , 则 / (z) 
为 一 常数 . 1896 年 , 波 莱 尔 给 出 了 皮卡 定理 的 一 个 
初等 证 明 . 他 还 证 明 , 每 一 个 有 穷 PEDEM 下 
式 对 所 有 a € C RM: 
L— logn(r,a 
Cen RO 
至 多 除去 一 个 例外 的 a, KP n.a) ie] iel 
Sr) A f(z) 的 a 值 点 个 数 , 并 按 重 级 计算 . 

20 世纪 的 前 20 年 , 波 莱 尔 的 结果 是 整治 数理 
论 中 最 高 的 成 就 . 它 使 皮卡 定理 定量 化 ,而 且 波 莱 尔 
定理 中 考虑 的 是 函数 的 a 值 点 数 而 不 是 庞 加 莱 定 理 
和 阿达 马 的 绪 果 中 所 考虑 的 零点 数 . 这 一 点 还 显示 
出 有 穷 级 整 函 数值 分 布 的 对 称 性 .在 此 意义 下 ES 
多 项 式 的 结果 是 相似 的 . 在 整 池 数理 论 发 展 过 程 中 ， 
B= CWiman,A. ), FM CValiron G. )、 林 德 勒 夫 
(Lindelóf,E. L. ) 等 人 的 工作 也 很 活跃 ,并 做 出 了 许 
多 贡献 . 20 世纪 20 年 代 , 奈 望 林 纳 (Nevanlinna， 
R. ) 创 立 了 很 广泛 的 亚 纯 阻 数 值 分 布 理论 , 它 包括 
了 整 函 数 的 经 典 结果 作为 其 特殊 情形 ,而 且 形 式 更 
为 精美 . 

EB ERE E E (transcendental entire function) 
DUM SB pa BL”. 

零点 收敛 指数 (exponent of convergence of ze- 
ros) 量度 函数 零点 稠密 程度 的 一 个 量 . 2 f z) 28 
一 整 图 数 ,(z, 芝 :为 其 零点 序列 , 则 零点 收敛 指数 À 
一 4(0，, 力 定义 为 使 得 级 数 

] 
WS E IE XX. a 所 成 的 集合 之 最 大 下 界 . 因此 当 a> A 
时 ,级 数 收敛 ; 当 a 二 4 时 ,级 数 发 散 . Ar a 为 任 一 复 
数 , {z,) 为 jz) 一 2 的 零点 序列 , 即 f (z) BJ a fis 
序列 , 则 相应 地 可 以 定义 f(z) 的 a 值 点 序列 的 收敛 
指数 Aa, f). 

外 尔 斯 特 拉 斯 第 一 定理 (first theorem of 
Weierstrass) ”关于 整 函 数 因子 分 解 的 重要 定理 ,是 
1876 年 由 外 尔 斯 特 拉 斯 (Weierstrass,K. (T. W. 2) 
所 给 出 的 .定理 叙述 如 下 : 设 {z,}) 交 是 整 函数 f (z) 
的 异 于 零 的 零点 序列 , 且 满 足 


[ele [z Cn 2 Im, 95; 
每 一 零点 在 序列 {z,} 交 1 中 出 现 的 次 数 与 其 重 级 相 
ai. Lit pa} (x 二 1,2，,…), 为 正 整 数 序列 , 它 使 得 级 
数 
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I Ee 


对 任意 的 R0 收敛 , 则 无 穷 乘积 
G(z) = [ [Bere py 15 


对 任意 的 复数 = 绝对 收敛 ， H. f GO BE 3 zn A f (xz) 
— z"e* OG). HP g (2229 45 — SE BRL 20 为 整 
数 . 
外 尔 斯 特 拉 斯 第 一 定理 可 看 成 是 多 项 式 因 子 分 
解 定理 的 推广 ,但 多 项 式 情形 能 由 其 零点 惟一 地 确 
定 ( 除 去 一 个 常数 因子 ) ,而 一 般 超越 整 函数 只 能 确 
定 到 任意 一 个 不 取 零 值 的 整 函数 因子 ,而 且 为 保证 
无 穷 乘积 的 收敛 性 ,需要 引入 基本 因子 . 
$ 函数 的 级 (order of an entire function) 量 
度 整 函 数 增长 性 的 特征 量 . 设 f (z) Ay REPRE 
M(r,f)-— max J Go, 
则 f(z) 的 级 pp 和 下 级 i H FEE X 
loglog M(r,f) 


p= um logr , 
aia loglog MGr ,7) 
PH SC logr 


对 于 函数 p(z) = Za z”, cosy z ,e” 和 e* ,分 别 有 


p= u-—0,1/2, a Fico. S PRICES C TE S PR CRGO 的 
研究 中 起 着 核心 的 作用 ,函数 的 其 他 许多 性 质 都 与 
EAK. 整 函 数 的 级 和 下 级 分 别 由 波 莱 尔 (Borel， 


(F. -É. -]. 2É. ) (1897) RU HERE e (Wittaker, J. M.) 


(1933) Br] gt. 

# dq A AY F ower order of an entire func- 
tion) J“ eg BAA”. 

SS E 34 AY T8 (genus of an entire function) [X 


DERON EC PE BO EE RUE GO 
的 零点 序列 ,并 设 存在 A, ER 
> Ek 
收 伍 , 则 有 -最 小 的 非 负 整 数 全 0 ,使 得 
S Je, [700 
Wat. 又 设 B 


fG) = ze? | [ EG/z, Ai. 


E rB e (z) E: q (2 0) iX £ I xXx sk. 0 Cut Rf tB, TÀ H 
gq 二 0), 则 f(z) 的 格 p E X. N t AË q PRA. 例如 
EE 


e, SLE Ses. [| 
的 格 都 是 L 对 于 格 为 0 和 1 的 整 函数 有 下 术 术 类 似 


于 多 项 式 的 重要 定理 : 设 f(z) 是 格 为 0 或 1 的 实 整 
96 


PK C. D E f CO BI PALA AE a ZR AS Ce ) BJ — 4 
零点 ,并 且 f(z) 和 f(z) 有 相同 的 格 . E BRUCH 3⁄4 TE 
某 种 意义 下 类 似 于 多 项 式 的 次 数 . 此 概念 于 1882 年 
H je h H R (Laguerre, M. ) 引 进 . 

皮卡 定理 (Picard theorem) KF RAMA 
分 布 的 重要 而 深刻 的 定理 . EPE p 次 多 项 式 ， 
则 对 任意 复数 a,p(z) 一 a 在 复 平 面 内 恰 有 pp TR, 
IH FF TE SE pK BL 


f(z) = Ma," 
n= 0 


看 成 “无 穷 高 次 多 项 式 ”, 则 并 不 总 具有 无 穷 多 个 零 
点 ,例如 整 函 数 


在 复 平 面 内 无 零点 . 而 皮卡 定理 表明 这 文 是 一 例外 的 
情形 . 

通常 将 皮卡 定理 分 为 两 个 定理 来 叙述 . 第 一 定 
理 , 亦 称 为 皮卡 小 定理 . METERA f(z) 不 取 
两 个 有 限 值 ,; 则 f(z) 必 为 常数 .第 二 定理 , 亦 称 皮卡 
大 定理 ,是 关于 一 个 全 纯 函 数 在 它 的 一 个 孤立 本 质 
奇 点 邻 域内 取 值 的 定理 , 即 任 一 全 纯 函 数 在 其 本 质 
奇 点 的 邻 域 内 无 穷 多 次 地 取 到 每 个 有 穷 复 数值 ,至 
多 可 能 除去 一 个 例外 值 . 

皮卡 定理 有 种 种 证 明和 推广 . 它 首先 于 1879 年 
由 皮卡 (Picard,(C.-)E. ) 用 椭圆 模 函 数 的 方法 证 
Hj. 1896 年 , 波 菜 尔 (Borel, (F. -É. -J. 2E. ) 给 出 一 
个 初等 证 明 . 

皮卡 定理 亦 可 作为 奈 望 林 纳 (Nevanlinna,R.) 
的 第 二 基本 定理 的 推论 而 得 到 . 关于 亚 纯 函 数 的 皮 
卡 定理 可 叙述 如 下 :超越 亚 纯 函 数 能 取 所 有 值 ( 有 穷 
或 无 穷 ) 无 穷 多 次 ,至 多 除去 两 个 例外 值 . 

皮卡 小 定理 (little Picard theorem) 
定理 ” 

皮卡 大 定理 (great Picard theorem) 
定理 ” 

皮卡 例外 值 (exceptional value of Picard) #% 
哺 数 理论 的 一 个 概念 . 使 f(z) 一 a 仅 有 有 限 多 个 零 
点 的 值 a 称 为 皮卡 例外 值 . 根据 皮卡 定理 ,对 任 一 超 
越 整 函数 至 多 有 一 个 有 穷 的 皮卡 例外 值 , 对 超越 亚 
纯 函 数 至 多 有 两 个 皮卡 例外 值 , 例 如 ,e 以 0 为 有 穷 
皮卡 例外 值 ,sinz AA R E EI pake 
tanz HL + 为 皮卡 例外 值 , 外 尔 斯 特 拉 斯 椭圆 范 数 
22(z) 无 皮卡 例外 值 ， 

i 3£ RE (Borel theorem) 3€ J 3& peg MA 
分 布 的 重要 定理 ,1897 4E E SKK (Borel, (F. -É. - 
J. 2E. ) 所 证 明 . 定理 叙述 如 下 : 设 f(z) 是 有 穷 。 级 
整 图 数 , 则 对 一 切 a € C 都 有 


JI," BER 


JL" BEE 


m m D 
至 多 可 能 除去 一 个 例外 值 a. 式 中 n(r,a) 是 f(z) 一 a 
在 jz| 委 ”内 之 零点 个 数 ( 按 重 级 计算 ). 此 定理 大 大 
推进 了 皮卡 定理 ,因为 根据 皮卡 定理 只 知道 f(z) 一 
a 有 无 穷 多 个 根 , 但 并 不 知道 其 稠密 程度 . 波 莱 尔 定 
理 显示 了 有 穷 级 整 函 数值 分 布 的 对 称 性 , 即 除去 可 
能 有 一 个 a 值 以 外 ,所 有 的 a 值 点 数 能 由 函数 的 增 
长 速度 来 确定 .关于 亚 纯 孔 数 的 波 菜 尔 定理 可 叙述 
如 下 : 设 jz) 是 有 穷 2 级 的 亚 纯 图 数 , 则 对 一 切 a € 
C=CU (oe) ,都 有 (1) 式 成 立 , 至 多 可 能 除去 两 个 例 
外 的 a. 

波 莱 尔 例 外 值 (exceptional value of Borel) Í 
eK CIE £i BR CE T8 B) — T ES. 使 f(z) 一 a 的 零点 
的 收敛 指数 小 于 函数 的 级 的 值 a BRA USE ZR P| A 
值 . 它 亦 能 叙述 为 下 面 的 形式 : 设 n(r,a) 是 f(z) 一 a 
在 |z| 委 内 的 零点 数 ( 按 重 级 计算 ) , 知 

rm legn(r,a) 
rec lögr 


小 于 f(z) 的 级 o, WWE a 为 jz) 的 波 莱 尔 例外 值 . 
波 莱 尔 定理 断言 ,对 于 整 果 数 至 多 有 一 个 波 莱 尔 例 
外 值 , 对 亚 纯 函 数 至 多 有 两 个 波 菜 尔 例外 值 

茹 利 亚 方向 (Julia direction) 函数 值 分 布 的 奇 
Pt) la]. Xi T $B 8 BE pR) 32% CB EE EY £h a BO) , gh AA F 
方向 是 复 平面 C 内 由 原点 出 发 的 具有 下 述 性 质 的 
半 射 线 J — (zlargz—0,) :在 以 了 为 平分 角 线 的 任 
A /]NJT BE BJ EE 2: 3E ARIA. AR A 
穷 值 无 穷 多 次 ,至 多 除去 一 个 例外 ;若是 亚 纯 函数 情 
形 , 函数 取 每 一 值 无 穷 多 次 ,至 多 除去 两 个 例外 . Zn 
fJ XE. (Julia, G. M. ) F 1919 一 1921 年 应 用 蒙 泰 尔 
(Montel, P. A. ) 创 立 的 正规 族 理 论证 明 , 任 一 超越 
整 函 数 至 少 存在 一 条 区 利 亚 方 回 .对 于 亚 纯 函 数 的 
情形 需要 对 函数 f(z) 的 增长 性 加 上 某 些 条 件 , 例 如 
满足 


lim TT) E 


SE dogr)? | 

E^ NY. at PR EE ZR RB FIL p Jy I] RPT f) E 
f(z) 的 奈 望 林 纳 特征 孔 数 . 例如 正 负 实 轴 是 sin z 的 
ah A) XE 77 [5]. 

i£ 3€ ZR 7j fe) (Borel direction) 图 数值 分 布 的 
奇异 方向 , 它 是 从 原点 出 发 的 具有 下 述 性 质 的 半 射 
线 B= 二 {zlargz 二 0%): 设 f(z) 是 p(0 二 Pp 过 十 0) 级 亚 
Ai eR {EA 0290. 9 nG 0, a) EZ TE B J X PR 
iz|I|z|srftzllarg z—0,| <A GO af SE gi 
XX (asco), aX, f (z) BJ IR d 2 (a = 00) ( J FR BR it 
算 ), 则 对 每 个 eaEC 有 


人 
r— oo logr 


整 函数 与 亚 纯 函数 


至 多 除去 两 个 例外 值 . 此 时 称 B 为 f(z) 的 一 条 pp 级 
波 莱 尔 方向 ,或 简称 波 莱 尔 方向 . 1928 年 , 瓦 利 隆 
(Valiron,G. ) 应 用 奈 望 林 纳 理论 和 关于 多 项 式 的 模 
的 布 特 鲁 - 嘉 当 定理 ,证 明 有 穷 正 级 的 亚 纯 函 数 必 存 
在 波 莱 尔 方 回 . 后 来 也 有 人 称 此 方向 为 波 莱 尔 - 瓦 利 
隆 方 向 . 例如 从 原点 出 发 的 任 一 半 射 线 都 是 外 尔 斯 
特 拉 斯 椭圆 函数 到 (z) 的 波 莱 尔 方向 . 

波 莱 尔 - 瓦 利 隆 方向 (direction of Borel-Valiron ) 
见 “ 波 莱 尔 方向 ”. 

兰 道 定 理 (Landau theorem) ž* F£ äh ep C BJ 
E Re JE. t n AX XB UD F: W AR f(z)=— a taz 
-Fasz^ 十 … Ca17500 1E | z | < R 内 全 纯 且 在 此 圆 内 不 
取 0 和 1, 则 R< (Q lassa), E P Ca, a, ) d& 4X K t 
F a. fl a, H3 BX. 兰 道 定理 能 看 做 是 皮卡 定理 的 补 
充 , 它 表明 :各 函数 /zz) 有 两 个 皮卡 例外 值 , 则 其 全 
纯 半 径 有 一 上 界 . 有趣 的 是 这 个 上 和 界 仅 依 赖 于 f(z) 
的 泰勒 展 式 的 首 两 项 系数 . 上 述 定理 首先 由 兰 道 
(Landau,E. G. H. ) + 1904 年 所 证 明 , 此 后 有 多 种 
证 明和 推广 . 

肖 特 基 定 理 (Schottky theorem) Xx F ët Gë 
数 的 重要 定理 . 定理 叙述 如 下 : 设 jz) 在 |z|<1 内 
全 纯 并 不 取 0 和 1 A WUE |e |<r<1 WA | fC) | 
<O, fO) PO, £00) ) FER RMF r AICO) 
HJ XX. mU H # [£00 | <A, W E |z|<+<1 AFA 
|f(2) |<, A) PQ, A) d& BUILT r A A 
的 数 . H Pp Ak ve REB GH B ORAE (Schottky, EH? 
(1904) BruE BA. 

Hf MR (B (asymptotic value) 整 图 数 的 一 种 特 
定 极 限 值 . 知 存 在 一 条 延伸 至 无 穷 的 路 径 卫 , 沿 着 它 
函数 f(z) 趋 于 一 确定 的 值 a, 则 称 a 为 A(z) 的 一 浙 
近 值 , 忆 是 相应 于 a 的 定 值 路 径 或 称 渐 近 路 径 . 3. dp 
4k (Iversen,F. ) F 1914 年 曾 证 明 ,ce 是 每 个 非常 数 
5 eR CH E 8. 此 外 阿尔 福 斯 (Ahlfors,L.V. ) 于 
1930 4E % iE HH 24 GER CDenjoy , A. ) 的 下 述 猜 测 ;: 有 
2j RNY pe EAA 20 个 有 穷 渐 近 值 . 为 此 阿尔 
福 斯 于 1936 年 获得 了 首届 菲 尔 效 奖 . 

渐 近 路 径 (Casymptotic path) WL yr fB”. 

亚 纯 函数 值 分 布 理 论 (theory of value distribu- 
tion of meromorphic functions) 亚 纯 函数 理论 中 
具有 深刻 而 完美 理论 的 一 个 分 支 . Dz w(z) 为 复 平面 
C 上 的 亚 纯 函数 , 令 


(a = co), 


Fr. 


1 
n = CN 
n(r,a) d w — à 
n(r,w) (a = oo) 


SUR BR [e | Lr W w GO RI a 值 点 个 数 ( 按 重 级 计 
TO (e w CD Aa, oo JI] zo (z) HY a 值 点 密 指 量 定义 
为 


N(r,a) 
57 


一 一 一 业 (a Z œ), 


ú pa n(t,a) 


Y, 
w — a 


N(r,w) Se | ne 


奈 望 林 纳 引入 特征 函数 
T'(r,w) = m(r,w) + NG,w), 


(a= oo); 


其 中 
Lc ie 
m(r,w) = | log’ |wt(re")|d6, 
log |a| = max{0,logja]}. 
进一步 定义 w(z) 关 于 a 的 亏 量 为 
ó(a) = 1 — lim D 


如 果 O(a) 270, WK a ASA. 由 第 二 基本 定理 可 得 
下 述 重 要 的 亏 量 关系 , 即 至 多 有 可 数 多 个 亏 值 , 且 总 
气量 满足 

Dares 


近代 亚 纯 函数 值 分 布 理论 亦 称 奈 望 林 纳 理论 ; 
是 由 芬兰 数学 家 奈 望 林 纳 (Nevanlinna,R. ) + 20 tt 
纪 20 年 代 创 立 的 . 他 还 建立 了 两 个 基本 定理 且 引 入 
新 的 概念 ,使 得 已 有 的 理论 或 呈现 办 新 的 面貌 ,或 得 
到 重要 的 推广 . 亚 纯 孙 数 奈 望 林 纳 理论 还 被 推广 于 
代数 体 聘 数 、 亚 纯 曲 线 和 多 复 变 亚 纯 映 射 等 方面 ,并 
且 成 为 研究 复 域 常 微分 方程 解析 理论 的 有 力 工具 . 

奈 望 林 纳 理论 (Nevanlinna theory) 即 近 代 亚 
纯 函 数值 分 布 理论 . 见 “ 亚 纯 函 数值 分 布 理 论 ” 

ME £d ER E B RE 4E P š$ (the charateristic func- 
tion of a meromorphic function) UJ, ^ JV £i pg JC (HI. 
分 布 理论 ” 

第 一 基本 定理 (the first fundamental theorem ) 
亚 纯 函数 奈 望 林 纳 理论 的 重要 定理 . 设 w(z) 为 亚 纯 
函数 ,a 值 点 的 密 指 量 为 Nr,a), 关 于 a 的 平均 中 
[E PRI E SL H 


m(r,a)— mlr, 


—_a 


zd eae SS 
= s| log oer ats (a Z eo), 


m(r,oo)-—m(r,w) 
ES 去 | log* |w re") |d8 (a = oo). 
则 有 如 下 的 第 一 基本 定理 :对 任意 的 aC C, 
mr,a) + N@,a) = TIG ,w) + OCD. 
第 二 基本 定理 (the second fundamental theo- 
rem) 亚 纯 范 数 系 望 林 纳 理论 中 重要 定理 . 设 w (z) 
H NE A pA a, (k= 1,2, po LODER 


复数 (有 穷 或 无 穷 ), 则 有 第 二 基本 定理 如 下 : 
> N (r,a,) 


(p—2)T Ow) =< 


98 


== IN, Gsm) a> 8 sw) 5 
其 中 N i Cr zo) Re 8 (B eX H RA, SC w ARM, 
AES (rw) =OClogrT (r,w)) (ro). 
Ë (defective value) ML“ £i A 2248 Ee 


1”. 


= BE (deficiency) ML“ £& PR 32 48 a Bie”. 

亏 量 关系 (defect relation) PL ^V 2h gg [Bi 23 
布 理论 ” 

亚 纯 函数 的 增长 级 (growth order of a mero- 
morphic function) & HE E Zh p Be K FE B) sr 1E 
d. dd vo (z) ME gl PS. T Or w) 7g Zi EB AK 38 FP 
{iE PR BX , WI] 

el log T'(r,w) 


Reo logr 
oc log T (r,w) 
Roo ogr 

SY AN PKA NE Sh PRR w(z) 的 级 和 下 级 . 

正规 族 (normal family) 具有 某 种 收敛 性 质 的 
PK CX. 定义 如 下 :在 一 个 区 域 D TS h R 
H F RAED 内 为 正规 ,如 果 从 F 的 每 一 个 函数 序 
列 f(z) bn 二 1,2,…) 都 可 以 选 出 一 个 子 序列 f(z) 
(一 1,2,…) DEA AG TE D 的 内 部 一 致 收敛 到 一 个 
全 纯 葡 数 或 一 致 发 散 到 oo. 

一 个 全 纯 孔 数 族 在 一 个 区 域 D 内 为 正规 的 
一 个 充分 条 件 都 称 为 正规 性 定 则 . 32 Be ZÉ Montel, 
P. A. OW h: WR FEKRR D A-RA REA k 
数 族 , 则 下 是 正规 族 . Zech HE — AR Be R RE 
明了 “F 中 的 函数 在 D 内 均 不 取 二 固定 的 有 穷 值 a 
及 6b” 是 一 个 正规 性 定 则 . 由 蒙 泰 尔 的 这 个 重要 的 正 
规 性 定 则 ,很 容易 推出 皮卡 的 小 定理 及 大 定理 ,由 它 
还 很 容易 推出 肖 特 基 定 理 及 兰 道 定理 .为 了 说 明 蒙 
泰 尔 的 这 个 正规 性 定 则 的 另 一 个 应 用 , 先 引进 下 列 
定义 : 设 下 为 在 一 区 域 D 的 一 个 全 纯 函 数 族 并 考虑 
D 内 一 点 zo， 如 果 存 在 一 个 以 之 0 为 中 心 的 圆 C, fik 
在 C A T: 为 正规 , 则 称 F 在 Zo 为 正规 . 显然 ,如 果 
FEDA KAER, A.,F 在 DD 内 每 点 为 正规 . 反 过 
来 ,如 果 下 在 DD 内 每 一 点 为 正规 ,那么 下 在 DD 为 正 
规 . AU REM FE DAA EM ABA BYE 
D A— Á zo TE F 在 之 0 不 正规 ,这 样 的 点 之 0 称 为 一 
茹 利 亚 点 .根据 最 后 这 个 事实 及 上 述 蒙 泰 尔 的 正规 
性 定 则 , 茹 利 亚 (Julia,G. M. ) 证 明了 下 列 定理 :如 
RS (z) Eš — PE BBA Ez z ff #£ — #& ttl 
TIE 77 [8] . 

正规 族 的 理论 有 广泛 的 应 用 , 它 是 蒙 泰 尔 于 
1912 年 引进 的 . 蒙 泰 尔 引 进 正 规 族 的 概念 之 后 ,又 
进一步 引进 了 拟 正 规 族 的 概念 (参见 “ 拟 正规 族 ”). 
利用 正规 族 和 拟 正规 族 两 个 概念 , 蒙 泰 尔 推广 了 维 
塔 利 (Vitali,G. ) 的 一 个 定理 . 经 过 卡拉 西 奥 多 里 


(Carathéodory ,C. ), “ij (Landau, E. G. H. ) 22 # 
AR K B RIE KR Bir E COstrowski, A. M. ) BJ E E , 
亚 纯 函数 正规 族 理论 也 已 建立 起 来 . 如 果 一 致 收敛 
性 是 用 球面 距离 来 定义 ,那么 , 亚 纯 函数 的 正规 族 的 
定义 如 下 :在 一 个 区 域 D 的 一 个 亚 纯 函 数 族 和 称 为 
TE 万 内 为 正规 ,如 果 从 五 的 每 一 图 数 序列 Ff, Cz) 
(n—1,2,) ,都 可 以 选 出 一 个 子 序列 fL GO =I, 
25° FE D BY A BB — BU. K TOE AE R EE 
AR BJ IE AL xg WJ E: FOP BS PTE D 内 均 不 取 三 个 
固定 的 值 a,6b K c CR 23 326230 . 类 似 地 可 给 出 亚 纯 
函数 拟 正规 族 的 定义 ， 

全 纯 阻 数 正规 族 及 亚 纯 消 数 正规 族 理论 已 经 发 
展 到 了 完善 的 地 步 . 这 个 理论 中 的 一 个 重要 人 研究 课 
题 是 寻求 新 的 正规 性 定 则 ,在 这 方面 , 布 洛 协 
(Bloch, A. ) 的 下 列 猜测 很 有 指导 意义 :如 果 p 是 一 
个 性 质 ,非常 数 的 整 也 数 (或 非常 数 的 亚 纯 也 数 ) 不 
具有 性 质 p ,那么 ,在 一 个 区 域内 具有 性 质 p 的 全 纯 
函数 族 ( 或 亚 纯 函数 族 ) 是 正规 的 . 这 个 猜测 在 一 些 
例子 中 都 是 对 的 ,例如 与 关于 整 函 数 的 刘 维 尔 (Li- 
oville,J. ) 定 理 相 应 的 是 以 上 蒙 泰 尔 的 关于 一 致 有 
界 的 全 纯 函 数 族 的 定理 ,与 关于 整 孙 数 的 皮卡 定理 
相应 的 是 以 上 蒙 泰 尔 的 关于 有 两 个 有 穷 例 外 值 的 全 
ih PR ROE AY) CW. 

4 ah Eq XT IE XL #g (normal family of holomor- 
phic functions) D, ^ TE MIU". 

亚 纯 函数 正规 族 (Cnormal family of meromor- 
phic functions)” 见 “正规 族 ”. 

正规 性 定 则 (criterion for normality) 判断 一 
个 全 纯 也 数 族 或 亚 纯 孔 数 族 在 一 区 域 为 正规 的 充分 
条 件 . 见 “ 正 规 族 ”. 

# dB (Bloch conjecture) JBL “IF SU". 

Zh E A (Julia point) ”也 数值 分 布 理论 中 一 
类 具有 特殊 函数 论 性 质 的 点 . 如 果 在 一 个 区 域 D 的 
一 个 全 纯 函 数 族 (或 亚 纯 葡 数 族 ) 在 DD 内 一 点 zo 为 
非 正 规 , 则 zo 称 为 一 熙 利 亚 点 (参见 “正规 族 ”)， 

拟 正 规 族 (quasi-normal family) 正规 族 概 念 
的 一 种 推广 .在 拟 正 规 族 的 定义 中 不 要 求 子 序列 
f, GG) — 1,2. OE D 的 内 部 一 致 收敛 ,而 只 要 求 
除去 D 内 有 穷 个 点 (或 无 穷 个 点 但 在 D 内 没有 凝聚 
点 ), 在 所 余 的 区 域内 部 一 致 收敛 (参见 “正规 族 ”). 

FOR K eB Calgebroidal function) Wf pK Sr 
或 代数 函数 的 推广 . 设 M 为 亚 纯 图 数 域 ,MLzj 表 示 
系数 为 M 的 多 项 式 环 , 则 代数 体 函 数 域 4 EML] 
的 代数 闭 包 , 即 任 一 个 w€ 4, 存在 FE M(x], [819 

Flw) = Sow + + + So = 0, (1) 

HP S,(j=0,1,2. WECM RAAB F w 满足 
下 述 不 可 约 方程 


Suë E 


E E E +A ewe 
十 … 十 A,(z) = 0, (2) 
其 中 4;(z)(j 二 0,1,…,v) 是 z 的 整 浮 数 ( 通 常 考虑 
4i(z) 中 至 少 有 一 个 为 超越 图 数 的 情形 ). 特别 地 , 当 
y—] Wwe) AW £g 3; 34 A (22€; 0.1,. 2 
都 为 多 项 式 时 ,w(z) 为 代数 函数 . 
AR BUB pK BC ET FE H Bë JH SE (Poincaré, (J. -)H. ) 
Br 8| A. ES BE €; D CPainlevé, Pi. #  @ 
(Boutroux , P. L. ) 和 马尔 姆 奎 斯 特 (Malmquist ,J. ) 
等 人 人 研究 常 微分 方程 时 遇 到 此 类 函数 . An [e] Wp A PR 
数 一 样 ,代数 体 函 数 的 主要 研究 内 容 之 一 是 它 的 值 
4r dg SEC. Ex od d x £ Ef (Rémoundos, G. ) 
(1927) 推 广 了 皮卡 定理 ,他 证 明了 v 值 代数 体 函 数 
至 多 有 2v 个 皮卡 例外 值 ,并 指出 存在 具有 2v +` E 
卡 例 外 值 的 代数 体 函 数 . 其 后 瓦 利 隆 (Valiron,G.) 
(1929)、 乌 利 希 (Ullricn,E.)(1931) 和 塞 尔 贝 格 
(Selberg, A. )(1930— 1934) 41 3l] FAA [8] 89 y 28] 4 
数 体 函数 建立 了 相当 于 亚 纯 函 数 奈 望 林 纳 理论 的 基 
本 定理 , 即 代 数 体 范 数 的 第 一 基本 定理 和 第 二 基本 


定理 .根据 第 二 基本 定理 可 以 得 到 代数 体 函 数 的 亏 


量 关 系 以 及 重 值 和 惟一 性 定理 等 重要 结果 . 1933 
年 , 嘉 当 (Cartan,H. ) 讨 论 了 p( 宇 2) 个 全 纯 函 数 的 
线性 组 合 aig1(z) 十 azg2z(z) 十 … 十 asgplz) 的 零点 分 
布 问题 . 特别 地 , 当 取 a;—a! EE p—vc 
1) 时 , 则 相当 于 考虑 * 值 代数 体 函 数 的 值 分 布 .因此 
嘉 当 的 讨论 能 导出 代数 体 函 数 的 基本 结 

亚 纯 函数 分 解 论 (factorization theory of mero- 
morphic function) 研究 亚 纯 困 数 在 复合 意义 下 分 
解 性 质 的 理论 , 它 主 要 探讨 对 于 一 个 给 定 的 亚 纯 函 
数 可 否 以 及 如 何 将 它 分 解 成 为 两 个 或 两 个 以 上 的 非 
双 线 性 亚 纯 函数 的 复合 . 1952 年 , 罗 森 布 弄 姆 
(Rosenbloom , P. C. ) 将 整 函 数 迭 代 的 不 动 点 的 结果 
推广 到 两 个 整 图 数 复合 时 不 动 点 的 存在 性 与 数量 的 
研究 时 ,首先 提出 了 整 本 数 的 “分 解 ” 一 词 及 素 晒 数 
的 定义 ,并 指出 函数 e^ +2 为 一 素 函 数 . 1968 £, DI 
w (Baker,I. N. ) 5E f& 8 Sr (Gross, E ) 正 式 证 明了 : 
XE FE — 3E 25 2 £ UL SX p (z) ,e* + p GO AK wR. 同年 
格 氏 还 将 分 解 研究 推广 到 亚 纯 范 数 族 . 几乎 同时 ， 
在 1972 年 左右 , 格 罗 斯 与 杨 重 骏 (Yang,C.C.)、 
哥 尔 德 斯 坦 (Goldstein, R.) A E P A Ww AS 
(Prokopovich,G. S. ) 等 人 分 别 用 不 同 的 方法 ,解决 
XT SAX pi GO e^ + p. C) is bos bs WILH 
XX pi GO7E0, p (z) K p, GOSEOBO B8 438 [B] T. 

Ze ph aS P AL BRS Es] IS — 26 5I 2B PR 
专家 20 多 年 的 努力 ,图 数 分 解 论 研究 有 了 多 方面 的 
进展 . 但 迄今 为 止 , 具 有 较 重 大 意义 的 分 解 论 的 结论 
并 不 多 .一 般 仅 是 一 些 素 孔 数 族 的 建造 , 拟 素 函数 的 
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判定 法 则 ,及 建造 某 些 具 分 解 惟一 性 的 整 函 数 族 等 ， 
而 像素 函数 的 必要 条 件 和 因子 为 素 函 数 的 超越 整 函 
数 的 分 解 是 否 ( 在 等 价 意 义 下 ) 具 惟一 性 等 基本 问题 
仍 尚 待 解决 及 突破 . 

目前 ,研究 一 个 函数 能 否 分 解 , 除 从 其 本 身 ( 或 
其 导 困 数 ) 的 特殊 性 质 , 如 其 增长 性 .周期 性 .零点 的 
分 布 `\ 有 无 亏 值 或 是 否 满足 某 些 特殊 形式 的 微分 方 
程 等 来 着 手 外 ,还 要 配合 因子 增长 受 函 数 本 身 增 长 
之 限制 ,使 得 所 考虑 的 因子 范围 有 所 界定 . 因此 ,分 
解 论 人 研究 很 自然 地 以 上 古典 函数 论 及 奈 望 林 纳 
(Nevanlinna, R ) 的 值 分 布 论 为 主要 理论 工具 . xx BE 
可 解决 分 解 论 的 一 些 问题 ,又 使 值 分 布 论 得 到 了 充 
SE. 例如 函数 与 其 因子 间 的 增长 关系 的 一 些 改进 结 
果 , 函 数 方程 的 一 些 简 化 形式 及 复合 函数 不 动 点 的 
数量 估计 等 . 

1970 年 , 罗 森 布 弄 姆 曾 提 出 如 下 的 猜测 ; 设 玫 ， 
g 为 非 线 性 整 图 数 , 如 果 f(g) 为 超越 的 , 则 它 必 有 
无 穷 多 个 不 动 点 .上 述 猜测 相当 于 称 对 任何 非常 数 
f pR a (z) RBM ple) (40) zd pGOe* 7? Z, J 
PR. 此 猜测 在 Ag) 为 有 穷 级 时 已 在 前 面 提 到 的 
对 pi GOD e^ ”十 pz) 的 分 解 研究 中 得 到 了 解决 . 
f(g) 为 无 穷 级 的 情形 ,直到 1988 年 才 由 伯 格 维 诺 
(Bergweiler, W. ) 所 解决 . 除 此 较 重 大 的 成 果 外 , 另 
一 是 早先 施 泰 因 梅 茨 (Steinmetz,N. ) F 1980 年 所 
证 明 的 :任何 一 个 满足 系数 为 多 项 式 的 线性 常 微分 
方程 的 亚 纯 函数 解 必 为 拟 素 的 .从 此 开启 了 和 人们 对 


常 微分 方程 亚 纯 函 数 解 的 分 解 讨论 并 取得 一 系列 进 


展 . 施 氏 所 用 的 函数 方程 简化 定理 成 为 分 解 论 中 的 
一 个 重要 方法 . 

最 近 , 中 国 数学 家 已 开始 对 代数 体 函 数 的 分 解 
及 多 变数 整 函数 的 分 解 进 行 研究 ,给 出 了 初步 的 定 
义 和 结 

亚 纯 函数 因 式 分 解 (factorization of meromor- 
phic function) 亚 纯 函 数 在 复合 意义 下 的 分 解 . 设 
FORETAR, A F (<) n] RON 


F(z) = f(g(z)) = f ° gz), (1) 
fsg A NV. £l pP C; BY GE 
F(z)= fie f, ° e ° f,(z), (2) 


f; GO GO x xn) EATARRA, CIO CZO BRA F 
的 因 式 分 解 或 称 分 解 . 特别 地 , 若 下 的 分 解 形式 (2) 
中 每 一 个 因子 广 缘 为 非 双 线 性 亚 纯 函数 时 , 则 称 之 
为 一 非 平 凡 分 解 . (1) 式 的 分 解 中 ,了 EROS ZEB T Sg 
称 为 右 因子 . 

非 平凡 分 解 Cnon-trivial factorization) 
£i PR BX N A E. 

左 因子 (left factor) IW,“ NV Adi eg Di A RE. 

A E] + (right factor) Jl " Ny 2 eg Be Bj] zÇ An 
m". 
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W, ^y 


SS BB (prime function) 图 数 分 解 论 中 一 类 
具 特 殊 性 质 的 函数 . 设 F(z) 为 一 亚 纯 函 数 , 若 下 的 
任 一 个 分 解 式 +。g 中 , 必 导 致 f g A ER TE K 
数 时 , 则 称 F 为 素 函 数 . 特别 地 ,已 (z) 为 一 整 图 数 ， 
若 因 子 缘 为 整 图 数 的 任 一 分 解 , 必 导 致 了 或 g 为 线 
性 因子 时 , 则 称 到 为 五 素 的 .已 经 证 明 , 几 是 一 个 非 
Ja) BH PER E 3& B 3t pG $X t DIR. 

E SR ERE CE-prime function) “pa”. 

AS Heft prime function) Wai ARA RE 
论 中 的 一 个 概念 . 设 F GODS — E £ü PROC APO 
f —JÉ UF (z) = f (g (z)) BSD 4 e 为 超越 函数 
时 ,了 必 为 双 线 性 的 ( 当 上 了 了 为 超越 函数 时 ,sg 必 为 双 
线性 的 ), 则 称 F AAG CH RR PRR. 

右 素 函数 (right prime function) 
数 ”. 

等 价 分 解 (equivalent factorization) 图 数 分 解 
论 中 讨论 分 解 惟一 性 时 的 重要 概念 . 设 FaN E 
越 整 函数 ,具有 两 个 非 平凡 分 解 : 

F(z)—fi o f. o ann o falz) 
EET E T 
# m=n 及 存在 有 7 一 1 VE BRT, G= 1,2, 
5,5 1) f8 158 
IER 
fT. gs ° Ile, sl Ban 

则 称 上 述 分 解 为 等 价 的 . 

分 解 惟 一 性 (uniqueness of factorization) P 
数 分 解 论 中 研究 的 重要 性 质 之 一 . AW Ai PRX 
F(z) 的 任 两 个 非 平 几 分 解 沸 为 等 价 时 , 则 称 下 具有 
分 解 惟 一 性 . 由 于 z Sz’ o 二 z”。x? 为 明显 的 两 
个 非 等 价 的 分 解 ,所 以 为 避免 混淆 及 复杂 性 , 现 考虑 
因子 皆 为 超越 整 孙 数 ,并 且 因 子 为 素 的 情形 来 讨论 
分 解 惟一 性 . 即 f(z) 为 一 超越 整 函 数 且 F 可 表 为 

F = f, ° f, ° == ° f, = g) ° g Bms 

其 中 f; 及 g; SRABRH RB BH. A LAA 
分 解 等 价 , 则 称 具有 分 解 惟一 性 . 


黎 曼 曲面 


解析 开拓 (analytic continuation) # ARPT RA 
数 定义 域 的 概念 . HUH E PRBS (z) FE A BOF TE BJ P<: BK 
G 内 解析 ,函数 F(z) 在 复数 平面 的 区 域 G' 内 解析 ， 
GAG 的 真子 集 , 且 在 G PNE FGO f GO , WJ Ef ER 
数 F(z) 是 函数 f(z) 从 G 到 G* 的 解析 开拓 . 如 果 
GG". f (=) EJ # XE , W JÉ 28 tF BJ) R RUE (<) £f #E , WI 
它 必然 是 惟一 的 . 
解析 开拓 原理 (principle of analytic continua- 
扩大 解析 水 数 定义 域 的 原理 . 设 平面 上 的 区 


Wh“ FE A 


tion) 


域 D, 5 D, 有 一 公共 部 分 d, KRS C) E D. 内 解 
析 ， 函数 f. Cz) FE D, Vy fg pr. H a= D. ND: 上 有 
fi GO — fs GO uj pg 2% 


Te (z € Di NG 
F(z) = < f,(z) (z € D,\d), 
doo) (z € d) 


EKR D= D, U D, 上 的 单 值 解析 函数 . 

解析 元 素 (analytic element) ZR ERA oU AR. 
是 单 值 解析 函数 及 其 定义 域 组 成 的 二 元 组 . 设 DD 是 
复 平 面 上 的 一 个 区 域 ,f(z) 是 区 域 D 内 的 单 值 解析 
函数 , 则 函数 A(z) 和 区 域 D 的 组 合 称 为 一 个 解析 元 
素 , 记 为 {DD,f(z)}). 解 析 元 素 亦 称 解析 函数 元 素 ,或 
fa] PR PA LIT AR - 

A Æ (function element) 即 “ 解 析 元 素 ”. 

直接 解析 开拓 (direct analytic continuation) 
满足 解析 开拓 原理 的 两 解析 元 素 . 右 给 定 两 个 解析 
元 素 {Di, f(z)) K (D,, f z)) D 和 D, ERIS, 
其 公共 部 分 是 一 区 域 G, 在 区 域 G 内 有 FG) 
二 f(z), 则 称 此 两 个 解析 也 数 互 为 直接 解析 开 丘 . 

黎 曼 - 施 瓦 兹 对 称 原理 (Riemann-Schwarz sym- 
metry principle) 亦 称 黎 曼 - 施 瓦 效 反 射 原理 . 解析 
开拓 的 一 种 方法 . 奉 DD 与 D’ 为 z 平 面 上 的 两 个 区 
域 , 它 们 关于 实 轴 对 称 ,D 位 于 上 半 平 面 ,它们 的 边 
界 都 包含 实 轴 上 一 线段 S;{D,f(z)) 是 一 个 解析 元 
BR f(t DUS 上 连续 且 在 S$ 上 取 实 数值 , 则 存在 
一 个 函数 正 (z) ,满足 ， 

1. 在 区 域 DUSUD’ 内 解析 ; 

2. Æ D WA F(z2)= f G2; 

3. E D' WE FGO— G2; 
则 称 {D" f£ GO) E (D, F GO) B gk S 的 直接 解析 
FM. 

ZS B -je F. 2£ F 583 JE 38 (Riemann-Schwarz re- 
flection principle) BI" SS & -pi M 24 Xt Pr RE”. 

对 称 原理 的 一 般 形 式 (general form of symme- 
try principle) 较 一 般 的 解析 开拓 方法 . 设 区 域 D 
位 于 直线 /的 一 侧 , 其 边界 包含 1 上 的 某 一 ( 开 ) 线 
Ez S. Er PRA f(z) 满 足 条 件 : 

1. f(z) 在 DD 内 解析 ,在 DUS 上 连续 

2. f(z) 在 S 上 的 值 位 于 某 直 线 工 上; 
则 存在 一 函数 F1(z) 满 足 条 件 : 

1. FODE DUD US 内 解析 ,在 DD 内 有 FF1(z) 
=f(z) CH D Æ D ATF AEH K; 

2. zi z, Æ DUD' US 内 关于 /对 称 的 两 点 ; 
则 F(z1) ,Fi(zs) 是 关于 工 对 称 的 两 点 . 

班 勒 卫 定理 (Painleve theorem) FTIA 
Z WJ El He HT FP. I (Di FA GO K (D, , f, G2 1 
两 解析 元 素 , 它 们 满足 条 件 : 


1. 区 域 D, 与 D, 不 相交 ,但 有 一 段 公 共 边 界 ， 
ER dai Hz vg sa, ELE JT JG 28 T; 

2. f1(z) 在 D UT 上 连续 ,f(z) 在 D;UDP EE 
2 ; 

3. 4 D Efi fi; 
则 (D1UTUD;,F(z)) 也 是 一 个 解析 元 素 . Rm, 2 
z€ D WJ, F(z)= fi(z); 当 zET 时 ,F(z)= f (z) 
— fei: 当 z € D, W F(z) = f(z), Ih DI EE 
(Di, 所 (z)) 及 {D,,f2(z)) 互 为 越过 弧 醋 的 直接 解 
BIT H. 

kR x OM Br 2 EA JF HA (direct analytic continua- 
tion over an arc) DL" ES) PEH”. 

f dr JF 3h $& (analytic continuation chain) 4H 
继 为 直接 解析 开拓 的 解析 元 素 集合 . 给 定 解析 元 素 
集 | 

EE CaA D 2G T A Dad G2 
若 每 一 个 解析 元 素 都 是 前 一 个 解析 元 素 的 直接 解析 
开拓 , 则 称 这 些 解析 元 素 组 成 解析 开拓 链 ,并 称 
(DisfiCz)} KR (D, f OO EB Sri $5. 

E 3) f d JF dh (analytic continuatin of each 
other) Ji “ff Hr A Hh BE”. 

s= & BEI A (complete analytic function) 
IS Fen LS BT eK BL. 一 类 大 范围 的 解析 图 数 . 一 个 解 
析 元 素 的 全 部 解析 开拓 所 确定 的 函数 称 为 由 这 个 解 
析 元 素 生 成 的 完全 解析 困 数 , 它 的 定义 域 G 称 为 它 
的 存在 域 ,G 的 边界 称 为 这 个 完全 解析 函数 的 自然 
边界 .G 的 边界 点 就 是 这 个 完全 解析 限 数 的 奇 点 .一 
个 完全 解析 函数 可 能 是 单 值 的 ,也 可 能 是 多 值 的 . 

整体 解析 函数 (Cglobal analytic function) BH 
“完全 解析 图 数 ” 

解析 函数 的 自然 边界 (Cnatural boundary of 
analytic function) FL“ SE 4- SET PR RC”. 

fg Yr em 3⁄4 BJ Tz TE Ek (existence domain of ana- 
lytic function) M“ ZEAE HT eR”. 

解析 函数 的 奇 点 (singular point of analytic 
function) PARUA fEAT HI A. A RR OO EA z= 二 a 
AA) FE — 4E 3X A AS RE Jie 7 2 39] 2⁄2 32% , WU] à z — a RON 
fF GO BS — 3r A. 一 个 图 数 的 奇 点 可 以 是 单 值 性 奇 
点 ,也 可 以 是 多 值 性 奇 点 . 

f AT eR LES $y x (branch of analytic function) 
由 完全 委 析 函数 的 一 个 函数 元 素 在 区 域内 的 解析 开 
拓 所 得 的 图 数 元 素 之 全 体 . 设 f(z) 是 一 个 完全 解析 
Gi, Pai f (GO BS EA DC D 内 的 点 4a 为 中 心 
的 一 个 函数 元 素 . 以 点 a 为 起 点 , 沿 DANA H 
线 进 行 一 切 可 能 的 解析 开拓 所 得 到 的 全 部 函数 元 素 
的 集合 , 称 为 f(z) 在 DD 内 的 一 个 由 函数 元 素 P (z; 
4a) 确 定 的 分 支 . 当 D 是 整个 复数 平面 时 ,f(z) 的 分 
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支 就 是 完全 解析 函数 f(z) 本 身 .在 区 域 D 内 全 纯 的 
PR. BELI D BS TE— BAP RE JF 23 RE RC, X Eb 
AE CE CER CORO BJ SË £ ,成 为 一 个 解析 函数 的 分 
x. 当 D 为 单 连通 区 域 时 ,如 果 以 DD 内 的 点 4 为 中 
心 的 函数 元 素 PC(z;a) 在 DD 内 沿 以 a 为 起 点 的 所 有 
曲线 都 可 以 解析 开拓 , 则 f(z) 在 DD 内 由 Plea) H 
定 的 分 支 是 单 值 的 . 这 便 是 单 值 性 定理 . 

单 值 性 定理 (monodromy theorem) 
PR B AT x. 

解析 函数 的 支点 (branch point of analytic func- 
tion) 多 值 解 析 函 数 中 产生 多 值 性 的 点 . 若 围 绕 以 
zo 为 中 心 的 充分 小 的 圆周 开拓 一 完全 解析 函数 严 (>) 
(zo 是 孤立 奇 点 ) 的 解析 元 素 1D 方 (z)), 当 变 点 回 
到 原来 的 位 置 时 ,得 到 不 同 的 解析 元 素 , 则 称 此 zo 点 
为 函数 眉 (z) 的 一 个 文 点 . 若 经 有 穷 圈 数 的 开拓 后 
F(z) 回 到 开始 的 元 素 , 而 且 当 zx 一 zo 时 ,F(z) 的 各 
个 分 支 趋 于 一 个 有 穷 或 无 穷 的 极限 , 则 称 zo 是 F(z) 
的 一 个 代数 支点 . 车 经 任意 圈 开 拓 都 不 能 回 到 原来 


见 “ 解 析 


属于 超越 文 点 . 若 当 z 绕 支 点 zo 一 圈 时 ,F(z) 的 各 
分 文 周期 性 地 重复 n “MB UR zo 是 F(z) 的 一 个 有 
FR ”一 1 阶 支 点 .具有 文 点 的 完全 解析 函数 称 为 多 值 


代数 支点 (algebraic branch point) — JL," f fr eR 
数 的 支点 ” 

对 数 支 点 (logarithmic branch point) rf 
PR CA] Sc LU. 

支点 的 阶 (order of branch point) uJ“ eg ir gë 
数 的 支点 ” 


超越 支点 (transcendental branch point) Ji 
"fF DT PK BX BY GO" 

Se (É fa dT Pq š (multi-valued analytic function) 
VN fie BT PBI BX YY SCA”. 

代数 函数 (algebraic function) 
PR AC. 指 由 不 可 约 方程 

P(z,w)-a,(z)w"- a, ,(z)w"' 
cod a (z) = 0 (1) 
58 E BJ Z [LER C rB a, (0 (= 0.1, n n) E z 的 
多 项 式 . 从 这 个 w 的 代数 方程 可 知 对 每 一 个 z 值 确 
定 多 个 w 值 ,因此 w==w(z) 是 一 多 值 函 数 . 代数 函 
数 是 在 扩充 的 复 平面 C 上 仅 具 有 有 限 多 个 代数 支 
点 和 极点 的 完全 解析 郴 数 ; 反 之 ,具有 上 述 特征 的 完 
全 解析 函数 , 必 满 足 一 不 可 约 代 数 方程 , 且 除 去 一 个 
非 零 常数 因子 外 此 方程 是 惟一 的 . 相应 于 代数 函数 
的 黎 曼 曲面 是 紧 致 的 , 即 闭 曲面 . 此 曲面 的 亏 格 即 定 
义 为 代数 函数 的 亏 格 . 由 方程 (1) 联 系 着 的 > Aw 
FU XE PRÉC R (x w) ZR AT 
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一 类 完全 解析 


| R(z,w)dz 


0 


称 为 阿 贝 尔 积分 ,其 中 w(z) 的 值 是 由 zo 点 选 定 的 
分 文 沿 积分 路 径 解 析 开 拓 而 得 . 它 是 一 多 值 函 数 , 其 
多 值 性 不 仅 产 生 于 R(z,w) 的 残 数 ,w(z) 的 多 值 性 ， 
而 且 还 依赖 于 w(z) 相 应 的 歼 曼 曲面 的 拓扑 性 质 . 对 
于 这 个 积分 人 们 常 寻 找 一 系列 标准 形式 ,使 得 任 一 
这 类 型 的 积分 能 通过 适当 的 变数 变换 变 为 其 中 一 个 
标准 形式 . 

关于 阿 贝 尔 积 分 的 研究 导致 代数 函数 的 单 值 化 
问题 ,代数 函数 单 值 化 又 引起 一 般 单 值 化 理论 的 发 
展 . 在 这 方面 ,从 19 世纪 下 半期 到 20 世纪 的 最 初 十 
年 ,世界 上 许多 著名 数学 家 如 黎 曼 (Riemann,G. 下 . 
B. ) XE 3€ AW (Klein, (C. 2 F. ). Æ JHH 3€ (Poincaré, J. - 
Hi Yag FL, 24 (Schwarz. H. A. 2. V Bt (Neumann, 
C.G. ) 和 克 贝 (Koebe,P. ) 等 人 都 做 出 了 重要 贡献 


阿 贝 尔 积分 (Abel integral) WRA pg 3217. 
椭圆 函数 (elliptic function) 一 类 双 周 期 亚 纯 


图 数 . 设 /zz) 是 一 亚 纯 范 数 ,如 果 f(z) 具 有 两 个 比 
值 不 为 实数 的 周期 w,,@,, E|] xf— UJ zEC, 
f(z + o) = f(z) = f(z + o), 

则 称 / (z) A AR || eB 2% (Z: OL BA yr HT I RO. 

BB [E Cuniformization) 求 多 值 对 应 关系 的 
参数 表示 . 寻求 由 不 可 约 方程 po) —a,(GOw" + 
a, 1 (z)w" 十 十 cao(z) 一 0( 其 中 wiiCz)(01 一 1,2， 
…,n) 是 zz 的 多 项 式 ) 所 确定 的 多 值 对 应 关系 zw 
的 一 个 参数 表示 z=z0), w=wlt), {E18} z=z 04) F 
w= 二 w(t) 是 C BJ bÚ G 上 + 的 单 值 函数 . 一 般 情形 
是 要 寻求 由 一 个 完全 解析 函数 所 确定 的 多 值 对 应 关 
系 的 参数 表示 . 1908 年 , 庞 加 菜 (Poincare, CJ. 2H. ) 
fll 5 DL (Koebe, P. ) 同 时 解决 了 一 般 单 值 化 的 问题 . 
对 于 代数 函数 的 单 值 化 的 基本 结果 是 : 亏 格 p= 0 
的 代数 函数 由 有 理 函 数 单 值 化 : 亏 格 p= 1 的 代数 
洱 数 由 双 周 期 椭圆 也 数 单 值 化 ; 亏 格 p 宇 2 时 , 则 由 
单位 圆 内 对 某 个 富 克 斯 群 自 守 的 亚 纯 函 数 单 值 化 . 

#8 #4 [3] Hi TE] (hyperelliptic surface) 一 类 特殊 
E) 32 b BH 181. FA T IÑ EN PRP w = p GO BJ 32 S BH RT 
称 为 超 椭圆 曲面 ,其 中 p(z) 为 > 的 22 二 1 和 2p 十 2 
次 多 项 式 . 数 日 p 给 出 代数 函数 的 亏 格 . 

32 =š Bü (Riemann surface) 一 维 复 解析 流 
形 . 由 局 部 定义 的 解析 函数 经 解析 开拓 得 到 的 大 范 
围 定 义 的 解析 函数 常常 是 多 值 的 , 它 的 单 值 定 义 域 
即 是 相 联 于 此 函数 的 黎 曼 曲面 . 它 能 由 有 限 或 可 数 
无 穷 多 的 “ 叶 ” 所 组 成 ,这 些 叶 都 是 复 平 面 C 上 
的 域 . 抽象 黎 曼 曲面 定义 为 :一 个 曲面 MM 连同 
一 个 附加 的 复 结 构 {(wuy,hy)), 并 记 歼 曼 曲 面 R 
=(M, {Curshr)}). 这 是 外 尔 C(Weyl,(C. H. )H. ) 首 
先 提出 的 . 这 里 复 结构 {(wuy,hy)} 是 指 开 集 族 {uy} 是 


M BJ — JT 58 m, B] M= U uy h; 是 uy 到 复 平 面 开 集 
V; 的 同 胚 映射 , 亦 称 局 部 参数 或 局 部 坐标 ,并 且 相 
邻 两 个 局 部 参数 的 定义 域 的 交集 上 ,其 中 一 个 参数 
是 另 一 个 参数 的 解析 郴 数 . 黎 曼 曲面 上 定义 的 函数 
称 为 解析 的 (或 调和 的 或 次 调和 的 ) ,如果 在 每 个 参 
数 邻 域内 它 表示 为 局 部 参数 的 解析 隔 数 (或 调和 或 
次 调和 函数 ). 紧 致 黎 曼 曲面 称 为 财 黎 曼 曲 面 , 否 则 
AARS HA. 

4 & BH E] ETE FRA 2 2 B] E E BJ EEA 
值 化 定理 . 

BIS @ m m (closed Riemann surface) 
Ser", 

JF X BS dh m (open Riemann surface) 
曲面 ”. 

单 值 化 定理 (uniformization theorem) 2 & BH 
面 理论 中 最 基本 最 重要 的 定理 .定理 叙述 如 下 : 任 一 
黎 受 曲面 必 共 形 等 价 于 下 述 典型 曲面 之 一 : 

1. PREM C—CU (oo). 

2. /& iq C. 

3. 穿 洞 的 复 平 面 C/ (07. 

4. 环 面 , 即 C/Z, = (T (x2 zM- niwi4 nw, 
n n, C A Im toen /ws)>0},2 表示 整数 集 . 

5. 单位 圆 对 某 个 窗 克 斯 群 G 的 商 空间 D/G. 

单 值 化 定理 表明 ,大 多 数 的 情形 下 2 L h 
形 等 价 于 单位 圆 D 对 某 个 富 克 斯 群 G 的 商 空间 
D/G. 因此 R 上 的 解析 阻 数论 等 价 于 定义 在 D 上 的 
对 某 个 富 克 斯 群 C 自 守 的 函数 论 .反之 ,整个 歼 曼 
曲面 理论 也 能 以 这 个 特殊 的 表示 为 基础 进行 讨论 . 
一 个 经 典 的 问题 是 ;给 定 一 个 D 上 的 宣 克 斯 群 G， 
是 否 存在 非常 数 亚 纯 函数 对 于 G 是 自 守 的 , 即 黎 曼 
曲面 上 是 否 存 在 非常 数 的 亚 纯 卫 数 . 

pe dn 3€ (Poincaré, CJ. 2H. ) 具 体 构 造 O RR, 
后 称 为 庞 加 菜 级 数 , 以 此 证 明 对 给 定 的 G 是 自 守 的 
RAE. 闭 黎 曼 曲 面 的 一 个 重要 定理 是 黎 曼 - 罗 
赫 定 理 , 它 给 出 闭 黎 曼 曲 面 上 亚 纯 函数 构成 的 线性 
空间 的 维 数 . 两 黎 曼 曲面 ,如 果 存 在 映 一 个 为 另 一 个 
的 共 形 映射 , 则 称 它 们 是 共 形 等 价 的 .关于 闭 黎 曼 曲 
面 的 模 的 黎 曼 问题 称 : 亏 格 为 g&(>2) 的 闭 黎 曼 曲 面 
的 共 形 等 价 类 集合 R, 构成 3g — 3 维 复 流 形 . 这 方 
面 基础 性 的 工作 是 由 弗 里 克 (Fricke,R. ) 和 泰 希 米 
3 (Teichmiller,O. ) 所 做 . 

Ft He S Hh HE SB HA (conformal equivalence Rie- 
mann surface) IL“ EH”. 

3⁄2 B-S fT FE (Riemann-Roch theorem) H 
艇 曼 曲 面 的 重要 定理 . 设 R NB 32 Se HHI, R 上 的 
除 子 是 如 下 有 限 形 式 和 ô= Dn: p, Qi, E Z, b. € R), 
其 次 数 deg6 = ni. W n; = 0, MEK ó 为 正 除 子 , 记 
8220. 所 有 除 子 构成 一 阿 贝尔 群 . 一 除 子 称 为 是 亚 纯 


VE: 


UE & 


PR C / oh Ul ZR i Ay o 的 除 子 ,如 果 {pi} 是 其 所 有 
零点 和 极点 ,2 KEARN 为 极点 相应 的 级 ,并 记 
ô =) (或 6 二 6(w)), MBE ó, iU (C00 2g BR XE. 
Ali PR HE OC f) +60 者 , 它 是 复 域 上 的 线性 空 
间 , 记 其 维 数 为 dim 1 (ó). Së mW, 
为 g 的 闭 黎 曼 曲 面 上 给 定 一 除 子 $, 对 任意 阿 贝尔 
微分 除 子 &, 有 
dim? (ô) = dim(k — ó) + degó + (1 — g). 

这 个 基本 定理 可 以 导出 一 系列 重要 结果 . 比如 , 闭 曲 
面 上 存在 非常 数 的 亚 纯 销 数 和 阿 贝 尔 微分 ; 亏 格 为 
g 的 闭 黎 曼 曲面 上 第 一 类 阿 贝 尔 微分 式 所 成 的 线性 
空间 的 复 维 数 是 8; 任意 阿 贝尔 微分 w 的 除 子 SCo) 
的 次 数 deg 6(w) 二 2g 一 2 等 . 

黎 曼 曲面 的 亏 格 (genus of Riemann surface) 
黎 曼 曲面 的 重要 拓扑 不 变量 . 一 闭 曲 面 ( 或 开 曲 面 ) 
的 一 维 同 调 群 (或 模 理 想 边界 的 一 维 同调 群 ) 之 秩 是 
Ze, NFR e 为 此 曲面 的 亏 格 . 开 曲 面 的 亏 格 可 能 为 
无 穷 . 

阿 贝 尔 微 分 (Abel differential) 一 类 微分 式 . 
闭 黎 曼 曲 面 R 上 的 亚 纯 微分 w 称 为 阿 贝 尔 微分 , 即 


w 用 局 部 参数 表示 为 


w=al(z)dz, 

H pal) HEAR. 如 a(z) 恒 为 全 纯 的 , 则 o 称 为 
第 一 类 阿 贝 尔 微分 ;如 a(z) 为 亚 纯 上 且 仅 有 2 级 极点 ， 
则 w 称 为 第 二 类 阿 贝 尔 微 分 ;如 a(z) 仅 有 1 级 极点 ， 
则 co 称 为 第 三 类 阿 贝 尔 微分 . 

A iB] Er # (properly discontinuous group) — 
种 特殊 的 单位 圆 D 的 解析 自 同 胚 群 . 所 谓 真 间断 群 
G, 是 指 对 任意 zoED, 点 集 {r(zo)|rEG}) 在 DD 内 无 

富 克 斯 群 (Fuchs group) 一 类 分 式 线性 变换 
BE. 单位 圆 忆 内 的 解析 自 同 构 真 间断 群 称 为 富 克 斯 
8E. 

外 尔 斯 特 拉 斯 点 (Weierstrass point) SS BH 
面 上 具有 某 种 特殊 函数 论 性 质 的 点 . 设 尺 为 黎 曼 曲 
面 ,如 pER 使 得 存在 R 上 的 亚 纯 函数 , 它 仅 以 p 为 
极点 上 且 重 级 全 g ,其 他 点 为 全 纯 , 则 称 p 为 外 尔 斯 特 
拉 斯 点 , 亏 格 为 g( 宇 2) 的 闭 歼 曼 曲 面 R 的 外 尔 斯 特 
拉 斯 点 的 总 数 zw) 有 下 列 估计 

2(g + 1) XinQw) < g° — g. 

外 尔 斯 特 拉 斯 空 际 定理 称 : 设 R 为 亏 格 o> 0 ñ Hi 
AE S BH IE]. p € R 为 任 一 点 , 则 存在 且 仅 存在 g 个 整 
数 ] =n «nj: <n, <2g ,使 得 不 存在 R _E BS ME Ali 
RX. EE RNO EAZA, mA p RA n; BARA. 

外 尔 斯 特 拉 斯 空隙 定理 (Weierstrass gap theo- 
rem) JL“ ob OR PAPAL AR”. 

% =S HH II (covering surface) 4 BH rj 3B ie rH 
引进 的 重要 概念 . UE R 入 为 两 曲面 ,如 存在 及 到 
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R 的 映射 o, 使 得 对 每 一 点 ER, 存在 一 个 邻 域 0， 
而 o 在 0 上 的 限制 是 到 p 一 o(8) 的 一 个 邻 域 U 
的 拓扑 映射 ,此 时 称 RAR 的 光滑 覆盖 曲面 .o 为 
投影 映射 ,是 pz LWA. p Hp MORE. Rr Ar 
¿y| RAR EA RA oH) =r, HIE: KR: Bj 
提升 . 否 对 任意 的 R 上 的 曲线 x 和 > 的 起 始点 上 的 
(LEAP 的 以 为 起 始点 的 提升 总 存在 , 则 称 R 
AR 的 非 限 覆 盖 曲 面 . 对 光滑 覆盖 曲面 ,提升 不 是 
恒 存 在 的 ,但 如 存在 则 是 惟一 的 . 单 值 性 定理 称 : 若 
R R R 的 非 限 覆盖 曲面 ,xr, 和 7; 为 R 上 任 两 个 同 伦 
曲线 ,它们 的 以 共同 起 始点 p。 上 的 一 点 56 为 起 始 
点 的 提升 分 别 为 和 7;, 则 它们 亦 有 相同 的 终点 ， 
且 是 同 伦 的. 投影 映射 作为 连续 映射 诱导 R 的 基本 
HF Ej R 的 基本 群 F 的 子 群 G 同 构 , 并 称 G 为 F 
的 迹 群 , 记 为 G 二 olF). 反 之 ,对 R 的 基本 群 下 的 任 
意 子 群 G, 恒 存在 一 个 非 限 覆盖 曲面 尺 ,使 得 其 基本 
HF 的 迹 群 为 G. 若 G 只 包含 的 么 元 素 e, 则 相应 
的 覆盖 曲面 称 为 万 有 和 覆盖 曲面 . CE REY Be 
曲面 . 

提升 (ifting) A ss BH 8”. 

迹 群 (trace group) L“ 38 = BHH”. 

光滑 覆盖 曲面 (smooth covering surface) Ji 
“覆盖 曲面 ”. 

非 限 覆盖 曲面 (unlimited covering surface) 
JL" s BH TR". 

A8 @ x H A (universal covering surface) 
见 “ 履 盖 曲 面 ” 

BI SF Pq šT Cautomorphic function) 自 变数 在 
JA AERE HIP PR 3 18 4835 B fg: b pR 3. 如 一 解 
Jr PRAM f (xz) (允许 有 和 极点) 的 变 元 经 某 分 式 线性 变 
I BE T= UDLGO) (有限 或 可 数 个 元 ?中 的 元 代 换 后 
仍 得 出 原来 的 郴 数 , 即 

IT, Go) =f) (O,€ T), 

Wu ER GO ACT E T OBS B SERE. X HT, Ce ) E: AY 
式 线性 函数 , 即 


T(z) E QVE + Bs 


yz 4 6, (a,0, BP, = 0). 
E SF PR LT Y AB £ JJ SE BRL , p| H| = ffi PRK RK 
PR 32% SE , zB, Bl iE PR ER |] BRE B PRECOR dE PRI FB. 
B SE 8 3 E: 8 RUE PA TERRI. E 
在 代数 函数 论 . BE (k B] ER ER 
面 均 有 重要 的 应 用 , 它 还 和 黎 曼 曲面 的 研究 密切 相 
X. 自 守 函数 的 一 般 理 论 是 庞 加 莱 (Poincare, (J. -) 
H. ) 和 克 莱 因 (Klein,(C. )F. ) 在 19 世纪 80 ERE 
立 起 来 的 . 
基本 区 域 (fundamental region) SEI LS 
个 变换 群 的 等 价 类 的 代表 所 成 的 域 . 设 f(z) 为 关于 
分 式 变换 群 G 的 自 守 函数 . 平面 中 两 点 ,如 能 用 C 
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中 的 元 使 一 点 变 为 另 一 点 , 则 称 此 两 点 为 关于 群 G 
的 等 价 点 .平面 中 的 一 区 域 忆 , 佑 其 中 任何 两 个 不 同 
点 彼此 不 等 价 , 而 平面 中 任何 点 都 可 在 D 中 找 出 其 
等 价 点 , 则 称 DAR G BS di pe PR , tB, KA B ST eR 
Cf GO BJ 35 s ped. A SF p BE EAS PX BR rn FR I£ faj 
值 ( 包 括 无 穷 ) 的 次 数 均 相同 . 

等 价 点 (equivalent point) MÆRKE”. 

d ZS HE (fundamental function) 一 类 特殊 
的 自 守 函数 . 在 基本 区 域 中 取 任 何 值 只 一 次 的 自 守 
PLC , 称 为 关于 这 个 基本 区 域 的 基本 上 明 数 . 并 不 是 任 
fay SEAS DX aR AB AT FE AS we Be. 例如 ,用 周期 平行 四 边 形 
作为 基本 区 域 ,相应 的 自 守 函数 就 是 椭圆 函数 ,但 不 
存在 椭圆 函数 在 周期 平行 四 边 形 中 只 一 次 地 取 任 何 
值 . 

É: E BW (modular function) 一 种 在 理论 上 极 
为 重要 的 特殊 的 目 守 函数 . 例如 ,可 用 它 来 证 明 皮卡 
定理 . D dE x 平面 的 单位 圆周 王 上 任意 取 和 定 三 点 
A BCR D AREPA SAAS r EX, É% 
圆 内 形成 一 内 接 圆 弧 三 角形 ABC. 将 它 用 w= 二 X(z) 


C 
C= co 


D A D B 


图 1 图 2 


共 形 映射 到 w 的 上 半 和 平面. 使 4,B,C 分 别 映 为 0， 
1,20. 利用 对 称 原理 , 可 将 ( 圆 弧 ) 三 角形 越过 AB 弧 
对 称 反 演 成 男 一 三 角形 ABD, m w==X(z) 就 在 ww 
平面 上 越过 线段 [0,1j] 解 析 开 拓 到 下 半 平 面 . 如 果 对 
三 角形 ABC DS e, Vuen 
形 再 对 每 一 新 三 角形 的 新 圆 弧 边 反 演 , 并 对 每 一 次 
反 演 将 函数 w= 二 xX(z) 解 析 开 拓 . 如 此 一 直 继 续 下 去 ， 
便 可 得 z 平 面 中 单位 圆 内 的 解析 函数 ww 二 X(z), 其 
值 域 为 w 扩充 平面 .这 函数 是 由 这 些 反 演 所 生成 的 
# BJ B SF PRG. BRA FS PR 37. 

圆 弧 四 边 形 ABCD 为 其 基本 区 域 , 且 X(z) 就 是 
该 群 的 基本 函数 . 当然 ,如 把 ABC 改 为 上 半 平 面 的 
一 个 半 带 形 , 它 由 实 轴 上 两 点 4,B 出 发 在 上 半 平 面 
中 做 垂直 于 实 轴 的 半 射 线 和 以 AB 为 直径 的 上 半圆 
周 所 围 成 (如 图 2), 仍 将 它 共 形 映射 到 w 的 上 半 平 
面 ,并 不 断 用 对 称 原理 将 它 解 析 开 拓 , 则 可 得 上 半 平 
面 中 的 模 函 数 , 以 上 述 半 带 形 及 它 对 半圆 跌 AB K 
演 的 圆 弧 三 角形 ADB 合成 其 基本 区 域 ,此 模 蚂 数 
也 是 基本 函数 . 


3 36 2 $J == lal (Teichmüller spaces) [Re 


曲面 上 附带 一 定 拓扑 条 件 的 复 解析 结构 所 构成 的 空 
E. 假设 S, C(g 00d — ` SOBA g 的 朵 曲面 ,在 复 
分 析 及 其 应 用 中 一 个 十 分 重要 的 基本 问题 是 怎样 对 
S, 上 的 复 结构 进行 描述 . g 二 0,1 的 情形 早 为 人 们 
所 认识 , 即 S, 上 有 惟一 的 复 结构 ,S$ 上 的 所 有 复 结 
构 可 以 用 一 个 复 参 数 来 描述 . 当 g> 1 时 此 问题 十 
分 复杂 . 100 多 年 前 , 黎 曼 猜测 S Ce D E BJ Pr £ E 
结构 可 用 6g—6 个 实 参数 来 描述 . 此 著名 猜测 的 证 
明 由 德国 数学 家 泰 希 米 勒 (Teichmiiller,O. ) + 20 
世纪 40 年 代 首 先 给 出 ,其 证 明 的 关键 性 思想 是 对 一 
类 以 S, 为 基点 的 形变 空间 的 拓扑 性 质 及 其 “自然 ” 
作用 于 其 上 的 模 群 的 分 析 , 这 类 重要 的 形变 空间 即 
是 现在 所 称 的 泰 希 米 勒 空间 . 其 定义 如 下 :考虑 所 有 
形 如 [LS ,fj 的 元 组 ,其 中 f: S,— S 为 同 胚 映射 ,规定 
— SR RA:LS Ai I~LS2 fol, 4AMSFE-E 
TE BR o: S,— 5; 满足 g ° f f, Cal te), Al FAH 
形 映射 的 复 偏差 可 在 此 等 价 类 集合 上 装备 一 个 完 
的 度量 ,并 称 为 泰 希 米 勒 度量 . 如 此 所 得 到 的 拓扑 空 
间 T, 称 为 泰 希 米 勒 空间 . 粗略 地 说 , 泰 希 米 勒 的 重 
大 贡献 在 于 巧妙 地 应 用 拟 共 形 映 射 及 S, 上 的 全 纯 
二 次 微分 给 出 了 一 个 “直观 地 ”得 到 S。 上 所 有 复 结 
构 的 形变 方法 . 与 此 相关 的 重要 结果 有 : 

1. 给 定 T, 中 的 任 一 点 [S,f], 存 在 S, Liz 
# OK EGER T F 3 JÉ BR SP A. de $$ DS. 
=[S,h T], Bh ° T E f 的 同 伦 类 中 伸缩 商 为 最 
小 的 惟一 的 极 值 映射 . 

2. 记 R, 是 亏 格 为 & 的 闭 曲 面 的 共 形 等 价 类 的 

合 ,Modg 是 作用 于 7 了 ,上 的 模 群 , 则 Modg ÆT, 

上 的 作用 是 离散 的 , 且 R,—T,/Modg. 

3. T, IRR T 6g — 6 维 欧 氏 空间 R: rh ñ; JF 
EK. 

阿尔 福 斯 (Ahlfors,L. V. ) 首 先 认识 到 泰 希 米 
勒 空间 的 重要 价值 ,并 证 明 T, 上 存在 与 泰 希 米 勒 
拓扑 相 容 的 复 结构 . 稍 后 伯 斯 (Bers ,L. ?证 明 T, 可 
SEA HEB Bx A BI C* “中 有 界 球 的 内 部 . 在 随后 的 研 
FPS, 的 拓扑 类 型 推广 到 允许 S, 上 有 洞 或 穿孔 
点 ,甚至 可 以 直接 从 离散 群 出 发 来 定义 广泛 的 泰 希 
米 勒 空间 . 至 今 泰 希 米 勒 空间 理论 已 发 展 成 为 现代 
数学 中 非常 重要 的 研究 课题 , 它 与 现代 数学 及 物理 
中 的 许多 分 支 ,如 埃 尔 米 特 几何 、 黎 曼 几 何 、 代 数 几 
何 、 离 散 群 理论 .三 维 流 形 理论 .动力 系统 .遍历 理 
W BMO 理论 以 及 超 弦 理论 等 均 有 直接 或 间接 的 
联系 .许多 精粹 思想 交融 其 中 , 互 映 生 辉 . 特别 要 指 
出 的 是 由 瑟 斯 顿 (Thurston,W. ) 所 创立 的 “地 震 ” 理 
i£. 这 是 与 泰 希 米 勒 形变 理论 相 媲美 的 另 一 个 “直观 
地 ”得 到 S, 上 所 有 复 结构 的 形变 方法 . 此 外 由 于 计 
算 机 技术 的 发 展 及 应 用 上 的 需要 ,开发 对 了 T, 中 的 
目标 的 计算 方法 已 开始 受到 人 们 的 重视 . 


SS 2K €) HE ER (Teichmüller metric) ” 泰 希 米 
勒 空间 中 两 点 的 距离 . 设 EE? SEMEL q7 LS: fi] 
Æ T, 中 两 点 , 则 称 

ls 1+ lee 
drepa) = inf log pa 
HÀ pq 两 点 的 距离 ,其 中 f 是 取 自 fe rr 的 同 伦 
类 中 所 有 拟 共 形 映 射 ,yy 是 f 的 伸缩 商 . Ra 
(Teichmiller,O. ) uF HB: f£ f, ° fi' 的 同 伦 类 存在 
惟一 的 极 值 映 射 达 到 上 述 定 义 中 的 下 确 界 . 值得 一 
提 的 是 这 种 复 偏差 方法 可 追溯 到 格 勒 奇 (Gr6tzsch,， 
H. ) 的 著名 变 分 问题 . 

全 纯 二 次 微分 (holomorphic quadratic differ- 
ential) 一 种 特殊 的 二 次 微分 式 . 在 局 部 坐标 > 下 
表 为 w= 二 f(z)dz* 且 在 局 部 坐标 变换 下 不 变 的 微分 
式 . 行 了 是 点 z NSARM WR ww 为 S, 上 的 全 纯 
二 次 微分 式 . H 32 RUE Ah E EE uS, 上 所 有 全 纯 
二 次 微分 的 全 体 是 6g 一 6 维 实 的 向 量 空间 . 利用 非 
零 全 纯 二 次 微分 可 做 出 9* 上 的 局 部 全 纯 坐 标 系 , 即 
所 谓 自 然 参 数 . 其 作法 如 下 : 设 pe S,.2 为 p 附近 
HJ J) Bb AA PR, z (p) = 0, = f(Odz. zrf(zpn 
= f (0) £0 , W TE JBL a BA j 


z > (z) =i V f (z)dz 


邻 域内 q >£ = (z (q)) JE — ku ap £ü ^^ ba. dp p E 
c BJ n whem NF E ARAA "Pot BJ E S DO; 
~), 使 得 在 其 内 f (xo — z'pGO, BR oD) eae 
$G 750. BUE V 9 B — TP S (LAT cR 为 奇数 ， 
Wis I-—íir|osr-ri UJ #| D(0;r), SR ES BN z" E 
D(0;r)\T PPS Ss n AER, 08] SERIES 
DC0;r2, AZ, 


zb O(z)= ji Vv f (z)dz 


= d C 十 Cz Je) ee = 0) 
是 定义 于 D(0;r)NI BEER BS. 可 验证 
z — @(x)2/n+2 
是 单 值 且 在 原点 的 导数 不 为 0. 从 而 
q 一 £ = D(z(q)) "tt? 
可 作为 p 点 附近 的 局 部 坐标 . 设 0<k<1,£ ES, 上 
RIES SA Ka w 诱 导 的 自然 参数 , 令 
£ TERE 
Ç = TLR 
易 知 4 满足 局 部 坐标 的 相 容 性 条 件 , 因 而 多 可 作为 
拓扑 曲面 S, 上 的 全 纯 坐 标 . 由 此 产生 一 个 黎 曼 曲面 
S's 及 泰 希 米 勒 空间 的 一 个 点 LS',7 ,其 中 了 :9 一 
Ss 作为 拓扑 曲面 S,。 上 的 自 同 胚 为 恒 等 映 射 ,TT 及 
LS ,Tj 称 为 泰 希 米 勒 形变 . 
自然 参数 (natural parameter) 


见 “ 全 纯 二 次 
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微分 ”. 

3x 38 OK BRE SPF (Teichmüller deformation) J 
“全 纯 二 次 微分 ”. 

模 群 (modular group) 即 亏 格 大 于 2 的 闭 曲 
面 上 映射 类 群 . 考虑 拓扑 曲面 S, E TA DR le] A |F] H 
集合 ,在 其 上 定义 一 等 价 关系 使 得 两 元 素 h 与 h 等 
ffr. SARA 5 h' 同 伦 ,如 此 所 得 到 的 等 价 类 集 
合 在 复合 运算 LA 。 [LA 一 [ 大 下 构成 一 群 , 称 
为 模 群 ,或 映射 类 群 . 模 群 以 如 下 方式 自然 地 作用 于 
Ae OK BY RI SCA Ls. f D [s ° A]. SE SIE 
用 是 间断 的 . 模 群 与 泰 希 米 勒 空间 理论 .拓扑 学 及 三 
维 流 形 理论 等 有 密切 的 联系 ,至 今 仍 是 人 们 所 重点 
研究 的 课题 之 一 . 


解析 函数 空间 


布 拉 施 克 乘 积 (Blaschke product) 因子 为 单 
位 圆 到 自身 的 共 形 变换 的 无 穷 乘积 . A a,(n=1,2, 
…) 是 一 复数 序列 ,0< la| <1, 


>, (1 一 |a,|) 
n=] 
收敛 , 则 无 穷 乘积 
Box II la, | 
n=] 


a, 
# |z | «1 内 收敛 ,BCz) 称 为 布 拉 施 克 乘 积 . 

哈代 空间 (Hardy space) 单位 圆 内 一 类 重要 
的 解析 函数 空间 . 设 函 数 f(z) 在 单位 圆 盘 |z| 二 1 
中 解析 SE 


j 2x l/p 
MG, f) = ECH | re^) |d| (0« p<+oo), 
Mr, f) = max | (z) | (p = + co) 


对 一 切 0<r<1 有 界 , 则 称 f (z) BF eh BUR H^. H? 
族 是 由 哈代 (Hardy,G. H. 2 f£ 1915 年 首先 提出 的 ， 
并 对 此 做 了 一 系列 的 研究 工作 ,他 证 明了 著名 的 凹 
定理 ;log M,(r, 了 是 logr BJ li e C. 

在 20 其 纪 上 半 叶 ,还 有 许多 数学 家 ,如 法 图 
(Fatou,P. J. L.) 2E FEAR fh EB (Littlewood, J. E. ), 
里 斯 (Riesz,F. 和 Riesz, M. ) SE f$ (Szegó, G. ) 和 斯 
X AR VÉ X (Cunpuop, B. H. ) 等 人 对 哈代 族 进 行 了 研 
究 并 取得 一 系列 相当 深刻 的 结果 .但 那 时 对 H^ 的 
研究 局 限于 所 谓 的 “ 便 ”" 分 析 范 围 , 如 人 研究 H^ PRX 
的 边界 性 质 及 震级 数 等 ,所 用 的 工具 也 主要 是 复 变 
KASER. 到 了 20 世纪 50 年 代 , 数 学 家 们 
iH? 看 做 度量 空间 ,如 对 1< p< + oo. E X 20 Bi 
| £1, MOS. WJ H^ 是 巴 拿 赫 空间 ;对 Op 
<1,%¢ f.g€ H’, ELES 

If — gll = M,(1,f —g», 
则 H? sL RAEM. S| BE ZZ PRP 2 T. R. KA” 
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“ 便 ” 分 析 结 合 起 来 研究 H^ 空间 ,20 世纪 70 年 代 和 
80 IT, Hr 的 研究 非常 活跃 ,并 得 到 了 许多 引 人 
注目 的 结果 . 如 在 1971 年 ,美国 青年 数学 家 费 弗 受 
(Fefferman, C. ) 证 明了 五 :的 对 偶 空 间 为 BMOA 
空间 . 8b dB ER GRE HT H^ 理论 的 研究 ,获得 了 1978 
年 的 菲 尔 兹 奖 ( 参 见 《 调 和 分 析 同名 条 ). 

H’? 理论 不 仅 对 分 析 和 函数 论 ( 包 括 泛 明 分 析 
和 调和 分 析 ) 本 身 有 着 深刻 的 影响 ,而 且 与 数学 的 一 
些 其 他 分 支 , 如 微分 方程 .概率 论 及 力学 等 都 有 交叉 
联系 .单位 圆 盘 的 H? 空间 的 主要 研究 问题 有 :边界 
性 质 、 积 分 表示 、 泰 勒 系数 .结构 问题 ,解析 投影 算 
子 、 对 偶 空 间 、 极 值 问 题 及 插值 问题 等 . 

单位 圆 盘 上 的 H? 空间 可 以 推广 到 平面 上 任意 
区 域 和 双 曲 型 黎 曼 曲面 上 ,也 可 推广 到 C' 上 去 . 与 
H’? 空间 有 关 的 重要 函数 类 有 奈 望 林 纳 类 N 和 有 界 
平均 振动 解析 男 数 类 BMOA. 可 以 证 明 

H” C BMOA c f) H*. 


设 f(z) 是 单位 圆 盘 D AD ROT ER 2, £ 是 OD 上 的 
给 定点 ,如 果 当 zz 在 DD 内 以 8 为 顶点 的 任何 角形 区 
域内 趋 于 贡 时 ,f(z) 都 趋 于 一 确定 值 , 则 称 f(z) 在 & 
有 非 切 向 极限 值 , 记 为 75). 1923 年 ,里 斯 证 明了 ， 
# SEH? O<p<+o), MW f(z) 在 3D 上 几乎 处 处 
AE VY) [ol AR PR fe"), A (e € L^10,2m .同年 ， 
里 斯 还 证 明了 , 若 f(z) E H’ Opo), f(z) 
~0 Wi f£ (22 — Bg GO. X B BOO dE HJ (GO TE | 2 | 
«1H Br A F ex P ËJ pR. BY f Dc SUE AR g € HI 
H g # |z | 1 PRAE AR. 1929 年 ,斯 米尔 诺 夫 进 
一 步 地 对 g 进行 分 解 , 得 到 下 述 结 果 :; 夺 f(z)EH?”， 
f(z) 关 0, 则 
F(z) = e* B(22S (2) F (2), 
这 里 c 是 实数 ,S(z) 是 奇异 内 图 数 , 下 (z) 是 外 函数 ， 
即 
S (z) = exp | — xl. sedate) 


27) o e" — z 


去 |- S — -log | f Ce) D 
其 中 wt) AEM BE FEE 25 pa 24 , R: S PBL SP Ab 
处 等 于 零 . 

单位 圆 盘 上 的 解析 函数 称 为 内 函数 ,如 果 / € 
H~,A|fce*) | =1 在 3D 上 几乎 处 处 成 立 . 可 以 证 
明 ,jz) 为 内 函数 的 充分 必要 条 件 是 f(z) 能 写成 如 
下 形式 


F (z) = exp 


f(z) = eB(z)S(z), 
这 里 c ARM, BA Ai Hl it IRR SO) A A FF 
Py BK C. AY ER $x 15 4 EF [8] 8 RAR. > S 
AH HEBAT MSS), JER’. H? 的 
一 个 子 空间 M RATES FARE. zMC M. 1949 
^E. f R (Beurling, A. WEH T F I 8936 em, H’ 


的 子 空间 M 在 S 下 不 变 的 充分 必要 条 件 是 存在 内 
函数 G ,使 得 

M = GH’ = {G(z)f(z)|f € H°). 
JL XE EB TE TZ pR ^ Dr rh 1548 CERE X. 

非 切 向 极限 值 Cnontangential limit value) ML 
“哈代 空间 ”. 

Pj EE inner function) WE (& zs p] ". 

Shea (outer function) W n& (C25 H)”. 

Hi (8 PF 2 (interpolation sequence) 单位 圆 内 
满足 某 种 函数 论 条 件 的 点 列 .单位 圆 盘 一 序列 (zi) 
称 为 插值 序列 ,如 果 对 任意 一 个 复数 序列 (wi) CE. 
FETE SCH”, (EIR f(z) 二 wilk 二 1,2,…). 讨论 插 
值 序列 ,有 一 个 有 用 概念 是 均匀 分 散 序 列 .序列 {zi} 
称 为 均匀 分 散 的 , 若 存 在 常数 6 二 0, 使 得 

ll Onde 
jk 

1958 年 , "EAR A5 CCarleson,L. ) HERA T (x, Es ffi 
值 序列 的 充分 必要 条 件 是 {zi} 是 均匀 分 散 的 . 

BR 4 JR HELD PAW (analytic function of 
bounded mean oscillation) 哈代 空间 H! 的 对 偶 空 
间 中 的 函数 . 有 种 种 等 价 描述 ,其 原始 定义 如 下 :对 
于 单位 圆周 7 EKIRA 4x I Z T 的 子 弧 , 令 


1 i0 
这 里 |7| 是 7 的 长 度 .车 


NICA said: 


XT EBS— 9T 39K 了 有 界 , 则 称 u RF BMOCR E 
平均 振动 函数 的 简称 ,参见 本 卷 4 调 和 分 析 》 同 名 
条 ). 

单位 圆 盘 的 解析 函数 f(z) 若 能 表 为 一 个 BMO 
函数 的 泊 松 积分 , 则 称 它 属于 BMOA( 有 界 平 均 振 
动 解 析 函 数 的 简称 ). 

有 界 平 均 振动 函数 (function of bounded mean 
oscillation) ” 见 “ 有 界 平均 振动 解析 函数 ”. 

卡尔 松 测度 (Carleson measure) H’ 理论 中 
非常 重要 和 有 广泛 应 用 的 测度 . o 是 单位 圆 盘 的 
正 测度 , 若 存 在 常数 c CoD ,使 得 c(CS) 委 c(c) 疡 对 所 
有 下 列 扇形 S 成 立 , 则 称 o 为 卡尔 松 测度 : 

S = {z = re°|] — h < r 
< 1,0, < 0 < ñ, + hj. 

卡尔 松 测度 由 卡尔 松 (Carleson,L. ) 提 出 . 1958 年 ， 
卡尔 松 证 明了 下 面 著名 的 测度 定理 : 令 w 是 |jz|< 扫 1 
上 的 正 测度 . 设 0 和 2 王 十 ce , 则 存在 常数 C ,使 得 


1/ 
|. eye] «cur, 


对 一 切 f € H? 成 立 的 充分 必要 条 件 是 yx 是 一 个 卡 
尔 松 测度 . 卡尔 松 测度 也 能 刻画 BMOA , X 3 = 


之 i 一 Zj 
1 v2 ZjZp 


fae i og EX SS lB 


(Fefferman,C. ) f£ iE BH. H' AY Xt B = lal A BMOA 
的 过 程 中 ,证 明了 FE BMOA 的 充分 必要 条 件 是 
CL c le) Ce» dad 
为 一 个 卡尔 松 测 度 , 其 中 z= 二 zx 十 1y. 
H oM (corona problem) A’ 理论 中 的 一 
个 重要 问题 . 1941 年 , 角 谷 静 夫 (Kakutani,S. ) 提 出 
如 下 猜想 : 设 -WY 是 H°” BJ A BAB , IJ ND 是 一 
个 空 集 , 这 里 DD 是 单位 圆 盘 . WEA A el. 由 
于 A 的 拓扑 是 Gelfand HF}, Pr A A IA) ea Dp A 
叙述 为 如 下 的 形式 : 若 f foo S EH H OT 
z€ D ,W8 ER 
0 < ó = max |7 | s 1, 


则 存在 Z820 gC H” EG 
fund fopi +o + fg. = 1. 

这 个 猜想 已 于 1962 年 由 卡尔 松 (Carleson,L. ) 所 证 
明 . 但 日 时 问题 对 于 平面 上 一 般 的 无 限 连通 区 域 ,及 
对 于 C" 中 的 多 圆柱 和 超 球 等 ,都 是 引起 许多 学 者 关 
注 的 待 解 决 的 难题 . 

伯 格 曼 空间 (Bergman space) ”区域 上 平方 可 
积 的 解析 函数 空间 . 一 般 地 ,对 1 << p < + co, <+ 
L? (D) #8 R Bh D E 383 y nu] 380 PR $z f C< Er p Bj Es 
S das |Ë] ,其 范 数 为 


If, = [| Lco "dc * <4 eo, 


其 中 d4(z) 为 面积 元 素 . 伯 格 曼 空间 定义 为 由 
Z2(CD) 内 的 所 有 解析 函数 组 成 的 子 空间 , 记 为 
Ls(D). 伯 格 曼 空间 的 一 个 重要 结果 是 下 述 对 侦 定 
HL? CD) RES] BS E 8] CL? CD))' 同 构 于 LCD), 其 中 
l1«p,.q«-rooH 


4 pl BF, L (D) BJ Xt B == lB] E: p W vu = gl. 
Li CD) BJ TA XTARA == 08] 29 ^] # 28 sa = [8]. (B 8 = == [š] 
有 多 种 形式 的 推广 ,关于 这 些 空 间 上 的 各 种 算 子 的 
研究 ,得 到 不 少 深入 的 结果 . 

Li 函数 的 再 生 核 (reproducing kernel for L? 
functions) 4E f& & zs [8] L2 (D) E FH UA 3 zs IK = Í] 
FF BJ pa BJ JE aw ZE YK eR BL. 由 里 斯 表示 定 
理 可 得 在 点 z€ D fr TETE— BJ PBK. Cw) € L. (D), 
使 得 对 所 有 的 f(z)EL:(D) 有 下 述 再 生 公 式 


f(z) = NT K,(w)dA(w). 
K(z,w=K.@o AR D 上 天 :函数 的 再 生 核 . EC 
是 研究 伯 格 曼 空间 的 重要 工具 , 亦 是 域 D 的 几何 基 
mH. 当 D 为 单位 圆 盘 时 , 核 函 数 为 

K(z,w) = 1 


(1 — zw)?" 
由 它 导出 的 们 格 曼 度量 与 庞 加 莱 度 量 相 同 . 
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4848 S HEX (Bergman projection) L'CD) iJ 
Ls(DD) 的 正 交 投影 算 子 . 伯 格 曼 空间 Li CD) 是 希 尔 伯 
特 空间 ZL*(D) 的 闭 子 空间 ,对 任意 SELD), 


PIG = | Ke ao) f wda w) 


Aon UD LCD BJ IE £ ERE B T.P 称 为 伯 
w SRK, HEKO, w) BIAETRCA WU" LL BAH 
ARERR”). 显然 它 是 有 界 算 子 .一 般 地 ,对 
1<p<+o,f(z)EL’ (D), ër 


(Bx | Ke a) fdaw), 


则 可 知 Pfr) FER ATEN D P OL? CD) 8|] L; (D) 
的 有 界 算 子 . 

布 洛 赫 空 间 (Bloch space) 一 类 重要 的 解析 函 
数 空间 . 设 f(z) 是 单位 圆 D 内 的 解析 函数 , 若 

lf lle = |1f(0)| + sup — [215 [^ @) | 
为 有 限 数 , 则 称 f(z) 是 布 洛 赫 函数 . 2 IK X EÉ FII ER 
数 构 成 以 Il Sf lle Ave cay E E aps IB]. BE Ap IK 
空间 ,并 用 B on. Hn T8 Bh PB 1 E rt E xE 
理 密切 相关 .车 f(z) 在 DD ARI, I OLS lal = 
1, 布 洛 赫 定 理 指出 ,存在 绝对 常数 c 汪 0 使 得 f(D) 
包含 一 个 以 (0) 为 心 以 c 为 半径 的 单 叶 圆 盘 . 定理 
中 的 常数 c 的 最 大 值 称 为 布 洛 赫 常数 , 记 为 co. 的 
准确 下 界 是 多 少 仍 是 个 未 解决 的 问题 . 奎 5 表示 
f(D) 内 最 大 的 单 叶 圆 半径 , 则 有 


b 
b<sup(1— [|z |?) | £! (z) (SZ 
0 


H ERER l S H s 的 几何 解释 , 即 若 f (z) = 0, 
则 除去 一 个 带 数 系数 , | fll RAE f (D) PN SCA 
叶 贺 盘 的 半径 . 布 洛 赫 空间 的 一 个 重要 子 空间 是 小 
布 洛 赫 空 间 , 记 为 B, E X tl F 
B, = (/|f € B, lim Q 一 |z|?)|f'(z)| = 0}. 

这 是 B 的 可 分 的 闭 子 空间 . A 15 AV PR 32% 48 #h #h S UE 
的 描述 ,比如 可 用 阿达 马 (Hadamard,J. CS. 00 BJ ik 
€ BOX Bo) 的 充分 必要 条 件 是 对 1< poo, 


sup| | CO IG Ga dA GO <+ ec 
ace DJD 

ERN IO l'(G(z,a))'dA(z) = o| 1 
其 中 


— az 


1 

是 DD BJ APTE a 的 格林 函数 . 在 们 格 曼 空间 理 

论 中 ,已 知 L. CD) BJ AHB = BJ LCD) 为 B. B. 是 

L. (D) BY ROSE ES 28 [8]. 由 此 得 到 ;对 于 面积 测度 ,B。 

和 B 分 别 是 零 平 均 振动 解析 函数 VMOA 和 有 界 平 

均 振 动 解析 函数 BMOA 的 类 似 物 . 布 洛 赫 函数 空间 
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G(z,a) = log 


有 种 种 推广 ,如 Om bz Mmmm 
曲面 上 的 推广 ,后 者 显示 与 单位 圆 情形 有 本 质 的 差 
zij. 

fn E XE ( Bloch function) 4," 2p T de 
小 布 洛 赫 空间 dlittle Bloch space) W“ An Y% ýh 


SEN 
广义 解析 函数 与 边 值 问题 


fg AT e BZ] (& fa] EB (boundary value problem of 
analytic functions) >K St M px dat rH BJ fee prr be C fs 
其 在 区 域 边界 上 的 极限 值 ( 也 称 边 值 ) 满 足 一 定 条 件 
的 问题 . 此 类 问题 统称 为 解析 函数 的 边 值 问题 . 由 于 
解析 函数 满足 柯 西 - 黎 曼 条 件 , 因 此 解析 函数 边 值 问 
题 和 椭圆 型 偏 微 分 方程 的 边 值 问题 密切 相关 . 如 未 
知 函 数 不 止 一 个 ,而 是 一 组 解析 晒 数 , 则 又 有 解析 毅 
数组 的 边 值 问题 . 有 时 边 值 条 件 中 会 出 现 未 知 函 数 
在 区 域 边界 点 上 和 a (z) BJ 3 IË < [BJ BJ KA. Wë 9 
带 位 移 的 边 值 问题 ,其 中 a(z) 是 边界 到 其 自身 的 同 
胚 映射 .求解 这 类 边 值 问题 的 基本 工具 是 柯 西 型 积 
分 和 普 菜 姆 利 公 式 . 解析 函数 边 值 问题 最 直接 的 应 
用 是 求解 或 讨论 奇异 积分 方程 . 而 奇异 积分 方程 和 
解析 函数 边 值 问题 本 身 在 许多 科技 领域 中 有 广泛 的 
应 用 ,如 弹性 理论 流体 力学 .数学 物理 等 方面 .还 有 
一 类 问题 ,其 区 域 的 边界 是 未 知 的 ,要 由 所 给 条 件 去 
求 出 ,这 类 问题 称 为 反 边 值 问题 . 

解析 郴 数 边 值 问题 的 一 些 简 单 情 况 , 早 在 19 TH. 
纪 就 已 有 所 讨论 ,而 作为 函数 论 的 一 分 文 壮 勃 发 展 ， 
则 是 20 世纪 中 叶 的 事情 . 特别 是 以 穆 斯 赫 利 什 维 利 
( Myexe)ruumuum , H. N. ) 为 首 的 苏联 学 派 在 这 方面 
做 出 了 卓越 的 贡献 .中 国学 者 从 20 世纪 60 ERE 
在 这 方面 也 做 了 不 少 工作 . 如 果 把 柯 西 - 黎 曼 条 件 推 
广 , 则 可 引进 广义 解析 函数 概念 ,从 而 也 有 广义 解析 
函数 边 值 问题 的 研究 .这 种 研究 在 20 世纪 下 半 叶 以 
来 已 经 有 了 相当 的 规模 ,这 其 中 也 包括 中 国 数学 工 
作者 的 工作 在 内 . 

柯 西 主 值 积 分 (Cauchy principal value of an in- 
tegraD ”对 奇异 积分 主 值 的 一 种 取 法 . 设 工 为 一 可 
求 长 曲线 ,考虑 积分 


| Tar, 
L 


其 中 f(r) z=c AER A ER CHI L 为 开口 曲线 , 则 
c 不 是 端点 ). 一 般 地 此 积分 发 散 . 如 以 < 为 中 心 , 以 
充分 小 的 为 半径 做 圆 ,在 世上 截 下 一 小 段 弧 L., 
AD 


lim | Joder 
04 L—L, 


存在 , 则 称 此 极限 为 柯 西 主 值 积 分 , 记 为 


V. | Pase, 
或 径直 记 为 | 
| fear. 
最 常用 的 情况 是 
ji LO qr (t € L). 


(参见 《数学 分 析 》 同 名 条 ). 
柯 西 型 积分 (integral of Cauchy type) 
分 的 推广 . 下列 积 分 称 为 柯 西 型 积分 


1 f) 3, GEI 


Oia oe 

其 中 世 为 封闭 的 或 开口 的 可 求 长 曲线 . f(z) 称 为 它 
的 核 密 度 ,1/ 4 一 z) 称 为 柯 西 核 . 当然 要 假定 积分 存 
TE. XB SOMA BSB BEL FM, 
所 以 柯 西 型 积分 和 柯 西 积 分 公式 中 的 积分 不 同 . 由 
上 式 定 义 的 函数 (22,25 L 为 封闭 曲线 时 ,是 在 世 
所 围 内 域 和 外 域 中 的 两 个 解析 函数 ;当世 为 开口 曲 
线 时 , 则 是 全 平面 除 掉 艺 后 的 一 个 解析 图 数 . 

柯 西 核 (Cauchy’s kernel) JA, “Fal Fy HY ASP”. 

普 莱 姆 利 公 式 (Plemeli's formulas) ” 柯 西 型 积 
分 的 边界 值 公式 . 设 柯 西 型 积 


1f fŒ 
P(z) = ail. em ; d (z & L) 


中 的 f(z) 满 足 赫 尔 德 条 件 , 即 
|F) — fad | S Alt, — t|” 
(O< ns.1l;h,c€.L) 
其 中 4 为 一 常数 . 又 设 工 为 一 光滑 弧 ,并 取 定 一 方 
向 为 正 向 (例如 ,当世 为 封闭 曲线 时 ,可 取 为 逆 时 针 
方向 ), 则 (25 24 z 从 工 的 正 侧 ( 正 向 前 进 方向 的 左 
侧 ) 和 负 侧 ( 右 侧 ) 趋 向 于 工 上 一 点 时 ( 当 工 为 开 
口 时 ,wo 不 是 端点 ), 其 极限 值 ( 边 值 )@* (zo) 和 
d MFE, H 
Jf G) 


0:0) =+ tf el Pea G € D, 


其 中 右 端 积分 要 理解 为 柯 西 主 值 积 分 . 这 个 公式 称 
为 普 莱 姆 利 公 式 . 它 是 求解 边 值 问题 的 基本 工具 . 如 
工分 段 光滑 ,to 为 L 上 的 一 角 点 ,其 两 个 单 边 切 线 在 
正 侧 所 张 的 角 为 0,, 则 上 式 成 为 


柯 西 积 


2 (to) 一 | 1] 一 | Ft + SH SCH dt, 
TUN 
eme fd sl de en. 


HE SEU AIA SEE KB] B n] PO AKIRE RIED 
X. M FO € LP > D (Hh p KNB #1) BF , 2 
KAARI L 上 点 如 几乎 处 处 成 立 . 


数 与 边 值 问题 


广义 解析 地 


索 霍 茨 基 公 式 (Sokhozki formula) 
利 公式 ”. 
黎 曼 边 值 问题 (Riemann boumdary value prob- 


BD Se B) 


lem) ” 亦 称 连结 问题 ,一 类 解析 函数 的 边 值 问题 . 设 
L 为 一 封闭 曲线 , 求 一 分 区 全 纯 函 数 ( 即 在 工 所 转 


内 域 和 外 域 中 解析 ,和 且 在 工 的 正 、 负 侧 上 有 极限 值 
即 边 值 ) ,使 之 满足 边 值 条 件 

PA GO GO + g@) G € L), aA) 
E cB GO), g) H CL mR. 此 问题 称 为 黎 曼 边 值 
问题 . 当然 还 应 要 求 Oe) TE xz 一 ce 处 有 一 定 的 性 
态 , 例 如 Coo) — 0 或 有 限 等 . 当世 是 开口 曲线 时 也 
有 类 似 问 题 , 不 过 这 时 B(z) 在 整个 平面 中 除去 工 后 
是 一 个 解析 函数 . 如 果 (1) 式 左 端 中 的 上 改 为 aG), 
这 里 wx( 刀 是 元 到 自身 的 同 胚 映 射 , 则 有 带 位 移 的 黎 
曼 边 值 问 题 . 

连结 问题 (problem of conjunction) 
边 值 问题 ” 

希 尔 伯 特 边 值 问 题 (Hilbert boundary value 
problem) 寻求 区 域内 的 解析 函数 使 得 它 在 区 域 边 
界 上 满足 某 些 边界 条 件 的 问题 . 设 工 是 某 区 域 G 的 
边界 曲线 ,过 的 正 向 取 成 使 G 在 其 正 ( 左 ) 侧 . 求 G 
中 的 解析 函数 B(z), 使 其 在 L 上 的 边 值 B87(z) 满 足 
条 件 


Bp “ 3⁄2 & 


Reie" (Dj) = JG GEL), 
F H yG) e Am FOI E, ME wR. 此 问题 称 
为 希 尔 伯 特 边 值 问题 .也 有 人 将 希 尔 伯 特 边 值 问题 
称 为 黎 曼 - 希 尔 伯 特 边 值 问题 . 
黎 曼 - 希 尔 伯 特 边 值 问题 (Riemann-Hilbert 
见 “ 希 尔 伯 特 边 值 问 


boundary value problem) 
ER”, 

广义 解析 函数 (generalized analytic function) 
APE Pr PRIX BY HE). 指标 准 化 的 一 阶 梢 圆 型 方程 组 


Ox Jy 

Ë ae (1) 
u 

a on oe ee 


£V POR D 内 的 连续 解 , V] PARA Su ERA 
形式 的 方程 
w, = Aw + Bw, (2) 


其 中 
=G +d+i@ dco), 
B= G d +id+ o), 


r= zi w= ui w= | RIA š 
$ $ (Bexya, H. H. ) AAR (Bers, L. ) 各 自 独 立地 建 
立 了 系统 的 广义 解析 水 数理 论 . 20 世纪 50 年 代 , 亚 
音速 、 超 音速 飞机 的 研制 ,推进 了 广义 解析 函数 的 发 
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J. 们 斯 用 DCoo € DAMP HE AN BMF (z), 
G(z) 分 别 代替 复数 表示 中 的 1,0 HERF), G) 
满足 条 件 


i F@)G(2) = 3:LF GGG) -F GOG GO T0. (3) 


而 D ALE — 2 n] Eeër w(z) 均 可 表示 成 

wz) = F(z)@(z) + Gadd), (4) 
这 里 plz) PORE D ASCE PS IC. 如 果 对 D 内 的 
任 一 点 z AR BR 
lim edam =s tdem "287 — Ge t Ah) 


= wz) (5) 
ff TE, DU] EK z (z) Fk (f (2) GC OO TE JR z 存在 微 商 
i (z), 3Ë TR wOGO DAB BH — 2S WE fSE PT eS RL. 
wz) fe D As — 2S E A RRR 76 4] Py E RIFE: 
wl(z) 在 D 内 满足 复方 程 (2), 其 中 
FG, — GF, GF, — FG, 
EGG! EG SEG? 

还 可 以 证 明 ; f(z) — 9GO dig GOE D 内 满足 复方 
各 | 


A(z) = B(z) = 


fs excea 
ey Fi» PG 
: = F(z) — iG(z)’ (6) 


f.= >C, — ify), 


并 称 f(z) 为 DD AH — 2S TEE fe Hr PRB. 这 两 类 准 解 
Ar PR 22 8 AB Fa] AS) FE RC OSEE 3E CB 28 — 28 HE A 
Dr PRA. RAF X ae BE E: OVE BS] , mit — 2 VERRE 
freë, PR AF X Ek aE BEL GH |t xo (< ) JE X ER 
D AS” XE PT PR 2% =k, oS — 2 VEL RR T BC , WD/ E 
D 内 解析 函数 B(z) 与 D 上 的 连续 函数 Cz) ,使 得 
wz) = D(z)e”™. (7) 

这 个 定理 称 为 相似 原理 .有 了 这 个 原理 ,使 得 关于 解 
析 消 数 的 许多 性 质 , 可 转移 到 广义 解析 限 数 上 来 ,如 
积分 和 级 数理 论 、 孤 立 奇 点 的 分 类 、 惟 一 开拓 性 、 也 
数 序列 的 凝聚 原理 及 龙 格 通 近 定理 等 . 类 似 于 解析 
函数 ,对 于 复方 程 (2), 也 有 各 种 边 值 问题 的 可 解 性 
结果 等 ,如 黎 曼 边 值 问题 和 黎 曼 - 希 尔 伯 特 边 值 问 
EN ,这些 边 值 问题 在 力学 、 物 理学 中 有 重要 应 用 . 

方程 组 (1) 和 复方 程 (2) 可 推广 到 一 阶 线性 一 致 
椭圆 型 方程 组 和 一 致 椭圆 型 复方 程 

wi =Q; (z )xu, + Q, (z wz 
+A C2JwtA,(zJwtA;(z), (8) 

3 — BONUS Ae bg 

IO, GO | E |Q.¢z) | SG < 1 (z € D), (9) 
这 里 g 是 非 负 常数 . 特别 地 , 当 

Q(z) = Q(z) = Az) = 0 CED) 
时 ,(8) 就 是 复方 程 (2), 其 中 

Ai(z)=A(z), A;Cx2 — BG). 


70 


对 于 多 个 自 变 量 的 情况 ,在 克利 福 德 代数 的 基 
础 上 ,建立 了 相应 于 单 复 变 函数 的 一 些 理 论 ,以 三 个 
实 自 变量 的 情况 为 例 , 用 e= l,e: e: RI ANIE 
代数 的 基 , 其 中 e§ = —1,;=2,3,e,e= — ese. WD 
是 三 维 欧 氏 空间 R: 中 的 区 域 ,D 内 的 点 (Xs 


3 
aq = X oe E E ee EE 
je 
而 =x ees 2363, X. DAN RRM zo (z) nf & D 
w(x) = to (z)e;, (10) 
这 里 用 es 表示 ezes. 定义 运算 
a) = (ner + C ua J 
ac ) — ( Je — ( )2,€2 m ( T 


显然 99( 039€ ) 9 O+ COar Cou KR DAN 
正则 函数 w Co) RE TB Wš A Jy EE £H Ow Cx) — 0 , BI 
Os = On = On 0 
(Ou. OR. 2 er 
Ox Ë On, — On, 
0 -On On On, 
的 连续 函数 w(x), 又 广义 正则 函数 是 指 D 内 满足 
方程 组 


dw = A(r)w + B(x)w (12) 


A(x) = DAG 
j=] 


4 
B(x) = X Bes 
j=] 


A,;(z),B,(x) € L,(D) 
(O<a<1;j=1,2,3,4), 
zu (z) =u, (xr) —w (rer — wy (res — wi Ge. 
第 一 类 准 解析 函数 (the first kind of pseudo- 
analytic function) IL “P ^ SLE NT PSAL. 
第 二 类 准 解析 函数 (the second kind of pseudo- 
analytic function) B," T^ V fir eg C. 
J Xf FR ZS SK (generalized Cauchy formula) 
亦 称 广义 柯 西 型 积分 . HE Pr ERRORI PE ZS RB HES. 以 
D 表示 复 平 面 的 有 界 多 连通 区 域 ,其 边界 人 矿 是 有 限 
条 逐 段 光滑 的 简单 闭 曲线 , 设 w(z) 是 在 D 上 连续 
的 广义 解析 函数 , 则 有 广义 柯 西 公式 
wz) = i N, (z ,t)w(t)dt — Q,(G t) w(Ddt 
niJr 
(z€D), (1) 
其 中 Q. Ge t) Ql ORRAT BET PR AY AE AE, 
满足 条 件 : 


 — zx 
pe "ig MATE a 
0,2 2) ees) 


这 里 p (2) IER. AG pee EER 
PR 3 , I) BK 


wz) = An (z,t)g(t)dt 一 有 (zt plt)dt (3) 
为 广义 柯 西 型 积分 . 

广义 柯 西 型 积分 (generalized integral of Cauchy 
type) BP“ XAAR”. 

广义 解析 函数 的 基本 核 (basic kernel of gener- 
alized analytic function) 见 “ 广 义 柯 西 公 式 ” 

T X EBA generalized power series) ZA 
数 的 推广 . 设 之 0 A—A 35 Ux yh Wont LS ER 
E SP BY XT ME F (z— x0)" illeszd C n ABR BT 
SC FE p BX DU] H VAL E E pK BK 


ww (2 Zo CZs Zo) 


组 成 的 级 数 


(n—0,41,.:) 


oo 
x C, UO, (z $09 
t = — oo 


BRAT X RS. 这 里 c,(2 一 0, 士 1,…) 均 为 复 常 
数 . 还 可 给 出 不 同形 式 的 广义 医 级 数 ， 

广义 解析 函数 序列 的 凝聚 原理 (principle of ac- 
cumulation for the sequence of generalized analytic 
functions) 广义 解析 函数 序列 的 列 紧 性 原理 . 12 
{w,(z)) 是 复方 程 xu; = Aw Bw By zo, = Qi LS Än, + 
Q (xw; + Ai (z)xu + A; Ge )xo + AGO FA F X BR. D 
V3 BY x Z3: f PF 9] , S AR BB M (oos (x) ERT Pr 90 4E 
D 内 闭 一 致 有 界 , 则 从 Go, GO ) PH HR DAM 
一 致 收敛 到 上 述 方程 于 D 内 的 连续 解 . 

广义 解析 函数 零点 的 孤立 性 (isolation of zeros 
of generalized analytic function) 广义 解析 函数 的 
基本 性 质 . 是 指 复方 程 

ws =Q Cz)w: +Q: Cz )w: A (zw A: lz) 

在 区 域 D 内 为 非常 数 的 解 w(z) 的 零点 是 孤立 的 . 即 
若 z 二 zoED 是 wlz) 的 一 个 零点 , 则 存在 正 数 c, 使 
在 0 二 |z 一 zo| 过 co 内 w(z) 没 有 零点 . 

广义 解析 函数 的 黎 曼 边 值 问题 (Riemann 
boundary problem of generalized analytic function) 
广义 解析 孙 数 的 一 类 基本 边 值 问 题 . 设 全 是 复 平面 
ENFI 条 逐 段 光滑 的 财 曲 线 Posi soos Tao i 
Do D, aay ÆT, 所 围 的 有 界 区 域 D7 内， 以 DJ 
边界 的 有 界 区 域 ,D 是 D' 在 全 平面 的 余 集 . 求 复 方 
程 

wz = A(z)w + B(z)w 


或 
W: = Qj (z)w, + Q, (z)w; 
+ A,C(z)w + A,(z)w + Aste) 
在 D* 内 的 分 片 连续 解 
w” (z) E D^), 
wz) = 
w- (2), ED); 


广义 解析 函数 与 边 值 问题 


使 它 直到 边界 卫 连 续 , 且 适合 边界 条 件 : 
w'(t)-—Güu)»w (ü T gU) GET), A) 
其 中 GG) gW RF 
GG) 2 0,GCD,gKO € C.C), 
这 里 a (0<a<1) SC R, C MÆ D EL A 
18 2 PF BJ PS CASS. | 

广义 解析 函数 的 黎 曼 - 希 尔 伯 特 边 值 问 题 (Rie- 
mann-Hilbert boundary value problem of general- 
ized analytic functions) 广义 解析 函数 的 一 类 基本 
边 值 问题 . 设 DD 是 NN 十 1 连通 区 域 ,其 边界 为 如 “ 广 
义 解 析 函 数 黎 曼 边 值 问 题 ? 条 目 中 所 述 NN 十 1 条 光 
滑 闭 曲线 

r- Ur, 
H.D€Ci.uO-uDSCCÉE CLI ET LEX 
及 其 一 阶 导数 满足 赫 尔 德 条 件 的 函数 类 . 求 复 方程 

w: = A(z)w --B(z)w 
或 
w: = Q w, + Qw 
+ Ai(z)w + A;Gow + Al) 
在 闭 区 域 D 上 的 连续 解 w(z) ,使 它 适合 边界 条 件 
ReLA(wt) | = roi G € D), (1) 
JE gb | AGO | 2 1, ACO n CO SIE 
AGO) C CIS OD C€ C.C), 
其 中 E SE 8 £ CDE P EW E ñ Zç AUR 
PR ACA. 

J” X BT USES OR f [X Jk XE 38 (Cregion-pre- 
serving theorem of generalized analytic function) 
广义 解析 函数 的 基本 几何 性 质 . 设 D 是 xz 平面 的 一 
DX d, X. w(z) 是 复方 程 

w: = q(z)w, 或 w;--Qij(z)w,.--Q;G)w, 
在 D 内 的 连续 解 ,有 是 w (z) TE D 内 不 是 和 常数, 则 
w(z) 把 DD 映射 到 w 平 面 上 的 一 区 域 . 这 就 是 保持 
区 域 定理 . 

广义 解析 函数 的 黎 曼 映射 定理 (Riemann map- 
ping theorem of generalized analytic function) 共 
形 映 射 的 黎 曼 定理 的 推广 . KK D 是 复 平面 上 的 

w: = q(z)w, Bk w: = Q(z)w, + Q, (z); 
具有 将 D MIERY 1 S fy I| |w | < 1 的 同 胚 解 
wz)» 如果 DAWHI 是 简单 闭 曲线 ， 以 21922923 
KINT ETE IRI HEU BS = j, X UU, + W2 s W3 是 EI 
—] 上 按 正 向 排列 的 三 点 , 则 满足 条 件 

(z;)-—w;í(j1,2,9 
的 上 述 映 射 是 惟一 的 . 如 果 DD 是 NN 十 1 连通 区 域 ， 
那么 也 可 以 证 明 : 复 方程 

w: = q(z), 或 wi-—Qi|Gow,--Q;GOw. 
存在 着 把 D 拟 共 形 映 射 到 一 些 典 型 区 域 如 圆 界 区 
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复 变 函数 的 应 用 


复 势 (complex potential) 与 复 变 图 数论 在 流 
体力 学 中 的 应 用 有 关 的 一 个 概念 . 设 有 一 不 可 压缩 
流体 做 平面 定常 运动 ,其 速度 向 量 v= (o. 0,0. X 
其 中 无 源 和 汇 ,也 无 涡流 . 这 些 等 价 于 

à», w, dw, NW, 


dr ay æ ə’ 
E ULAR v—v.—iv, ART PS X , 称 为 流体 的 复 速 度 ; 
而 
y (> y == | vdz 


与 积分 路 径 无 关 , 称 为 流体 的 复 势 . 流体 运动 的 许多 
性 质 都 可 通过 复 势 和 复 速度 来 描述 . 例如 ,流体 绕 过 
某 障碍 物 的 流动 问题 ( 即 绕 流 问 题 ) 就 可 化 为 复 势 的 
边 值 问题 来 考虑 . 

复 变 函数 论 在 许多 自然 科学 和 工程 技术 领域 
《诸如 流体 力学 、 弹 性 理论 、 热 传导 、 电 学 ) 中 有 应 用 . 
事实 上 , 像 闭 名 的 柯 西 定理 ,其 产生 的 思想 背景 就 源 


于 流体 力学 . 由 于 解析 函数 f Ce) =u tiv 的 实 部 


和 虚 部 v 满足 柯 西 - 黎 曼 方程 ,因此 ,把 ,v 看 做 平 
面 上 向 量 场 的 分 量 时 ,说 明 这 个 向 量 场 满足 一 定 的 
条 件 , 从 而 满足 这 种 条 件 的 任何 种 类 平面 物理 场 的 
问题 都 可 化 为 复 变 函数 的 问题 来 处 理 , 于 是 复 变 孙 
数 得 到 了 种 种 应 用 . 

另外 ,满足 二 元 拉 普 拉 斯 方程 的 调和 图 数 可 
以 看 做 是 某 解 析 函 数 的 实 部 (或 虚 部 ), 因 此 ,与 拉 普 
拉 斯 方程 的 解 有 关 的 实际 问题 ,也 可 转化 为 复 变 函 
数 的 问题 . 这 也 是 复 变 函数 应 用 的 另 一 重要 方面 . 

由 于 电流 I 是 电荷 流动 的 速度 ,类 似 于 流体 的 
速度 ,因此 ,与 复 变 函数 在 流体 力学 中 的 应 用 相似 ， 
复 变 肾 数 也 可 应 用 于 电动 力学 . 

由 于 平面 热传导 问题 温度 的 定常 分 布 满 足 二 元 
拉 普 拉 斯 方程 ,其 解 为 调和 函数 ,可 看 做 解析 水 数 的 
实 部 (或 虚 部 ), 所 以 复 变 函数 可 应 用 于 热传导 问题 . 

复 速 度 (complex velocity) “sx”. 

科 洛 索 夫 函数 (Kolosov function) 复 变 函数 
用 于 求解 平面 弹性 问题 时 引进 的 一 个 特殊 的 函数 . 
如 果 在 平面 直角 坐标 系 中 用 co,rz 表 示 在 (zy) 
处 的 应 力 , 则 存在 弹性 区 域 中 的 两 个 解析 函数 
D(z), Wz), fEG 

o, + o, = 4Re{G(z)}, 

o, — s, + 2it,, = 2Re(z9' (z) + Y (2)). 
D(z) Al V CO MIA EAD pg(z) 和 yy(z)) 称 为 科 
洛 索 夫 函 数 或 穆 斯 赫 利 什 维 利 函 数 , 也 称 为 艾 里 函 
TX. 由 此 出 发 就 可 将 平面 弹性 问题 (包括 断裂 力学 ) 
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化 为 解析 函数 的 边 值 问题 进行 求解 . 
Sp Rb X Bir #t == ER Ohukovskii transformation) 
TE PLE T TE rh d AES BJ — #h 3E JE BRE. 形 如 
a 
EA) d ZE RR AN PF 29 UE T RH AE ER , JE PF 29 BIT 
AE phi BX. 这 个 函数 在 理论 上 及 共 形 映射 的 实际 构造 
上 都 是 重要 的 .项 科 夫 斯 基 ( 浇 yroscriii,H. E. ) 是 俄 
国 空气 动力 学 家 . 如 下 图 , 它 把 i 平面 中 的 圆 X' 的 外 
域 D' 共 形变 换 为 z 平面 中 某 曲线 7 的 外 域 D.Y 可 
作为 机 桔 断 面 外 形 的 设计 .调节 “平面 中 圆 少 中 心 


6=é§ 二 17 
a 的 位 置 ( 从 而 包括 半径 7 的 大 小 ), 可 得 出 各 种 各 
TELE IS PIE. 如 果 空 气流 动 的 复 速度 为 v= 二 v, 十 
iv, Ck bs E d X BLEU XE HE A — v0, ERR E 
名 的 恰 普 雷 金 升 力 公式 


之 一 工 十 1y 


其 中 o 为 空气 密度 . 

由 于 拉 普 拉 斯 方程 在 共 形 映射 下 不 变 , 因 此 许 
多 平面 复杂 区 域 上 的 问题 ,经 过 共 形 映射 可 化 为 典 
型 区 域 ( 例 如 , 单 连通 区 域 可 变 为 圆 域 ,二 连通 区 域 
可 变 为 同心 的 圆 环 域 等 ;上 的 问题 . 由 于 典型 区 域 比 
较 简 单 . 规 则 ,因此 常常 可 使 问题 得 到 简化 其 至 解 
决 . 

恰 普 雷 金 升 力 公 式 (Chaplygin lift formula) 
T, SEL AC p RI" 它 是 由 恰 普 雷 金 (UaruviprrHH， 
C. A. ) 给 出 的 . 


E S 王 文 俊 MEM [fioe EWR WEGE 
Hey MRE WAR MER RRR 
skmg K k 陈 于 坚 WEHE RXR 
温 学 恒 路 见 可 

E 阅 Ee 杨 R BUNT 陈 怀 惠 


多 复 变 函数 论 (function theory of several com- 
plex variables) 简称 多 复 变 . 它 是 研究 多 个 独立 复 
变数 的 全 纯 函 数 性 质 的 学 科 . 单 复 变 函 数论 是 研究 
复 平 面 及 黎 曼 曲面 中 的 域 上 的 解析 函数 的 性 质 ,多 
复 变 也 数论 则 是 研究 n(n 宇 2) 个 独立 复 变 量 > 
= (z,25,'* s Zn) BJ E Ail PLC 

fay =F Ong) 

的 性 质 . 为 此 ,首先 要 将 复 平 面 推广 到 复 欧 氏 空 间 ， 
将 黎 曼 曲 面 推广 到 复 流 形 及 复 空 间 , 然 后 研究 它们 
的 域 上 的 全 纯 函 数 的 性 质 . 出 乎 意料 的 是 ,大 多 数 单 
复 变 函数 论 中 的 结果 ,无 法 平行 地 推广 到 多 复 变 函 
数 的 情形 ,在 这 种 情形 下 ,经典 问 题 有 什么 新 提 法 、 
新 形式 和 新 结果 ,又 有 什么 新 的 问题 ,这 正 是 多 复 变 
函数 论 所 要 研究 的 . 另 一 方面 ,多 复 变 函 数论 又 有 着 
大 量 的 应 用 .所 以 多 复 变数 项 数论 是 一 个 富有 生命 
力 的 数学 分 支 . 

就 工具 而 言 , 由 于 多 复 变 函 数论 中 问题 的 复杂 
性 ,所 以 涉及 拓扑 、 微 分 方程 .微分 几何 、 代 数 几 何 、 
HH FAR EE A YZ BRP OT» VA Be SEB PRE A SE 
函数 论 的 大 量 概念 和 方法 , 且 有 自己 独特 的 处 理 办 
法 . 

多 复 变 函数 论 有 很 多 不 同 的 研究 方向 . 大 体 上 
有 : 

1. 积分 表示 . 

2. AFH. 

3. S A FEE. 

4. 值 分 布 理 论 . 

5. 3H Yr lib. 

6. 函数 空间 理论 和 调和 函数 论 . 

7. 全 纯 开 拓 . 

8. 施 坦 流 形 理论 . 

9. 双全 纯 映 射 的 几何 理论 . 

10. 域 的 分 类 理论 . 

11. B SF PRICE. 

12. XV. Zt e 3X AN ME a BR BBG 

13. 复 空 间 理论 等 . 

从 历史 上 来 看 ,真正 使 多 复 变 水 数论 成 为 一 门 
独立 学 科 的 ,是 源 于 19 世纪 末 和 20 世纪 初 庞 加 莱 
(Poincaré, (J. -) H. )、 哈 托 格 斯 (Hartogs,F. M. )、 
BE Æ (Cousin, P. ) 和 列 维 (Levi,E.E.) 等 人 的 出 色 
的 工作 . 庞 加 莱 首 先 发 现 ,在 C^ 中 球 和 多 圆柱 不 是 
全 纯 等 价 的 ,这 说 明 单 复 变 中 著名 的 黎 受 映射 定理 
在 多 复 变 中 不 再 成 立 ; 哈 托 格 斯 则 发 现在 C^ 中 存在 


这 样 一 类 域 , 其 上 的 所 有 全 纯 函 数 都 可 以 全 纯 开 拓 
到 比 它 更 大 的 域 上 去 ,这 在 单 复 变 中 是 不 可 能 的 ; 库 
辛 提出 的 以 他 的 名 字 命 名 的 单 复 变 中 的 米 塔 - 列 夫 
39] (Mittag-Leffler, (M. )G. ) 定 理 和 外 尔 斯 特 拉 斯 
定理 在 多 复 变 中 的 推广 的 两 个 问题 (参见 “ 库 辛 第 一 
问题 ”和 “ 库 辛 第 二 问题 ”和 列 维 提出 的 拟 凸 域 是 否 
全 纯 域 的 问题 (参见 “ 列 维 问题 ”更 是 长 期 以 来 推动 
着 多 复 变 函数 论 的 发 展 . 

20 世纪 30 年 代 出 现 的 嘉 当 (Cartan,H. ) 关 于 
全 纯 自 同 构 的 惟一 性 定理 和 有 界 域 的 全 纯 自 同 构 群 
是 李 群 的 出 色 工 作 , 特 别 是 冈 洁 (Oka,K. ) 对 库 辛 问 
题 和 列 维 问 题 的 深入 研究 ,导致 20 世纪 50 年 代 对 
上 述 问 题 的 最 终 解 决 . 具体 地 说 ,1936 Æ, Ki A E 
在 多 项 式 凸 域 上 , 稍 后 ,他 于 1937 年 在 一 般 的 全 纯 
凸 域 上 解决 了 库 辛 第 一 问题 ;1942 年 , 列 维 问题 首 
先 由 冈 洁 在 C^ 中 解决 ;后 来 , 冈 洁 于 1953 年 ,布雷 
ERR & (Bremermann, H. J.) + 1954 ©, i# # 
(Norguet ,F. ) 于 1954 年 独立 地 解决 了 任意 维 数 的 
C" 中 的 列 维 问题 .1958 年 , 格 劳 尔 特 (CGrauert , H. ) 
用 凝聚 解析 层 的 理论 解决 了 复 流 形 上 的 列 维 问题 ， 

到 了 20 世纪 60 4E V rp n, BE (Kohn, J. J.) 
UE ZR S $8 ZK CHórmander , L. ) 利 用 2 8 f. 88 L^ 佑 
计 , 证 明了 在 拟 凸 域 上 3 问题 有 解 ,从 而 可 以 容易 地 
解决 列 维 问题 和 库 辛 第 一 、 第 二 问题 . 1970 年 , 辛 钦 
(Henkin,G. M. ) 得 到 强 拟 凸 域 上 3 问题 解 的 积分 
表示 ,由 它 不 难得 到 3 问题 解 的 L^ 15 YF. 自 此 以 后 ， 
积分 表示 和 一 些 “ 便 分 析 ” 中 的 问题 ,诸如 边界 性 质 、 
复 切 现象 .零点 集 的 刻画 等 问题 又 吸引 众多 的 多 复 
变 函 数论 的 研究 者 . 

1980 4E, BT (Rudin, W. ) 的 《C” 中 球 上 的 函数 
论 ) 出 版 以 后 ,又 引发 了 众多 的 学 者 去 研究 球 上 的 函 
数论 . 作为 有 界 对 称 域 和 强 拟 凸 域 的 最 简单 的 模型 ， 
球 上 函数 论 的 进展 又 推动 着 有 界 对 称 域 和 强 拟 凸 域 
上 函数 论 的 进一步 发 展 . 

复 欧 几 里 得 空间 (complex Euclidean space? 
简称 复 欧 氏 空间 ,是 通常 欧 氏 空间 的 推广 . H on E 
数 确定 的 点 构成 的 空间 . 给 定 正 整 数 n,n PRM a, 
as，"… a, 的 有 序 组 (41,a;,… ,a,) 全 体 构成 的 集合 称 
K n RRRS, wA C. C" 中 元 素 a= (asa, 
… ,as) 称 为 点 ,复数 a 称 为 点 a 的 第 ;个 坐标 ,在 
C" 中 给 定点 a (aas san) C" PFE 
U.(a)= (== (zy sz> y *** x) laj—x;| «els jm) 
RAR a 的 邻 域 ,这 里 e> 0. C" 中 一 些 邻 域 的 并 集 
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称 为 开 集 ,在 C 中 取 定 两 点 


à = (a,,05,***,a,), b = (b b, ,6,), 
DC: 中 的 子 集 

(x = (Tisti str) lt; = ta; t A = i)b; 

0<z#=<1,1< EST 
称 为 由 a 和 2 决定 的 线段 , 它 的 长 度 定义 为 

| 2; |a; Se bir 

n 维 复 欧 氏 空间 为 2n 维 实 欧 氏 空 间 , 特 别 地 ,一 维 
复 欧 氏 空间 为 普通 平面 ,用 复 坐 标 来 记 点 的 坐标 ， 

复 射 彩 空 间 (complex projective space) 实 射 
影 空间 的 推广 , 即 复 欧 氏 空间 添加 无 穷 远 点 构成 的 
空间 . 添加 了 无 穷 远 点 的 复 平 面 称 为 一 维 复 射影 空 
间 , 记 为 CP ,推广 到 维 , 便 得 到 维 复 射 影 空间 ， 
它 具 体 构 作 如 下 :给 定 n+] 维 复 欧 氏 空间 C"?! , > 
虑 子 集合 C”… \{(0)}. 在 其 中 引进 等 价 关 系 如 下 :如果 
Xt CHNO} 中 的 点 (zi1, 22，*… 
wD ,存在 非 零 复数 p, 使 得 

w; = pz, (1 < Jj n + 1), 
则 称 此 两 点 互相 等 价 , 于 是 C"'\{0} 成 为 等 价 类 之 
并 集 , 含 代表 元 素 z= (zis zz" ,Za+1) 的 等 价 类 为 
2 { (Ww, Waset 0,44) z CUENTO) Iw; = pz, 
1<j<n+ 1,066 C\{0}}, 

所 有 等 价 类 构成 之 集合 记 为 CP", 称 为 2” 维 复 射 影 
空间 . 

在 n 维 复 射影 空间 Cr 中 取出 以 点 (zi1,22，***， 
za，1) 为 代表 元 素 的 等 价 类 ,这 些 等 价 类 构成 CP” 中 


的 子 集 C" ,其 中 每 个 点 


s Z, 41) JII Cw 5 Ws oes 


(2132599 2 aT) 
对 应 C" 中 的 点 (219205 °** shy) ,这 是 Cr 到 | C" 上 的 一 


一 对 应 . 将 C" 看 做 和 C^ 等 间 , 在 这 个 意义 下 ,C’C 
CP", m CP"NC" 中 的 点 称 为 C 的 无 穷 远 点 . BELL n 
维 复 射 影 空间 是 由 维 复 欧 氏 空间 添加 无 穷 远 点 而 
成 . 

利用 CHOE CP 之 自然 投影 映射 


人 
用 CA\{t0} 之 欧 氏 拓扑 结构 ,在 CP" 中 可 引进 关于 
o 的 商 拓扑 ,于 是 CP" 为 紧 复 流 形 . 

C" 中 的 域 (domains in C”) — SE EX Z [8] rP e 
WHE). E D E n 维 复 欧 氏 空 间 C 中 的 连通 开 集 ， 
MJ DRAC mp a ff tE 1E 2 M, ED 中 的 点 
z= (zz, z, HD LAF 

zi < M Ajn), 
则 域 D 称 为 有 界 域 ,否则 称 为 无 界 域 . 
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C" 中 的 有 界 域 (bounded domain in C^) 
中 的 域 ” 

C" 中 的 无 界 域 (unbounded domain in C) W 
"C" 中 的 域 ”. 

C" 中 的 多 圆柱 (polycylinder in C) GC” 中 的 
特殊 的 有 界 域 . 指 C 中 的 =” 个 具有 相同 半径 的 开 圆 
盘 的 积 . 设 a= (aaz a,) € C". 

P,(a,r) —-(z = (,,z;,".z|lz — a, | «n 
|== 5| pP ss Ie. du Sm) 
的 域 称 为 以 a 为 中 心 ,r 为 半径 的 多 圆柱 . 中 心 在 原 
点 半径 为 1 的 多 圆柱 称 为 单位 多 圆柱 . 

C" 中 的 单位 多 圆柱 Cunit polycylinder in C”) 
见 “C" 中 的 多 圆柱 ” 

圆 型 域 (circular domain) 复 欧 氏 空 间 中 的 一 
种 特殊 的 域 . 设 刀 是 C 中 的 域 , 如 果 对 每 点 z 
=C2pz 2 JED DL RIES OCR, BA Cz; ell 
zzoe z) € D, BE D 是 关于 原点 的 圆 型 域 . 

se (AMA $i (Reinhardt domain) 复 欧 氏 空 间 
中 一 种 特殊 的 域 . 设 D dé C" 的 域 ,如 果 对 每 点 z= 
(z ze oo 2,2) € D EAR ERR 0,0, ,90,ER, 都 
A Ce, TTE ,© nn ) ED, 就 称 D 是 关于 原点 的 
莱 因 哈 特 域 . 例如 ,单位 球 

B,— (z—(15255***»z,)] EZ Eds E See 

JE ea 

以 及 单位 多 圆柱 

| 

|z; | «lt, kee 
Ap X SE DAL 6 Rd. — J Hb , SHE DS] W Sp Ei — xE Je: ji] 38 
域 , 但 圆 型 域 却 不 一 定 是 莱 因 哈 特 域 . 例如 
D= {z= (21 go s Zn) | [zr Pp ss e 2 |= 1) 

显然 是 圆 型 域 , 但 不 是 莱 因 哈 特 域 . 研究 最 多 的 莱 因 
险 特 域 是 由 适合 条 件 

Ies ha ee ss 
的 点 构成 的 域 , 其 中 wo ,cs，…o 为 正 实数 . 

C" 中 的 星 形 域 (starlike domain in C") 平面 
上 星 形状 的 区 域 的 推广 . 设 D 是 C" 中 的 域 ,0ED. 
如 果 对 每 点 z= 二 (zi,z2，…,z,)ED 及 一 切 0<çr<1 
都 有 rz 二 《rziyrzs，,… rz,)C D, RUE D 是 关于 原点 
的 星 形 域 . 单位 球 B, 和 单位 多 圆柱 P, (参见 “ 莱 因 
哈 特 域 ”) 都 是 星 形 域 的 例子 . 

星 形 加 型 域 有 很 好 的 函数 论 性 质 . 

Z f$ dea A A (holomorphic functions of 
several complex variables) IKER Z Rz AT PH RL. 
多 复 变 函数 论 研 究 的 主要 对 象 . 设 f:D 一 C 是 定义 
在 域 DC C" 上 的 函数 ,如 果 对 a= (asata) E 
D, 存 在 以 a 为 中 心 ,r 为 半径 的 多 圆柱 P. Ca , r) C 
D ,使 得 


WC" 


f(z) = Ate oi? 


在 P, lar PRY ,就 称 为 f (0 FE a 点 解析 ,这 里 a 
= (@) 025° ,4,) 是 多 重 指标 ,Qi,as，… ,a, 都 取 整 数 ， 
a 之 0 表示 01,05 ,a 都 取 非 负 整 数 ;而 

(z — a) = (zy — a)“ (z, — a.) (z, — a)”. 
如 果 f(z) 在 DD 中 每 点 都 解析 ,就 称 f(z) 在 D 上 是 
全 纯 的 . 

D 上 的 全 纯 冰 数 还 有 下 面 两 种 等 价 定义 : 

1. D ERE AR f(z) 称 为 是 全 纯 的 ,如 果 对 
每 个 j=l,2, eee 5 及 每 个 固定 的 之 19 之 29 ''* » Zj—-15 
之 /十 19 "** CN SE J G EEN EZE EA ET E ° 2 作 
为 单 复 变数 z 的 函数 ,在 域 

Die AS ee NSA A See Za) 

= (z € C | Cys anere AER Z.) € D} 
是 全 纯 的 . 

2. D ER RR f(z) 称 为 是 全 纯 的 ,如 果 f (z) 
TE D 上 连续 , 且 对 每 个 j= 二 1,2,…,n, 柯 西 - 黎 曼 方 
程 

d 
Z = 0 
在 D 上 成 立 ,这 里 偏 微分 算 子 六 定义 为 
d d d 
Juil c V lay 
(z,— rjd- V. —lyj. j7152,*,n). 

= f dod d analytic functions of several 
complex variables) BD“ 2 SI 4- 2k pki RX”. 

哈 托 格 斯 定理 (Hartogs theorem) 给 出 多 复 
变 函 数 成 为 全 纯 函 数 所 需 的 最 弱 条 件 的 命题 . on 
22,D Æ C' PHM, f=fCesz20 z.) DER 
单 值 函 数 . 该 定理 断言 :如 果 对 于 任意 JASS) 
和 任意 一 点 (zi ,z2”，,… ,zn )ED, 单 复 变 函数 

DICUNT CANNE gee 2) 
在 点 zz) Sa Wl SHED E t RR. 

< Si RR St (holomorphic mapping) ZAT PR 
数论 中 讨论 的 主要 映射 . 设 D 是 C" PHM. Sis Sos 
tn AE D EREZA KA, M 

J = (J. fa | st Sm): D — C" 
称 为 D>C 的 全 纯 映 射 (参见 本 卷 ( 流 形 上 的 分 析 》 
同名 条 ). 

全 纯 了 映射 的 导数 (derivative of holomorphic 
mapping) 亦 称 全 纯 映 射 的 雅 可 比 矩 阵 .C" 上 映射 
作为 向 量 值 函数 的 导数 . 设 D 是 C” 中 的 一 个 域 ,D 
上 的 全 纯 映射 

f(z) = File), toy CoD) 
(z = (z,,2;,'*,2,) € D) 
的 导数 定义 为 


HS E sss) 


. 9(z,,25,***,2,) 
EP: 
a, ë, a, 
laf, af, 9f; 
_ A Se F 
fn 9fn af, 
a 2, eae ee 
它 是 单 复 变 函 数 导 数 的 推广 . 


= of Rh St BU FE BJ Eb 46 FE (Jacobian matrix of 
holomorphic mapping) 即 “ 全 纯 映 射 的 导数 ” 

双全 纯 了 映射 (biholomorphic mapping) 4 i 
映射 的 全 纯 映 射 . 设 D 是 C" PI, f D>C 是 全 
纯 映 射 ,如 果 f(z) 有 北 映 射 , 就 称 f(z) 是 D 上 的 双 
全 纯 映 射 , 或 称 为 全 纯 同 构 映 射 . 这 时 f(D) 为 C” 中 
的 域 ,并 称 D 和 f(D) 互 相 全 纯 同 构 . 和 实 的 情形 不 
同 ,可 逆 全 纯 映 射 的 逆 必 为 全 纯 映 射 . 

< hh [s] H Rh Bt (mapping of holomorphic iso- 
morphism)  B[^xX4 Ati pit BJ”, 

Ja AY Z SH [s] 14 Cholomorphic isomorphism of 
domain) 多 复 变 函数 论 中 最 重要 的 映射 . 设 Di , D, 
J] C" 中 的 两 个 域 ,如 果 存 在 Di 8] D, 上 的 双全 纯 映 
射 , 就 称 D, 和 D, 是 全 纯 同 构 的 ,或 全 纯 等 价 的 . 

C 中 的 单位 球 B, 和 单位 多 圆柱 P, 都 是 单位 
圆 盘 在 C" PAY HES B eM SE (Poincaré, (J. -)H. ) 
首先 指出 ,B, AP, 不 是 全 纯 等 价 的 , 即 不 存在 双全 
纯 映 射 , 把 B, 一 一 地 映 为 P,. 因而 B, E B) PR 3⁄ 
和 P. 上 的 函数 论 有 很 多 相 异 之 处 . 

嘉 当 惟一 性 定理 (Cartan’s uniqueness theo- 
rem) 单 复 变 函 数论 中 施 瓦 效 引 理 的 推广 , 在 单 复 
变 函 数论 中 , 施 瓦 兹 引 理 的 规范 形式 为 :如 果 了 是 
单位 圆 盘 到 单位 圆 盘 的 映射 ,满足 

f(0)=0, 三 (0) 一 1， 
ABA A f (z) =z. 

F >4 (Cartan,H. ) ff ix 4" 5| BH) 21| Z SI e 
数 , 得 到 所 谓 的 嘉 当 惟一 性 定理 : 设 人 2 是 C” 中 包含 
原点 的 有 界 域 ,如 果 政 :02 一 0 是 全 纯 的 , 且 有 

F(Q0020, F'(O—L, 
这 里 I, En NAMH E, MAHE zE, A 
F(z)-—z. 

利用 嘉 当 惟一 性 定理 又 可 得 到 : 设 2 和 f2; 是 
C" 中 包含 原点 的 圆 型 域 , 其 中 是 有 界 的 . 如 果 
F:N, 是 双全 纯 的 , 且 (0) 二 0, 那么 下 一 定 是 
线性 映射 . 

上 述 两 个 定理 在 全 纯 映 射 中 是 基本 的 . 

域 的 全 纯 等 价 (holomorphic equivalence of do- 
A A b p8 3 16 BJ 38 RES. C^ 中 的 两 个 域 
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mains) 


如 果 全 纯 同 构 , 则 这 两 个 域 称 为 (互相 ) 全 纯 等 价 . 所 
谓 域 的 分 类 理论 ,就 是 研究 域 在 全 纯 等 价 下 的 分 类 ， 
这 是 因为 互相 全 纯 等 价 的 域 上 有 完全 相同 的 全 纯 郴 
数论 性 质 . 所 以 分 类 问题 是 多 复 变 函 数论 中 的 根本 
问题 之 一 . 

域 的 全 纯 自 同 构 (holomorphic automorphism 
ofa domain) © 中 的 区 域 到 它 自 身上 的 全 纯 同 构 
映射 . DD 上 的 双全 纯 映 射 称 为 DD 的 全 纯 自 同 构 ， 
简称 自 同 构 . D 上 所 有 这 种 映射 之 集合 记 为 
Aut(D). 例 如,C” 中 单位 球 B, 的 全 部 全 纯 自 同 构 
可 表 为 如 下 的 形状 : 任 取 g€ Aut(B,), 则 y= QU, 
其 中 U E n 阶 西方 阵 ,% 是 把 a€ B, RA OW B, 
的 全 纯 目 同 构 : 


他 一 之 


Q(z) = Toei: 
其 中 
0 a'a 
MEME MELLE cr. 
这 里 a= (aisa, eeg nds a 为 a AY fe m dt E, 


s= /1—aa’ ,I, Æ n 阶 单位 方 阵 . 

d AY & #h BEIS (holomorphic automor- 
phism group of a domain) i D W24 B [n] fA B5 
全 体 所 组 成 的 群 , 记 为 Aut(D). 它 是 DD 上 的 拓扑 变 
换 群 , 当 D 为 有 界 域 时 , 它 是 D 上 实 李 变换 群 . 

域 的 迷 向 子 群 (isotropic subgroup of a dom- 
ain) 使 域 中 一 个 点 不 动 的 所 有 全 纯 自 同 构 构 成 的 
集合 .在 C" 中 的 域 DD 内 取 定 一 点 p, 则 全 纯 自 同 构 
ZE Aut(D) 的 子 集合 

{o € Aut(D)|o(p) = p) 
称 为 关于 固定 点 p 的 迷 向 子 群 , 记 为 Iso,《D), 它 是 
拓扑 变换 群 Aut(D) 的 拓扑 子 群 . 4 D 为 有 界 域 时 ， 
Iso, (DD) 为 紧 李 子 群 . 

C" 中 域 的 边界 (boundary of a domain in C") 
H C" 中 既 非 域 的 内 点 又 非 域 的 外 点 的 点 构成 的 集 
A. W DX C 中 的 域 ,D ZE C" 中 的 闭 包 记 为 DD, 则 
差 集 DND—9D MER D 的 边界 . YE n2 1 时 , 域 的 
边界 比较 复杂 .有些 重要 的 域 ,是 对 域 的 边界 加 上 限 
制 后 定义 的 . 例如 ,重要 的 强 拟 凸 域 便 是 这 样 定 义 
的 . 

域 的 希 洛 夫 边界 (Silov boundary of a domain) 
与 最 大 模 原 理 有 关 的 一 块 边界 子 集 . 设 aD A C" 中 
域 D 的 边界 ,S 是 oD J TS. MRE D 上 连续 、D 
上 全 纯 的 函数 必 在 4 的 点 上 达到 最 大 模 , 且 对 S 中 
任 一 点 zo, 必 存在 D 上 连续 .D EA tm RO. 
使 得 f(z) 在 zo 点 达到 最 大 模 , 则 S 称 为 希 洛 夫 边 
Hn. 

TE n—1 的 情形 , 希 洛 夫 边 界 为 整个 边界 ;在 
1 的 情形 , 希 洛 夫 边 界 不 一 定 是 整个 边界 . 希 洛 夫 
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边界 有 很 多 重要 的 性 质 , 例 如 ,在 建立 某 些 柯 西 型 积 
分 时 ,只 需要 在 希 洛 夫 边 界 上 做 积分 就 够 了 .例如 
二 2 时 , 双 圆 柱 

P, Eed e C? | |z | < 1, E <1} 
的 希 洛 夫 边 界 为 

S = { (21522) E C? | |z | = 1. [5] x 1}, 
Tfi] 
OP, -—(G,,2)€C||[z|21.|z;l«1Jj 

Urera) EC U 5. 

jr TEX (homogeneous domains) BHABHA 
数论 性 质 的 一 类 域 . VE D A n HER KK Im IB] ri BJ 
JR. Aut (D) 4 D E Br 2 2 B fs] J B 5T TE RP dh 
扑 下 构成 拓扑 变换 群 ,G 为 Aut (DJ HIR TITRE. E 
对 D 中 任意 两 点 p,q, 均 存在 o€G 使 得 o(p) 二 gq， 
MJ G 称 为 在 D 上 是 可 递 的 . Wu D 上 有 可 递 变换 
群 GCAut(D), 则 DD RAF HER. 这 时 在 D PRE 
一 点 p. Wj 

H, = (e € Glo(p) = p) 

AG 的 拓扑 闭 子 群 , 称 为 G 中 点 p 之 固定 子 群 . 这 
时 存在 自然 的 双全 纯 同 构 将 D 映 为 商 空 间 G/H ,. 

齐 性 有 界 域 (homogeneous bounded domains) 
一 类 重要 的 有 界 域 . FER DEAA RR, MRA 
FHEARR. 这 时 Aut COO AA RELER, HOS D 
上 李 变 换 群 . 如 果 G 为 Aut(D)ZEFH,.A GHD 
上 可 逆 李 变换 群 , 则 固定 子 群 也 称 为 迷 问 子 群 , 它 是 
紧 李 子 群 ,又 DD 双全 纯 同 构 于 商 空间 G/H,. 

在 单 复 变 函 数论 中 的 黎 受 定理 以 及 随后 发 展 起 
来 的 单 值 化 理论 ,完全 解决 了 域 在 全 纯 等 价 下 的 完 
全 分 类 . 但 是 在 两 个 复 变数 情形 , 域 的 分 类 就 很 复 
杂 ,至 今 只 有 零星 结果 . 在 多 复 变 数 函 数论 中 , 嘉 当 
(Cartan,H. ) 在 1935 年 首先 解决 了 对 称 有 界 域 的 
分 类 . 随后 提出 著名 猜想 : 齐 性 有 界 域 必 对 称 .但 是 
在 1959 年 伯 雅 查 基 - 夏 皮 罗 (Piatetski-Shapiro) 举 
出 的 反例 否定 了 这 个 猜想 ,随后 引进 西 格 尔 域 的 概 
念 . 再 后 来 他 又 和 同事 证 明了 齐 性 有 界 域 必 全 纯 同 
构 于 齐 性 西 格 尔 域 . 

西 格 尔 域 (Siegel domain) ”一 类 重要 的 无 界 
域 . 给 定 正 整数 nw 和 非 负 整数 mx. i V n MESE NX 
氏 空 间 R" 中 以 原点 为 顶点 的 开 凸 锥 ,又 设 Y 不 包 
含 整 条 直线 , 则 C” 中 的 域 

DWV) = (z€C'|Imzc€vVj 
称 为 锥 V E58 — 28 Pu 3⁄4 IR ER. 设 ye Ce oo li Hj 
为 m m 0) BIRR AR SL Ë, € C” Hg m X 1 RE 
EE u^ Jy u Hype R JE 3 kB EE , 令 
Fusu) = G Aiea Hius tsu Hus 
AEn 个 m 阶 埃 尔 米 特 方 阵 Hi H,, Hno (Ë 
对 任意 uEC”, 均 有 Fl(u,u)EV, 其 中 VV 为 V aei 


Si, H FGu,a)=0 当 且 仅 当 xx=0, 则 Ct” rH BJ bk 
D(V,F) = iz € C',u € C"|Imz 

— F(u,u) € V) 
称 为 第 二 类 西 格 尔 域 . 这 两 类 西 格 尔 域 统称 为 西 格 
尔 域 . 记 4 为 n 阶 实 非 奇异 方 阵 ,R" 上 线性 变换 o. 
y=Ax RART V 不 变 , 如 果 o (V) =V. MAIE V 
不 变 的 可 逆 线 性 变换 构成 的 集合 , 记 为 Aff(V). 如 
果 在 Aff(V ) 中 存在 V 上 可 递 李 变 换 群 Gy, 是 任 取 o 
EGy, 记 为 y= 二 4Azx, 则 存在 m 阶 非 奇 异 复 方 阵 Q@, 使 
f C" 上 有 非 奇 异 线性 变换 Tu Qu, H 

F(Qu,Qu) = A(F(u,u)) (Vu € C”), 

这 时 西 格 尔 域 D (V , F ) ZU up BR OA JF TE P8 16 
尔 域 , 它 全 纯 同 构 于 齐 性 有 界 域 .反之 , 齐 性 有 界 域 
全 纯 同 构 于 齐 性 西 格 尔 域 . 

第 一 类 西 格 尔 域 (Siegel domains of first kind) 
见 “ 西 格 尔 域 ”. 

第 二 类 西 格 尔 域 (Siegel domains of second 
kind) 见 “ 西 格 尔 域 ”. 

齐 性 西 格 尔 域 (homogeneous Siegel domains?) 
见 “ 西 格 尔 域 ”. 

对 称 埃 尔 米 特 流 形 (symmetric Hermitian ma- 
nifold) 一 类 重要 的 复 流 形 . n 维 埃 尔 米 特 流 形 
(CM,k) 称 为 对 称 的 ,如 果 任 取 一 点 PEM, 存 在 M 上 
全 纯 等 度量 变换 oj , 称 为 对 称 变换 ,使 得 : 

1. 以 点 为 孤立 不 动 点 , 即 o Sp, HFE 
点 p 之 邻 域 U, PEER EU Ep HA 

a, Cg) Æq. 

2. 05 —id Gd 表示 和 恒 等 映 射 ). 

多 复 变 函数 论 中 第 一 个 系统 的 分 类 工作 是 嘉 当 
《Cartan,EE) 给 出 的 ,他 给 出 了 对 称 埃 尔 米 特 空间 在 
全 纯 等 价 下 的 分 类 . 对 称 埃 尔 米 特 空间 是 不 可 分 解 
对 称 埃 尔 米 特 空间 的 拓扑 积 . 后 者 有 四 大 类 和 两 个 
特殊 的 不 可 分 解 对 称 埃 尔 米 特 空间 . 且 给 出 了 四 大 
类 不 可 分 解 对 称 埃 尔 米 特 空间 的 标准 流 形 为 复 欧 氏 
空间 中 的 典型 域 . 但 未 给 出 两 个 特殊 的 情形 的 实例 . 

xt RA FRM (symmetric bounded domain) ff 
X IS TRA HY — 28 7E EA FR. C" 中 的 域 称 为 对 称 
有 界 域 , 如 果 它 关于 伯 格 曼 度量 为 对 称 埃 尔 米 特 流 
JÉ. 

对 称 有 界 域 为 齐 性 有 界 域 , 它 双全 纯 同 构 于 不 
可 分 解 对 称 有 界 域 的 拓扑 积 ,而 不 可 分 解 对 称 有 界 
域 双 全 纯 同 构 于 儿 种 典型 域 之 一 . 这 些 域 也 都 是 不 
可 分 解 的 对 称 域 , 且 可 具体 写 出 来 . 

Hü BU EQ (classical domain) 多 复 变 图 数论 的 基 
本 概念 .C” 中 不 可 分 解 对 称 有 界 域 在 全 纯 等 价 下 分 
类 的 标准 域 称 为 典型 域 .它们 有 四 大 类 和 两 个 特殊 
的 域 , 分 别 在 16 维 及 27 维 复 欧 氏 空间 中 ,这 两 个 域 
也 称 为 例外 典型 域 . 


第 一 类 典型 域 (classical domain of first class) 
典型 域 之 一 . 第 一 类 典型 域 
Z | (m,n): mxin, I—ZZ' 0, 
其 中 I 为 m 阶 单位 方 阵 „Z= Gu) H nm 个 独立 复 
变量 
C1 IZI29 ° 5 Z]n 9T21 *3222» *"* »Z25 9 »Z ui s Zm2 9 *" 9 Zn 
FJ BJ m X n ERE, Z 表示 Z WJdtiu Ee Z 表示 Z 
的 转 置 矩 阵 .7 一 22 六 0 表示 m 阶 埃 尔 米 特 方 阵 了 
—ZZ IEE: 
$8 — 3 Bh BY JR (classical domain of second 
典型 域 之 一 .第 二 类 典型 域 
Rilan): I—ZZ' 0, 
Rb Z=Z' , 即 2 由 22 十 1)/2 个 独立 复 变 量 
E11 s2125 ** a Zin F299 Am 9 Lan 


构成 ,又 


class) 


z; = zy AK, jin). 
$8 = FE Ba RU k (classical domain of third class) 
典型 域 之 一 .第 三 类 典型 域 
Z, (n): I—ZZ' 0, 
其 中 2Z' 二 一 Z, 即 Z 由 nx 一 1)/2 个 独立 变量 
EEN 
构成 ,又 
Suz — z; (1X x xn). 
Æ p A Æ i (classical domain of fourth 
亦 称 李 球 ,典型 域 之 一 . 第 四 类 典型 域 
Rr (n); |zz'| «1,1 + 2|zz'|’ — 2zz' > 0, 
其 中 z 一 (zlyz2 MAER ER 个 独立 复 变 量 之 1 9， 之 2 
2, 构成 的 1 Xn ERE. 
李 球 (Lie sphere) ” 即 “ 第 四 类 典型 域 ”. 
$8 += 3 Gil Sp BR BW PR (exceptional classical do- 
main of fifth class) 典型 域 之 一 .第 五 类 例外 典型 
R A, (16) : 它 双全 纯 同 构 于 无 界 域 


u , 
S — | >0, 
Zenit, 


j=l 


class) 


! u 
31 y 
"| A — Re} .5 = 
y 32 > em Q j 
j=l 


EH s,,5,.€C, yEC®,u,veC’,m 
ej;= (0,*,0,1,0,7:,0) (7 一 1,2，…,6)， 


Q, = I, 

I° 0 
SEfeak ... 

0 I? 
Q; = [ Io 0 | , 
1 0 
AN v 

Q, = /—1 , 

1 0 

mE 

D. =] 
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第 六 类 例外 典型 域 (exceptional classical do- 
main of sixth class) 典型 域 之 一 .第 六 类 例外 典型 
WRR. (27) : 它 双 全 纯 同 构 于 无 界 域 


Sy Yaz yas 
Im | y; s RCy23) | > 0, 
ya ROY) SE? 
其 中 51552353 € Co yii aa „yn € C^, iE 
y 
Kë 
Mog 一 TE 
Ys 
则 
R (yaa) = 
yı J£ Y3 Kéi y Y6 be KO 
EM we yı 24 ` V3 JU. — ys — X8 Ka 
EE Zeg, 31 .2 y7 Ju — ys — Y6 
KZ Wa. — X yı J8 V7 J6. ^ X3 
cU B. cue, w ym TT E SA y2 y3 Kéi l 
— J6 ys — Xs 27 — X2 Ay — y4 Y3 
?7 Kéi yá 7:38. I3 Kë Yi- T M 
EP — y7 Y6 Mac. EYE TN J2 yı 


MS FE f& Hr X $$ (Hartogs phenomenon) 
变 函 数论 中 的 特殊 现象 . 设 呈 为 C" 中 的 域 , 其 中 
?之 2. 行 天 为 域 忆 中 紧 子 集 ( 即 有 界 财 集 ), 且 ZN\K 
为 连通 子 集 , 即 为 万 的 子 域 , 右 域 六 六 上 的 盟 数 了 了 
全 纯 , 则 f 可 解析 开拓 到 域 Dt 换 句 话说 ,存在 域 
D bRg4st RRM FEE F BR m TET bRDSNK EW PR 
数 f. 

X ^T PE Jh E: E RA pR 316 BJ JE J. EL : 
TE — P Ek rB ## — 1 38 , JUI 2 2k eR CB RT EAT 38 al 
jx il] "P , Br UL. TE Ze LAB PRECIO PAN fr fE fl, BT 
点 . 换 句 话说 ,一 个 函数 的 奇 点 若 存 在 , 则 必 成 片 , 且 
到 边界 点 上 .那么 什么 样 的 域 的 边界 是 自然 边界 呢 ? 
这 就 导致 全 纯 域 的 概念 . 

全 纯 域 (domain of holomorphy) 刻画 自然 边 
界 的 域 .C” 中 的 域 2 称 为 全 纯 域 ,如 果 不 存 在 比 Q 
更 大 的 域 2 (2 D0,0' AO) ,使 得 Q EERE Sh PR 
数 都 能 全 纯 地 开拓 到 2 上 去 . 复 平 面 C 上 的 域 都 是 
Laik, (A `4 n> 1 BF, C" 中 确实 存在 着 非 全 纯 的 
域 . 例如 
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N = {z = (z,z;,",z,)0«r < |z, |? 
Tele sec ER 
就 是 非 全 纯 域 . REAR EA Mit Al ER EE ER OR 
数论 的 一 个 本 质 差 异 之 处 .为 了 定义 全 纯 凸 域 , 先 给 
出 全 纯 凸 包 的 概念 . 设 避 是 C 中 的 域 ,K 是 0 的 一 
个 子 集 ， 
K= (z € Q||fG)| < sup| f|, Yf € Hol (Q) )} 


称 为 天 在 2 中 的 全 纯 凸 包 , 其 中 HIDRA 上 
全 体 全 纯 范 数 构 成 的 集合 . 如 果 天 C2 且 天 是 紧 
的 , 则 称 Q BITE K 相对 于 0 是 紧 的 , 记 为 KCC 
N. 现在 给 出 全 纯 凸 域 的 概念 . 设 FEC" 中 的 域 ,如 
A WEH KCR, M KOCR EE ROCCA, KER 
N 是 全 纯 凸 域 . 

£ #h rh @ (envelope of holomorphically con - 
vex) Jl“ 2 a ay”. 

< & ri Ek (domain of holomorphically convex) 
见 “ 全 纯 域 ”. 

嘉 当 - 苏 伦 定理 (CCartan-Thullen theorem) 用 
全 纯 凸 刻画 全 纯 域 的 重要 定理 . 嘉 当 - 苏 伦 定理 断 
言 :全 纯 域 和 全 纯 凸 域 是 等 价 的 . 这 是 刻画 全 纯 域 的 
特征 的 第 一 个 重要 结果 . 

C" 中 的 龙 格 域 (Runge domains in C) 能 用 
e EYE A 2; P. DOO 中 的 全 纯 域 ,对 已 
上 的 全 纯 函 数 f(z) ,如果 存 在 多 项 式 序列 {p,(z)}， 
使 得 对 DD 中 任意 紧 子 集 K,{p,} 在 KK 上 一 致 地 收敛 
于 f(z), 则 称 多 项 式 序列 {p,) 在 D Er TG). 
若 对 D 上 的 任 一 全 纯 函 数 f(z), 都 可 找到 多 项 式 序 
列 在 D EBERT f(z), 则 DD 称 为 龙 格 域 .在 n=1 
的 情形 , 单 连通 域 都 是 龙 格 域 ,但 在 多 复 变 数 的 情 
JE ,存在 非 龙 格 域 ,例如 , 域 

D —0(A) —o((G,y,2e€gllx| < 1 + c, 
Iyl <1+c,|z| «6D, 
其 中 0<c<1,X c 为 映射 : 
o(x)=x, 0(y) ^ xy-Fz, o(z) xy — y-F2yz. 

4c 充分 小 , 则 o ÆA 上 双全 纯 同 构 , 且 D AAF 
域 , 它 不 是 龙 格 域 . 

龙 格 型 定理 (Runge type theorem) 关于 全 纯 
PA 3 EY) GB XT GD 是 全 纯 域 ,K 是 D PHAR 
闭 集 ,并 且 

K = K = {z € D||g(z)| 

< suplgl,Vg € Hol(D)), 


其 中 Hol (D) Xm D EEEH 32% FJ RMR. A 
了 是 定义 于 天 WHET & AE pR 2X , WIJ f 一 定 可 
用 定义 于 D ENS BOR. 上 述 龙 格 型 定 
HE h B Weil, A. OMAN (Oka, K. ) 证 明 的 . 
拟 凸 域 (quasiconvex domain) 一 类 具有 部 分 
Oh EAI. ORC 中 的 域 , 称 2 在 cEa0 RAC 


边界 ,是 指 存在 a 的 一 个 邻 域 U(a) 以 及 定义 在 U Ca) 
上 的 一 个 二 次 连续 可 微 的 实 值 函数 9g:U (a )—R , f 
得 : 

1. QNU (a) ={zEU (a) |g(z) «0). 

2. (de). 70 对 所 有 z€ U (la) R. 

如 果 oQ 上 每 点 都 具有 C? 边界 ,就 称 人 具有 C* 
WR, KM oA NA E a 处 的 局 部 定义 函数 ;如 
R 9g 适用 于 20 上 的 每 一 点 ,就 称 8 是 吕 的 定义 于 
数 ， 

En E 中 的 域 ,2 在 acE302 处 具有 C"” 边 
Fo FE N E a 处 的 局 部 定义 函数 ,如 果 对 满足 


n ag 8 
>| ART rene 
FA CE, 6, ° EEC’. 
n EN 
> o (1) 


就 称 在 a 处 是 拟 凸 的; 如果 (1) 的 等 号 仅 当 ==0 
时 才 成 立 , 则 称 2 在 a 处 是 强 拟 凸 的 . 如 果 OQ FE AN 
上 的 每 一 点 都 是 拟 凸 的 ,就 称 O 是 拟 凸 域 ;如 果 Q 
在 200 上 的 每 一 点 都 是 强 拟 凸 的 ,就 称 Q Teo S 
域 . 例如 ， 
全 | 

M p=2 时 是 强 拟 凸 域 ,p 关 2 时 是 拟 凸 域 . 

上 面 (1) 式 的 几何 意义 是 对 任 一 非 零 癌 量 

v E T OaM N JT), 

这 里 了 是 C" 上 的 复 结构 ,v 和 法 向 量 grad2 所 张 成 
的 实 二 维 平 面 与 4 的 交 所 成 的 该 二 维 平面 上 的 域 
在 a 点 是 凸 的 . 

由 于 域 的 定义 函数 不 是 惟一 的 ,上 面 定 义 的 域 
的 拟 凸 性 或 强 拟 凸 性 表面 上 依赖 于 域 的 定义 函数 的 
选取 .事实 上 ,可 以 证 明 域 的 拟 凸 性 或 强 拟 凸 性 与 域 
的 定义 函数 的 选取 无 关 . 

域 的 局 部 定义 函数 (local defined function of a 
domain) lJ“ rh bt. 

iy AY ZE W ER BW (defined function of a domain) 
见 “ 拟 凸 域 ”. 

98 JU Dd (strictly pseudoconvex domain) — 
“ 拟 凸 域 ”. 

9 算 子 (3- operator) 一 类 重要 的 微分 算 子 . 
Z DAC 中 的 域 ,C1(D) 为 D 上 所 有 一 阶 连续 可 


微 函数 构成 的 线性 空间 ,Hol(D) 为 D 上 所 有 全 纯 
PRORA LB ZH ZH] LODS D 上 所 有 平方 可 积 
函数 构成 的 线性 空间 ,于 是 有 

Hol(D) C C' (D). 
记 
De (Shes S lS: € LD) i = 1,2, n), 
W| L; 为 线性 空间 . 


C'(D) 3 Lb 内 的 线性 算 子 


„ {2u Ou . Ju 
“ \ Oz,’ Iz "äs, 
称 为 2 算 子 ,这 个 算 子 记 为 9, 于 是 
ker(3) = 37!(0) = Hol(D), 


任 给 fe Lb. Ais CÓ K [n] 8 Pk A are] RB. 确切 地 
说 ,给 定 J f sss „f E L: (D), ink ERA u€EC'CD) 
使 得 
— o fue Eo f, 
E pii 2 #8 E — Br FE. X. uj fe] Sa. Hb SJ, 
du — f. 

9 [a Ute HU EEA BR. 另 一 方面 ,在 强 拟 
凸 域 的 情形 给 出 了 解 的 积分 表示 . 

9 问题 (3 problem) WAF”. 

多 重 次 调和 国 数 (Cplurisubharmonic function) 
用 来 刻画 多 复 变 图 数论 性 质 的 一 类 稼 用 的 实 函 数 . 
ix D Æ C" 中 的 域 ,wu:D>R dé D ENR, "Ul 
R u 满足 下 面 两 条 性 质 , 则 u KAD 上 的 多 重 次 调 
Fil PRI BX : 

2.u 限制 在 每 条 复 直 线 上 都 是 次 调和 的 , 即 对 
每 个 zo 扣 万 与 a= (asa, 5a,) ECC’ ,xx 是 

{zo + Aa|AE C) ñ D 
E B5 RZ AE OA ER JE] A BR 2X. 

£ BR WU 25 3 8 X (plurisubharmonic ex- 
haustive function) 多 复 变 图 数论 中 一 类 重要 的 实 
函数 . 设 2 是 C” 中 的 域 ,y 是 2 上 的 一 个 多 重 次 调 
和 函数 ,如 果 对 每 个 实数 cA 

(z € Aloe) < c) CCA, 
WE o OQ E BJ — 4 Z E W Ji A 35; pR 2X. 

列 维 问题 (Levi problem) 关于 拟 上 西域 和 全 纯 
域 是 否 等 价 的 问题 .对 具有 C? 边界 的 域 定 义 了 拟 凸 
域 , 由 此 不 难 证 明 : 具 有 人 C ”边界 的 全 纯 域 一 定 是 拟 
凸 域 .但 在 全 纯 域 的 定义 中 ,对 域 的 边界 没有 要 求 ， 
这 样 就 产生 了 一 个 问题 :对 于 不 具有 光滑 边界 的 全 
纯 域 ,是 否 也 有 上 述 性 质 ? 为 此 ,首先 要 把 拟 凸 域 的 
概念 拓 广 ,使 之 包括 边界 不 光滑 的 域 . 现在 可 以 给 出 
与 边界 的 光滑 性 无 关 的 拟 凸 域 的 概念 . 设 Q 是 C” 
中 的 域 ,如 果 在 OQ 上 存在 连续 的 多 重 次 调和 穷竭 函 
数 , 就 称 O 是 拟 西 域 .可 以 证 明 , 如 果 吕 具有 C- 边 
界 , 那 么 这 里 的 拟 凸 域 的 概念 和 前 面 提 到 的 拟 吓 域 
的 概念 是 等 价 的 .对 于 这 里 定义 的 与 边界 的 光滑 性 
无 关 的 拟 凸 域 , 亦 可 证 明 : 全 纯 域 一 定 是 拟 凸 域 . 

SU 4E (Levi, E. E. ) 在 1910 年 提出 一 个 反问 题 ; 
拟 凸 域 是 否 一 定 是 全 纯 域 ?首先 就 一 些 特殊 情形 ,证 
明 上 述 问题 的 答案 是 肯定 的 . 一般 的 情形 就 成 了 有 
名 的 列 维 猜测 . 1942 F, Dx] iii Oka, K. fR T n=2 
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的 情形 ;1954 Æ, Wi CNorguet. F. ) 和 布雷 默 尔 曼 
(Bremermann,J. H. ) 同 时 解决 了 这 个 问题 . 复 流 形 
上 的 列 维 问题 是 由 格 劳 尔 特 (Grauert,H. ) 在 1958 
年 用 层 论 的 方法 解决 的 . 到 20 世纪 60 年 代 中 期 , 科 
I8 (Kohn, J. J. ) aK @ 7K CHórmander,L. ) 等 用 
SF AY L? 估计 和 解决 了 列 维 问题 . 因此 , 列 维 问题 长 
期 以 来 对 多 复 变 图 数论 的 发 展 有 着 重要 的 影 啊 . 

多 复 变 函数 的 积分 表示 (integral representa- 
tion of function of several complex variables) 单 
复 变 项 数论 中 柯 西 型 积分 表示 理论 的 推广 .在 多 复 
变数 函数 论 中 ,存在 各 种 积分 表示 ,积分 表示 理论 就 
是 寻找 各 种 柯 西 核 , 使 得 在 C" 中 DD 的 闭 包 上 适当 
阶 连 续 可 微 的 函数 f(z), 当 f(z) 在 D 上 全 纯 时 ， 
f(z) 在 DD 上 之 值 可 用 f(z) 及 其 适当 阶 导 数 在 边界 
上 或 者 希 洛 夫 边界 上 之 值 弱 以 柯 西 核 的 积分 来 表 
7^. 

柯 西 - 赛 格 积分 表示 (Cauchy-Szeg6 representa- 
tion) 单 复 变 遇 数 论 中 柯 西 型 积分 的 推广 . 多 圆柱 
上 的 柯 西 积 分 公式 可 以 看 做 单位 圆 盘 上 柯 西 积分 公 
式 的 直接 推广 : 设 f(z) 在 多 圆柱 P, 中 全 纯 , 在 P, 
上 连续 , 则 对 每 点 zE P,, 有 柯 西 积分 公式 


1] 
Ie ( 271)” 


I$11=1|$,1=1 ENER 
(738 nee PPM 
单位 球 B, 上 的 柯 西 积分 公式 为 


zu qe es 


其 中 
4 


o 是 规范 化 了 的 ap 上 的 不 变 测 度 ,c(aB,) —1. X. 
f(z) 在 B, 上 全 纯 , 在 B, 上 连续 . 

华罗庚 引进 并 证 明了 在 一 般 有 界 圆 型 星 形 域 上 
存在 一 类 柯 西 积分 公式 , 称 为 林 西 - 赛 格 积分 公式 . 
作为 特例 ,他 得 到 了 四 类 典型 域 上 的 柯 西 - 赛 格 核 ， 
从 而 也 得 到 了 它们 的 柯 西 - 赛 格 积分 公式 . 四 类 典型 
WR ,R ,Rs ,Rw 的 柯 西 - 赛 格 核 C1 ,C1 ,Ca ,Cw 分 

别 为 : 
C. (ZD yas aay 

d 


Cu CZ U yz — a 
VCS,0det(1 —ZU»)5"*V 


: — M (n 是 偶数 )， 
V(S,)0det(7 —ZU)3-" 


Lo um (n 是 奇数 )， 


1 
V(S, )[(z—e z) (x—e- zy z" 
HP VCS), VCS), VCS) VC Sn ) 分 别 是 R ,Ri， 
Rs Ry 的 希 洛 夫 边 界 Si ,Si S: ,Sw 的 体积 . 

从 这 里 可 以 看 出 ,多 复 变 数 函 数 的 柯 西 积 分 公 
式 和 单 复 变数 函数 的 柯 西 积分 公式 有 两 个 本 质 不 同 
的 地 方 : 

1. 单 复 变数 的 柯 西 核 与 域 无 关 , 而 多 复 变 数 的 
柯 西 核 因 域 而 异 , 不 同 的 域 有 不 同 的 柯 西 积 分 公式 ， 
且 对 同一 域 也 存在 不 同 的 柯 西 积 分 公式 ， 

2. 单 复 变数 的 柯 西 - 赛 格 积分 公式 的 积分 是 在 
域 的 全 部 边界 上 进行 的 ,而 多 复 变 数 的 柯 西 - 赛 格 积 
分 公式 的 积分 有 时 是 在 边界 的 一 部 分 一 一 希 洛 夫 边 
界 上 进行 的 . 

还 有 一 点 值得 提 一 下 ,看 上 去 似乎 并 不 复杂 的 
球 的 柯 西 积分 公式 ,是 在 1958 年 华罗庚 得 到 第 一 类 
典型 域 Ri 的 柯 西 - 赛 格 积分 公式 后 ,作为 特例 得 到 
的 . 

ISS - E 3E BERD RAR AA (Boch ner-Mar- 
tinelle integral representation formula) 单 复 变数 
函数 论 的 柯 西 积分 公式 的 推广 . 设 DD 为 C" 中 的 有 
界 域 , 它 的 边界 记 为 9D. RF 9D 是 逐 块 光滑 的 ， 
则 有 如 下 积分 表示 公式 : 

| JOWE- 28-2 
f) (€ Di, 
0 (z & D), 
HH DARD 的 闭 包 ,f(z) 在 D 上 全 纯 , 在 D 上 连 
续 , 又 


Cw (z,0,1)— 


= Gr) 
WE — z,6 — z) = ——— 
(2n / — 1)" 
s ME E: d — Z W (E) A WC); 
j=l |S — z] 
其 中 
|l£—z|*— DE z, 
X 


W,;( = dé, A … A dË A d£, 
WC) = dé, A dé, A Wes A de, 


而 dé 表示 d EHE 

这 个 很 有 用 的 积分 公式 的 缺点 在 于 博 赫 纳 - 马 
蒂 里 尼 核 W(S 一 z,5 一 z) 不 是 域 D LW SR, 
而 仅 为 连续 函数 . 

柯 西 - 几 塔 皮 耶 积分 表示 (Cauchy-Fantappié in- 
tegral representation formula) 重要 的 积分 表示 公 
式 . 它 可 推出 许多 已 有 的 积分 表示 公式 , 当 希 洛 夫 边 
界 不 是 整个 边界 时 ,和 由 华罗庚 引进 的 柯 西 - 赛 格 积 


分 表示 公式 是 两 种 独立 的 重要 积分 表示 公式 . 
定义 如 下 , 设 孔 为 C" 中 的 有 界 域 , 它 的 边界 是 
逐 块 光滑 的 . WRF n ^ eS 
vi (z,£,E), v,(z, 6,8), ze v, (2, 6,0), 
它们 关于 zz 在 D 上 连续 ,关于 在 9D 上 一 阶 连续 
A ft, Hid SBA: 


1. > G ER z;)v;(z5&,€) = ] 
(Yz € D,£€oD. —— 
2. 任意 取 z € D,WJ:4 ë fE aD 上 变动 时 ,做 R” 


中 实 超 曲 面 簇 


Si(z)=( Ego a 2) 
+ (1 — A)u(z,€&,6)) € C" |V£€ op), 
其 中 nert, 
2(2,06,€) CD 
EERI T 


Ji] [5] Et pj BV vlz, E ENEG ARTE: 

X U S402) = So (2)NS1G) € D). 
这 时 有 柯 西 - 凡 塔 皮 耶 积分 表示 公式 ,又 称 为 勒 雷 积 
分 表示 公式 


(n — 1)! 
fe) DIS rq 
i (2x v — LIV 
e At 1) 10,26, EH, Le, EE) AW ce), 
其 中 


W,(£)2d6,; Ad& sss Ad&,, 
W;G,£,8) dii (z, £E) A A dente, 6,6) 
A Adg,G, 6,5, 

X fGOMEzC€D 全 纯 , 在 zED 连续 ,这 里 DD 为 域 DD 
的 财 包 . 

最 重要 的 柯 西 - 凡 塔 皮 耶 公式 还 要 求 加 上 条 件 : 
Rep o (2, 6,50 VECID KF z HH. 

勒 雷 积 分 表示 公式 (Leray integral representa- 
tion formula) 一 种 多 复 变 函数 论 的 柯 西 型 积分 . 
即 所 谓 勒 雷 积分 表示 公式 . 它 是 勒 雷 (Leray,J. ) 在 
很 广 的 条 件 下 得 到 的 ,用 它 可 导出 最 常用 的 柯 西 - 几 
塔 皮 耶 积分 表示 公式 ， 

复 流 形 (complex manifold) EAZ S HM 
的 推广 . 设 M 为 具有 可 数 基 的 仿 紧 拓扑 空间 , 且 在 
M LAF BRU.) ,使 得 对 每 个 开 集 U,, 存 在 U。 到 
C" 中 的 域 上 的 同 胚 映射 ,于 是 U, 中 任 给 一 点 Po 
则 

PLL) = (pi, pi i b) 

称 为 点 p 关于 区 图 (U。,9) 之 坐标 . RM M 中 任 一 
B oq PEU, Us S qEU.N E 关于 
(Uas) Z AS PR AJ Gro xtti XT (Ua, Mz bv 


标 为 (yı EEN KIK 3 
Am J Gi pling? EE 


Yz: = J y CS; E ean s 


y, 一 fm Z | °" m) 
为 P UNUD CU. NU p ER) £l [a] Xh? M 
BRA n ERRE. n 维 复 流 形 为 2n 维 实 解析 流 形 ， 
有 反之 不 一 定 . 

和 实 流 形 概念 的 引进 扩大 了 微分 几何 和 实 分 析 
的 对 象 ,产生 了 像 大 范围 分 析 那 样 的 学 科 一 样 , 复 流 
形 概念 的 引进 ,扩大 了 复 分 析 的 研究 领域 和 产生 像 
复 几 何 那样 的 学 科 , 其 中 紧 复 流 形 的 研究 成 果 较 多 . 
最 简单 的 紧 复 流 形 为 紧 黎 曼 面 及 7? 维 复 射影 空间 
已 (参见 本 卷 4 流 形 上 的 分 析 》 同 名 条 )， 

£ A Æ LB A% (function on complex mani- 
fold) BRE MER YT C 内 的 单 值 映射 f 称 为 
复 流 形 M 上 的 函数 . 

f mI LB Z oh B&W holomorphic function on 
complex manifold) 复 流 形 上 函数 论 的 研究 对 象 . 
设 f 为 复 流 形 M 上 的 函数 ,f 称 为 M ES a R, 
如 果 (U,9) 为 M 上 任 一 区 图 , 则 ff。9g 为 9p(U) 上 
4r füpR Bt. M 上 所 有 全 纯 函 数 构 成 线性 空间 , 记 为 
Hol MD. 多 复 变 函 数论 实际 上 是 研究 复 流 形 上 的 全 
纯 函 数论 . 

复 流 形 上 的 全 纯 映 射 (holomorphic mapping 
on complex manifold) 一 种 特殊 的 连续 映射 . 复 流 
JÉ M. 到 M, 内 的 单 值 映射 c 如 果 是 连续 映射 ,于 是 
对 M; 之 任 一 区 图 (Us,g), 在 Mi PER DEE) 
E Bd QU, ,9 ) ,使 得 o(U,)CU,, lll d 


r = @ ° p 
有 上 坐标 表达 式 
w, = Jf 02 Ems 
UV, = f; zen $2525 
Wm == Fin (Zaye Zae 


ET Tarf a aS n 为 a (U) ER & Sh PR BCT , o 称 为 n 
维 复 流 形 M. 到 m 维 复 流 形 M: 内 之 全 纯 映 射 . 

复 流 形 的 全 纯 同 构 (holomorphic isomorphism 
on complex manifold) 一 个 流 形 到 男 一 个 流 形 之 
上 的 一 一 全 纯 映 射 . 硅 o 为 复 流 形 M. 到 M, 上 的 同 
胚 映射 ,上 且 为 全 纯 映 射 , 则 oi' 一 定 也 是 M, 到 Mi 上 
的 全 纯 上 映射 . 这 时 o 称 为 Mi 到 MM， 上 的 全 纯 同 构 ， 
而 M, 和 M, 称 为 全 纯 同 构 的 ,或 称 为 全 纯 等 价 的 . 
这 是 一 个 等 价 关 系 , 所 谓 复 流 形 的 分 类 问题 就 是 复 
流 形 的 全 纯 等 价 分 类 的 问题 . 确切 地 说 ,要 求 出 复 流 
形 在 全 纯 同 构 下 的 全 系 不 变量 , 且 在 等 价 类 中 找 出 
一 个 具有 最 简单 表达 形式 的 复 流 形 . 
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关于 复 流 形 的 分 类 问题 ,完全 解决 的 只 有 对 称 
埃 尔 米 特 流 形 、 实 半 单 李 群 作用 的 齐 性 克 勒 流 形 以 
及 紧 齐 性 复 流 形 . 

复 流 形 的 全 纯 等 价 (holomorphic equivalence 
of complex manifolds) £ SJ ët Di ket 
念 . 两 个 复 流 形 互 相 全 纯 同 构 , 则 称 为 全 纯 等 价 ( 参 
见 “ 复 流 形 的 全 纯 同 构 ”). 

复 流 形 上 的 共 变 张 量 场 (covariant tensor fields 
on complex manifold) ”刻画 复 流 形 几 何 性 质 的 有 
力 工具 . 设 M 为 n JE Wu, IE 2n 维 实 解析 流 
JÉ. M 中 给 定 区 图 (U,,8),U。 中 点 p 有 坐标 

DCP) = z = (Z; xi sss m), 
(SET NR EE KC ESO ES Ree 


M 作为 2n 维 实 流 形 有 坐标 (Xi, Lrs rto Las Yis yrs 
doy e dU 

JEN E as cr 

a E E xc UU 

p MEI 


dz, = dz; + /— 1dy;, 
dz; = dz; — v~ — ldy; 
# MEK 2n 维 实 解析 流 形 , 其 上 xx 阶 共 变 张 量 场 
FEU. EMRE A 
aos) p Xe MERCI z) 


TM GË e dz, C9 dz, Glenn C9 dz; » 
N FERA n ERAÉ M 上 的 (p,q) 型 共 变 张 量 场 ， 
这 里 ptq=m. 

复 流 形 上 的 外 微分 形式 (exterior differential 
form on complex manifold) 定义 在 复 流 形 上 的 一 
种 微分 形式 . SUE Em 阶 外 微分 形式 在 U,。 上 
可 用 坐标 写 为 


w — > > à; 
lG; «Xi Sn 15; < <i xn 


ëss Aa A dg, A dz, Jw dz, , 
MU o PRA n ER BUE M 上 的 (p,q) 型 外 微分 形式 . 
复 流 形 上 的 埃 尔 米 特 度量 (Hermitian metric 
on complex manifold) 复 流 形 上 的 一 种 度量 . RM 
为 n 维 复 流 形 ,M 上 的 (1,1) 型 共 变 张 量 场 疡 若 在 
每 个 区 图 (U,,%) 上 有 坐标 表达 式 


h — > td de 
jk-1 
其 中 hale. DEAU) EHR, X. n 阶 方 阵 


(2.2) 


fy tps n. 


hi, (z,z) hi; C252) hu CZs Z 5 
Hs h;, (252) h; 2; >) e 
m Cz 323 hao (z = Bs Cz E) 
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对 任意 z € QU.) IEXE IRR KG E, WI BRA 
M 上 的 埃 尔 米 特 度量 . 

埃 尔 米 特 流 形 (Hermitian manifolds) 一 类 重 
要 的 复 流 形 . 具有 埃 尔 米 特 度量 的 复 流 形 称 为 埃 尔 

克勤 流 形 (Kahler manifolds) 一 类 重要 的 复 
流 形 . 设 M 有 埃 尔 米 特 度量 h, 它 对 应 一 个 (1,1) 型 
外 微分 形式 

/—1«x 
2 法 三 1 
A h 的 伴随 克 勒 形式 . 当 do= 0 时 ,h 称 为 克 勒 度 
i. RA s, JJ BE EE BS BRIE ERI so SL Wu. 例如 ,C” 
中 有 界 域 关 于 伯 格 曼 度 量 为 克 勒 流 形 . 

施 坦 流 形 (Stein manifold) ”从 多 复 变 也 数论 
角度 研究 最 多 的 复 流 形 . 它 是 全 纯 凸 域 在 复 流 形 上 
的 推广 . a RIG M 满足 下 述 条 件 , 则 M 称 为 施 坦 
流 形 (参见 本 卷 4 流 形 上 的 分 析 》 同 名 条 ): 

1. M 是 全 纯 凸 的 , 即 对 于 M 中 的 任何 紧 子 集 
K ,集合 

= ix € M| |f) | <sup|/|,W/ € Hol Qj 


也 是 M 中 的 紧 子 集 . 

2. 任 取 x z, € M z, Zx; FEM EIN SE 
数 f.p f G 2 f (a2). 

3. 对 于 任何 x€ M, EJ ff iE M 上 的 全 纯 函 数 
Ji fo sss fa B Afr 可 作为 xz 附近 的 局 
部 坐标 . 

1H & 42 HAW (Bergman kernel function) ZI 
MA FF ER eR 32% HE FE IRL Lf] FE JR] — 1 3 8 FH BJ TE 
fB eR E. 2 D ON C" 中 的 有 界 域 . 记 A 为 C" BS EX JL 
里 得 测度 ,考虑 函数 空间 

Bi(D) = Hol (D> N LD), 

其 中 Hol (D) y D ELAS l eS CE pR. B) Ser 
LD} D bibe f 


| |f| du <+ co 
WATERS f 构成 的 集合 ,在 B2CD) 中 引进 内 


H 


aN 


(Zz) dz; A dz; , 


fig = | SO zde, 
que EL 
Kpg = Po? @(q) (V p,q € D) 


RF pK q 为 全 纯 函 数 ， 且 天 (2,7) 与 规范 正 交 基 
的 选取 无 关 . K(p,q9) 称 为 有 界 域 D 上 的 伯 格 曼 核 
函数 . 它 有 性 质 :平方 可 积 全 纯 函 数 f(z) 可 表 为 


| f SE 


AR 8 BBA FE (Bergman metric matrix) 由 
伯 格 曼 核 函数 诱导 的 一 种 克 勒 度量 决定 的 埃 尔 米 特 
方 阵 . 记 开 (z,z) 为 C^ 中 有 界 域 D 上 的 伯 格 曼 核 函 
数 . 记 (1,1) 型 共 变 张 量 场 


3?log K (z,£) — 
h 一 ES —— m E z; 69 dzis 


Ji] n 阶 埃 尔 米 特 方 阵 
| eRe) 
Oz dz, Lei, ben 
XT z€ D 为 正定 埃 尔 米 特 方 阵 , 此 方 阵 称 为 域 D 
的 们 格 曼 度量 方 阵 . 

伯 格 曼 度 量 (Bergman metric) ARIA PR 
数 诱导 的 克 勒 度量 . 记 了 T(z,z) 为 C" 中 有 界 域 D 上 
的 伯 格 曼 度 量 方 阵 , 则 

h= dzT (z,z) dz 
4 di log K(z,z) 
E dz; © dz; 
HR D 上 的 克 勒 度量 , 称 为 域 D 的 伯 格 曼 度 量 ,所 
以 有 界 域 DD 为 克 勒 流 形 ,日 DD 的 全 纯 自 同 构 群 
Aut CD) AAT ICE EE BS SER ERR. 

伯 格 曼 核 函数 和 伯 格 曼 度 量 是 研究 有 界 域 的 几 
何 性 质 及 函数 论 性 质 的 基本 工具 之 一 . 

伯 格 曼 流 形 (Bergman manifolds) 具有 伯 格 
TRAR mi ie M DN n TER WE Hol Mi 
为 M ERA Z 2 eR $X FJ XL BS EXPERS RI. TEM 上 
ERWE pL MA M 上 所 有 适合 条 件 


i" |f| dy <+ œ 


BS BY W pq $X f 构成 的 复线 性 空间 . 记 
B2(M) = Hol(M) f) L2 (M), 


在 BiCM) 中 可 自然 地 引进 内 积 
fig) = 1 Kady. 


如 果 复 流 形 M 适合 条 件 :存在 测度 y, 使 得 : 

1. Bi《M) 关 于 上 述 内 积 为 希 尔 伯 特 空间 . 

2. BLOM Y) n] GE. BE BiCM) 中 任 取 规范 正 
交 基 9 ,9，,… ,使 


K(p.q) = Zem PD (Vp.q € M) 


AM EXT pg 的 全 纯 函 数 ， M KDESI 
规范 正 交 基 之 选取 无 关 , 称 为 M | AA EE R 
数 . 

3. Æ M 中 任 取 区 图 (U ,9), 则 K (p , 2078 Ae ËR 
表达 式 


KG zy am > eo^ 
j=1 


做 阶 埃 尔 米 特 方 阵 
É log ROLE 
dz OZ, 


Ier, en 


于 是 M 上 有 (1,1) 型 共 变 张 量 场 h, 它 在 (U 9) LA 
坐标 表达 式 


— py EE UE Q dz. 


put ERER 
在 M 上 有 (1,1) 型 2 形式 , 它 在 (U ,Po) 上 有 坐标 表达 
X 
V — 1 x^ 2 log K(z,z) 二 一 

一 T3 > = dz; A dz, 
BEM 上 有 dw=0. 

假设 hh 为 M 上 的 埃 尔 米 特 度量 , 则 必 为 克 勒 度 
量 , 这 时 M 称 为 但 格 曼 流 形 , Im h 称 为 伯 格 曼 度 量 . 

伯 格 曼 流 形 的 存在 性 是 由 于 有 界 域 必 为 伯 格 曼 
流 形 . 

不 变调 和 函数 (invariant harmonic function) 
拉 普 拉 斯 -贝尔 特 拉 米 方程 Au = 0 的 解 . 记 K Cz. 2) 
Hy C' US SX D KA SK ew BL, MW A SK 
决定 的 伯 格 曼 度 量 为 


26 Side, (9) dz. 


由 此 伯 格 曼 度 量 决定 的 拉 普 拉 斯 - 贝尔 特 拉 米 算 子 
x 


A= = Dhea se 
jk—1 
Ra 阶 方 阵 
hy G,z) hix ,R) h i (252) 
T) = ere tegt Was EC , 
Malsa) Az) bh (z, z) 
h,, (z ,z) his(z,z) h, v.m) 
qeu es = hy, (x52) hy. (zz) h,, (252) 
h. (sz) AnCz, Z) hi, (ZZ) 


FA we. D Bre Se n] SE PREX f(z,z) 称 
为 不 变调 和 函数 ,如 果 Af = 0. 

卡拉 西 奥 多 里 度量 (Caratheodory metric) 由 
全 纯 上 映射 集合 诱导 的 一 种 度量 . 复 流 形 M 到 单位 贺 
# B 内 的 全 体 全 纯 映 射 构 成 集合 BCM), 则 
> 


pm dz; 


Faw se „Sup 


SE 
‘fe 


(Vz € M, EC M) 
称 为 卡拉 西 奥 多 里 度量 . 
卡拉 西 奥 多 里 伪 距 (Carathéodory pseudo-dis- 
tance) ”距离 的 定义 方式 之 一 . 复 流 形 M 到 单位 圆 
# B 内 的 全 体 全 纯 映 射 构 成 集合 BCM) , 则 
C2 vei) = Sup eC (zi), J Ga) 
(z,,2; € M) 
称 为 卡拉 西 奥 多 里 伪 距 ,其 中 2 为 M 的 庞 加 莱 度 量 
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导出 的 距离 . 
fo] E HE FS A BBC Kobayashi pseudo-distance) 
复 流 形 上 的 一 种 全 纯 同 构 下 不 变 的 伪 距 . 设 p.a 是 
复 流 形 M 上 的 任意 两 个 点 ,po 二 pp,p1,… ,pi 一 9 都 
是 M 上 的 点 921 G29""" sdk 是 单位 圆 盘 B 上 的 点 ,而 
且 存 在 全 纯 映 射 f;:B->M ,使 得 
DE p, (== 1.2 ss h), 
这 样 的 Posi s Dasdisdg tds 与 fudit ËF 
为 连结 p 1 q 的 一 个 全 纯 链 . p.q 的 柯 巴 雅 西 伪 距 


Ë 
dyu(psq) = inf Spas 
i=] 


这 里 o 是 单位 圆 盘 上 上 庞 加 莱 度 量 导 出 的 距离 ,上 式 
中 的 下 确 界 是 对 所 有 连结 之 与 v 的 全 纯 链 取 的 . 
当 一 个 复 流 形 的 柯 巴 雅 西 伪 距 是 一 个 真 距 离 

时 ,就 称 这 个 复 流 形 是 柯 巴 雅 西 流 形 或 双 曲 流 形 . 所 
有 的 C" 中 的 有 界 域 都 是 柯 巴 雅 西 流 形 . 因此 , 柯 巴 
雅 西 流 形 可 视 作 是 有 界 域 的 推广 . 

柯 巴 雅 西 - 罗 伊 登 度量 是 关于 柯 巴 雅 西 伪 距 的 
无 穷 小 度量 . 因为 

dei fa) = inf | Fut eren, 

这 里 >:L0,1]j->A BR r(O)=p.r(D=q 的 逐 段 光滑 
曲线 ,上 式 中 的 下 确 界 是 对 所 有 连结 pS q WJ Ez 


光滑 曲线 取 的 . 
有 很 多 复 流 形 上 的 柯 巴 雅 西 伪 距 不 是 真 距离 . 


例如 C”, CA0), RF (0) Æ C" 中 零 元 组 成 的 单元 


素 集 . 亏 格 为 0 与 1 的 黎 曼 曲面 、 复 射影 空间 ,它们 
任意 两 点 的 柯 巴 雅 西 伪 距 都 为 零 . 

柯 巴 雅 西 - 罗 伊 登 度量 (Kobayashi-Royden 
metric) 由 全 纯 上 映射 集合 诱导 的 一 种 度量 . 记 单 位 
AA B 到 C" 中 域 D 内 的 全 体 全 纯 映 射 构 成 的 集合 
Aj DCB) , Wl) 

Fy(z,£) = inf(a|a > 0,3 f € D(B), 
f(0) = z,f (0) = &/a} 
(Yz € D, € C”). 

卡拉 西 奥 多 里 度量 比 柯 巴 雅 西 -多 伊 登 度量 小 ， 
它们 在 全 纯 映 射 下 缩小 ,在 全 纯 同 构 下 保持 不 变 . 但 
是 这 两 种 度量 都 不 是 微分 几何 意义 下 的 度量 . 

泊 松 积分 (Poisson integral) AIM RAH 
积分 表示 . 记 S(D) 为 有 界 域 D 的 希 洛 夫 边 界 . 拓扑 
积 DXS(D) 上 的 实 值 连续 函数 

P(z,z, 4,5) (Yz € DEC S(D)), 
如 果 关 于 zE D,zED 为 二 阶 连续 可 微 ,关于 ,5 在 
S(D),S(D) 上 连续 ,这 里 万 ,SC(D) 表 示 D K SD) 
中 点 之 共 斩 复数 点 构成 之 集合 ,如 果 任 取 S (D) E 
SC (BYE SE PRG OD ,使 得 


fene FE DP zt DE 
SCD) 
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HD EAA APR. H 4 z H D ES TS CODO ER 
Co BT RR ASCO, £0 3X H.E y H C^ 之 欧 氏 测度 在 
SC(D) 上 的 诱导 ,而 V A SCDOBU BE TA , Wü] Pee; 
COP AR D 上 的 泊 松 核 函数 ,而 上 述 积分 式 称 为 
XT/G.DEZIBBEBA. 

^ FH A AS EIC Bi P RJ 35 TEL PA AK PR < JR 
法 ,很 自然 的 问题 是 :如 果 知 道 域 刀 的 柯 西 核 图 数 
SCz 光 ), 则 形式 泊 松 核 函 数 

ISCz,0|* 


Pri.) = S (z,z) 


de ATH F: ER. TE D 为 对 称 有 界 域 时 ,这 是 对 
HJ. 在 一 般 情形 , 齐 性 有 界 域 上 形式 泊 松 核 限 数 是 泊 
PA AK PRA 4 AMM DAMPIER AR. 24 D 为 非 齐 
性 有 界 域 时 ,还 一 无 所 知 ， 

iE 3A 4% ER E (Poisson kernel function) 
松 积分 ” 

& & T A B H = ja] (H^ spaces of seve- 
ral complex variables) a AIF eR Bg. H^ 空间 的 
EI 2 0 dE C" 中 的 有 界 对 称 域 ,6b 是 它 的 希 洛 夫 
均 为 


VE: 


MP = ||, Ufo asco |° 
(0« p <+ co), 
其 中 为 2 上 的 规范 化 的 勒 贝 格 测度 ， 
全 sup LEGE s 
则 称 Q 上 的 全 纯 函 数 fe Hr m ,如 果 
EUR EH 
HTAR p HDE FBBIESX: 

HO C H’ (2) (q >p). 

单 复 变数 的 H^ 空间 理论 自 20 世纪 20 年 代 哈 
{Hardy ,G. H. ) 和 李 特 尔 伍德 (Littlewood , J. E. ) 
等 人 的 开创 性 工作 以 来 ,经 过 许多 数学 家 的 努力 ,已 
形成 完整 的 体系 ,目前 已 有 好 几 本 专著 问世 . 多 复 变 
数 H^ 空间 理论 的 研究 开始 于 20 世纪 60 ERR, 
70 年 初 , 正 处 于 发 展 的 阶段 ,有 很 多 问题 和 单 复 变 
数 有 本 质 的 差异 ,如 H^ PRAY oP A? 函数 的 零 
点 集 等 都 比 单 变数 情形 复杂 得 多 . 

X n=l 时 ,单位 圆 盘 上 的 H^ 空间 的 零点 集 和 
p AR: m4 n>1 时 ,B, 上 的 H” 空间 的 零点 集 随 
pm. 

多 复 变 数 奈 望 林 纳 函数 类 (Nevanlinna func- 
tion class of several complex variables) %27 pK 
ZX Vo AR PB K 38 PE. OSC 中 的 有 界 对 
PRIER b 是 它 的 特征 边界 . 如 果 f. Q-— C 在 人 上 全 
纯 , 且 满足 


sup | log+ |f(rt) dec <+ eo, 
Ocr«lJ b 


则 称 / 属于 奈 望 林 纳 函数 类 , 记 为 N(Q). 

多 复 变 数 斯 米尔 诺 夫 函数 类 (Smirnov function 
class of several complex variables) 单 复 变 孔 数 论 
SKORIK ARATE ROR C" 中 的 对 称 有 界 
域 ,2 是 它 的 特征 边界 . 如 果 f .QO— C # 0 上 全 纯 . 
Mik f€NGDRB. 

1 
一 致 可 积 , 即 对 任意 620. FE 6>0, 只 要 特征 边界 
b EAE E W E Í (E) <ó, MA 


| gr ILO |a < e, 


则 称 / BY OK RR PHA WA N. (OQ). H” R 
数 类 和 奈 望 林 纳 函数 类 的 关系 是 ,对 任意 
0« p« Leen, WA 
H”*(OQ)C N DENG). 
2c £ TK dB HW (Bloch functions of seve- 
ral complex variables) Æ% F Br 4p 3&8 dh BR BY HE 
J. R OQ E C" rR BJ JF PE FOX. CSO EN 


全 纯 函数 . ALL OR /(z) 在 < 处 的 梯度 向 量 , 妈 


F(z) = Zen, F(x), Lo], 


T(z,z) 记 0 nb RU 定义 


| SE | 


Q(z) = LAE 0 = w € gd 


(wT (z ,£)w!)3 
如 果 

sup {Q(z) |z € Q) <+ oo, 
就 称 f 是 2 tonne O 上 的 布 洛 赫 函数 的 
全 体 记 为 BOQ). WR O 是 C" 中 的 单位 球 B, ABA 
B, ER) 4-4 RBS Ee 8(B.) 的 充分 必要 条 件 是 


af 

3 00 
如 果 OQ 是 C 中 的 单位 多 圆柱 已 ,, 那 么 P, 上 的 全 纯 
函数 / € BC(P,) 的 充分 必要 条 件 是 

fz) (1 — |z; <+ co 


(1 一 |z| <+ oo. 


sup 
z€ B, 


sup 
z€P, 
(J = 1525€). 

布 洛 赫 函 数 类 和 H 函数 类 是 互 不 包含 的 . 

多 复 变 数 BMOA & XI (BMOA functions of 
several complex variables) H'(B,) BJ Xf 4H) 2 Wj. 
RB, 上 的 全 纯 函 数 SC HH?(B,), 且 存在 常数 CC， 
对 任意 EHB yA 


|. fsdo,| <C lg lh 
则 称 f A BMOA äi Hi eT i :BMOA CB, ) 是 
H’ (B,) BJ *HE zz E. BMOA 函数 还 有 下 面 的 等 价 


定义 ;JE BMOA(B,) 的 充分 必要 条 件 是 存在 WE 
L” (9B, ,使 得 


E ZG) 


上 述 各 种 函数 类 的 包含 关系 如 下 : 
H° C BMOAC H* CN, C N 
(BMOA C f). 
ác £ dr X IR X HAM (Maximal function of sev- 
eral complex variables) 单位 圆 盘 的 极 大 函数 在 
B, 中 的 推广 .对 于 5E a5,,a>1, 定 义 柯 朗 意 区 域 为 


D, = {z € C'*||1 — kz.) < 0 — |z|55). 


容易 看 出 DOCB.. 对 于 B, 上 的 连续 函数 f ,定义 
它 的 极 大 函数 为 
(MPE) = supt| f GO | |e € D.C). 
f NRK KRM M. f 有 下 列 重要 性 质 : 对 每 一 个 a 二 
1, 对 应 常数 A Coo «eo ,使 得 对 每 个 
f € H*(B,) (0 < p <+ œ), 
均 有 


|, IOLA do) < AGO | f | 2. 


% f db H PQ dg (inner function of several 
complex variables) 单位 圆 盘 的 内 图 数 在 B, 中 的 
推广 . PR B, KA si ER EC / Rp 上 的 内 函数 ,如 果 

[f(z)| < 1 G € B, 
AM B, 的 边界 3B, 上 几乎 所 有 的 了 ,有 
limf (rb) —f'(4, |f*O|=1, 
其 中 广 ( 纪 就 是 由 这 个 等 式 来 定义 的 函数 . 

由 于 单位 圆 盘 上 的 内 函数 在 单 复 变 函数 论 中 起 
着 重要 的 作用 ,人 们 自然 要 人 研究 B, 上 的 内 函数 . 然 
而 ,长 时 间 以 来 ,人 们 找 不 出 一 个 具体 的 内 函数 ,这 
不 得 不 使 人 怀疑 , 当 n 记 1 时 ,是 否 存 在 B, EAA 
数 . PET (Rudin, W. ) 在 1980 年 出 版 的 《单位 球 上 的 
函数 论 ) 一 书 中 提出 B, (n> 1) LA AER RR 
Mj. 但 到 1981 Æ Fk, T UEF R CAnexcangpos, IT. 
C. ) 推 翻 了 路 丁 的 猜测 ,证 明 对 任意 n, B, 上 都 存在 
A PY BR XC. 几 个 星期 以 后 , 劳 (Low,K. ) 又 独立 地 证 
明了 内 函数 的 存在 .但 是 ,由 于 B, 上 内 函数 的 许多 
病态 性 质 , 它 的 作用 远 不 如 在 单 复 变 中 那样 重要 . 

2c fs dv Si ME 2k & X (meromorphic function of 
several complex variables) 单 复 变数 亚 纯 函数 的 
推广 . 设 D 为 C" 中 的 域 ,D EKIRA hA ERA E 
的 ,如 果 任 取 z。€D, 存 在 之 0 的 邻 域 DCDD 使 得 在 U, 
E #f ES SA g (z) K f (z) , KH Pele) A F SET 
$, m 

(z 
17 (Vz € U,). 
A DÀ n ERRE, D ERR f KAW SE PROC. fn 
果 任 取 复 流 形 D 的 可 容许 区 图 (U ,@) , Dl 
f (e)= f(g@ 1(<)) 


h (z) = 
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(VzE e(U)C C" gp p) —zVpecU) 
KPU) EE £i pR 3. 

EE 3E SE — üM (Cousin first problem) 单 复 变 
PR ACIE P #F ZF r Fei Br AE EE n] ECK AE BS IR] 
题 . 即 库 辛 第 一 问题 : 设 D A9 LUE (U. 23 D 的 标 
ane Ge, AERTS UL EAE a Re fa EY 

U, N Us @ 
BF, f.— fe Æ UNU 上 全 纯 , 则 在 D 上 是 否 必定 存 
在 亚 纯 图 数 ,使 在 每 个 U。 上 f— f. tà? 

PE AE R ROE P BY Sb OR äre hi RF e EB Wr P : XT 
C "RIS TEX D , WARE li ph. E LI JE XE B) ES BX 
点 集 为 自己 的 零点 集 , 而且 重 数 等 于 指定 的 重 数 . TE 
多 复 变 发 展 的 早期 ER (Cousin, P ) 就 提出 了 如 何 
把 外 尔 斯 特 拉 斯 定理 推广 的 问题 , 即 上 述 库 辛 第 一 
问题 . 对 库 辛 问题 的 解决 做 出 最 主要 贡献 的 是 冈 滞 ， 
ftd Hi iy D 是 全 纯 域 , 则 库 辛 第 一 问题 是 永远 可 
fi BJ. 

EE 3E $8 — jg] M (Cousin second problem) 单 复 
STEE "PORTS -J SR XE FE UD HE) £ EAE BJ 
问题 . 即 库 辛 第 二 问题 :车 {U0。) 是 复 流 形 D BE 
覆盖 ,日 在 每 个 U。 上 存在 亚 纯 函数 f E 

U, U, = Ø 
BJ, £f. fs Æ U. U, LAKE JA B] & ht pg 2% , WI 
D EE Bae AEE SUPE PETER T U, E f/ f. 
AN X; = m BJ 2: Bb RŽ? 

单 复 变 函数 论 中 米 塔 - 列 夫 勒 定理 断言 :对 C 中 
的 任意 域 D, 均 存在 亚 纯 函数 , 它 以 指定 的 点 集 为 自 
己 的 极点 集 , 并且 重 数 等 于 指定 的 重 数 . EG 
(Cousin, P. ) 提 出 如 何 推广 米 塔 - 列 夫 勒 定理 的 问 
题 , 即 上 述 库 辛 第 二 问题 . 风 洁 指出 ;即使 D K 4e t 
域 , 库 辛 第 二 问题 并 不 永远 可 解 , 它 的 可 解 性 还 依赖 
于 一 定 的 拓扑 条 件 . 

2, STA É P EB RW (automorphic function of 
several complex variables) DD SIE pre CJ 
WI. DOC mii. Aut CD) D 的 全 纯 自 同 
H Tr A Aut DO Z BS CT HE. T' x D E RS eg C 
JG sz) BRAY AL PK» BO FAR 

j(o,2)j (70,2) = j(ovr,z) (Vo,z € DI',z € D). 
D EBg4e 2E PRÉC / <) FROM ECT BORSA Gn 20 BS T 
自 守 函数 ,简称 自 守 函数 ,如 果 

JG (z2)) = jG,2)f(z) (Vr € D,z € D). 

E 
JG@,z) = 1 (YrET,z €D) 
时 , 即 得 普通 的 自 守 函数 . 

所 有 自 守 函数 构成 线性 空间 , 求 出 它 的 维 数 , 且 
给 出 一 组 基 , 是 目 守 六 数论 中 的 根本 问题 . 

由 于 对 实 半 单 李 群 的 离散 子 群 有 较 多 的 结果 ， 
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所 以 自 守 函 数论 主要 结果 限于 对 称 有 界 域 及 紧 克 勤 
流 形 的 情形 . 

多 复 变 数 自 守 函数 的 基本 域 (fundamental do- 
main of automorphic function of several complex 
variables) 自 守 函数 的 基本 定义 域 . 设 万 为 C 中 
的 域 ,TT 为 域 D 上 全 纯 自 同 构 群 Aut(CD) 的 离散 子 
BE. 如 果 存 在 YE 卫 , 使 得 YG) SzD PR z: Az 
PRAKT P ESUW. TE D XOT D 4p RI 
并 . 所 有 等 价 类 构成 的 集合 , 记 为 D/T'. 可 以 在 D/T 
中 引进 拓扑 ,使 得 D 在 自然 映射 

zz > T(z) = {7(z)|Y7 ET} 
下 为 D T 22 w = BJ, D/T' RA A FT AA 
域 , 实 际 上 , 自 守 函数 就 是 D/ 忆 上 的 全 纯 项 数 . 
基本 域 D/T 紧 时 ,离散 子 群 卫 称 为 一 致 格 . 但 不 一 
定 对 所 有 域 都 存在 一 致 格 . 在 齐 性 有 界 域 的 情形 , 存 
在 一 致 格 当 且 仅 当 域 对 称 . 


Bf 史 济 怀 US 


审 阅 KERE 


ill 


M E it (measure theory) Marfa Mi Ew =k 
抽象 积分 论 , 人 研究 一 般 集合 上 的 测度 和 积分 的 理论 . 
是 勒 贝 格 测度 和 勒 贝 格 积分 理论 的 进一步 抽象 和 发 
m. 

测度 是 集合 的 一 种 度量 , 它 是 长 度 .面积 .体积 
概念 的 推广 .首先 试图 把 长 度 . 面积. 体积 概念 推广 
到 任意 点 集 而 得 出 一 般 的 “测度 ?观念 的 是 杜 。 布 瓦 
-# SSC Du Bois- Reymond, P. D. G. ) ,他 在 《一 般 函 
数论 》1882 年 ) 中 提出 容量 概念 , 即 测度 概念 的 委 
形 . 随 后 汉 克 尔 (Hankel,H.)、 施 托 尔 次 (Stolz， 
O. )、 哈 纳 克 (Harnack , C. G. A. ), REFER (Cantor, 
G. CF. P. )) 等 人 发 展 了 这 种 思想 ,其 中 康 托 尔 于 
1884 年 对 直线 上 的 有 界 集 4 定义 它 的 测度 B CAD: 
首先 对 任意 正 数 ó, + 

S= Y ty ly—ax|<6}, 
US OM S; 的 长 度 :再 令 
ACA) —limaues;). 
康 托 尔 给 出 的 测度 不 具有 可 加 性 .例如 , 设 Q 为 有 
理 数 全 体 ,4=[0,1JnQ,B8=[L0o,1 4 , 则 [0,1j= 
AUB,uCA) —uCB)—1, pQD0,1D =1,{8 u([0,1] 
z ACA) -&CBD) ,因而 很 不 合理 ， 

佩 亚 诺 (Peano,G. ) 于 1887 年 引入 了 平面 有 界 
集 A 的 内 、 外 测度 的 概念 :包含 4 的 多 边 形 面积 芯 
下 确 界 称 为 4 的 外 测度 , 含 于 4 内 的 多 边 形 面积 的 
上 确 界 称 为 A 的 内 测度 .车 4 的 内 、 外 测度 相等 , 则 
这 个 公共 值 称 为 4 的 测度 ,并 称 4 为 可 测 集 . fa IE 


诺 证 明了 : 
1. 4 可 测 的 充分 必要 条 件 是 A 的 边界 的 外 测 
度 为 0. 


2. 若 f(x) 是 定义 在 La,5j] 上 的 有 界 正 水 数 ,A 
={(r,y) laf, Dë us TL, MJ fa) BRS 
FEDA ARAWE, RZ ERA 4 的 外 测度 ， 
jz) 黎 曼 可 积 当 且 仅 当 A 是 可 测 集 . 

3. 测 度 具 有 有 限 可 加 性 . 

qM QGordan, M. E. C. ) 于 1892 年 在 R^ 中 发 
展 了 佩 亚 诺 可 测 集 的 概念 . 原来 定义 外 测度 时 ,要 用 
多 边 形 去 覆盖 点 集 , 他 规范 为 用 有 限 个 开 区 间 去 履 
mm ,其 余 不 变 . 知 尔 当 的 改进 使 测度 概念 前 进 了 一 大 
步 , 蕴 涵 了 勒 贝 格 测度 的 萌芽 ,但 仍 有 明显 的 缺点 . 
主要 是 它 仍 只 具有 有 限 可 加 性 ,从 而 导致 有 些 简 单 
的 点 集 也 不 可 测 . 例如 > A=[0,1JNQ. a A nx 
尔 当 内 测度 为 0, 而 外 测度 为 1, 因 而 4 在 若 尔 当 意 
义 下 不 可 测 . 总 之 , 若 尔 当 测度 只 适合 于 黎 曼 积分 的 


论 


需要 . pe SE OR (Borel, (F. -E. -J.-)E. ) 于 1898 年 , 先 
由 开 集 经 过 可 列 并 与 余 的 运算 导致 一 类 集 , 即 所 谓 
波 莱 尔 集 类 . 再 对 每 个 有 界 波 菜 尔 集 对 应 一 个 实数 ， 
即 波 莱 尔 测度 ,并 使 得 这 种 测度 具有 可 列 可 加 性 . UE 
莱 尔 的 这 种 思想 对 测度 理论 做 出 了 重大 贡献 ,成 为 
近代 测度 论 中 用 公理 方式 引出 o 代数 概念 的 起 源 ， 
Fy 8] DI $& CLebesgue,H. L. ) 的 工作 开辟 了 道路 . 
波 莱 尔 的 学 生 勒 贝 格 在 前 人 工作 的 基础 上 ,于 1902 
年 以 更 一 般 的 形式 建立 起 比较 完善 的 测度 理论 . 他 
在 定义 点 集 测 度 的 方法 上 ,容许 可 列 覆 盖 ,使 所 建立 
的 测度 具有 可 列 可 加 性 ,并 且 相 当 广 泛 的 一 类 点 集 
的 测度 有 了 定义 (参见 “ 勒 贝 格 测度 ”). 勒 贝 格 测度 
是 现代 抽象 测度 的 起 源 , 在 它 的 基础 上 建立 的 勒 贝 
格 积分 ,是 现代 分 析 中 应 用 最 广 和 意义 重大 的 积 
卡拉 西 奥 多 里 (Carathéodory,C. ) 于 1914 FRET 
外 测度 理论 ,对 测度 进行 了 公理 化 研究 ,并 给 出 了 测 
度 扩 张 的 典型 方法 ,成 为 近代 测度 论 的 基础 . 拉 东 
(Radon, J. 2. BE w Ep (Saks, S. 2. 3B BM (Fréchet, 
M. -R.) 以 及 另外 一 些 人 考虑 了 一 般 集 合 上 的 测度 
以 及 测度 空间 的 乘积 ,并 建立 了 一 般 可 测 集 上 积分 
的 理论 . 

一 般 集合 上 的 测度 和 积分 理论 是 最 广泛 的 测度 
理论 ,但 为 适应 各 方面 的 需要 ,还 出 现 了 其 他 种 种 特 
殊 的 测度 和 积分 . 例如 ,20 世纪 30 年 代 初 ,伴随 着 
人 们 对 取 值 于 巴 拿 赫 空 间 的 函数 性 质 特 别 是 可 微 性 
和 可 积 性 的 研究 ,出 现 了 有 关 向 量 值 测度 的 一 些 工 
TE. 1960 年 以 后 ,向 量 值 测度 理论 得 到 莲 按 发 展 ,并 
逐渐 趋 于 完善 . 又 如 ,19 世纪 建立 的 傅 里 叶 分 析 理 
论 ,对 于 应 用 数学 而 言 , 当 时 已 是 令 人 满意 的 数学 工 
具 , 但 由 于 黎 曼 积分 的 局 限 性 ,对 于 函数 与 展开 式 之 
间 的 关系 ,直到 勒 贝 格 积分 理论 确立 之 后 才 有 深刻 
的 揭示 . 勒 贝 格 积分 的 出 现 对 于 传 里 叶 展 开 的 研究 
显然 促进 了 一 大 步 , 但 依旧 显示 出 了 它 的 局 限 性 . 研 
究 拓 扑 群 上 的 测度 是 建立 群 上 傅 里 叶 分 析 的 基本 问 
题 之 一 ,这 个 问题 自 1930 年 以 来 ,经 过 哈 尔 (Haar， 
A.) fF (Weil, A. ) Al i ^R 18, 08 (Venpdana, H. M. ) 
等 人 的 工作 而 趋 于 完善 . 再 如 ,20 世纪 初 测 度 论 的 
建立 ,使 得 人 们 对 R^ 中 的 子 集 关 于 维 勒 贝 格 测度 
的 性 质 有 了 很 好 的 了 解 .但 在 处 理 与 R” 中 低 维 点 集 
有 关 的 数学 问题 时 遇 到 了 困难 . 在 这 种 背景 下 ,20 
世纪 20 年 代 出 现 了 几何 测度 论 , 它 是 研究 高 维 空间 
中 低 维 点 集 的 测度 及 低 维 点 集 上 积分 的 理论 . 

测度 概念 与 积分 概念 紧密 相关 . 每 一 种 测度 理 

87 


测 度 论 


论 的 推广 都 可 导致 一 种 积分 理论 的 推广 .测度 理论 
不 仅 是 积分 理论 的 基础 ,而 且 在 现代 分 析 以 及 概率 
论 等 许多 数学 领域 中 也 有 着 广泛 的 应 用 . 
抽象 测度 论 (abstract measure theory) 
度 论 ” 
抽象 积分 论 (abstract integral theory) 
mie". 


即 “ 测 


即 “ 测 


集 X 


环 (ring) ”对 并 与 差 运 算 封 闭 的 集 类 ,测度 论 
中 重要 概念 之 一 . 设 多 是 上 的 一 个 非 空 集 类 .如 
果 它 对 集 的 并 及 差 运 算 封 闭 , 即 对 任何 A, BEF, 
都 有 AUBEC SF, A\BEF  WRA X O F WJ A. 
例如 , 若 多 是 由 实 直线 R! 上 任意 有 限 个 左 开 右 闭 
的 有 限 区 间 的 并 集 

A= U ib] 

的 全 体 构 成 的 集 类 , 则 FER? 上 的 一 个 环 . 环 也 是 
对 于 交 与 对 称 差 运算 封闭 的 集 类 ,并 按 这 两 种 运算 
成 为 布尔 环 (参见 第 一 卷 4 布 尔 代 数 力 .要 把 R* 上 的 
勒 贝 格 测 度 和 勒 贝 格 -斯 带 尔 杰 斯 测度 以 及 相应 的 
积分 理论 推广 到 更 一 般 的 集合 上 ,就 需要 做 一 系列 
莫 基 工作 ,其 中 之 一 是 建立 一 些 特殊 的 集 类 并 研究 
其 性 质 . 环 以 及 半 环 .o 环 .代数 、o 代数 等 重要 集 类 
正 是 为 了 这 一 目的 而 引入 的 . 

半 环 (semi-ring) 一 种 重要 集 类 . 设 久 是 0 
上 的 一 个 非 空 集 类 . 如 果 它 满足 下 列 条 件 , 则 称 < 
EN EWF: 

l.g je. 

2.3: A,BEF Mi AUBC. S. 

3.4 ABC A H AO B uj 

ANB- UC. 

Herp C/E G=1,2,-- n), A C, DC = Z G=). 
例如 , 实 直 线 R: 上 全 体 左 开 右 闭 区 间 (a ,b ]( — oo 
<a 委 0%<< 十 ce) 所 组 成 的 集 类 是 R: 上 的 一 个 半 环 . 

o 环 (o-ring) 对 可 列 并 运算 封闭 的 环 . 设 —< 
是 2 上 的 一 个 环 ,并 且 它 对 集 的 可 列 并 运算 封闭 ， 
即 对 任意 4,E 罗 (2 一 1,2,…), 都 有 


(A.C, 
=1 


则 称 多 是 避 上 的 vc 环 . 它 是 建立 具有 和 良好 的 极限 
性 质 的 测度 的 基础 . 

代数 (algebra) MMi. 含有 基本 空间 的 环 . 
WC EESTE NR tonn SZ OC, ët SF E 
人 2 上 的 代数 .例如 , 实 直线 R'! 上 任意 有 限 个 区 间 ( 包 
括 无 限 区 间 ) 的 并 的 全 体 便 是 R: 上 的 代数 . 

域 (field)” 即 “代数 ”. 
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c 代数 (oc-algebra) ” 亦 称 o 域 .完全 加 法 类 、 可 
列 加 法 类 、o 加 法 类 .含有 基本 空间 的 c 环 . 设 有 多 是 
基本 空间 2 上 的 非 空 集 类 . 如 果 它 对 余 及 可 列 并 运 
算 封 闭 , 且 QC MRA EO EK o RE. HO, 
R" "BS CL) np dll Se Bj RS JE R^ 上 的 c 代 数 . 又 
如 ,自然 数 集 N 的 一 切 子 集 组 成 的 集 类 57 (ND E: N 
上 的 o 代数 . 

o 域 (o-field) 即 “c 代数 ”. 

完全 加 法 类 (completely additive class) 即 “o 
代数 ” 

可 列 加 法 类 (countably additive class) Bl “oe 
代数 ”. 

o 加 法 类 (oco-additive class) 即 “c 代数 ” 

集 类 生成 的 环 (ring generated by a collection 
of sets) 测度 论 中 的 重要 集 类 . 称 包 含 集 类 F 的 
最 小 环 为 由 多 生成 的 环 , 它 是 所 有 包含 < 的 环 的 
Ar. 同 理 , 称 包含 集 类 多 的 最 小 c 环 (代数 , 代数 ) 
为 由 F 生成 的 o 环 (代数 ,o 代数). 

集 类 生成 的 o 环 (o-ring generated by a collec- 
tion of sets)” 见 “和 集 类 生成 的 环 ”, 

集 类 生成 的 代数 (algebra generated by a col- 
lection of sets) 见 “ 集 类 生成 的 环 ” 

集 类 生成 的 c 代数 (co-algebra generated by a 
collection of sets) 见 “ 集 类 生成 的 环 ” 

ik SER HE A (collection of Borel sets) 深入 讨 
ie PR AE SE PE TE. AR Et a A] z BS RE 
集 类 . 由 R” 中 半 开 区 间 组 成 的 半 环 所 生成 的 o 代 
数 , 称 为 R* 上 的 波 莱 尔 集 类 ,也 可 定义 为 R" rh BJ Hj 
集 ( 开 集 ) 全 体 生成 的 o 代数 . 它 是 由 波 莱 尔 (Borel， 
(F. -Ê. -J.-)E. ) 于 1898 年 引入 的 , 故 以 此 而 命名 . 
这 种 集 类 在 测度 论 .概率 论 .遍历 理论 等 数学 分 支 中 
均 有 广泛 应 用 .在 一 般 拓扑 空间 中 可 类 似 地 引 人 波 
莱 尔 集 类 . 

广义 波 莱 尔 集 类 (collection of generalized 
Borel sets) 扩充 了 的 R: Fons on 上 
的 波 莱 尔 集 类 A 及 单元 素 集 (十 cc) ,{ 一 ceo) 所 生成 
的 c 代数 , 称 为 广义 波 莱 尔 集 类 .广义 波 莱 尔 集 类 中 
的 每 一 个 元 素 或 是 波 莱 尔 集 或 它 与 (十 ce) Med 
或 (十 ce ,一 ce) 的 并 . 

单调 类 (monotone class) ”对 单调 极限 运算 封 
闭 的 集 类 . 设 多 RE Zar. 中 任 一 
单调 集 列 {4,) ,都 有 

lim A, € F, 
则 称 多 是 一 个 单调 类 . o HA o 代数 都 是 建立 抽象 
测度 的 基础 ,但 它们 的 结构 一 般 比 较 复 杂 ,在 应 用 中 
很 不 方便 ,引入 单调 类 以 及 天 类 4 类 的 概念 ,对 掌 
握 c 环 和 cc 代数 特别 是 某 些 集 类 生成 的 c 环 和 c 代 


数 颇 有 帮助 . 例如 , 集 类 7 是 o 代数 的 充分 必要 条 
件 为 多 既是 代数 ,又 是 单调 类 . 对 c 环 亦 有 类 似 的 
结论 . 又 如 ,有 是 o 代数 的 充分 必要 条 件 为 C 既是 
AX, Nie n 类. 这样 ,可 以 通过 结构 比较 简单 的 单 
GEZ 类 和 4 类 来 刻画 结构 比较 复杂 的 o 环 和 o 
代数 . 

XT 类 (x-class) WRBRHA MRA. KF 是 
人 2 上 的 一 个 集 类 . AMER A, BEF AA ANBE 
LJ. 称 为 2 上 的 类 ， 

A 类 (class) 测度 论 中 的 重要 集 类 之 一 . KR 

多 为 QQ 上 的 非 空 集 类 ,如 果 它 满足 条 件 : 

1. 空间 NEF; 

2.4: A, BEF, HL. ADB, A\BE ; 

{An} Ay A 中 的 递增 集 列 , 则 
lim A, € ZS: 


那么 F FEN AE. 
测度 和 积分 


集 函 数 (set function) ”以 集 类 为 定义 域 的 也 
数 . 设 安 是 2 上 的 一 个 集 类 ,天 是 实数 域 或 复数 
域 , 称 映射 EK AMES LR AR. 重要 
的 (数值 ) 集 函数 有 测度 、 集 上 的 积分 等 . A Se B SIE PR 
数 的 值 可 允许 取 十 或 一 , WJ Er IL PRAT E 
Sc (E SS pA. 关于 集 函 数 , 也 可 引入 单调 性 .收敛 性 
SRA. SIM eee MERE E _E BJ SE 18 £ K 
数 . 如 果 对 任意 4, BEZ, ACB, IA aA) 
AC(B), 则 说 4 在 安 上 是 单调 增加 的 . 设 {j,}) 是 集 类 
E ENR wR. Zur AC BF GíCAD UK 
Sir, MUI ES EWN. xa ACS, A 

lim pL CA) = BECA), 


WR E E EUST. ue SIL TER 62:0. f£ # E 
BURN 82S N 时 ,对 一 切 ACH, RMA 

In, CA) — (A)| <e, 
WE 2 E E E—SUM SUE. 

当天 是 向 量 空间 或 算 子 集 时 ,分 别称 映射 ui 
>K ZJ € E Bj ln] (aS p8 22 sk FB ew. 常见 
HJ X F E RA [uj E: fB 20] E . 谱 测 度 和 谱 积 分 等 . 

[x fa] Eg BW (interval function) 一 种 重要 而 又 
特殊 的 集 函 数 .以 R 中 的 区 间 族 为 定义 域 的 郴 数 称 
为 区 间 函 数 . 例如 , 当 f(z) 是 以 R 为 定义 域 的 可 积 
Sun. ua 7 一 [Lea,p] 使 


FU) = | fda 


与 之 对 应 , 则 得 R 上 的 区 间 函 数 F. 
扩充 实 值 集 函数 (extended real-valued set func- 
tion) W“ R. 


m E 和 A 


RJ Fi) RJ Jn $ Eg t (countable additivity set func- 
tion) 让 称 完全 可 加 集 函 数 或 可 数 可 加 集 函 数 . 一 
类 特殊 而 又 重要 的 集 函 数 . 设 4 是 定义 在 集 类 V 上 
HJ E ER. EL EX ABC V ,AUBC Y ,A() B— 
名 ,都 有 ECAUB) — ACA) Ri, EE 
AWE. EX E 中 任意 一 列 互 不 相交 的 集合 {4 

只 要 


UA, € %, 
均 有 


CD 


CÚ A) = 21k), 


Dër, 具有 可 列 可 加 性 . 
St Z RJ Jn $& e BW (completely additive set func- 
BAL P RT ege 
RJ AY RT ON $& E AY (countably additive set func- 
即 “可 列 可 加 集 函 数 ” 
有 限 可 加 集 函 数 (finitely additive set function) 
DL“ ap nr ne eg ic". 
测度 (measure) ”抽象 测度 的 简称 , 即 非 负 可 列 
可 加 的 集 函 数 ,测度 论 研 究 的 对 象 . E n 是 集 类 SG 
上 的 扩充 实 值 集 函 数 ,满足 下 列 条 件 : 
1.2: (02 € «€ , MI Eu G0; 
2. t 为 非 负 的 , 即 对 任意 4E 安 ,有 
OSKAS F: ee; 
3. 上 为 可 列 可 加 的 , 即 对 任意 一 列 互 不 相交 的 
A EE (n771,2,*,H 


Ú A, € "e, 
n=] 


tion) 


tion) 


有 
uU A) = LESE 


则 e RA € LBS. 特别 地 ， 当 集 类 % 为 半 环 
( 环 、 代 数 、o 代数 ) 时 ,yx 为 半 环 ( 环 、 代 数 、o 代数) 上 
的 测度 . E LA EMME. Ata ACS, WA 
BECA) « Too, MRK w 为 集 类 FAA FB WJ Sa 
RE ACS FFE ALEC €(n—1,2,,fifH 


A= U 4,, 且 每 个 Als Foo, 


则 称 «ARS EB o A PRIN EF. 抽象 测度 可 看 做 
勒 贝 格 测度 的 推广 ,但 一 般 不 再 有 面积 、 体 积 等 几何 
意义 . 在 不 致 混 消 时 , 带 符号 的 测度 .向量 值 测度 等 
也 简称 测度 . 

抽象 测度 (abstract measure) — BD “WE”. 

5 BR HU] EF (finite measure) DL WW BF”, 

5 有限 测度 (c-finite measure) WWE”. 

Sh AE (outer measure) 4E fa MWA) HI # wR. 
设 为 基本 空间 ,py* RELEONHREENT RE 
IS PRÉC. 如 果 满 足下 列 条 件 : 
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1. SETHE: c (AD KTM EE 
2. BUM: ACB, p* CAD (B); 
3. 次 可 加 性 : 


23 (UA) < Se (A; 


则 称 pg” 为 OQ 上 的 外 测度 . 对 积 分 来 说 ,有 用 的 是 c 
环 或 o 代数 上 的 测度 .但 是 ,o 环 或 ac 代数 的 结构 一 
般 比 较 复杂 ,因此 ,往往 先 在 结构 比较 简单 的 半 环 、 
环 或 代数 上 定义 某 种 测度 ,然后 把 它 延 拓 到 c 环 或 
0 代数 上 .引入 外 测度 的 目的 主要 就 是 为 了 将 某 种 
集 类 上 的 测度 延 拓 成 为 较 广 集 类 上 的 测度 . 
| 度量 外 测度 (metric outer measure) JAR Eh 
西 奥 多 里 外 测度 . 对 于 彼此 距离 为 正 数 的 两 集 的 并 ， 
具有 可 加 性 的 外 测度 .者 ut 是 基本 空间 CQ 上 的 外 
测度 , 2 为 具有 度量 o 的 度量 空间 ,对 于 任意 
ACN, ACN, H R E RIZIB HE A 
0CA,,A; —inf(o(zr, 32 |x€ Aj, y€ A;) 750, 
就 有 
(A UA) =" CAD) +z" CAD, 
则 PRA Q 上 的 度量 外 测度 . 例如 勒 贝 格 测度 是 
R° 上 的 度量 外 测度 , E ce 为 度量 空间 O 上 的 度量 
外 测度 , 则 2 上 的 一 切 波 莱 尔 集 都 是 L^ 可 测 的 . 
卡拉 西 奥 多 里 外 测度 (Carathéodory outer mea- 
即 “ 度 量 外 测度 ”. 
H^ AAE (5^ -measurable set) ”外 测度 理论 
中 极为 重要 的 概念 . 设 js Q EPUB, ACO. 
若 对 任意 了 CQ, 均 有 
PTH p(T [| A) "(CT JA), OD 
则 称 4 为 一 个 utar gue. 在 íc 可 测 集 组 成 的 集 类 
ERA e 实际 上 具有 可 列 可 加 性 , 即 是 说 ,外 测 
BE =" 在 限制 了 的 这 个 集 类 上 是 一 个 测度 . 条 件 (1) 
正 是 刻画 外 测度 ut 成 为 测度 的 特征 . 卡拉 西 奥 多 里 
(Carathéodory ,C. ) 在 深入 研究 了 勒 册 格外 测度 理 
论 后 ,于 1914 ^E dS HH ir Hu JE R^ E B 399 DE i 9p dil 
FE, PM CX KS ACR” 勒 贝 格 可 测 的 充分 必要 条 
fF. 条 件 (1) 比 较 简 洁 , 同 时 又 易于 推广 到 一 般 的 测 
度 , 常 称 为 卡拉 西 奥 多 里 条 件 . 
卡拉 西 奥 多 里 条 件 (Carathéodory condition) 
HME 
构造 外 测度 的 方法 (method of constructing 
outer measure) 由 给 定 的 集 函 数 导 出 外 测度 的 一 
种 方法 . 设 鹤 是 基本 空间 怠 上 的 一 个 集 类 , 空 集 刀 
EE, XR u€. ERIEN S * 3 R R, H 
vis, XF 2) BEST ACE A 8 € rh É u] 
J| v 


A GOD —inf( >) (A, IA, € Z, 
n=1 


sure) 
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n= 1,2,°°,A ë s 
n=] 


BALE IHmIERTE S SS u" (4) 一 十 ce, 则 六 为 
N 上 的 外 测度 ,并 称 其 为 由 A 导 出 的 外 测度 . 如 果 
€ 为 半 环 , 且 BN ry ,那么 用 上 法 构造 的 
A UB: 

1.4 AC %,Wj " CA) — ACA). 

2. # oO Rh € ERK o [XS A 2 中 全 
体 所 可 测 集 组 成 的 o 代数 , 则 oCE)CS*. 

mj RE SE 38 BJ HE — EE (uniqueness of measure ex- 
tension) 指 半 环 上 的 测度 可 以 惟一 地 延 拓 成 某 个 
o 代数 上 的 测度 . 设 AER OAK 多 生成 的 
o RR E 为 EIS, Won ACF) 
Fang ELEF bo AR WE BOA) EW 
EH o 有 限 且 惟一 . 例如 ,R PRAM X B] g tk 
Eu 是 左 开 右 闭 区 间 类 多 这 一 半 环 上 的 测度 ,py 
可 延 拓 到 R 的 波 菜 尔 集 类 多 E, HEZ LHL 
E o 有 限 的 ,也 是 惟一 的 . 这 样 的 延 拓 便 是 波 莱 尔 集 
类 多 上 的 勒 贝 格 -斯 蒂 尔 杰 斯 测度 . 较为 有 用 的 c 
代数 (a 环 ) 上 的 测度 ,往往 都 是 由 半 环 ( 环 ,代数 ) 上 
的 测度 延 拓 而 成 的 (参见 “外 测度 ”). 这 条 性 质 说 明 
这 种 延 拓 是 可 能 的 ,并 且 是 惟一 的 . 

卡拉 西 奥 多 里 -哈恩 延 拓 定理 (Carathéodory- 
Hahn extension theorem) 关于 测度 延 拓 的 重要 结 
Rie ERM 7 上 的 测度 ,六 是 由 A 导 出 的 外 测 
度 ,< 是 和 所 可 测 集 的 c ARB ut BRI BY] o 上 
是 y Wy E dR LE eM ovy eo ARH. 是 满足 
A C ZC" 的 任何 o 代 数 , 则 py* 是 上 惟一 成 为 
上 的 延 拓 的 测度 . 

可 测 空间 (measurable space) 测度 的 定义 域 ， 
测度 论 中 的 基本 概念 . 设 多 是 基本 空间 人 上 的 o 
代数 , 称 (2, 丈 ) 为 可 测 空间 ,而 称 多 中 的 元 素 4 
是 (0,. 多 ) 中 的 可 测 集 ,也 称 为 2 中 的 多 可 测 集 ， 
简称 可 测 集 . 例如 , 当 < BR 中 的 波 莱 尔 集 类 多 
时 ,CR" ,多 ) 称 为 波 莱 尔 可 测 空间 . 34 5 是 R° 中 的 
By Se BY MSE SZ 时 ,(R" 270 KA 3] 1 s n] i] == 
间 . 可 测 空 间 是 测度 的 定义 域 , 在 一 个 可 测 空间 上 可 
以 定义 不 止 一 种 测度 . 

勒 贝 格 可 测 空间 (Lebesgue measurable space) 

见 “ 可 测 空 间 ”. | 
RJ m S (measurable set) Jil,“ BY jim ZS [8] ". 

ij 3 Z< BJ Ml S E (Borel measurable space) W, 
“AY WJ s [8] ". 

拓扑 可 测 空间 (topological measurable space) 
带 有 拓扑 结构 的 可 测 空 间 . 设 r+ 是 0 上 的 拓扑 ,ol7) 
是 由 7 生成 的 o 代 数 , 称 CQ,rt,o(7)) 为 一 个 拓扑 可 
测 空间 . 


测度 空间 (measure space) 定义 了 测度 的 可 


W zx [8]. E CO. ) E n] J Z= |Ë], HEF 上 的 测度 ， 
(0,7 ORAWESE. Sree” 上 的 有 限 测度 
Co E Fi UI EO AY LER D HE RCO, >, LO EA BR UII S 

E Co 有 限 测 度 空 间 ), CES FB FF PR f DU P , #8 py A XI 
Iw. By 1 RUE ZF Z Hy WJ BE 2 [8] ` ES 
尔 测度 空间 等 名 称 . 

勒 贝 格 测度 空间 (Lebesgue measure space) 
见 “ 测 度 空间 ”. 

勒 贝 格 -斯 蒂 尔 杰 斯 测度 空间 (Lebesgue-Stiel 
tjes measure space)” 见 “测度 空间 ”. 

iE 3⁄& 432 mH B <ë JJ (Borel measure space) DL 
“测度 空间 ”. 

有 限 测度 空间 (finite measure space) W “Wi 
度 空间 ”. 

c 有 限 测 度 空 间 (o-finite measure space) J 
“测度 空间 ” 

测度 的 支 集 (support set of a measure) 描述 

测度 集中 于 某 个 集合 的 一 个 概念 . 设 (Q,. eM 
度 空间 ,UCQ. 针对 任意 VE 入 ,只 要 Vf 人 IU= Ø, 
就 有 B OD 0,9] U SEN IUBE u 的 支 集 , 记 为 suppw 
=U ,此 时 称 pe MTU Me RES. 

IE i) RE (positive measure) (X YE GR BJ ) £ 3Ú 
素 上 取 值 为 零 的 测度 . Vx 4& 是 定义 在 环 上 的 测度 . 
E 4 的 值 只 在 零 元 素 上 为 零 , 则 称 e 是 一 个 正 测 
HR. 

测度 环 (measure ring) 定义 了 正 测度 的 o Xf. 
# u E o M ZZ E BJ) E3W BE ,MU K S 是 一 个 测度 
环 . 

测度 代数 (measure algebra) 
5 代数 . A 
测度 代数 . 

AWE n 是 有 限 的 或 o。 有限 的 , 则 称 相应 的 测 
度 代 数 ( 测 度 环 ) 为 有 限 的 或 c 有 限 的 测度 代数 ( 测 
HE. 

有 限 测度 环 Cfinite measure ring) 
数 ”. 

c 有 限 测 度 环 《(o-finite measure ring) 
度 代数 ” 

有 限 测度 代数 (finite measure algebra) JN" 
ER. 

oc 有 限 测度 代数 (o-finite measure algebra) W 
“测度 代数 ”. 

同 构 测度 环 (measure ring of isomorphism) 
测度 环 之 间 保 持 并 与 差 运 算 以 及 测度 的 映射 . 设 
(0Q1,J) 和 (02,,v) 是 两 个 测度 环 ,T 是 O8) O, 上 的 
一 一 映射 ,使 得 对 于 Q, 中 任意 元 素 A,B 和 A,(n 
一 1 ,2,…), 有 

T(A\B)=T CANT CD), 


定义 了 正 测 度 的 
多 既是 代数 又 是 测度 环 , 则 称 多 是 一 个 


见 “ 测 度 代 


见 “ 测 


T(UA)=UTCA,), 

BECA) =V(TC(A)), 
则 Er T E CR D fI (O, 0 Z RI E |H) FAI BR BJ. 在 两 个 
测度 环 之 间 存 在 一 个 同 构 映 射 , 则 说 这 两 个 测度 环 
是 同 构 的 . 

连带 的 测度 环 (associated measure ring) HF 
定义 了 测度 的 一 个 c 环 的 元 素 的 某 种 等 价 类 组 成 的 
测度 环 . 设 .多 是 0 上 的 co 环 ,yxy 是 多 上 的 测度 .对 
T€ PTE AA BLDG pCAAB)=0,N) ABR 
为 等 价 的 ,相应 等 价 类 之 集 记 为 多 GO , 它 仍 是 一 个 
0 环 , 且 /是 多 (上 的 正 测 度 . RCF (O WAS 
Q 连带 的 测度 环 ， 

同 构 测度 空间 (measure space of isomorphim) 
其 连带 的 测度 环 同 构 的 测度 空间 . 2 Ce o a) A 
(Qs ,多 ,,py2) 是 两 个 测度 空间 , 铬 与 它们 连带 的 测度 
环 (Z , (Za) s AO ICE Ga s x FE TA 8 B9 , WJ 20 
BES [8] (2,,7% Ls ps DR COS Eos dE IRE. 

概率 测度 (probability measure) 概率 论 .遍历 
理论 等 数学 分 支 中 常用 的 一 种 重要 的 有 限 测度 . 设 
(Q ,.Z ) E: n] Ws [š], 是 多 上 的 测度 . A AGO 
=1, IJ fk w 为 概率 测度 HRO, Z IONS HESS S 
[8]. 20 世纪 完成 的 勒 贝 格 测度 和 勤 贝 格 积分 理论 以 
及 随后 发 展 起 来 的 抽象 测度 和 积分 理论 ,为 概率 论 
公理 体系 的 确立 商定 了 理论 基础 . 概率 测度 和 概率 
空间 就 是 在 这 样 的 历史 背景 下 产生 的 一 种 重要 测度 
和 测度 空间 . 

概率 空间 《probability space) ” 见 “ 概 率 测度 ”. 

ó 测度 (6-measure) 亦 称 狄 喇 克 测 度 . 是 一 种 
具有 奇特 性 质 的 有 限 测度 . 设 a € O 是 一 个 定点 ,对 
任意 4C0, 当 aE4 时 定义 | CAD) — 1,24 a& A IN] 
定义 CA) — 0, EE u JE: o 代数 S2 (Q) CO. WH 
集 ) 上 的 测度 ,这 种 测度 称 为 6 测度 ,6 测度 在 局 部 
紧 阿 贝尔 群 上 的 位 势 论 中 有 应 用 . 在 物理 上 ,6 测度 
表示 单位 质点 在 空间 中 形成 的 质量 分 布 . 它 最 初 由 
意大利 统计 物理 学 家 狄 喇 克 (Dirac,P. A. M. ) 5| 
进 , 称 为 “6 函数 ”, 后 经 数学 上 严密 化 得 此 概念 ( 参 
见 《 泛 函 分 析 》 中 的 “广义 函数 ”部 分 ). 

Ak m FEM FF (Dirac measure) B“ ME", 

计数 测度 (counting measure) ”使 得 任 一 可 测 
集 的 测度 等 于 它 含 有 的 元 素 个 数 的 那 种 测度 . 对 测 
EZE, F, a) AMER ECF ,都 有 

card E (card E < &,), 
HED — + ce (card E È %%,), 
Ju] í 称 为 计数 测度 ， 

离散 测度 (discrete measure) 定义 在 可 数 集 
上 的 测度 . BECO, A COD , p) RCM E |a] F O > 
MRAR, AQ) ORR. GEO E BJ aE f T 

91 


测 度 论 


充实 值 函数 / ,使 对 任意 可 数 集 Ec 52 000 ,都 有 
GE) Nf 


则 w 称 为 离散 测度 . 关于 离散 测度 的 积分 与 无 穷 级 
数 是 一 致 的 . 
nu 3ESRCGC-nullset).— PR íi SIR. 是 测度 
论 中 的 一 类 重要 集合 . 设 4 dE EF == [B| CO. , p) 
中 的 可 测 集 如 果 jy(4)==0, 则 称 4 为 y RR. BE 
是 任何 测度 的 零 集 ; 有 限 集 和 可 数 集 是 勒 贝 格 测度 
mem, 


u 霉 测 度 集 (p-null measure set) B “p = 
SS". 
完备 测度 (complete measure) 亦 称 完全 测 


BE. 使 得 零 集 的 任何 子 集 都 可 测 的 那 种 测度 . UE 
NRF, w EMES E. ROLF OP u E EM 
子 集 都 是 可 测 集 , 则 称 n 是 完备 测度 ,并 称 
CQ, ,AU0) 是 完备 测度 空间 . 勒 贝 格 测度 空间 (R”， 
S m) Fil EI Ul d Bir 3 ZK Zç Rr DU BF zs [8] CR" & , m, 
都 是 完备 的 测度 空间 ,而 波 莱 尔 测 度 空 间 (R"” A, ni 
是 不 完备 的 测度 空间 .完备 测度 具有 一 些 良 好 性 质 . 
例如 , MW BE & 完 备 , 则 凡是 y 几乎 处 处 相等 的 函 
数 , 或 者 都 可 测 ,或 者 都 不 可 测 . 又 几乎 处 处 收敛 的 
上 可 测 函 数列 的 极限 函数 也 是 = 可 测 的 . 对 于 不 完 
备 的 测度 ,这 些 结论 未 必 成 立 . | 

完全 测度 (complete measure) 
E”. 

完备 测度 空间 (complete measure space) Ji 
“完备 测度 ”. 

测度 完备 化 (completion of a measure) 亦 称 
测度 完全 化 . 由 任 一 测度 延 拓 成 的 完备 测度 . 设 yx， 
#2 分 别 是 c 代数 FiF, ERWE. 如 果 满 足下 列 
条 件 , 则 称 "2 A n 的 完备 化 测度 ; 

loq C 5. 

2. to 是 Z , 上 的 完备 测度 . 

3. 对 57, 中 任 一 4, 均 有 s CAD — 15 CAD. 

下 面 给 出 建立 完备 化 测度 的 一 种 方法 . 设 w 是 
c 代数 上 的 任意 测度 . 令 为 形 如 4UB 的 集 
的 全 体 ,其 中 ACH, By p PREFE M F 为 6 


代数 ,又 车 令 RAUB) — CAD WF E f 30] BE ZA 
上 的 完备 化 .在 R" E 389] UL p WI BE Er UE SE AR lj BE BS 
完备 化 . 

测度 完全 化 (completion of a measure) 
度 完备 化 ”. 

有 限 可 加 测度 (finite additive measure) 满足 
有 限 可 加 条 件 的 集 唔 数 . 设 7 是 0 上 的 一 个 集 类 ， 
Aw 是 定义 在 宛 上 的 非 负 扩 充实 值 集 范 数 . 如 果 满 
足 : 
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即 “ 完 备 测 


Bp ^ du] 


1l. 5 € Z Wi rv Oz: 
2. 对 任意 有 限 个 互 不 相交 的 集 ACY G=, 
2,… n), 只 要 


ERG 
i=) 
都 有 
(ÜA) = = SR 


则 称 uM 上 的 有 限 可 加 测度 

测度 问题 (measure problem) 测度 论 中 的 著 
名 问题 . 对 于 直线 而 论 , 人 们 总 希望 直线 上 某 个 测 
度 ,关于 它 可 测 的 集合 越 多 越 好 . 可 测 集 多 ,意味 着 
可 测 函 数 多 ,从 而 可 积 函 数 也 多 . 对 于 平面 或 高 维 空 
间 的 情形 也 是 这 样 .所 谓 测 度 问 题 ,就 是 (直线 上 ) 是 
否 存 在 具有 下 列 性 质 的 测度 : 

1. 具 有 可 列 可 加 性 . 

2.〈 直 线 上 的 ) 所 有 子 集 都 可 测 ， 

3. 具有 平移 不 变性 . 

4. [0,1 | AW RE Er 1. 

测度 问题 是 勒 贝 格 (Lebesgue,H.L. ) F 1904 
年 提出 的 ,这 个 问题 已 经 解决 ,结论 如 下 ;去 掉 2,3， 
4 中 任何 一 条 ,容易 举例 说 明 满 足 其 余 三 条 的 测度 
是 存在 的 . 1,2,3,4 全 都 满足 的 测度 是 不 存在 的 , 特 
别 地 ,直线 上 必 存 在 不 是 勒 贝 格 可 测 的 集 , 这 首先 是 
由 维 塔 利 (Vitali,G. ) 于 1905 年 指出 的 . 如 果 将 1 
换 成 

1'. 具 有 有 限 可 加 性 ， 
则 满足 1',2,3,4 的 测度 是 存在 的 ,但 不 惟一 . 这 就 
是 著名 的 巴 拿 赫 定理 . 对 于 空间 R' (Oz: 20 , WA 
论 : 当 n= 2 时 ,满足 1 ,2,3,4 的 测度 是 存在 的 . 当 n 
=3 时 ,满足 1 ,2,3,4 的 测度 是 不 存在 的 . 这 个 问 
ARMS X (Hausdorit, F.) F 1914 年 提出 并 
于 1923 年 解决 的 . 

原子 测度 (atomic measure) 具有 某 种 奇特 性 
质 的 测度 . RN, KF, DEWE. ZAC, 
uCA)0,Tj H SER B€ Z, BCA tt, uB) 
=A) KB) —0, LE EHR. MI PR 4 是 测度 
A 的 原子 .含有 原子 的 测度 称 为 原子 测度 ,不 含 原 于 
的 测度 称 为 非 原子 测度 . 

3E J: + j EF (non-atomic measure) 
测度 ”. 

非 原 子 测度 空间 (non-atomic measure space) 
带 有 非 原 子 测度 的 测度 空间 . 2 COL. ,py) 是 测度 空 
间 . E “是非 原 子 测度 ROLF ,p) 为 非 原子 测 
度 空间 . 勒 贝 格 测度 空间 和 勒 贝 格 -斯 带 尔 杰 斯 测度 
空间 均 是 非 原 子 测度 空间 . 

简单 函数 (simple function) ft 6 eh AH HE 
广 . 设 (Q, 多 ) 是 可 测 空 间 ,f(z) 是 定义 在 0 上 的 实 


见 “ 原 子 


值 函 数 ,2 BE Sco pR. (OQ FZ) PAA DR AI H. A TRAE BJ 
可 测 集 A.A... A, 之 并 ,使 f(z) 在 每 个 A; F 
于 常数 c, 则 称 Fe) ECO, Z ) B H ñ eR CRX, Q 
上 的 .多 简单 函数 . 简单 函数 类 对 四 则 运算 是 封闭 
的 . 简单 一 数 是 特殊 的 可 测 函 数 .R" 上 的 连续 函数 
BY LL FB Br BS BR ROE EE. Iñ) — A BY n] TI eg 2% Du] n] Hm 
EA pec UT ; A E u] lj pa aI H E ES E Ir. 

RJ ill E AX (measurable function) ` At Er ZS Pit 
论 得 最 广 的 函数 类 . 它 有 许多 等 价 的 定义 方式 ,这 里 
K Hill Fg X RNA, n MS qm]. f (>) E X 
在 2 上 的 实 值 (或 扩充 实 值 ) 函 数 . 在 对 任意 实数 c, 
TAB Ur | £F x22 6) € Wi] f CXTRA CO, RBS 
AY il pk eB Q 上 的 多 BP) pw. 在 这 个 定义 中 ,条 
件 f(z)> c 可 用 f (z2)2Z>c, f (z)<c, f x2) x&c PE 
一 条 件 来 替代 . 当 8 为 与 特殊 的 测度 相应 的 可 测 
集 类 时 ,相应 的 可 测 函 数 可 以 冠 以 这 些 测度 的 名 称 ， 
例如 说 / Cx 23 fe OR uj 3H] eg 28 , Hy OL 46 uj I) pg C 
等 . f CAOME CQ. Z) E uj IU B5 26 bE RE. x] + 
HR Z EB fE UE SER OM. J CM) Jj uj WS, BD 
f ' CM) € X . Bh UL n] WI eg Be B5 LIS Ron 
(Lebesgue, H. L. ) F 1902 年 引入 的 , 拉 东 (Radon， 
J.) 1913 年 把 它 推广 到 一 般 的 可 测 空 间 . 除 一 些 
zh BR" 中 的 特殊 拓扑 性 质 ( 如 卢 津 定理 ) 外 ,可 测 空 
间 中 的 可 测 消 数 的 性 质 与 勒 贝 格 可 测 函 数 的 性 质 基 
本 相同 . 例如 ,可 测 函 数 类 对 于 四 则 运算 封闭 ,对 于 
极限 运算 封 闲 , 几 乎 处 处 收敛 的 可 测 函 数列 是 近 于 
一 致 收敛 的 ,也 即 叶 戈 罗 夫 定 理 ( 参 见 本 卷 《 实 变 孙 
数论 ) 中 的 相关 条 目 ) 成 立 . 

几乎 处 处 (almost everywhere) 测度 论 中 的 重 
要 概念 之 一 , 勒 贝 格 测度 理论 中 相应 概念 在 测度 空 
E EKA HES”. E CO. LO d BER [8] , E € FY. BG 
题 书 在 五 上 几乎 处 处 成 立 , 是 指 五 中 使 命题 已 不 
成 立 的 点 的 全 体 ( 它 可 能 是 不 可 测 集 ) 包 含 在 某 个 y 
2E 4E rp. 对 于 完备 测度 空间 ,命题 己 在 五 上 几乎 处 
处 成 立 就 是 反映 使 命题 已 不 成 立 的 点 的 全 体 是 z, 
FE. 在 不 完备 的 测度 空间 上 ,关于 py 几乎 处 处 相 
等 的 两 个 函数 f 和 gg, 未 必 能 从 f 的 可 测 性 推出 g 
的 可 测 性 . 几乎 处 处 简 记 为 a.e.. 

S {É A) M A BW (complex-valued measurable fu- 
nction) SIS 38] D1 4& n] Wl eg HEE. i (O, 
多 ) 为 可 测 空间 . E fz), f, GO Bd (Q, FY E BS 
SK [B n] j p C, WU Ap 

JfODFfu duo 
为 其 上 的 复 值 可 测 函数 . 

抽象 积分 (abstract integral) 勒 贝 格 积 分 的 进 
一 步 抽象 ,现代 分 析 数 学 中 的 重要 工具 之 一 . 设 
(Q, Z 5) FEW BE IB]. f Ce) E: ( (Q , ZZ ) rh BJ Mo 
数 . 建立 抽象 积分 


m RE 和 FR 分 


| f(r)dx 
2 


的 步骤 与 建立 勒 贝 格 积分 或 勒 贝 格 -斯 蒂 尔 杰 斯 积 
分 的 步骤 基本 相同 ,只 需 在 定义 中 将 勒 贝 格 测度 换 
成 一 般 测 度 x, 相 应 的 非 负 简单 函数 、 非 负 可 测 函 
数 .一 般 可 测 函 数 换 成 测度 空间 中 的 同名 函数 即 可 . 
对 于 积分 存在 和 可 积 两 个 概念 也 做 类 似 定义 . 当 
(2 ,多 ,AU) 是 完备 测度 空间 时 ,抽象 积分 的 性 质 与 勒 
贝 格 积分 的 性 质 基本 相同 ,也 有 关于 积分 收敛 性 的 
三 大 定理 ( 列 维 定理 ,法 图 引 理 , 勒 贝 格 控制 收敛 定 
理 , 参 见 本 卷 4《 实 变 函 数论 》 中 的 相关 条 目 ). 也 可 以 
引进 平均 收敛 等 概念 ,并 且 与 几乎 处 处 收敛 . 依 测度 
收敛 . 近 于 一 致 收敛 的 关系 也 一 样 , 仅 需 做 明显 的 文 
字 和 记号 修改 . 

一 致 可 积 (uniformly integrable) — $8 x5 — JI] pki 
数 可 积 性 的 整体 性 态 的 重要 概念 , CQ. MM 
度 空 间 , 广 (2 一 1,2,…) 在 2 上 可 积 , 如 果 对 任意 Ee 
>0, F E k> 0, i 


Aes. du < € (n = 145: 999). 


PIPRCIEST 
Wik SE OQ 上 一 致 可 积 . 
积分 一 致 绝对 连续 (uniformly absolute conti- 
nuity of integrals) 描述 一 列 函 数 的 积分 绝对 连续 
的 一 致 性 的 重要 概念 . 设 (Q2,. , ) BE zn. f, 
(2 一 1,2,…) 在 2 上 可 积 . 如 果 对 任 给 60, fr dE Š 
20,34 AEF ,n(A)«8 时 ,有 


[| A@lde<e a= 120, 


BDE Cf.) BJ 4 E — Be 28 SE E EB. 

积分 一 至 有 FC uniform boundness of inte - 
grals) 测度 论 的 重要 概念 . 设 (Q, 多 ,py) 为 测度 空 
[B], f,(n=1,2,° 7202 En RH. X 


sup| Fee utis 
nzl1J2o 


TU dà C£.) AS EE FE. F S E BR f pR CX 
一 致 可 积 、 积 分 一 致 绝对 连续 与 积分 一 致 有 界 之 间 
的 关系 : 设 (Q,. 多 ,py) 为 有 限 测 度 空 间 ,f, (n==1,2， 
…) 在 人 2 上 可 积 , 则 {f,) 为 一 致 可 积 的 充分 必要 条 
件 是 {f,} 的 积分 一 至 有 界 且 一 致 绝对 连续 . 

DI MARES (measurable mapping) 亦 称 可 测 变 
换 , 是 可 测 函 数 概念 的 推广 ,主要 用 于 抽象 积分 的 变 
数 变换 . 设 (2,, 丈 , ) 和 (2: ,多 2:) 是 两 个 可 测 空间 ,/ 
是 OQ, 到 2 中 的 映射 . 如果 (0Q,,. 多 ,) 中 每 个 可 测 集 
A 的 原 像 f'(4) 均 是 (Q1,. 多 1) 中 的 可 测 集 ,那么 了 
称 为 OQ, 到 O, BS np UM BR ET. a f En] WW z fa] (O, ) 
ERZEK, £F ECO, FY) E u] lj BS FE DER 
件 是 为 (Q, 多 ) 到 (R, 多 ) 中 的 可 测 映 射 ,其 中 R 
ALMA. A ARRRRE. A f HAW a 
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(2,57) END EKE PR CL M / EN, Z) E n Wl 
的 充分 必要 条 件 是 了 为 (2, 5 ) BCR’, B) A BT 
测 映 射 , 其 中 R 为 扩充 实数 空间 A 为 广义 波 莱 尔 
RX. 若 了 是 测度 空间 (2, 丈 ,Ap) 到 可 测 空间 (9 ， 
儿 ) 的 可 测 映 射 ,g RECO.) ER RT Ee, Du 


E ° fdu = | gd(uf-'). 
MA 4E 安 , 则 
Ke g ° fdp= i gd lpf -1'). 


RJ ill S£ 3& (measurable transformation) 
测 映 射 ”. 

QR illl RR SY (mapping of preserving measurabili- 
ty) 一 类 重要 的 可 测 映 射 . 设 了 是 可 测 空 间 
了 和 三 :都 是 可 测 的 , 则 地 称 为 保 测 映射 ， 

保持 测度 的 映射 (mapping of preserving mea- 
sure) ”一 类 特殊 的 保 测 映射 ,是 测度 论 BRI 5 
历 理论 等 数学 分 支 中 的 重要 概念 之 一 . 如 果 了 是 测 
度 空间 CQ; 7. AD) 到 测度 空 x [B] CR, F , ,») E BS Pc lll 
映射 , 且 对 于 多 ,中 的 每 个 ACD — BC CAD, 
则 称 f 为 保持 测度 的 映射 .保持 测度 的 映射 是 以 统 
计 力 学 中 的 概率 守恒 运动 为 物理 背景 而 抽象 出 来 的 
数学 概念 ,也 是 遍历 理论 研究 的 主要 对 象 . | 

J X WI F (generalized measure) | ZR FERAE fm 
测度 , 即 可 取 正 、 负 任何 实数 及 扩充 实数 值 ( 十 ce 与 
一 ce 只 取 一 个 ), 具 有 可 列 可 加 性 , 空 集 对 应 函数 值 
为 0 RRR. # (OQ ,多 ) 是 可 测 空间 ,w 是 定义 在 
多 上 的 扩充 实 值 集 函 数 , 则 jp 为 广义 测度 的 充分 必 
要 条 件 是 满足 如 下 条 件 : 

1. pCO) —0. 

2. 除 有 限 值 外 , 士 se 中 只 有 一 个 可 能 取 作 Ap 的 
值 . 

3. 具有 可 列 可 加 性 . 

对 于 广义 测度 pw, 命题 已 在 4 上 关于 ww 几 乎 处 
处 成 立 是 指 4 中 使 命题 P 不成立 的 点 的 全 体 包 含 
ERA |u| BRP. I fc) ER” EW 3) UL nl Ei 
数 . 对 勒 员 格 可 测 集 类 和 中 的 任何 A.S 

HA(4) = |. f(x)dm, 
由 勒 员 格 积分 的 可 列 可 加 性 便 知 eo HRC EB X 
测度 . 如 果 令 
fm) max (Ff G50) 
f (G) = max (— f(x),0), 


p+ CA) = | ft dm, 


BJ “ay 


uota as Pa SECH 
那么 p+ ,4_ 均 是 乡 上 的 测度 ,并 且 y= 二 p14 一 yx-，, 即 
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4 可 以 分 解 为 两 个 测度 之 差 . 对 一 般 的 广义 测度 这 
种 分 解 也 成 立 ( 参 见 “ 若 尔 当 分 解 ”). 
带 符号 测度 (signed measure) BP“ XW”. 
广义 测度 空间 (generalized measure space?) 
带 有 广义 测度 的 可 测 空间 , 即 把 可 测 空间 (2, 多 ) 与 
其 上 的 广义 测度 py 合并 在 一 起 来 考虑 , 它 就 称 为 广 
X dU BE zx [8], 35 29 CQ 7 y) a MER ACH A 
CAD | «Feo , DIE » BARA, FF PK (O, VIO 
有 限 广义 测度 空间 . 若 对 任何 AC I ETE AC, 
使 得 |pA(4.)| 近 十 ce(2 一 1,2,…), 且 
A= UA 
WPR u R o ARA, HRO, Z, wk o APR XL WJ 
度 空间 . 
有 限 广 义 测 度 finite generalized measure) 
见 “广义 测度 空间 ” 
有 限 广 义 测 度 空间 (finite generalized measure 
space) 见 “ 广 义 测 度 空间 ” 
c 有限 广义 测度 (co-finite generalized measure) 
见 “ 广 义 测 度 空 间 ”. 
c 有限 广义 测度 空间 (o-finite generalized mea- 
sure space) ” 见 “ 广 义 测度 空间 
广义 测度 的 正 集 (positive sets of generalized 
measure) 其 子 集 的 广义 测度 均 取 非 负 值 的 集 . 设 
ee Fe AY WU 2S fa (0,7) ES CURE, ACH. MRE 
EF HECAN AR uz, MRA 是 关于 4 的 
ER; Une ECF A ECAR BA LC, 
Wk 4 是 关于 = MRE. 
广义 测度 的 负 集 (Cnegative sets of generalized 
measure) 见 “ 广 义 测 度 的 正 集 ” 
哈恩 分 解 (Hahn decomposition) 与 给 定 的 测 
度 相 应 的 基本 空间 的 分 解 . 铬 4 是 (0,.) 上 的 广义 
测度 , 则 存在 两 个 不 相交 的 关于 s 的 正 集 A 和 负 集 
RB. Q—AUB. 如 此 的 一 对 集 4 和 B 称 为 4 的 哈 
恩 分 解 . 哈恩 分 解 有 各 种 不 同 的 证 明 ,最早 的 证 明 属 
于 哈恩 (Hahn ,H. 2) (19210. (0,7 ,Ap) 是 ac 有 限 的 
测度 空间 ,jz) 是 2 上 的 可 积 困 数 , 集 郴 数 


YCE) = i f(z)dz (E € F) 


EEN gege FYR 4 二 (xz|f (zx) 
=0) ` linen ri # 
取 A 二 gë > ea zt|f(z) 声 0) ,它们 也 分 
A dE Y 的 正 集 、 负 集 . soigne i 

J X. mi) RE BJ JE SE ZÉ (positive variation of gener- 
alized measure) JRR SW BER EB. XMF 
AR S AE2E PRB AY TE EE Be. UE B ENR ZEW 
J SU BE, Q=AUB 是 BI Bo. A 是 e PIE 


集 ,B 是 负 集 . 对 于 每 个 EC S 
B CESENA), 
p (E)=—uENB), 
Ig|(E)=p* (E)+p (E), 
SE HEC n ,py Mi el AKA py HIER ARE 
MABE GER 二 
p Xil EB $335 35 (negative variation of ge 
neralized measure) W Y WM BE B TEE”. 
广义 测度 的 全 变 差 (total variation of genera 


lized measure) JU“) SCY) BF AY TEBE”. 
广义 测度 的 若 尔 当 分 解 (Jordan decomposition 


of generalized measure) FT Æ pR BC] SAY 
分 解 的 推广 ,测度 论 中 的 基本 定理 . 设 4 是 可 测 空 
BZ ) 上 的 广义 测度 , 令 pi* ,py TIA u BEF 
差 和 人 负 变 差 , MER ACY ,有 uu CA) 
—u (A) MAK e 表示 为 它 的 正 . 负 变 差 之 差 , 这 
种 表示 称 为 & 的 在 尔 当 分 解 ， 

广义 测度 的 强 绝 对 连续 性 (strong absolute 
continuity of generalized measure) 积分 绝对 连续 
概念 的 推广 ,测度 论 的 重要 概念 . 设 y, 是 可 测 空 
IB] CQ. 57 ) E RS AS J^ SC E. 如 果 对 任何 620 
存在 6 之 0, 使 得 对 任何 AC, HE |p| CAD) 0 HY, 
就 有 |Y(4)1<e, 则 说 “关于 人 强 绝对 连续 .y 关于 
A 强 绝对 连续 的 充分 必要 条 件 是 ,17Y| 关 于 人 强 绝 对 
连续 ,或 六 ,7 同时 关于 4 强 绝对 连续 . 

广义 测度 的 绝对 连续 性 (absolute continuity of 
generalized measure) 积分 绝对 连续 概念 的 推广 ， 
测度 论 的 基本 概念 . COO. ) 是 可 测 空 间 ,x 和 7 
是 .上 的 广义 测度 ,|p 是 的 全 变 差 . £ XF T bs 
MAES, Y |u| CA) —0 HBA Y CAD — 0, WJ ii y 
KF u 是 绝对 连续 的 , 记 为 Y<y. M Y XT , 58 2 
对 连续 时 ,7Y 必 关 于 n 绝对 连续 ,其 逆 不 真 . 如 果 Y 
是 有 限 的 ,那么 7 关于 4 强 绝对 连续 等 价 于 7 关于 
pe fX ER. 

测度 的 等 价 (equivalence of measures) 五 为 
绝对 连续 的 测度 . 设 pe A Y FEY 2 OQ.) ) 上 的 
两 个 广义 测度 . 如 果 Y us. nm 同时 成 立 , 则 py 和 7 
称 为 等 价 的 . 

相互 奇异 的 广义 测度 (mutually singular gen- 
eralized measures ) 不 等 价 测度 的 极端 形式 . 设 A， 
”是 可 测 空间 (2, 肥 ) 上 的 两 个 广义 测度 , |x| ,|7| 
分 别 是 py 和 7 的 全 变 差 . 如 果 存 在 两 个 不 相交 的 可 
测 集 A 与 B 使 得 Q=AUB, 且 对 任意 可 测 集 E, 有 
ixl(ANE)=17Y1(BNE)==0, 则 称 4 与 7Y 是 相互 奇 
异 的 ,也 称 7Y 关 于 (或 yy 关于 7) 是 奇异 的 , 记 为 
x4L7. 奇 异性 是 非 绝 对 连续 性 的 极端 形式 . ALAS y 
关于 4 是 奇异 的 , 则 不 但 由 |x1(4)==0 不 能 推出 
1Y1(4)==0, 而 且 实 际 上 只 对 于 |4| 为 0 的 集 ,17| 才 


m E 和 dA 分 
有 可 能 不 为 0. 

勒 贝 格 分 解 定理 (Lebesgue decomposition the- 
orem) 关于 oo 有 限 广 义 测 度 分解 为 绝对 连续 部 分 
和 奇异 部 分 之 和 的 重要 定理 ,是 有 界 变 差 隐 数 的 勒 
贝 格 分 解 定 理 的 推广 , 设 (Q,. 多 ,n) 是 oc 有限 测度 空 
lB]. AY JE CQ.) E BJ o ARME, DU] y 可 分 解 为 
W j o ER WU BP OY. MY Z Ml: y — Y. + Y. E48 
Y, | p. Y pO, XT. n d SEO Y RF Kan 
连续 的 ).7 的 上 述 分 解 是 惟一 的 . 

H A -E FIE i E (Radon -Nikodym theo- 
rem) 测度 论 的 重要 定理 ,牛顿 - 菜 布 尼 蒋 公式 的 推 
IT. RN, F, wk o 有限 测度 空间 ,7 是 .上 的 o 
有 限 的 广义 测度 . 奇 7 关 于 4 绝对 连续 , 则 存在 0 
上 的 一 个 实 值 e nra eg SER ET ACH 有 


7(A) = | f (xr) dpy, 


25 y 为 测度 时 ,可 取 f DE fa nr 38 eg. 8 3k 在 
关于 s 几乎 处 处 相等 的 意义 下 是 惟一 的 . f 称 为 广 
X y BE Y ET UU BE w 的 拉 东 - 尼 科 迪 姆 导数 , 记 为 
dY/dy. 拉 东 - 尼 科 迪 姆 导数 具有 通常 点 函数 导数 的 
某 些 性 质 . 

积分 运算 从 诞生 的 时 候 起 ,就 显示 了 与 微分 运 
算 的 密切 联系 . 4 ii (Newton, H. A. ) 与 菜 布 尼 蒋 
(Leibniz,G. W. ) 首 先 从 几何 上 发 现 了 下 述 微 积 分 
基本 定理 , 即 牛 顿 - 菜 布 尼 茨 公式 : 设 下 (z) 在 La,o] 
EF, H SERA F'(z)= f(z)#Ela,b] ERB 
8 Wl 


| J (dt = F (m) =f Gy Ca c5), 


J — RE eh. FGOXTEL[a.5] F BJ S PR C F(x) 即使 有 
F, tB, AN E Jé ARR RD RH BU. IK IK E du (Volterra, 
V. ) 于 1881 年 就 构造 了 这 样 的 例子 ,这 就 使 在 分 析 
数学 中 至 关 重要 的 微 积 分 基本 定理 的 应 用 受到 了 限 
制 . 勒 贝 格 于 1902 年 引入 了 一 类 新 的 积分 一 一 勒 贝 
格 积分 ,并 于 1904 年 证 明了 ,在 [a,5j 上 按 他 的 意义 
可 积 的 函数 f(x) 的 变 上 限 的 积 


P= | feim ud mb) 


Fla bl EJLSE BUB BJ r, 导数 F' GO FFE RS 
于 fO. 维 塔 利 (Vitali ,G. )3 1905 年 引入 了 绝对 
连续 蚂 数 的 概念 ,并 且 证 明了 


| NO DE TONNES 


BIZ SEA a RI F (xe) =f (x2a.e. Fla.5], 
H F(z) 在 La,5] 上 是 绝对 连续 的 . 勒 贝 格 积 分 扩大 
了 使 微 积分 基本 定理 成 立 的 函数 类 . 拉 东 (Radon， 
J.) 1913 年 把 它 推广 到 定义 在 x 维 欧 氏 空 间 中 的 
波 莱 尔 测 度 的 情形 . 尼 科 迪 姆 (Nikodym,O. M. ) 于 
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1929 年 进一步 推广 到 一 般 测 度 空 间 上 的 积 

测度 的 相对 导数 (relative derivative of mea- 
sures)” 亦 称 拉 东 - 尼 科 迪 姆 导数 . 点 函数 的 导数 概 
念 的 推广 . 对 关于 测度 v 绝 对 连续 的 测度 y, 存 在 实 
(H v np PR fr) EY A 为 任意 4 可 测 集 时 ,有 


uA [J Gad, 


这 里 的 f(x) 就 称 为 测度 py 相对 于 v 的 导数 , 记 为 
dy/dv. 测度 的 相对 导数 与 普通 函数 的 导数 性 质 十 分 
相似 ,例如 它 的 线性 运算 法 则 是 
dC, + pi _ da sfc OE 
dv dv dv 

FE i SAE n , BEES BE y,v,4 都 是 ac 有 限 
DI, H. vu, ve RA, M 

dp dp dy 

dà d» dà 
关于 测度 4 几乎 处 处 成 立 . RBI HA ee 和 vv 都 是 R” 
的 波 莱 尔 子 集 类 上 的 c 有 限 测 度 , 且 有 


= | fav HYE) O | ef BF VAD, 


这 是 由 勒 贝 格 定理 和 拉 东 - 尼 科 迪 姆 定理 得 到 的 y 
的 分 解 , 则 
. Ch 
im eae) = SO 
关于 测度 vv 对 zxER” 几乎 处 处 成 立 , 其 中 Q. Ch) E 
以 为 中 心 , 边 平行 于 坐标 轴 且 边 长 为 h 的 维 立 
方 体 . 即 这 时 测度 的 相对 导数 可 表 为 极限 ,进一步 与 
尔 数 的 导数 相似 . 

拉 东 - 尼 科 迪 姆 导数 (Radon-Nikodym deriva- 
tive) 见 “ 拉 东 - 尼 科 迪 姆 定理 ”及 “测度 的 相对 导 
"a 

关于 广义 测度 的 积分 (integral with respect to 
a generalized measures) ”关于 普通 测度 的 积分 的 
推广 . 设 (Q, 久 ,pj) 是 广义 测度 空间 ,y= 二 jn 一 ps d B 
的 哈恩 分 解 . 如 果 / 关于 pu ,pi 都 可 积 ,那么 规定 


[feoda = | feoda, — | freiden, 
并 称 


fody 


为 了 关于 广义 测度 py 的 积分 . 
这 种 积分 具有 关于 普通 测度 的 积分 的 一 些 性 
质 , 但 因 jy 未 必 是 非 负 的 , 故 当 FG 20 时 未 必 有 
n Fade = 0; 
£ mj EF (complex measure) FRR f& AY PJ ado 
Jl SE PRA. 设 m 与 us 2 u WW Ss CO, FH) EB X 
( 实 值 ) 测 度 , 则 对 任意 A € 多, 由 
HCA) = (A) + iS CA). 4 是 虚数 单位 ) 
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确定 的 多 LBUSE BRUNO HEROS CO. Z) E BS 5 NJ SE. 
# (0, ) EBR NIE ,对 任意 ACH, E X 


In] CA) = sup 2; | H(A, | , 


EA 


这 里 的 上 确 界 是 对 A 的 所 有 分 划 (4;}( 亦 即 4 
= UAT ACF iji A. YA = CORR n] 
证 集 函 数 |4| 是 一 个 测度 , 且 存 在 可 测 函 数 有 ,使 得 
Ih GO | S1 对 所 有 +€ Q 成 立 , 还 有 

dn = hd| x]. 
此 式 称 为 复 测度 Ap 的 极 分 解 . 

复 测 度 的 极 分 解 (polar decomposition of a 
complex measure) 见 “ 复 测度 ” 

复 值 可 测 函 数 的 积分 (integral of complex val- 
ued measurable functions) FH Hu W pg X P > 
的 推广 . 设 (Q, 久 ,py) 是 测度 空间 , f (>) = fi (x) 
ifs GO Cfi s fà A SCB RRO D; E CEA 
数 , 定 义 积 

| f Gods = | Aidat if f Gode. 


当 f GO foo HI AT EE TE BF SOW RIE 
fE, fi GO fi GOSRBRITRBI , ER f(z) 可 积 ， 
RJ l) == j8] AY HE FAC product of measurable spa- 
ces) 测度 论 的 基础 概念 . W (O, Z 0E OG». 2) 
是 两 个 可 测 空 间 , 令 
C = (A, X A,|A, € Z ,,A, € A). 
H C 作为 空间 (Q, x OQ, 上 的 集 类 所 生成 的 o 代数 
a(C) RRA F 1 3 F ， 的 乘积 c 代数 ,以 A XF, E 
IR o AR (Q, X ,, FXF) À (0,5, 5G, 
F ») BE AR Z= qu]. C "P BJ 76 3€ EROS n] WW $E JÉ , o (C) 
— (LX Z ,) PA ICR WA FAR ZS [8] rh BS u] 3 E. 
pP Q; 和 (2, WEHR o, +o), Z, Fl F » 
都 是 直线 上 的 波 莱 尔 集 的 全 体 , 则 ZXZ, EEF 
面 上 的 波 莱 尔 集 的 全 体 . 然而 , 当 .多 1, 和 多 ,都 是 直 
Zk EF By UL sauf TI) Ë F, >< = BAF EM 
勒 贝 格 可 测 集 类 中 ,但 确 有 平面 上 的 勒 贝 格 可 测 集 
不 在 多 1X' 久 ,中 .同样 可 以 定义 多 重 乘 积 空 间 
各 人 
3e guum] LAM EC Z XF, dn F = = 
性 质 ; 对 任何 xEQ1,E RO x KO 
E, = (y| (zy) € E) 
Wp JE (2,, 57.) F BJ uj au SE. 同样 ,对 任何 y € QE 
的 y #& H 
E,=(z=|(z,y)€ E) 
WEN, Z) F BJ u] gm. 
乘积 c 代数 (product o-algebra) 
的 乘积 ”. 
RJ M) 4E FZ (measurable rectangle?) 


见 “ 可 测 空间 


见 “ 可 测 空 


间 的 乘积 ”. 

测度 空间 的 乘积 (product of measure spaces) 
带 有 乘积 测度 的 乘积 空间 . 2 CQ 10. CQ, 
多 ,,v) 是 两 个 co 有限 的 测度 空间 , 则 在 x. E 
存在 惟一 的 c 有 限 测 度 A, 4E Xt E fa] BT HU ABE A x 
B, 恒 有 

ACA X B) = uCA»vCB). 

通常 称 4 为 与 的 乘积 测度 , 记 为 A= uox v, JE PR 
测 BE zs E (Q, X Q5 FXF X.) CQ A 15h) 
5 (Q,, FH ,, v) HY Fe RH. 但 是 ， 即 f CQ. 15 
(2 多 2 都 是 完备 的 , (Q, X Q,, Z , X Foy X v) 
也 未 必 是 完备 的 ,例如 R” Foi 3⁄4 BF GOR” 上 
的 勒 贝 格 测度 之 积 ( 不 完备 ) 不 等 于 RU ER SJ] DI 
格 测度 (完备 的 ). 然而 , 同 勒 贝 格 测度 的 情况 类 似 ， 
关于 重 积 分 和 累 次 积分 关系 的 富 比 尼 定 理 在 一 般 的 
测度 空间 的 乘积 空间 中 也 成 立 . 

乘积 测度 (product measure) 
乘积 ” 

维 塔 利 -哈恩 -萨克斯 定理 (Vitali-Hahn-Saks 
theorem) ”测度 论 的 重要 定理 . 设 (Q,. 久 ,py) 是 测度 
空间 , (jy) 是 定义 在 多 上 的 具有 有 限 全 变 差 ( 即 
lu | CQ) «4-09 ,n— 1,2, 0 B8 E W| RE S] v 是 E 
的 测度 . 如 果 每 个 jy 关于 "绝对 连续 , 且 对 任何 4 
CS, 


见 “ 测 度 空 间 的 


lim pA)=p(A) 
存在 , 则 {jy} 等 度 绝 对 连续 , 即 对 任 给 620, TE TE Š 
0,34 AEF WA<ON.A 
I CAD ] <£ (n = 12:9). 
维 塔 利 -哈恩 -萨克斯 定理 有 着 悠久 的 历史 . 1907 年 ， 
维 塔 利 CVitali,G. ) 证 明了 , 若 {f,) 是 L0,1j 上 的 (LL) 
可 积 消 数列 ,几乎 处 处 收敛 于 函数 f, 则 


[Fda # lim | f. Cx)dx 
0 n— o 0 


存在 且 相 等 的 充分 必要 条 件 是 {f,}) 的 积分 一 致 绝对 
连续 . 1922 年 ,哈恩 (Hahn,H. ) 证 明了 , 若 {f,) 是 
[0.1] ERY CL) RT RH PR CA] , 且 


lim | f.Caodx 
ne) A 


Xt AE Gon MW  ACLO.1 EAE, W C£.) B5 843 


lim | 三 (z)dz 
noo JA 


收敛 于 一 个 集 函 数 . 1933 年 ,萨克斯 (Saks,S. FRE 
推广 到 一 般 的 测度 空间 . 

AERES (Daniell integral) 连续 图 数 空 间 
E BJ TERR FET Go HE N 上 一 族 实 值 图 数组 
成 的 向 量 格 , 即 SE .9% FA SLE oe FALE Zei 
AA 上 的 正 线 性 泛 函 , 即 fgsE 关 ,ER Zi if 


Dm 


和 积 分 


I(af4- Bg) —aICf)d-BIC(QO; 又 对 f € 9€, f2 A 
WINN. WRI W E RII EX, f, v 0 ZUR 
lim I Cf.) 0, 
或 等 价 地 ,车 由 f,E.%,f,4fE.% 必 可 推出 
IP) = lim IA 


WRIA € 上 的 丹尼尔 积分 . C H FE J ZK 
(Daniell,P.J. ) 于 1919 年 引入 ,其 意义 在 于 给 出 一 
种 定义 和 处 理 勒 风格 积 分 的 方法 . 

丹尼尔 表示 定理 (Daniell representation theo- 
rem) ”体现 丹尼尔 积分 与 通常 抽象 积分 之 间 关 系 
的 重要 定理 . 设 — Je $ O 上 的 一 族 实 值 也 数 组 成 
的 线性 空间 . 假定 光 含有 常 值 函 数 且 关于 格 运 算 
是 封闭 的 ,1 为 € 上 的 丹尼尔 积分 , 且 IO)-—1.Hl 
在 ol(.XY) 上 存在 惟一 的 概率 测度 y, 使 每 个 了 EY 
Æ und ën, H. 


TOO = | fav 


HA +F == B] EB SE oR 83€ (collection of Borel 
sets in topological space) ”拓扑 空间 上 的 一 种 重要 
集 类 . Sp 上 的 波 莱 尔 集 类 在 一 般 拓扑 空间 上 的 推 
广 . 设 C2,z) 为 拓扑 空间 .由 z 生 成 的 c RAA 
上 的 波 莱 尔 集 类 iud AD). 多 (0) 中 的 元 素 称 为 
2 中 的 波 莱 尔 集 . 显然 ,2 的 闭 集 全 体 生 成 的 o 代数 
与 8000 — 8. R° 上 的 波 莱 尔 集 类 与 R" 在 通常 意义 
下 作为 拓扑 空间 的 波 莱 尔 集 类 相同 . 

波 莱 尔 集 (Borel sets)” 见 “拓扑 空间 上 的 波 莱 
尔 集 类 ”. 

拓扑 空间 上 的 波 莱 尔 测度 (Borel measure in 
topological space) 以 波 莱 尔 集 为 可 测 集 的 测度 ， 
R” 上 的 波 莱 尔 测度 在 拓扑 空间 上 的 推广 . 设 ud 
义 在 局 部 紧 罕 斯 多 夫 空 间 Q 的 全 体 波 莱 尔 集 组 成 
的 cc 代数 一 (2) 上 的 测度 ,使 对 每 个 紧 集 4, 都 有 
B CA) «T oe 5 MER Z A BES AB WM BE. R” 上 的 波 莱 尔 
测度 是 勒 贝 格 测度 的 限制 ,这 与 拓扑 空间 的 波 莱 尔 
测度 不 同 . 

i Se ROBY M eA (Borel measurable functions) 
JF PR 02 FE RK PRB , R” EB DBR 3⁄ AR n] M eS Bc ZE S8 TF 2s 
间 上 的 推广 . 设 f(z) 是 局 部 紧 空 间 (2 _F BJ SE IË PR 
BX. 如 果 对 任何 实数 c, (z | f G2 290) E: UE ZR Ml 
BR f(r) E: Q _E BJ 02 3 BTW eg 2. de xx PE X rh, 
条 件 f(r) >c 可 用 f(x) Sc, f Ge) es f Gr) c 中 
任意 一 个 条 件 来 替代 . 

iE 3€ ^R ER šq (Borel functions ) 
i eg C. 

正则 测度 (regular measure) 一 种 比较 规则 的 
测度 . 设 O E S£ £ K = lB] A (OQ) E 0 上 的 波 莱 
REEF A Q 上 包含 AON oT EF 上 

97 


BI “Be SE AR n] 


测 度 论 


的 测度 . 如 果 对 每 个 ACF A 
BECA) = inf{u(G)|A CG,G AFR}. 

WER w 为 外 正则 的 ;如 果 对 每 个 开 集 CB 

(G) = SuptHA( 开 )| 天 CC 天 为 紧 集 )， 
WER w 为 内 正则 的 ; 既 外 正则 又 内 正则 的 测度 称 为 
正则 测度 . 

外 正则 测度 (outer regular measure) 
il BE". 

内 正则 测度 (inner regular measure) 
iu BE”. 

JE WU) i SE Zç Jl B (regular Borel measure) IE 
则 的 波 莱 尔 测 度 . 设 2 Se £ 3 z= IB). 如 果 py 是 
多 (02) 上 的 波 莱 尔 测 度 且 是 正则 的 , 则 称 uc BAD) 
上 的 正则 波 菜 尔 测度 .R" 上 的 勒 贝 格 测度 限制 在 波 
莱 尔 集 类 上 是 正则 波 莱 尔 测度 . 

卢 津 定理 (Lusin theorem) Hii Z£ es MBIT 
可 测 函 数 的 重要 定理 ,R" 上 的 卢 津 定理 在 拓扑 空间 
上 的 推广 . 设 吕 是 豪 斯 多 夫 空间 ,多 是 包含 波 莱 尔 
集 类 的 o RBM WA KF 上 的 正则 测度 ,了 是 定义 在 
N ERD < up gu sr 48 ER AX. 如 果 ACF ,0< (A) — 
+ co, WW Sen, fe SR K CA, (TF uU CANKO 
<e, E. f 限制 在 KK 上 是 连续 的 . 如 果 2 还 是 局 部 紧 
H CoQ RRO 上 有 紧 文集 的 连续 实 值 函 数 全 体 ， 
则 存在 gE€Colf2), 使 8g 与 在 K 上 一 致 , 且 

sup(lgG2|jxz€ Qj) ssupl|fG2||z€ A}. 

由 上 户 津 定理 可 得 下 述 重 要 结果 : 设 2 为 局 部 紧 
H e 紧 的 豪 斯 多 夫 空 间 ,. 是 包含 BMK of 
Boui 上 的 完备 测度 . 如 果 是 人 上 几乎 处 
处 有 限 的 扩充 实 值 晒 数 , 则 / 为 可 测 的 充分 必要 条 
件 是 存在 2 EBAY SCE IE BE RBS) ES} O 
上 JUAF ARSE UF f. 

RR Æ (collection of Baire sets) ”拓扑 空间 
上 的 一 种 重要 集 类 ,R” 上 的 波 莱 尔 集 类 在 拓扑 空间 
上 的 为 一 推广 . 设 2 是 局 部 紧 讼 斯 多 夫 空 间 . Q 的 
— WR G; 型 集 组 成 的 集 类 生成 的 ao 代数 FY BRAN 
上 的 贝尔 集 类 ,其 中 的 元 素 称 为 Q 的 贝尔 集 .贝尔 
集 的 理论 在 某 些 方面 较 波 莱 尔 集 的 理论 简单 ,同时 
关于 贝尔 集 的 理论 还 可 以 用 来 作为 研究 波 莱 尔 集 的 
工具 . 局 部 紧 罕 斯 多 夫 空 间 中 的 贝尔 集 必 是 波 莱 尔 
集 . 在 可 分 的 局 部 紧 豪 斯 多 夫 空 间 特 别 是 欧 氏 空间 
中 , 波 莱 尔 集 与 贝尔 集 的 概念 合 而 为 一 . 

贝尔 集 (Baire sets) 见 “ 贝 尔 集 类 ” ` 

拓扑 空间 上 的 贝尔 测度 (Baire measure on 
topological space) 和 定义 于 贝尔 集 类 上 的 测度 . 设 y 
是 定义 在 局 部 紧 紧 斯 多 夫 空 间 (2 的 全 体 贝 尔 集 组 
成 的 oo 代数 上 的 测度 ,使 得 对 每 个 紧 G, BEC, 
BOO) «T oo MER py 为 贝尔 测度 . 

Rl ZR AY A e BL (Baire measurable function) 
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JL," TE BI 


W“ 正则 


OR PK JI AR PR 3. Kn 上 的 贝尔 机 数 在 拓扑 空间 上 的 
推广 . 设 f SE Jy BB UR eT BE REH CQ EXER 
数 . WR ERR c, (x | AG 296) EWM ZÉ # , MM #K 
SÆR EKN ZR RT WI PRR. Fea BB = 3£ RH 2 3 == ja] _E 
EA) £ Be pRB KEE WJ EE BE PRO FE D Z n] WI 
Bg. 

DI 2 & W (Baire function) 
NL". 

拉 东 测度 (Radon measure) 一 种 正则 测度 . 
设 胞 (10) 是 豪 斯 多 夫 空间 8 上 的 波 莱 尔 集 类 ,多 是 
人 上 的 o 代 数 且 ZDAM, uE à IE Du WW 
EC (O) dE N LARS $£ BJ SC (B EE PR C 2: IK. 
4I —93EfAR) SEC (DQ) ,都 有 

| fdg <= oo, 

WK w 为 拉 东 测度 . 若 只 是 局 部 紧 的 豪 斯 多 夫 空 
间 , 则 BOQ) E BS br ARM BE Co EWER 
苹 之 间 有 如 下 一 一 对 应 关系 : 契 B S QD ER 
AR UM BE , 令 


BA OL ZK AT W PR 


If) = n fdt, 


WI FE Co. COD E B TERR TEE R; Z ,C,( E BJ IE 
Zk VEZ BR D RUE X #h JE, z. 故此 时 的 拉 东 测度 即 丹 
尼 尔 积 分 (参见 “丹尼尔 积分 ”). 

WU FF AY 88 I SE (weak convergence of measures) 
一 种 重要 的 收敛 概念 , e GO. 0) E BE ES B] sns un 
fos te BQ) E BJ BRU RE C, (2) fee X 1e Q E 
H3 ARIE Se |R 3 BJ IS. 如 果 对 任意 JE 6,000 ,都 
有 


limf Jins | fap, 
n—ooy Q 2 


WUE uu) Sg ST g. 

不 变 测度 (invariant measure) 和 群 上 的 一 种 测 
HE. 如 果 — BRO ED o TON. EXIT EXHI) +C 
Q,AC.Z # rA—(xy|y€ AJ€ V u d& Z 上 的 测 
度 ,满足 a(zA)= B CAD M z 称 为 左 不 变 测 度 . 与 此 
Hh. AF Ae SEER 2 A A Ax 
—(yx|y€ AEF ,u (Ax) — un CA), Wt] u ERAT 
变 测 度 . 左 不 变 测度 和 右 不 变 测度 统称 不 变 测度 . 

左 不 变 测 度 (left invariant measure) “AB 
测度 ” 

右 不 变 测度 (right invariant measure) 
变 测 度 ”. 

哈 尔 测 度 (Haar measure) 不 恒 等 于 零 的 不 变 
测度 ,R” 上 的 勒 贝 格 测 度 在 拓扑 群 上 的 推广 . 设 G 
是 局 部 紧 之 斯 多 夫 拓 扑 群 ,2 一 G,sz (或 zs) 是 群 G 
内 的 乘法 . 此 时 把 G 上 的 非 零 左 不 变 ( 右 不 变 ) 测 度 
BRAY G 的 左 不 变 ( 右 不 变 ) 哈 尔 测度 . 这 种 测度 是 由 


GUS AS 


Me 2K Haar, A. ) F 1930 年 引入 的 . JI IE SE R^ 上 哈 
尔 测度 即 为 勒 贝 格 测度 . 在 交换 群 的 情形 , 左 不 变 哈 
尔 测 度 与 右 不 变 哈 尔 测 度 是 相同 的 ,在 非 交 换 群 的 
情形 ,二 者 未 必 相 同 . 哈 尔 测 度 是 建立 群 上 的 调和 分 
析 理 论 的 工具 之 一 . 

REH (Haar theorem) 关于 哈 尔 测 度 惟 一 
存在 的 重要 定理 .在 任意 的 局 部 紧 豪 斯 多 夫 拓 扑 群 
上 的 左 不 变 ( 或 右 不 变 ) 喻 尔 测度 ,除了 正 的 常数 因 
子 外 , 是 惟一 存在 的 ， 

可 测 群 (measurable group) 从 测度 论 观 点 来 
研究 局 部 紧 拓 扑 群 而 引 和 的 一 个 概念 . TE (X ,% ,Ap) 
为 一 5 有 限 测 度 空 间 , 帮 满足 下 列 条 件 , 则 称 (X， 
F ,u)d& — T RAZR n] WI : 

1. PETR. 

2. X 是 一 个 群 . 

3.0 YS X 是 左 不 变 的 , 即 对 每 个 zEX 及 每 个 
AEF MBA CAG , LWE uf. 

4. H SEX T Cr, y) = (z xy)0 MER XXX FE 
自身 的 映射 了 是 保 测 映射 . 

例如 , 若 X Boe ASH. BX hZ ik l! 
尔 集 类 , 是 一 个 哈 尔 测度 , 则 (X,. ,py) 是 一 个 可 
测 群 . 

可 分 的 可 测 群 (separated measurable group) 
从 测度 论 的 观点 描述 拓扑 群 的 可 分 公理 . Wt e 是 可 
WW 8E CX. ,py) 的 单位 元 素 . AM X 中 任意 异 于 e 
的 元 素 zx, 存在 具有 正 的 有 限 测 度 的 可 测 集 4 ,使 得 
ECCE A) /A) 290 , Wig CX, ,py) 是 可 分 的 可 测 群 . 

韦 伊 测度 (Weil measure) 群 上 的 一 种 不 变 测 
RG — FER RARE G FE BJ o 代数, 满足 
条 件 : 当 ACH 时 ,对 任意 的 EG, 有 sAE.. 设 
是 . EN o 有限 测度 . 如 果 jy 满足 下 列 条 件 , 则 称 
nv RG 上 的 左 不 变 韦 伊 测度 : 

1. GA) = (A). 

2. 4 f(z) 为 多 可 测 时 ,f(xy DHA KF 
可 测 的 . 

这 种 测度 是 由 韦 伊 (Weil,A. ) 引 入 的 . 

相对 不 变 测 度 (relative invariant measure) 

不 变 测 度 的 推广 . 设 一 切记 号 与 条 目 “ 不 变 测度 ”中 
意义 相同 . 而 对 任意 s€E 0Q, 存 在 正 实数 (ss), HE 
A(4) 二 XCs)p(s4), 则 称 测度 py 为 相对 不 变 测度 . 

拟 不 变 测 度 (gquasi-invariant measure) 不 变 
测度 的 推广 . 设 FY RO 上 的 o 代 数 , 且 对 任意 的 
rEN,ACF A IAEF, p F Fong. 由 等 
X 

(u(r) pp) TA) = GC A) (D 
定义 了 多 上 的 一 个 测度 xz)Am. 对 于 不 同 的 zxE2， 
相应 的 集合 rA 也 就 不 同 , 因 而 z4 的 测度 也 就 不 
同 , 即 等 式 (1) 未 必 成 立 . Ar f E e BY PRR m (>) WN 


和 E 分 


测 E 


足下 列 条 件 , 则 Be) Z ERREN : 

Lg@MRF vu # Q E JUFAEAE KT 0. 

2. 对 任意 ACH un CA) « Ho, glnA EH 
为 上 可 积 , 而 且 有 v(x)y 二 g(x)p, 即 对 任意 XEQ， 
Sp GG GA) — g 32 uA). 

=á g(z)=1 时 ,yp 即 为 左 不 变 测度 . 拟 不 变 测 度 
的 研究 来 源 于 量子 物理 , 它 的 理论 为 无 限 维 空间 上 
的 微分 方程 、 变 分 方程 的 研究 提供 工具 . 

i> dE (functional integration) 连续 积 
柱 测度 、 正 定 函 数 等 理论 的 泛称 . 它 起 源 于 量子 物理 
学 和 随机 过 程 . 泛 函 积分 方法 已 深入 到 公理 化 量子 
场 论 .基本 粒子 理论 .随机 力学 .统计 物理 和 汕 流 理 
论 等 领域 ,并 且 与 数学 的 其 他 分 文 如 群 表示 论 ` 巴 拿 
赫 空 间 几 何 理论 .微分 方程 理论 等 相互 渗透 . 

维 纳 测度 (Wiener measure) 4E X. TE i£ Z pq 
空间 上 的 一 种 描述 布朗 运动 的 测度 . 设 £70. TE X 
间 L0,tj] 上 连续 并 在 点 0 取 值 为 零 的 函数 的 全 体 记 
为 CC 中 的 每 个 元 可 理解 为 做 一 维 布朗 运动 的 粒 
子 的 轨道 ). Mik Ga; 50 (1<;<n) n 4 IX I8] On 
Lt L ba Se, R A lei x(t)EC,r() (a;, 
bi) ISiSn) AC 中 的 柱 集 . Sib > W A A 中 的 概 

[C2:0"t (t, — &2* (4, — pe 


b, b 1 = (x — T 17 
. | -f exp| — i udi 十 eee ee 十 ... 
; a, ty Ly a ty 


m 2 
E CR larder, de, 


这 样 在 柱 集 全 体 上 定义 了 一 个 柱 测度 . AR 
(Wiener, N. ) 证 明了 它 可 以 延 拓 成 C 上 的 可 列 可 加 
的 测度 dz 就 称 它 为 维 纳 测 度 ,关于 该 测度 的 积分 


称 为 维 纳 积分 . 维 纳 于 1921 年 发 表 的 关于 布朗 运动 
的 论文 中 提出 了 这 种 测度 . 


维 纳 积分 (Wiener integral) 见 “ 维 纳 测度 ” 

FE Ml) EF (cylinder measure) 测度 概念 的 推广 . 
tw X,Y 是 两 个 实 线性 空间 , (zx,y) (rEX,y€E7Y) 是 
XXY 上 的 实 双 线性 泛 函 , 且 对 任意 非 零 向 量 rE 
XX, 存 在 yEY, 使 得 (x,y) 关 0; 对 Y 也 有 同样 的 假 
XE. (ER n Tl Ë LEXIS Sn), iu Y 中 使 (zi， 
«ym, t.t (ans * SYA np PRA B] o 代 
TUN S (Lists Ln) BEL F Lea een Fn) PK 
SERA Y 中 的 柱 集 , 柱 集 全 体 记 为 S CRY toi 
RE. Bete F EB) PRA e 限制 在 每 一 个 
F (miza | t Ln) ERTS MD M RAY FE 
的 柱 测度 . 明 洛 斯 (Musioc,P. A. ) 于 1959 年 证 明了 
PEA ED 是 核 空间 , 则 © YEG R] 
9 的 任何 一 个 关于 P 的 拓扑 连续 的 ( 即 对 任何 e 
0, FE D PR o 的 邻 域 上 ,对 任何 xEU ,都 有 
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yiyi izy | >11) < e) 
柱 测度 py 都 是 可 列 可 加 的 . 
IE XE ER E (positive definite functions) 一 种 重 
要 的 函数 . 设 C 是 拓扑 群 ,e 是 G 的 单位 元 ,f(g) 是 
G EBJSETB RRM, / (e — 1. AMER n PICK z, € 
GO un) REE n PBR zin Bg 
Dy f(a; gogm 2 0, 


Wem f 是 G 上 的 正定 函数 .正定 函数 的 表示 如 下 : 
TD 是 拓扑 线性 空间 ,@ 按 向 量 的 加 法 成 为 交换 的 
拓扑 群 . 用 e" 表示 D meo suo 上 的 线性 
PE A aR) W 是 @* 的 线性 子 空间 , 且 e€ Dy 
二 0 等 价 于 对 任意 SLEW. WA /(@ = 0. ZE SEO 
上 的 正定 函数 , 则 在 W 上 存在 惟一 的 柱 测度 oe 


ftp = | Pdu (PE D), 


BN TE E PRK / n| A K R LZ BRAD WJ JÉ S. 可 以 证 
HH, f E D E BJ £ BE AY IE E BR PRY T6 71 4 2 TE E 
相应 的 柱 测度 w 关 于 到 的 拓扑 是 连续 的 .正定 函数 
的 表示 是 无 限 维 分 析 的 主要 问题 之 一 , 柱 测度 在 其 
中 起 了 重要 作用 . 

正定 函数 的 表示 (express of positive definite 
DL TE XE PARC. 


器 量 值 测度 和 积分 


fo) Bi (& A (vector valued function) 亦 称 抽 
R PR. 数值 函数 概念 的 推广 . 定义 在 某 个 集合 上 而 
在 某 个 线性 空间 (通常 是 某 个 拓扑 线性 空间 ) 内 取 值 
的 单 值 映射 . 因 线 性 空间 中 的 元 素 一 般 称 为 向 量 , 故 
这 种 映射 常 被 称 为 向 量 值 函 数 . 向 量 值 函 数 不 仅仅 
是 数值 吨 数 形式 上 的 推广 ,而 是 有 其 上 自身 的 理论 和 
实际 应 用 . 例如 ,向 量 值 水 数 在 谱 论 \ 巴 拿 赫 空 间 几 
何 理论 等 数学 分 支 中 都 起 着 重要 的 作用 . 这 里 的 向 
量 值 郴 数 比 数学 分 析 中 的 意义 广泛 得 多 . 
可 数值 函数 (countable valued function) 简单 
函数 概念 的 推广 Y GO, ) fi n] dll zs [B] , > GO XE SE 
义 在 Q 上 而 且 取 值 于 赋 范 线性 空间 X BT 5 (B ER 
BX. 如 果品 可 以 分 解 为 可 数 个 互 不 相交 的 可 测 集 A, 
的 并 ,在 每 个 A, 上 ,z(t) 取 常 值 z;EX, 则 称 x3 
可 数值 函数 . 
SS RJ M fo) M {Å ER AW (strongly measurable vec- 
tor valued function) 可 测 数值 函数 概念 在 赋 范 线 
性 空间 上 的 推广 . 2 (O, ,py) 是 测度 空间 ,x(z) 是 
定义 在 (Q EW H BUB J HA ve 2X PE aS [B] X 的 向 量 值 
PR. 如 果 存 在 O 上 的 一 列 可 数值 函数 {zx,(t)}, 使 
得 {x t) T u JLF Ab Ab sm UK S T Ca), BN 
| a, 62 — G2 || RF g JUGE. Ab Ab k MF 0, 则 称 
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functions) 


valued function) 


(EU EGEF X) Æg aW B9. 可 数值 函数 是 
强 可 测 的 . 按 强 拓扑 连续 的 向 量 值 函 数 是 强 可 测 的 ， 
强 可 测 向 量 值 函数 的 线性 组 合 也 是 强 可 测 的 . 如 果 
向 量 值 函数 z() 是 强 可 测 的 , 则 数值 函数 || x) | 
必 是 可 测 的 . 如 果 x Ce) FESR AY M e ee A PH AK, el) 
KA BB. SE fB RT W pa. WM a Cr) n GO OR 2 388 n] IJ p 32%. 
4l FR See n] I [o] 8 (Ë ER CAM] AE X F pe 几乎 处 处 
弱 收 敛 于 向 量 值 函 数 zG) , War CE IR E 8. n] won, 
此 外 ,对 于 强 可 测 消 数 而 言 ,也 有 相应 的 叶 戈 罗 夫 定 
HA FREH MRI RERE: WRO, F , y) 
是 有 限 测度 空间 ,而 定义 在 2 上 取 值 于 巴 拿 赫 空 间 
X 的 强 可 测 向 量 值 函 数列 {x(z)} 关 于 py 几乎 处 处 
强 收敛 于 +G) ,那么 对 任 给 e 汪 0, 存 在 AC ,使 得 
KCA) <e, H {r OE DNA E — Sol SCT. 00. p 
津 定理 断言 :如 果 Q 是 数 集 ,(f2,. ,py) 是 测度 空 
|], c GO E E X dE Q 上 而 取 值 于 巴 拿 赫 空间 X 的 
s RT WH pa. ABA MER 620. TE TE HL # A 使 得 
KODA) «e, Hx GE A 上 按 强 拓扑 是 连续 的 . 

SS RJ mi fe] KRIS A BW (weakly measurable vector 
可 测 数值 函数 概念 在 赋 范 线性 

空间 上 另 一 种 重要 的 推广 . 2 CO, 5 LO JE WE S 
间 ,zx(2) 是 定义 在 2 上 而 在 赋 范 线性 空间 X ARE 
的 向 量 值 函数 .如 果 对 任何 了 EX" ,数值 函数 
fL) Æ e np M BS. eR eG) EQ EF FESS FY o, 
强 可 测 函 数 必 是 弱 可 测 的 ,其 逆 不 真 . 4 X —R' Bf, 
强 可 测 、 弱 可 测 及 实 值 卫 数 可 测 这 三 个 概念 是 等 价 
的 . 按 蜡 拓扑 连续 的 函数 是 弱 可 测 的 . 55 n] I) ep CU 
线性 组 合 是 弱 可 测 的 . 如 果 Ce) RE 58 AY DI eH BL a (z) 
是 有 限 实 值 可 测 隐 数 , 则 a CE) x GO JI A 58 RT WI e Be. 
弱 可 测 函 数列 关于 py 几乎 处 处 弱 收 人 钱 的 极限 是 弱 
可 测 的 ， 

可 分 值 的 向 量 值 函数 (separably-valued vector 
valued function) 具有 可 分 值 域 的 向 量 值 蚂 数 . 设 
(Q, ,1) 是 测度 空间 ,x(t) 是 定义 在 人 上 而 取 值 于 
赋 范 线性 空间 X BY ej EE em XA. 如 果 它 的 值 域 
(x(t) |iEQ2) 是 的 可 分 子 集 , 则 称 x(z) 为 可 分 值 
Bg. 如 果 存 在 子 集 QC OQ, E1 n COO) = 0, T fB Bg 
(x(t) |: € QNO) 是 可 分 的 , 则 称 x GO JE JL F n] mg 
DÉI. 

JL >F: n] 2y f& BJ fe] BE (& A C (almost separably- 
valued vector valued function) ML“ n[ ^r (& AY [s] E 
(B ER IC. 

佩 蒂 斯 可 测 性 定理 (Pettis theorem on measur- 
ablity) 关于 向 量 值 洱 数 强 可 测 与 弱 可 测 之 间 的 关 
系 的 重要 定理 . 设 (f2, 久 ,pj) 是 有 限 测度 空间 ,xz CO 
是 定义 在 Q 上 而 取 值 于 巴 拿 赫 空间 X mm st 
数 , 则 z(t) 强 可 测 的 充分 必要 条 件 是 x GO 88 n] NJ B. 
是 几乎 可 分 值 的 . 此 定理 是 由 佩带 斯 (Pettis,P. B. 


J. ) 发 现 的 . 由 佩带 斯 可 测 性 定理 推 知 ,对 于 取 值 于 
可 分 空间 的 向 量 值 函数 , 强 可 测 等 价 于 弱 可 测 . 

fo) BE (ë ES LR AR SD (integral of vector-valued 
function) ARMA E X. BJ £ #h#H Dr Er. 
主要 有 黎 曼 -斯 蒂 尔 杰 斯 积分 和 勒 贝 格 型 积分 ,它们 
JE RUE BR Be 4) FR E uj ECL PRICE B ELE]. 

fH H #25} (Bochner integral) 按 勒 贝 格 积 
4] Jj AE SCY — #h aE FH BJ lu] E CEA 
CQ, F, DEEH o ARMET [B] ,> ORE LE 
Q Fifi BB T E SMS 8X A p] E (8 PRI : 

LZ x God Q EB nf ëmge, Bi 

(2 -UA. 
rfj LA) E Q 中 一 列 互 不 相交 的 可 测 集 ， 
z= (CA,,Rh-—l1;,2,:*:); 

X 


x: | z || CA <+ oo, 
则 称 rO E 2 上 是 博 赫 纳 可 积 的 ,并 称 
> zp ds) 


为 zx(2) 的 博 赫 纳 积分 , 记 为 
(B)| (dy, 
Bl 


(B) | zdy = >z (A). 
k—1 


2. 对 于 一 般 的 强 可 测 函 数 xz(7), 厂 它 是 博 赫 纳 
可 积 的 可 数值 函数 列 {x CO) 的 关于 jp 几乎 处 处 强 
收敛 的 极限 且 


Gel iG E de, 


则 说 2) fE O KS gin, FP ALE xz(z) 的 博 
赫 纳 积分 为 


a»| x(t)du = lim a»| r,G)dp. 
2 n— oo (2 


Xt UR 2 RT Ee ra), CC WJ A a ROO 
不 依赖 于 {zx Ce) } BA 0E EC. 博 赫 纳 积分 是 勒 贝 格 积分 
在 向 量 值 函数 情形 的 直接 推广 ,是 由 博 赫 纳 (Bochn- 
er,S. ) 在 1932 年 建立 的 . 这 种 积分 在 问 量 值 测度 理 
论 . 算 子 理论 .概率 论 \ 随 机 过 程 以 及 巴 拿 赫 空 间 几 
何 理论 等 许多 数学 分 支 中 有 广泛 的 应 用 .向 量 值 函 
数 z(z) 为 博 赫 纳 可 积 的 充分 必要 条 件 是 z G0 34 AT 
mH 

| lz@ Ide <+ =. 


San A ME N RTRA EAS 
性 质 .例如 ,具有 线性 性 、 完 全 可 加 性 、 绝 对 连续 性 以 
及 控制 收敛 定理 、 富 比 尼 定理 均 成 立 , 但 拉 东 - 尼 科 


回 量 值 测度 和 积分 


迪 姆 定理 不 成 立 , 就 是 说 ,与 通常 的 抽象 测度 不 同 ， 
绝对 连续 的 癌 量 值 测 度 不 一 定 能 表示 成 博 赫 纳 积 
4}. 

(Dee EKA (Birkhoff integral) 一 种 向 量 
值 函数 的 积分 . 设 (2, 丈 ,Ap) 是 coc 有限 测 度 空间 ， 
Z(t) 是 定义 在 2 Erf BUB T ES # S IR] X 的 向 量 
值 函 数 ,给 定 2 的 一 个 可 列 分 划 


A,0= UA (A,[1A,= Q ,: j) , 


AEF, pA)<+o., 
如 果 zz) 在 每 个 A LAR B SUR 


MAD) G; € A) 


无 条 件 收敛, 则 称 z(t) 关 于 可 列 分 划 A 可 求 和 ,此 
种 和 的 全 体 


{ DHA x) € A) 


HORA RA x G) T A 的 积分 值 域 , 记 为 
I(x, A). ln SR TER e> 0, FE O 的 可 列 分 划 
Ale), 使 Y(t) 关于 ACOAKAM, A JG ACHE 
f$ sup{ || yz | |y»z€ J x, Ale) JAF e, Bü] jj 
xt) FE Q ET YU A A n] AR Ho — UJ RE NU FP Kl] A 
所 得 到 的 J CQ ANE 

NIA) (X 中 的 单 点 集 ) 


A xe O 上 的 伯 克 霍 夫 积分 , 记 为 
(BK)| zdy, 


即 (BK)| steig = (G.A. 


JC TR AD E (H 9238 X CBirkhoff ,G. D. ) F 1935 年 提出 
的 . 在 QQ 上 但 克 霍 夫 可 积 的 函数 在 任意 的 AE'F 上 
Iy 28 4B ya 48 R n] AR e ML. 伯 克 霍 夫 积 分 作为 向 量 值 
集 函 数 具 有 绝对 连续 性 和 可 列 可 加 性 ,对 于 被 积 函 
数 具 有 线性 性 质 , 但 富 比 尼 定 理 不 成 立 . 博 赫 纳 可 积 
为 数 必 是 但 克 和 霍 夫 可 积 的 ,其 逆 不 真 . 

SS RG HAAG (Gelfand integral) 亦 称 盖 尔 范 
德 意 义 下 的 弱 * 积分 . — #h uj BHR. 设 
(0,7 ,Ap) 是 ac 有限 测 度 空间 ,z(i) 是 定义 在 2 上 而 
取 值 于 巴 拿 赫 空间 X AY BORSA. 如 果 对 每 个 f 
EX ,f(z<G))# Q Eje e RA, WDA x" 
EX, 使 得 对 于 每 个 SEX" A 


zt sl es 
2 
r" ON steigt LARRE, Io 
dell zd 
N 


Jt 38 4 Et H 3E AK E. t (T'enpbaun, H. M. ) F 1936 年 
gm. 
佩 蒂 斯 积分 (Pettis integral) 亦 称 弱 积分 . 一 
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#h A FH 0 [6] Et (PY LA. 2 CO ON o AR 
WEB ORELE Et BB AE T P as 28 jE] 
X BJ BB n] WJ [n] Et (ë A. 如 果 对 任意 ACH ME 
在 xaEX, 使 得 对 于 一 切 / € X * ,积分 


| few dy 
tH. H | 
| F(a) dp = fij), 
则 说 xz(2) 在 2 上 佩带 斯 可 积 , 此 时 记 为 
a». r(t)du-z, 


并 称 za xOME A EIS Ed GE: dE oe HE Q 
上 佩 蒂 斯 可 积 时 ,在 每 个 ACH 上 ,佩带 斯 积分 


an. "p 


是 惟一 确定 的 . 此 积分 是 佩带 斯 (Pettis,P. B. J.) T 
1938 年 建立 的 . 除去 富 比 尼 定 理 外 , 勒 贝 格 积分 的 
其 他 性 质 对 于 佩带 斯 积分 也 成 立 . 例如 , 佩 蒂 斯 积 
作为 向 量 值 集 郴 数 具 有 绝对 连续 性 和 可 列 可 加 性 ， 
对 于 被 积 函 数 具 有 线性 性 质 . 如 果 向 量 值 函 数 Co 
See re oe aa 
积分 值 是 相同 的 ,但 反之 不 然 . 又 , 佩 蒂 斯 可 积 的 

数 必 是 盖 尔 范 德 可 积 的 , 当 X 是 自 反 的 巴 拿 赫 空 
时 ,这 两 种 积分 彼此 相同 . 

向 量 值 测度 (vector valued measure) ”数值 测 
度 的 推广 ,定义 于 ac 代数 上 而 取 值 于 巴 拿 赫 空间 的 
n] Fi) np Ju [5] t (8 Se eR BY. 2 CQ, de np WI zs [8] , E 
是 定义 在 > 上 而 取 值 于 巴 拿 赫 空间 X 的 向 量 值 集 
PRA. WR A BARE WW EY 上 的 向 量 值 
测度 : 

LED S= OB). 

2. 可 列 可 加 性 , 即 对 < 中 任意 互 不 相交 的 集 
J| CA EE RA EJ ARCU X 中 范 数 收敛 , 必 有 


ECUA) = DEAD. 


Ga. WRC, HF PIEETUTTS I PEACA 
fee MEQ 上 而 取 值 于 巴 拿 赫 空间 X B9 BO 28 uj 
FA pa. MEAT AC .多 ,定义 


ECA) — w| a(t)dp, 


WE He MEK 上 而 取 值 于 X 的 向 量 值 测度 . 特 
别 地 , 当 X 是 某 个 巴 拿 赫 空间 上 的 有 界线 性 算 子 全 
体 按 算 子 范 数 所 成 的 巴 拿 赫 空间 时 ,就 称 五 为 允 
上 的 算 子 值 测度 . 

算 子 值 测度 (operator valued measure) Wb“ [j 
量 值 测度 ”. 

有 界 变 差 的 向 量 值 测度 (vector valued measure 
of bounded variation) 有 界 变 差 函 数 的 推广 ,一 
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类 重要 的 向 量 值 测度 . x C, 57 ) Ji n] WW zs Bp. E k 
定义 在 多 上 而 取 值 于 巴 拿 赫 空 间 X 的 向 量 值 测 
度 ,4E 有 丈 ,r 是 4 的 一 个 分 划 , 即 w= (A, Az, 
A, AEF, iE MAMA =O,48 


A= lJ Ax 
i=l 
4 
JE|(A) = sup >) || ECA.) ||; 
T Aen 


dE fA 3" JE SCR AE | KA E REZ. AE | (GO) 
到 十 cc, 则 称 五 为 有 界 变 差 的 向 量 值 测度 . 

半 有 界 变 差 的 向 量 值 测 度 (vector valued mea- 
sure of semi-bounded variation) 一 类 重要 的 向 量 
值 测度 , 有 界 变 差 函 数 的 推广 . 设 (Q,. ) 是 可 测 空 
间 ,E 是 定义 在 多 CURRERE ME la] X B5 [4] 
HEME, AC. 

| E || CAD 

—sup(|/* E|CAD|/ € X*, | Fil <1} 

Wr dE f T 353 (Ë pa 2 | E | 2 Ema. S 
| E l| D<, WR EAA RE 2 BJ) [5] BA 
测度 . 对 于 取 值 于 有 限 维 巴 拿 赫 空间 的 向 量 值 测度 ， 
半 有 界 变 差 与 有 界 变 差 的 概念 是 相同 的 . 对 于 取 值 
于 任 一 无 穷 维 巴 拿 赫 空 间 的 向 量 值 测 度 就 不 是 这 
样 . 

向 量 值 测度 的 绝对 连续 性 (absolute continuity 
of vector valued measure) ”数值 测度 的 绝对 连续 
性 的 推广 . 设 (Q,. ,py) 是 有 限 测度 空间 ,E 是 定义 
在 多 上 而 取 值 于 巴 拿 赫 空间 X 的 向 量 值 测度 . 如 
果 对 任意 €0.£1E $S>>0, 使 对 任意 4E 多 ,只 要 
KALWA || ECA) || «e. WEE E XT n Et 
连续 的 , 它 等 价 于 uL CA) —0 FEE ECA) —0. 

拉 东 - 尼 科 迪 姆 性 质 (Radon-Nikodym prope- 
rty) 向 量 值 测度 可 能 具有 的 一 个 重要 性 质 , 有 关 
问题 是 理论 研究 中 的 重要 课题 . 设 (8, ,1) 是 有 限 

测度 空间 ,X FEE Aw A). B N, X, IRIE HE 
Q 上 而 取 值 于 X 的 博 赫 纳 可 积 图 数 全 体 . 如 果 对 每 
个 定义 在 EmDIëT X WAAR RAK FT s 
对 连续 的 向 量 值 测度 五 , 均 存 在 SE BOQ X u), 使 
得 
E(A) = QD| freiden (A € 9». 


则 说 和 JT (Q, Z ,1) 具 有 拉 东 - 尼 科 迪 姆 性 质 . 如 
果 XX 关于 一 切 有 限 测 度 空 间 均 具有 拉 东 - 尼 科 迪 姆 
性 质 , 则 说 X AA fin AR Je Bb ah GE PE Jo. Fš js AN 
(Bochner,S. ) 于 1932 年 提出 了 如 今 以 他 的 名 字 命 
名 的 向 量 值 函 数 的 积分 一 一 博 赫 纳 积分 ,并 且 考 虑 
将 数值 测度 论 中 的 拉 东 - 尼 科 迪 姆 定理 推广 到 向 量 
值 测度 的 情况. 但 是 , 博 赫 纳 发 现 , 对 巴 拿 赫 空间 
L” L0,1j, 这 种 推广 是 不 可 行 的 .因此 ,需要 讨论 拉 


东 - 尼 科 迪 姆 定理 成 立 的 条 件 , 这 样 便 产生 了 巴 拿 赫 
空间 具有 拉 东 - 尼 科 迪 姆 性 质 的 概念 . 伯 克 霍 夫 
(Birkhoff,G. D. ) F 1935 年 证 明 , 希 尔 伯 特 空间 具 
有 拉 东 - 尼 科 迪 姆 性 质 . 克拉 克 松 (Clarkson J. A. ) 
T 1936 年 引入 了 一 致 凸 空间 的 概念 ,并 证 明了 一 致 
凸 巴 拿 赫 空 间 具 有 拉 东 - 尼 科 迪 姆 性 质 . 盖 尔 范 德 
(Ceman, HH. M. ) 和 莫 尔 斯 (Morse,H.M. ) 于 1936 
年 证 明了 具有 有 界 完 全 基 的 巴 拿 赫 空间 具有 拉 东 - 
尼 科 迪 姆 性 质 . 盖 尔 丰 德 (erpbonn,A.O.) 于 1938 
年 证 明了 自 反 巴 拿 赫 空间 具有 拉 东 - 尼 科 过 姆 性 质 . 
现在 ,关于 拉 东 - 尼 科 迪 姆 性 质 的 研究 仍 是 一 个 引 人 
注目 的 课题 ,并 且 已 经 取得 了 大 量 的 成 末 ， 

具有 里 斯 表示 的 算 子 (Riesz representable op- 
erator) ”向 量 值 测度 理论 中 的 重要 概念 之 一 . 设 7 
ELR, HBSS le X 内 的 有 界线 性 算 子 . 如 
果 存 在 fjEZ 2,X,A) ,使 对 任何 ELR, w). A 


Pg = | f@Mg@dp, 


UET 是 具有 里 斯 表示 的 , 简 言 了 是 可 表示 的 ,这 
AL?’ (Q, X, u) aN 
IS 博 赫 纳 可 积 ess sup | F@ | x 过 十 00}. 


对 SEL N, X, wD, w 
| £T = ess_sup | 1 x. 


对 于 LE (LQ, 400 * ,熟知 有 基本 的 里 斯 表示 
定理 :存在 yC L^ OQ. ni, EHER ELO, ci, D 


dee i xs xd 


对 于 定义 在 L(Q,p) 而 取 值 于 巴 拿 赫 空间 X 的 
有 界线 性 算 子 ,相应 的 结果 并 不 普遍 成 立 , 于 是 便 产 
生 算 子 具 有 里 斯 表示 的 概念 . 

可 以 证 明 , 拉 东 - 尼 科 迪 姆 性 质 与 任何 有 界线 性 
算 子 的 可 表示 性 是 等 价 的 : 巴 拿 赫 空间 X 是 关于 有 
限 测度 空间 (0Q,.9 ,py) 具 有 拉 东 - 尼 科 迪 姆 性 质 的 充 
分 必要 条 件 是 ,定义 在 L (Q, WR IB T X 的 任何 
ARABS THAW RAM. 

向 量 值 测度 的 尼 科 迪 姆 有 界 性 定理 CNikodym's 
boundedness theorem of vector valued measure ) 测 
度 论 中 的 深刻 定理 之 一 . 泛 函 分 析 中 著名 的 共鸣 害 
理 的 一 个 引 人 注 目的 改进 . 设 是 0 上 的 o 代 数 ， 
X 是 巴 拿 赫 空间 , {Elr€ET} 是 定义 在 多 上 而 在 XX 
中 取 值 的 半 有 界 变 差 品 量 值 测度 族 . 如 果 对 每 个 
AEF, 

sup | ECA) || <+ oo, 
WE, Ice T) BOTH. BD 
sup | E, || (Q) <+ eo. 

JE FL iE BOE L FE E FB EN) IE HH Jë FL HH i 

(Nikodym,O. M. )-F 1930 年 和 1933 年 对 于 c 代数 


JA fü m m 论 

上 的 可 列 可 加 数值 测度 建立 的 . 1957 4E TR 32 J lli 
克 (Grothendieck, A ) 把 它 推广 到 半 有 界 变 差 回 量 
值 测度 . 

向 量 值 测度 的 一 致 可 列 可 加 性 (uniformly 
countable additivity of vector measures) 用 以 描 
述 一 族 向 量 值 测度 可 列 可 加 的 整体 性 态 , 积 分 一 致 
绝对 连续 概念 的 推广 . 设 (C2, 丈 ) 是 可 测 空间 ,X 是 
巴 拿 赫 空间 . 如 果 定 义 在 多 上 而 在 XX 中 取 值 的 向 
HEWER E [rE T) ER 


lim sup || E.C U A) = 0, 


FOB IA, JE > 中 任意 一 列 互 不 相交 的 元 , 则 称 
{EIr€E7T') 是 一 致 可 列 可 加 的 . 

向 量 值 测度 的 维 塔 利 -哈恩 -萨克斯 定理 (Vitali- 
Hahn-Saks theorem of vector measure) 测度 论 的 
基本 定理 之 一 ,数值 测度 论 中 维 塔 利 - 哈 恩 - 萨 克 斯 
定理 的 推广 . 设 C2, 丈 ,wz) 是 测度 空间 ,X BES $$ 
空间 ,五 ,(2 王 1,2…) 是 定义 在 ^ 上 而 取 值 于 X 的 
向 量 值 测度 . 如 果 每 个 E, 关于 n 绝对 连续 , 且 对 任 
何 ACF, 

lim 五 (4) 


均 存 在 , 则 

lim sup | E CAD: || =O. 
这 就 是 癌 量 值 测度 的 维 塔 利 -哈恩 -萨克斯 定理 . 由 
它 可 得 下 列 重要 结果 : 


l. 在 定理 的 条 件 下 ， 
E(A) — lim E,CA) 
是 向 量 值 测度 . 
2. KE CE, Æ — 9] po] # (8 W E, 且 对 任何 AC 
Se 
lim E,CA) 
存在 , 令 
ECA) = lim ECA), 
则 五 是 向 量 值 测度 , 且 { 五 ,) 是 一 致 可 列 可 加 的 . 


几何 测度 论 


几何 测度 论 (geometric measure theory) ”高 维 
欧 氏 空间 中 低 维 点 集 的 测度 以 及 低 维 点 集 上 积分 的 
理论 . 

20 世纪 初 测度 论 的 建立 ,使 得 人 们 对 于 RR” 中 
的 子 集 关 于 2” 维 勒 贝 格 测度 j 的 性 质 , 有 了 很 好 的 
了 解 ,大 部 分 函数 论 中 的 问题 ,由 于 应 用 勒 贝 格 积分 
论 而 发 生 了 巨大 的 变化 .但 是 在 处 理 与 R" 中 低 维 点 
集 有 关 的 数学 问题 时 , 却 遇 到 了 困难 .平均 曲率 为 0 
的 曲面 称 为 极 小 曲面 ,在 R° 中 给 定 一 条 可 求 长 若 尔 
“AHA CORR? 中 以 C 为 边界 的 极 小 曲面 问题 称 
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2 度 论 


为 普 拉 托 问题 . 对 于 二 维 曲 面 ,这 类 问题 尚 可 结合 共 
形变 换 和 犹 利克 雷 原理 巧妙 地 应 用 勒 贝 格 积 分 方法 
来 解决 ,但 在 曲面 的 维 数 大 于 2, 即 超 曲 面 的 情形 ， 
这 些 经 典 的 方法 便 不 能 应 用 ,于 是 便 有 n AZ aH 
天 测度 的 概念 ,其 中 最 重要 的 两 种 天 W BE E E: 2£ UT 
多 夫 测 度 与 积分 几何 测度 . 几何 测度 论 正 是 在 这 种 
基础 上 产生 的 . EMF 1914 年 卡拉 西 奥 多 里 
(Carathéodory ,C. ) 关 于 测度 论 的 奠基 性 工作 ,经 过 
几 十 年 的 努力 ,结合 来 自分 析 、 岂 何 、 代 数 拓扑 中 诸 
多 技巧 ,产生 了 许多 新 的 概念 与 方法 ,成 为 数学 研究 
中 的 一 个 有 力 的 工具 . 

3 tt 4 X mj EF (Hausdorff measure) ”几何 测 
度 论 中 一 类 有 重要 意义 的 测度 . 在 欧 氏 空 间 情 形 ,对 
任意 ACR” 和 给 定 的 之 0, 令 

H:(A) = inf >， (diam A,)’, 


xx H CA) [ER 
A C UA, 


H+ A, WHE diam A,—eCe 是 任意 给 定 正 数 )， 
下 确 界 对 所 有 这 样 的 (A;}) 而 取 . 定义 
H*CA) = lim H:(A) 

(Hi(4) 是 随 e 减 小 而 增 大 的 ,故此 定义 有 意义 ), 则 
H° 是 度量 外 测度 , 称 为 时 斯 多 夫 外 测度 . 由 这 个 外 
测度 所 确定 的 (惟一 的 ?测度 即 为 豪 斯 多 夫 测度 , 仍 
H HRR. 豪 斯 多 夫 测 度 是 正则 波 莱 尔 测度 , 当 a 
一 7 一] if, H° 就 是 直线 上 的 勒 贝 格 测度 ;a 一 2 二 1 
BJ, H° 5 R” 上 的 勒 贝 格 测度 等 价 , 但 不 完全 相同 . 
豪 斯 多 夫 测度 的 意义 在 于 ,对 尺 " 的 任 一 子 集 4 , 存 
TER du (Osdusin) ,使 a>dy BI H*CA) —0,a dg 
Mh H*(A)= +œ, Nf du 刻画 了 R” 中 集合 的 “ 维 
数 ”( 参 见 “ 豪 斯 多 夫 维 数 ”). 但 一 般 dy 不 是 整数 ， 
例如 对 于 直线 上 的 康 托 尔 集 ,dr 一 log:2. 这 个 测度 
H aH L k (Hausdorff, F.) F 1918 年 引进 ,在 调和 
分 析 .位 势 论 等 学 科 中 有 应 用 . 豪 斯 多 夫 测度 还 可 在 
一 般 的 度量 空间 上 和 更 广 的 意义 (将 上 述 定义 中 的 
(diam A,)* RAED eH ZIAD PEM. 

Be KH4W (Hausdorff dimension) 人 简称 H 
维 数 ,一 种 用 测度 定义 的 维 数 . 对 于 ACR, ` a 
>0 BF, H* CA) 50 ( H° Säz ROWE), ZS 
dr(4) 一 0, 否 则 , 令 

diu CA) = sup(a| H'CA) =+ œ}. 

这 里 的 du AMARA AHRNE RER. T 
的 度量 空间 ,也 可 定义 豪 斯 多 夫 维 数 , 它 依 赖 于 空间 
中 的 度量 的 选择 ,与 拓扑 意义 下 的 维 数 有 密切 关系 ， 
在 分 形 集 理论 中 有 重要 意义 . FH de 表示 分 形 维 
数 , 则 有 du CAD) de CA) (参见 “ 豪 斯 多 夫 测 度 ”). 

可 求 积 集 (integrable set) ” 欧 氏 空间 中 一 种 特 
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殊 的 点 集 . 对 于 R” 中 的 子 集 4, 设 4 BS A 测度 有 
HR C2 OD ATER 中 某 有 界 子 集 到 ANE RA 
Pe BR (BAI EA BRAY RiR", EERS AM. 
得 对 于 任意 a.b € R' É 
oCf Ca), f (D) < Mota, bi), 

WAAR RIGKTRAE CH? CAVES BR BJ E, BUR BRL, 
也 称 为 可 求 积 集 ). E 4 除了 一 个 五 测度 为 0 的 子 
集 以 外 ,可 以 为 可 数 多 个 & 可 求 积 集 所 覆盖 , 则 称 4 
Ay CA" Rk) BY SR ARS. 集合 的 可 求 积 性 是 一 阶 光滑 流 
形 概念 的 某 种 推广 ,事实 上 ,4 ACM AURA 
的 充分 必要 条 件 是 :除了 一 个 HI 测度 为 0 的 子 集 
外 , 它 可 由 R“ 中 可 数 个 C 26 k HET UP PH 38 s. 可 
求 积 集 投影 性 质 的 研究 是 几何 测度 论 的 重要 内 容 . 
当 A 不 含 "测度 大 于 0 的 & 可 求 积 子 集 时 , 称 4 
为 纯粹 CH*,k) 不 可 求 积 集 . 

Ay 18 = [B] BJ 3E Se Ri ST (the adjoint map in inner 
product spaces) ”对 于 内 积 空 间 上 的 任 一 线性 映 
射 , 按 一 定 关 系 与 它 相 伴 的 一 个 映射 . 设 V 为 实数 
5 R? 上 有 限 维 癌 量 空间 , 则 一 切线 性 映射 g; V —R' 
在 映射 的 相 加 与 数 乘 之 下 ,形成 一 个 R 上 的 向 量 空 
间 , 记 为 A(V), 其 中 的 元 素 称 为 余 向 量 . 设 PV > 
V' 是 内 积 空 间 之 间 的 一 个 线性 映射 .大 

dimV = m < dim V' —n, 
且 对 Yrz,yEV, 有 
(f(x) J Gy) y = (x.y), 
则 称 f 为 一 个 正 交 内 射 . id— HJ IE 25 IÑ 8] ZEA 
QC m) li| 4m=nhf ,O(nsn) =O(Cn) E E IE 20 BE. 
设 了 ,7 为 内 积 空间 , 对 线性 映射 f:V>V', 令 S: 
V'—V 对 于 一 切 zxEY,yEyY ,满足 内 积 的 关系 
《xX，,f"(y)) 二 (f(x),y), 则 由 了 惟一 确定 的 线性 映 
B] f" PRA SHS. / EEX ABMS 
f' ° fHly. 4 f EESAN f " 称 为 正 交 投影 ， 
因此 线性 映射 g:V'— V Xj E 283 E, BLU 
g ° g" zc, ia — UJ A VISUS lB) R” BR” WIE RR 
影 之 集 为 O” (nem) =(f* LTE OG,m)). 
余 向 量 (covector) Jl "p fH zs He Su ph 


BU. 

TE X WH Corthogonal injection) UJ, ^ p f = 
[8] F^] JES BR”. 

TE 3 #28 (orthogonal projection) ML,“ fH zs 
la] AY H og BR”. 


积分 几何 测度 (integral geometric measure) 
用 积分 表示 的 欧 氏 空间 的 子 集 的 一 种 测度 . 设 p sR” 
—R' AE ZA. R tia REN p ,一 切 p ZR 
Or (n,k), TE ZAR O(n) =O Qv 0038 EG R u] 3S 
地 作用 于 O* (n,k)( 对 于 g€OGD.p' €O' (nk), 
A b'g€O' taxi), BDO Gabi 
移 , 这 个 运算 在 O* (n,k) 上 诱导 出 惟一 的 不 变 测度 


0* ,使 得 O* (n IO RS 0" MBE 1. HF ACR, S 


ICA) 
EE H*CA f) p(y))dza,(y)d0"* Cp) 
0 Bm C 
称 为 4 的 积分 几何 测度 ,其 中 
"Eget 
B G ,k) = K C 
2 2 


pu FER 维 勒 贝 格 测度 , 特别 当 A DA CH 2) ADR AR 
NAH’ (AD — I. AE K k Y CH* 2) uj k ARE 
的 内 射 性 质 , 它 可 以 看 做 求 平面 曲线 长 度 的 克 罗 夫 
顿 方法 (参见 “积分 几何 ”) 的 推广 ,也 类 似 于 柯 西 求 
凸 体 周 界面 积 的 方法 . 另 一 方面 ,对 于 H° 测度 有 限 
的 任何 波 莱 尔 集 B, AF EUR SER FE CCB ,使 得 
TOE)  JICBNCOES; 

H BNC 为 纯粹 (五 AYA TSR A. 进一步 ,天 (B) 
=} (B), 4 AW BOSCO A) ADR R. 以 上 这 些 结 
KR, 首先 为 贝斯 尔 科 里 奇 (Besrkolyqu,A. S. ) 对 于 
平面 上 的 HO 测度 而 得 到 . 1947 年 , 费 德 雷 尔 (Fed- 
erer,H. ) 证 明了 一 般 情形 . 

面积 公式 (area formula) 求 欧 氏 空间 子 集 面 
积 的 一 种 公式 .在 几何 测度 论 发 展 的 早期 就 知道 ,对 
+ R” 中 每 个 勒 贝 格 可 测 集 到 ,以 及 李 普 和 希 茨 映射 
f:R”>R*(n 宇 k) 有 面积 公式 


| J,f CE)d n (x) 


e 8 H*(OW (| f-'(y))dH*(y), 


其 中 Jif(z) 为 f(x) 的 雅 可 比 式 . 24 f£ X — — Bi 
射 且 二 n 时 ,右边 积分 等 于 玉 (f(W)). 由 此 可 见 ， 
n 可 求 积 集 的 H” 测度 即 为 微分 几何 中 的 维 体积 . 
男 一 方面 ,利用 映射 在 一 点 处 “近似 可 微 ” 这 个 概念 ， 
可 将 这 个 公式 推广 到 R° 中 的 (7*,k) 可 求 积 集 .但 
在 f(W) 的 五 维 数 小 于 n 时, 上述 公 式 反映 的 信息 
很 少 . 因此 ,1957 4E , R #š HS ZR (Federer, H. ) 证 明 : 
对 于 每 个 李 普 希 茨 映射 R° Ri Nk) KEN A 
可 测 集 W ,成 立 下 列 余 面 积 公式 


|. Jif (ody, (z) 


E 1 HW D fy) day). 


面积 公式 与 余 面积 公式 分 别 应 用 于 目标 空间 的 维 数 
k 至 少 为 n 与 至 多 为 n 的 情形 ,因此 可 将 它们 看 成 
对 偶 的 公式 ,而 且 余 面积 公式 也 已 被 推广 到 (万 k) 
可 求 积 集 的 情形 . 而 这 些 公式 的 研究 使 人 们 了 解 到 ， 
关于 可 微 映 射 的 积分 变换 的 本 质 上 的 假定 在 于 对 此 
映射 雅 可 比 式 秩 的 限制 . 


A f 测 论 


密度 (density) ”描写 一 点 附近 局 部 测度 的 一 
种 概念 . 密度 与 近似 切 锥 是 描述 一 点 附近 局 部 测度 
的 两 个 重要 概念 ,对 于 子 集 4,0 委 4 一 十 co 与 <E A, 
S Bla,7) 为 R" 中 以 a 为 中 心 ,r 为 半径 的 球体 , 然 
后 定义 在 点 a 关于 拉 东 测度 "的 & 维 上 密度 与 下 密 
度 为 


gg Or E lim sup w r "vVCBlasr)), 


r—-0 


0; (v,a) = liminf æ !r ^ “vy(B(a,r)), 
+ 


— 0 


其 中 o, 为 & 维 单位 球体 积 , 当 上 密度 与 下 密度 相等 
时 ,它们 的 公共 值 称 为 点 a 关于 v 的 & 维 密度 , 记 为 
0 (a). 此 外 ,利用 上 密度 概念 可 以 定义 集合 的 近 
似 切 锥 , 它 何 时 成 为 向 量 空间 与 该 集合 的 可 求 积 性 
Ea .投影 性 质 有 着 深刻 的 联系 . 
广义 高 斯 -格林 公式 (Generalized Gauss-Green 

formula) 一 般 高 斯 -格林 公式 在 测度 积分 形式 下 
的 推广 . 利用 密度 概念 可 以 定义 的 男 一 个 重要 概念 
是 集合 在 一 点 处 的 外 法 线 , 当 所 论 集合 有 光滑 边界 
时 ,这 个 概念 很 直观 ,在 一 般 情形 则 较为 复杂 . 给 定 
点 集 Q 与 测度 v, 可 以 定义 一 个 新 的 测度 vy LQ 如 下 : 
对 于 集合 G, 规定 G 关 于 v LQ 的 测度 v LQG) 
二 v(Q 门 G). 因此 ,R” 中 集合 A 在 一 点 5 处 的 外 法 
向 量 是 如 下 定义 的 一 个 单位 向 量 w= 二 n(4 ,6), 它 使 
得 对 于 

Q, = (x|(x—bD*u0), 

Q, = {x|(a — b) eu < 0) 


OG, LO, N 45,0) 
= F(u, L(Q,\A),6) = 0. 

这 个 概念 只 含 点 集 4 关于 j 的 测度 性 质 , 而 不 需 
要 预先 知道 4 的 几何 性 质 , 甚 至 连 边界 的 概念 也 未 
提 到 . 鉴于 这 样 广义 的 概念 ,使 人 们 可 将 古典 的 高 斯 
-格林 公式 推广 到 相当 一 般 的 形式 : 设 4 AR” 中 的 
FH, 

F= {x|@ (Ce, L(R"\A),2) = 0}, 

G= {z| Cmn L Asx) = 0}. 
如 果 对 于 每 个 紧 集 K CR’, IT 1((KNF)UG) 
<+, MFR 上 每 个 有 紧 支 集 的 李 普 和 希 茨 一 阶 
向 量 场 ,有 


[EG CA à» Go = div ëé(z)dzu, (>), 


此 处 (。，。 NAR. 为 一 方面 ,大 以 BdA 记 4 
的 普通 边界 , 则 当 对 于 R" 中 的 每 个 紧 集 天 ,都 有 
I1 '(Kf1Bd 4) 过 十 ce 时 ,上 述 条 件 满足 ,从 而 上 述 
广义 高 斯 -格林 定理 成 立 . 

整流 (integral flow) x AE X [& zx [JR] pk Sai 
分 区 域 的 分 析 与 拓扑 描述 . 长 期 以 来 ,人 们 寻求 着 
R” 中 “& 维 积分 区 域 ” 的 分 析 与 拓扑 描述 . 这 个 概念 
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应 该 保留 微分 流 形 的 光滑 性 与 整 系 数 多 面体 链 的 组 
合 性 质 所 带 来 的 好 处 ,同时 为 了 满足 变 分 的 需要 ,这 
类 区 域 应 该 具有 某 种 紧 致 性 质 ,而 “整流 ”概念 正 是 
为 了 适应 这 些 需 要 而 产生 的 . 设 U AR 中 的 开 集 ， 
人 (DU) 为 紧 支 集落 在 U 内 的 m 阶 光 滑 微 分 形式 的 
全 体 . Z” (U) 上 的 线性 泛 函 称 为 m 维 流 . 流 
S€ Z2,(U)WJ x SE supp S 理解 为 U 内 的 最 小 相对 
紧 子 集 C, 使 得 对 于 一 切 满足 supp gC UNC 的 PE 
€" QU), A S CQ) = 0. W xx 4" ES. e H Q8 br HB (de 
Rham,G. W. ) 为 研究 霍 奇 理论 而 引入 的 . 由 于 一 个 
曲面 决定 于 对 于 定义 在 它 上 面 的 任意 m 阶 光 滑 微 
分 形式 的 积分 运算 ,因此 m 维 几何 曲面 可 以 分 析 地 
表示 成 一 个 流 . 特别 地 ， 由 点 Uos dle" sam 生成 的 单 
AE X PEXEU 内 , 则 它 也 代表 一 个 流 . 这 种 流 的 整 
系数 线性 组 合 称 为 U 中 的 一 个 整 系数 多 面体 链 . 如 
果 一 个 流 可 以 用 整 系数 多 面体 链 关 于 李 普 和 希 茨 映射 
的 像 来 通 近 ,就 称 它 为 可 求 积 流 . 利用 边缘 算 子 a, 
可 以 得 到 新 的 流 OS. ERE LW AS (9) = S (de) ,这 
E d 表示 外 微分 运算 . 对 于 任意 m —1 阶 光滑 形式 
BBS 5j aS 均 为 可 求 积 流 , 则 称 S 为 一 个 整流 . 例 
如 每 个 1 维 整 流 总 是 长 度 有 限 的 有 限 条 单 弧 与 可 数 
条 单 闭 绝 之 和 . R” 中 的 每 个 维 整流 可 以 表示 成 


EC A €» A ve A €, PA p, , 


其 中 EC19629 *** »€,, 为 R” 的 切 空 间 的 标准 基 ,4 为 使 得 
推广 的 高 斯 -格林 公式 成 立 的 勒 贝 格 可 测 集 . 当 1 
<m<nBF,R" 中 的 m 维 整流 是 相当 复杂 的 ,但 重要 
的 是 ,由 紧 支 集 在 同一 有 界 集 内 且 按 某 个 范 数 有 界 
的 整流 组 成 的 集 是 紧 的 . 正 是 这 一 点 形成 了 变 分 学 
中 新 的 几何 方法 . 

可 求 积 流 Gntegrable flow) W W”. 

整 平坦 流 (integral flat flow) 满足 某 种 条 件 
的 可 求 积 流 . 如 果 流 S 可 以 表示 为 RAJ T B h R, 
T JA np Big CR AR). ME S 为 整 平坦 
流 . 利用 边缘 算 子 可 以 建立 这 类 流 的 同调 理论 ,这 种 
同调 理论 与 局 部 李 普 希 茨 范畴 内 的 整 系数 的 经 典 奇 
异同 调 论 同 构 . 但 是 对 于 积分 问题 ,相交 理论 等 ,这 
种 链 群 明显 地 优 于 奇异 链 群 . 因为 与 奇异 链 不 同 ,一 
条 平坦 链 与 其 分 割 等 同 ,这 就 简化 了 闭 链 的 构造 ,并 
得 到 较 好 的 实 系数 上 闭 链 . 不 仅 如 此 ,由 此 还 发 现 所 
谓 等 周 不 等 式 不 仅 对 于 微分 几何 中 的 某 些 特殊 情形 
成 立 , 而 且 对 这 种 同调 论 有 类 似 的 估计 ,这 就 使 得 代 
数 拓扑 与 测度 论 联 系 起 来 了 . 

可 以 用 流 的 理论 来 研究 普 拉 托 问题 . 存在 性 定 
理 表 明 , 极 小 曲面 总 是 一 个 m 维 局 部 可 求 积 流 , 即 
这 样 的 流 SE £0, QUO EE x €U, BERS 
E U 内 的 可 求 积 流 R, 使 +&supp(S 一 R). 曲面 的 
光滑 性 问题 就 是 supp S 的 光滑 性 问题 .于 a € 
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supp S, EF TESI VCR", fH V supp S 为 C 2E m 
维 子 流 形 , 则 称 a 为 正则 点 ,否则 称 a 为 奇 点 . 由 于 
几何 测度 论 的 发 展 ,使 高 维普 拉 托 问题 取得 重大 进 
R.D. Om m6 时 极 小 曲面 是 光滑 的 , 当 滩 
=7 时 , 极 小 曲面 的 奇 点 集 的 H 维 数 不 超 过 m— 7. 
类 似 于 局 部 可 求 积 流 , 可 以 定义 局 部 整流 、 局 部 整 平 
坦 流 .后 者 与 流 形 上 分 析 中 的 实 解析 子 簇 与 复 解 析 
子 徐 有 着 十 分 密切 的 关系 . 
弱 可 微 函 数 (weakly differentiable function) 

IS BS AR FE AE FH PRL. 是 光滑 函数 的 一 种 测度 积分 意 
义 下 的 推广 . 若 了 了 为 R EY OT xe AX. xr T R^ F 
有 紧 支 集 的 李 普 希 蒋 向量 场 ,有 


[éco Df Cr)dg, = | — f(x)divé(xr)dy,. 


然而 在 上 述 等 式 中 ,对 于 等 式 的 右边 , 仅 从 定义 来 
义 , 仅 要 求 了 局 部 us 可 积 即 可 ,因此 ,对 于 局 部 Z, 
np PARS 六 上 式 右 边 的 积分 可 看 做 由 /了 确定 的 茶 个 
Zk TEIZ RA E 的 值 ,这 个 泛 函 就 称 为 了 的 弱 微分 . 这 
种 了 地 称 为 弱 可 微 函 数 . 开 集 2 上 全 体 弱 可 微 函 数 之 
集 记 为 BV (2), WJ BV COD f ü SX 


I file [| IDS ide, 


形成 一 个 巴 拿 赫 空间 . 弱 可 微 函 数 曾 在 各 种 场合 下 
出 现 ,首先 是 在 勒 贝 格 面积 论 , 而 后 是 在 偏 微 分 方程 
论 中 . 特别 地 , 它 是 极 小 曲面 理论 中 的 有 力 工具 . 


Bm REM MAA GE 林 HbA 
审 Ë 严 绍 宗 省 林 


iB functional analysis) 研究 一 个 空间 
到 另 一 个 空间 的 映射 的 数学 分 支 ,其 中 至 少 有 一 个 
空间 是 无 穷 维 的 . 

谤 函 分 析 是 分 析 .代数 和 几何 这 三 大 数学 分 文 ， 
经 18 一 19 世纪 的 发 展 ,相互 交叉 与 渗透 ,于 20 世纪 
30 年 代 形 成 的 具有 高 度 综合 性 的 一 门 学 科 . 或 者 说 
泛 函 分 析 是 用 代数 和 几何 的 观念 和 方法 研究 分 析 谍 
题 的 一 门 学 科 . 

泛 函 分 析 的 直接 数学 源头 是 变 分 法 和 积分 方 
Ti. 这 种 “函数 的 函数 "的 “ 泛 函 ?观念 于 19 世纪 末 开 
始 出 现 于 变 分 学 中 .“ 局 部 极 值 ?的 研究 以 及 经 典 分 
析 中 “一 致 收敛 ”, 各 种 “积分 平均 收敛 ”的 运用 促使 
人 们 把 作为 “ 自 变量 ”的 函数 视 为 “点 ”, 而 这 种 点 与 
点 之 间 还 有 远 或 近 的 度量 , 即 “ 距 离 ”, 赋 有 “距离 ”的 
函数 的 集合 被 视 为 “空间 ” 20 世纪 初 ,就 出 现 了 由 
3b d RK (Fréchet, M. -R. ) 提 出 的 抽象 的 度量 空间 . 
1900 年 , 弗 雷 德 霍 姆 (Fredholm,(E. ) I. ) 成 功 地 将 
线性 代数 方程 组 理论 推广 到 连续 核 积 分 方程 . 随后 ， 
希 尔 伯 特 (Hilbert,D. ) 在 研究 连续 对 称 核 积 分 方程 
时 获得 更 为 深入 的 结果 , 引 人 和 人 函数 的 正 交 展开 ,从 而 
将 积分 方程 转化 成 无 限 阶 的 线性 代数 方程 组 问题 ， 
这 显示 代数 的 观念 和 方法 对 解决 某 些 分 析 谍 题 的 重 
要 性 , 希 尔 伯 特 还 发 现在 函数 空间 (无 限 维 向 量 空 
间 ) 中 存在 非特 征 值 的 连续 谱 . 

20 世纪 20—30 年 代 , 泛 函 分 析 在 经 典 分 析 的 
经 验 和 发 展 需要 的 基础 上 ,特别 是 受到 量子 物理 大 
发 展 的 刺激 ,经 哈 因 (Hahn,H. ). E & i (Banach, 
S.). BH Er (Riesz, F.) W + r BH & (von Neumann, 
J. ) 等 人 的 努力 , 沿 着 对 偶 理 论 和 算 子 谱 论 这 两 个 基 
本 方 回 逐渐 发 展 而 形成 一 门 独立 学 科 . 

关于 对 偶 理 论 ,首先 是 弗 雷 歇 和 里 斯 独立 地 给 
出 了 和 希 尔 伯 特 空间 上 连续 线性 泛 函 的 表示 定理 . 
然后 里 斯 又 相继 给 出 许多 具体 空间 ,诸如 C La sb]. 
L'[a,b sl /^ Co D E BJ B BRET PR Xx EE. 随 
着 20 年 代 初 赋 范 线性 空间 概念 的 引进 ,1927 年 , 哈 
恩 以 及 两 年 后 的 巴 拿 赫 相 互 独立 地 解决 了 完备 赋 范 
线性 空间 上 泛 函 延 拓 定理 的 证 明 , 从 而 第 一 次 引入 
了 赋 范 线性 空间 的 对 偶 空间 . 同一 时 期 主要 由 巴 拿 
赫 证 明了 共鸣 定理 `. 开 映射 定理 和 压缩 映射 不 动 点 
定理 等 . 1932 年 , 巴 拿 赫 的 名 著 《 线 性 算 子 理论 》 问 
t. 

关于 线性 算 子 谱 理论 ,在 希 尔 介 特 早期 工作 的 

基础 上 ,里 斯 提出 了 全 连续 算 子 概念 . 先 从 ,又 对 


分 dT 


Cla,b ,最 终 就 巴 拿 赫 空间 讨论 了 相应 的 弗 雷 德 直 
姆 理论 ,以 后 又 由 绍 德 尔 (Schauder,J. P. ) 于 1932 
年 补充 完成 , 即 形成 所 谓 的 里 斯 - 绍 德尔 理论 . 
1929—1932 年 出 现 了 抽象 希 尔 伯 特 空间 , 冯 ，。 诺 伊 
BSE] (RA ALMA ST . 西 算 于 和 正常 算 子 的 谱 
分 解 , 这 是 线性 算 子 理论 的 系统 的 黄 基 性 工作 . 

BA 20 世纪 40 年 代 , 泛 函 分 析 又 形成 三 个 新 
分 文 , 冯 ， 诺 伊 曼 受 诺 特 代数 环 论 影响 开始 弱 闭 对 
称 算 子 环 ( 后 人 称 为 如，。 庄 仇 曼 代 数 ) 的 研究 ,后 来 
35 AK EH (T'enpbann, H. M. ) 在 完备 对 称 环 方面 出 色 
的 研究 以 及 在 经 典 分 析 和 表示 理论 方面 成 功 的 应 
用 ,不 仅 强 化 了 泛 函 分 析 在 数学 中 的 地 位 ,同时 也 还 
渐 形 成 了 一 般 的 C 代数 理论 分 文 . RIK 
(CoGozteB, C. JL ) 对 微分 方程 弱 解 的 研究 引发 了 对 一 
些 特 定 的 函数 空间 的 兴趣 ,这 些 空间 的 性 质 与 问题 
的 解 的 特征 密切 相关 . 索 伯 列 夫 空间 的 能 人 定理 深 
刻 地 揭示 了 各 种 特定 函数 空间 之 间 的 关系 . 随后 , 施 
BLK (Schwarz, L. ) 在 泛 图 分 析 观 念 下 建立 了 广义 
函数 论 ,广义 函数 不 仅 芮 定 了 物理 学 家 引入 的 8 S 
数 及 其 相关 的 形式 运算 的 理论 基础 ,而 且 还 为 后 来 
的 偏 微 分 方程 理论 的 突破 性 进展 起 了 基本 的 作用 . 
在 泛 也 分 析 形 成 过 程 中 ,提出 了 种 种 重要 的 弱 收 全 
概念 ,这 些 收敛 都 不 能 纳入 距离 收敛 框架 之 内 ,从 而 
逐渐 形成 一 般 的 拓扑 线性 空间 理论 分 文 , 其 中 特别 
重要 的 是 局 部 凸 的 拓扑 线性 空间 理论 . 带 有 偏 序 结 
构 的 拓扑 线性 空间 , 因 以 一 些 函 数 空间 为 背景 也 得 
到 了 发 展 . 

从 泛 函 分 析 的 起 源 来 看 , 变 分 法 中 求 的 是 非 线 
TEZ R yy) 的 极 大 与 极 小 ,在 所 研究 的 问题 中 ,只 
要 涉及 的 空间 或 映射 有 一 个 是 非 线性 的 . 这 就 属于 
非 线 性 泛 函 的 范畴 ,在 现实 中 非 线性 问题 远 比 线性 
问题 多 , 随 着 非 线 性 问题 研究 的 深入 ,业已 逐渐 形成 
在 应 用 上 有 一 定 广 泛 性 的 泛 函 分 析 的 非 线 性 理论 ， 
如 凸 谤 函 与 单调 算 子 理论 、 隐 函数 理论 .拓扑 度 理 
论 .临界 点 理论 .分歧 理 论 等 .可 以 预期 非 线性 泛 函 
分 析 今 后 会 有 更 广阔 的 前 景 , 发 挥 出 更 大 的 作用 . 


拓扑 线性 空间 


线性 空间 (linear space) ” 亦 称 问 量 空间 . 具有 
线性 结构 的 集合 . 设 E 是 一 非 空 集合 ,K 是 实数 域 
R( 或 复数 域 C), 如 果 下 列 条 件 成 立 , 则 称 E XS 
(或 复 ) 线 性 空间 : 
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Z É 分 析 


LE jJ HIE EE. BJ E rp nike SEU S TE 
Bry z C E MÆ: 

1) ++y= ytrer RE). 

2) Gro 30 z— xd (ytz: (Gee). 

3) 有 零 元 0, [818 E E 

4) XR x€ E, AAMC z€ E, 18 45 

kriss, 

2. 对 任意 c € E Mee K ORT E 中 一 个 你 为 
a 与 x 的 积 的 元 素 ex. fi 18 : 

1) a(8x)= CaB)x. 

2) 1] ° == 

3) (a+ ?)x==az-+ Pz. 

4) a(X 十 y) 二 qz 十 ay( 分 配 律 ). 

线性 空间 E 的 元 素 称 为 同 量 ,向 量 与 向 量 的 相 
加 以 及 数 与 向 量 的 乘积 称 为 线性 运算 . 设 E, R: E 
的 子 集 , 如 果 对 任意 xy € E, 和 acE 天 ,有 工 十 yyaz 
E E, 成 立 , 则 称 E, 是 五 的 线性 子 空 jB]. £i E,— (0) 
uk EWR E, 是 平凡 子 空 间 . A EAE, WH E 是 
E 的 真子 空间 . 癌 量 空间 是 线性 代数 的 中 心 内 容 和 
基本 概念 之 一 , 它 的 理论 和 方法 在 科学 技术 的 各 个 
领域 都 有 广泛 的 应 用 ,同时 也 是 泛 函 分 析 的 一 个 基 
Fihi. 

向 量 空间 (vector space) 即 “ 线 性 空间 ” 

线性 子 空间 (linear subspace) 见 “ 线 性 空间 ” 

线性 空间 的 商 空 间 (quotient linear space) R 
线性 空间 与 其 线性 子 空间 导出 的 线性 空间 . AE E PE: 
线性 空间 ,M 是 五 的 一 个 线性 子 空 
ENX: AMEER z 一 yEM 的 两 个 向 量 z, y 归于 
同一 类 , 称 其 为 (mod M 的 ) 等 价 类 . 把 一 个 等 价 类 
看 成 是 一 个 新 的 元 ,这 种 元 的 全 体 组 成 的 集合 记 为 
E/M ,Jfid x 所 在 的 等 价 类 为 ,在 EE/M 中 规定 线 
性 运算 如 下 

A t D 

(a Té RX) MU) E/M 成 为 线性 空 
M 的 商 空间 . 

线性 表示 (iinear representation) 一 种 重要 的 
表达 形式 . 指 线性 空间 中 的 一 个 元 素 可 通过 另 一 
元 素 的 线性 运算 来 表示 . 设 ry Dest Z, 是 线性 空 
la] E HJ ER A] d c EE, 如 果 存 在 数 Cl s C2 » *** o C, 
使 得 


pa —— 
aZ = lax) 


[B]. FRE/MON E RF 


Te pe 
IEN 

MJER x BT zeen, 线性 表示 ,或 
cr, 的 线性 组 合 . 

线性 组 合 (linear combination) 
A. 

子 集 张 成 的 线性 子 空间 (linear subspace of 
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X 是 Xis T29 


见 “线性 表 


zb, IS E BÉ 


subset) 由 子 集 的 元 的 线性 组 合 全 体 产生 的 空间 . 
设 4A 是 EE 的 子 集 , 令 工 为 E 中 包含 4 的 最 小 线性 
子 空间 , 即 

d. es { Soale C K,x;C€ A, 

¿= 1,2,-" nin 为 任意 正 整 数 )， 

称 L, ATÆ 4 张 成 的 线性 子 空间 或 4 的 线性 包 ， 
常 记 为 span A. 

tit €) (linear closure) 见 “ 子 集 张 成 的 线性 
子 空间 ” 


线性 无 关 集 (linearly independent set) 线性 
空间 中 的 一 类 子 集 . 设 S 是 线性 空间 E 的 一 个 非 空 
子 集 ,如 果 S 中 任何 有 限 个 元 都 是 线性 无 关 的 , 则 
称 S 为 £ 的 一 个 线性 无 关 的 集合 (参见 (高 等 代数 》 
有 关 条 目 ). 
线性 无 关 的 子 空间 (linearly independent sub- 


spaces) ”线性 空间 中 的 一 组 特殊 的 子 空间 . 记 Ei 
Ens En 是 线性 空间 的 个 线性 子 空间 ,如 果 任 
RM zi:EE(zAA0;1=1,2,° 565231) deg °° + Ly 都 是 线 


性 无 关 的 , 则 称 EL. Elo En 是 一 组 线性 无 关 的 子 
空间 . 

oe WE SS fa) AY BE Chasis of linear space) EZ 
间 中 的 极 大 线性 无 关子 集 . 设 4 是 线性 空间 五 的 一 
个 线性 无 关子 集 , 如 果 A 张 成 的 线 性 子 空 间 就 是 E 
A,B spanA=E, Wie A 是 的 一 个 线性 基 , 或 
称 为 哈 默 尔 基 . 4 的 基数 ( 势 ) 称 为 E 的 维 数 , 记 为 
dim E. 34 dim E< + colit , Sk EAA Bis HE B5] ; #š WJ #K 
E 为 无 限 维 的 . 任何 线性 空间 都 有 哈 默 尔 基 , 而 且 维 
数 是 惟一 确定 的 , 即 不 依赖 于 基 的 不 同 选择 . 

哈 默 尔 基 (Hamel base) ” 见 “ 线 性 空间 的 基 ”. 

£k E == fa] AY HEH (dimension of linear space) 


见 “ 线 性 空间 的 基 ” 
有 限 维 线性 空间 (fnite-dimensional linear 
space)” 见 “线性 空间 的 基 ”. 
无 限 维 线性 空间 (infinite-dimensional linear 
space)” 见 “线性 空间 的 基 ”. 
oe ME SS 8) AY SE BE HW (codimension of linear 
subspace) 线性 子 空间 的 补 子 空间 的 维 数 . 设 M 


是 线性 空间 五 的 线性 子 空间 , 子 空间 M 的 余 维 数 就 
是 商 空间 E/M 的 维 数 , 它 也 等 于 M 的 补 子 空间 的 
维 数 ， 

线性 空间 中 的 超 平 面 (hyperplane in linear 
space) ”线性 空间 中 的 一 类 子 集 . JÉ VI cH 的 集 
称 为 线性 空间 E RKE. KPEE, H EE 
的 极 大 真子 空间 , 即 H 的 余 维 数 为 1. 

线性 空间 的 直接 和 (direct sum of linear spa- 
ces) ”线性 空间 的 子 空间 之 间 的 一 种 运算 . 设 L,, 


Lost L, 是 线性 空间 五 的 线性 子 空间 ,如 果 对 任意 
z€ E 都 可 以 惟一 表示 为 X= 二 zi 十 Xz 十 … 十 Xx, (z, € 
Lii-—1,2,-:,0,.W| £k E Æ Lis lst, La 的 直接 
和 ， 记 为 


BEI. EI 
E 是 的 直接 和 当 且 仅 当 Lis L,  *** > L, 
是 线性 无 关 的 子 空间 组 , 且 对 任何 z€ E, BREE x; 
€ Li/(i—-1,2,*:,n2, 1818 z— xz tr: 4-4 z,. 如 果 
五 是 元 与 二 的 直接 和 , 则 称 L, 是 L, 的 补 子 空间 ， 
L: Æ Li WAFS le] ML, 与 L; 是 互补 的 . 

设 LisLost > L, BAS H, AX T A AA 
构成 的 集合 E= UO sap pu) Iz;€ L, i= 152; 
soy} ,在 五 中 规定 线性 运算 如 下 : Cry mtm 
Cyr Nott Yn) = (mi T yi TF yss ttt stat Yn) alr, 
.ax,). N) E BOAR EE Z= 
间 ,并 称 E 为 线性 空间 Lis Los L, 的 乘积 空间 ， 
记 为 ==L X L, +*** XL 或 简 记 为 


TTE 
如 将 元 中 的 回 量 x; 5 E AEO, 0,0, 
…,0) 视 为 同一 , 则 元 便 可 视 为 五 中 的 线性 子 空间 ， 
在 这 个 意义 下 , 易 知 义 是 {Li} 的 直接 和 . 
线性 子 空间 的 补 子 空间 (complementary sub- 
见 “ 线 性 空间 的 直接 


Los e. T.) = COT, P QT. s. ... 


space of linear subspace ) 
和 ”. 

£b E == [8] AY He #2 <= [B] (product space of linear 
subspace) 见 “ 线 性 空间 的 直接 和 7” 

线性 空间 的 线性 同 构 (isomorphism of linear 
spaces) ”线性 空间 之 间 保 持 线 性 运算 的 一 一 对 应 . 
iz X AMY 是 两 个 线性 空间 ( 同 为 实 的 或 复 的 ) ,如果 
存在 由 XX 到 Y 上 的 映射 pg, 使 得 对 任何 x,y€EX 及 
Bl a, B. S rÑ 

glar + By) = aglr) + PRY) 
成 立 , 则 称 X AMY 线性 同 态 ,p 称 为 X BY EWA 
性 同 态 映 射 . 如 果 8 还 是 一 对 一 的 , 则 称 X A Y R 
性 同 构 ,p 称 为 X 和 YY 之 间 的 线性 同 构 映射 . 

£k j [8] AS Chomomorphism of linear spaces) 
见 “ 线 性 空间 的 线性 同 构 ”. 

度量 空间 (metric space) ” 亦 称 踢 离 空间 .一 种 
拓扑 空间 ,其 上 的 拓扑 由 距离 决定 . 2 R 是 一 个 非 
BEE oo WER LW ICM ,满足 如 下 条 件 ， 

1. 6Cxy) 之 0 Ho(x,y)=0Or=y; 

2. 0r. y)— 0(y, x); 

3. CX 8 SR) pr 0 X pCr,z)d-0Cy,2); 
WEE p(x,y) 为 两 点 Xx,y 之 间 的 距离 ,R ER 2 成 
为 度量 空间 或 距离 空间 , 记 为 (R,P). 设 A 是 R 的 
FE MARR 中 的 距离 o 也 成 为 度量 空间 , 称 为 


拓扑 线性 空间 


R 的 (度量 ) 子 空间 . 如 果 把 上 述 距 离 的 条 件 1 改 为 
pGc,y)220 H p(x,x) 二 0, 则 称 p 为 R 上 的 拟 距离 ， 
当 pelr, y)=0 I}, w r~y. 站 是 R 上 的 一 个 等 价 关 
系 , 记 商 集 ( 即 等 价 类 人 全体) 为 D=R/~,4ED LFF 
二 元 函数 oo CEL 3) — pGr y) (EF VER) M o E 
D EKER, MCD. OMA R TRIULEB BE o 导出 的 商 
(度量 ) 空 间 . 

量 空 间 (R,p) 中 的 子 集 4 称 为 有 界 的 ,如 果 
对 LER, FEAM M, E oro 32 CM 对 4 中 的 一 
H z 成立. 设 zeoER,r>>0, 则 称 集合 (zlzER,o(Cz， 
Zo)< 7 为 以 zo 为 中 心 ,r 为 半径 的 开 球 ,或 ro 的 > 
邻 域 , 记 为 O(zo,7). 又 设 ACR AME ce AVF 
E r HEDRER OG, OCA, M A 称 为 开 集 ;而 称 
开 集 的 补 集 为 闭 集 . R 中 包含 子 集 A 的 最 小 闭 集 就 
称 为 4 的 闭 包 . 

度量 空间 是 弗 雷 软 (Frechet,M. -R. ) F 1906 
年 引进 的 , 它 是 现代 数学 中 的 一 种 基本 而 重要 并 且 
非常 接近 于 欧 几 里 得 空间 的 抽象 空间 ,也 是 泛 函 分 
析 的 基础 之 一 . 

距离 空间 (Cmetric space) RED E Ea a”. 

度量 子 空间 (metric subspace) M “R EZ 
lg] ". 

Ej RE SR s= [Bj (quotient metric space) 
空间 ”. 

距离 (distance) 见 “ 度 量 空 间 ” 

拟 距 离 (quasi-distance)” 见 “度量 空间 ”. 

可 分 度量 空间 (separable metric space) JPR 
可 析 度 量 空间 . 有 可 数 稠密 子 集 的 度量 空间 . iZ A 
是 度量 空间 R 的 子 集 , 如果 存 在 有 限 集 或 可 数 集 
{Xs}CR 在 4 中 稠密 ,就 称 A 是 可 分 点 集 . 当 度 量 
空间 R 本 身 是 可 分 点 集 时 , 称 R 为 可 分 度量 空间 . 

可 析 度 量 空 间 (separable metric space) B| 
“可 分 度量 空间 ” 

Fè E Æ K i convergence in metric) ”由 距离 
刻画 的 收敛 . RCR, o0 d E REIR] AI n) CR, 
如 果 存 在 z € R, [E24 n— oo BE Lo Cr, 20 0 RK 
Gc, HEB BS. o WS F zo, 记 为 

lim z, = zo 
BM, > z (n> oo) FF RK Gn KARAJ, z, 为 {x,) 
HJ t BR. E E == [B] FP K X e 91 BS] C DR PE: ME — HJ. 

完备 度量 空间 (complete metric space) 一 类 
重要 的 度量 空间 . 设 (x,} 是 度量 空间 (R,P) 中 的 点 
列 , 如 果 对 任意 o> 0, ff YE N (e) > 0, 8 18 n,m 
SNE, EA oGo, n, <E, Hl Go, J PRA R 中 的 基 
本 点 列 或 柯 西 点 列 . 奉 度 量 空间 R 中 的 每 个 基本 点 
列 都 收敛 ( 即 在 R 中 有 极限 ), 则 称 R 是 完备 度量 空 
间 . 设 CR,p),(R1,p1) 是 两 个 度量 空间 . 如 果 存 在 由 
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R 到 R. 上 的 映射 T ,使 得 对 一 切 ry€ R, A 
e OP Ty) =pl, RAL, MET Æ R 到 R 上 的 
等 距 映 射 , 并 称 R 与 R, 等 距 同 构 . 对 于 度量 空间 
R, 如 果 有 完备 的 度量 空间 Ri, 使 R 等 距 同 构 于 R. 
的 一 个 稠密 子 空间 , 则 称 R, 是 R 的 完备 化 空间 . 任 
何 度 量 空间 都 必 存 在 完备 化 空间 , 且 知 除去 等 距 同 
构 不 计 外 ,完备 化 空间 是 惟一 的 . 1906 Æ, 3Ë ER RI 
(Fréchet, M. -R. ) 在 引进 度量 空间 后 ,又 运用 柯 西 
收敛 准则 提出 了 度量 空间 的 完备 化 . 

度量 空间 的 完备 化 空间 (completion of metric 
见 “ 完 备 度量 空间 ”. 

基本 点 列 (fundamental sequence of points) 

见 “ 完 备 度量 空间 ”. 

柯 西 点 列 (Cauchy sequence of points) 
本 点 列 ”. 

SR AR BY (isometric mapping) 
空间 ”. 

等 距 同 构 (isometrically isomorphism) 
备 度量 空间 ”. 

闭 球 套 定理 (closed ball nest theorem) 对 度 
量 空 间 的 完备 性 的 一 种 刻画 . 设 (R,o) 是 完备 的 度 
RIS = (e lpGr ze E R Dat, 

SO e c) s DN Ds, 
如 果 球 的 半径 6 一 0, 则 必 有 惟一 的 点 ze 属于 每 个 
S, Ü Bp 


space) 


Bp ^t 
见 “ 完 备 度 量 


见 “ 完 


TS 

进而 ,如 果 在 度量 空间 R 中 上 述 闭 球 套 定理 成 立 ， 
则 R 必 是 完备 的 . 

Wt BB $E (nowhere dense set) Jp PR ICA Pa 
Se. 度量 空间 中 的 一 类 子 集 . 如 果 度 量 空间 R 的 子 
集 A 不 在 R 的 任何 非 空 开 集中 稠密 , 则 称 4 Ke 
朗 集 . 如 果 R 中 的 点 集 AURREZ np Syr BH 
集 的 并 ,就 称 4 是 第 一 范畴 集 ( 或 第 一 纲 集 ). 度量 
空间 的 非 第 一 范畴 集 称 为 第 二 范畴 集 ( 或 第 二 纲 
Se). 贝尔 纲 定理 断言 :完备 的 度量 空间 必 是 第 二 范 
ai 贝尔 岗 定理 是 区 间 套 定理 的 发 民 与 提高 ,在 证 
明 许 多 存在 定理 时 是 很 有 用 的 . 

Jr Ab $83 BE f (nowhere dense set) 
#”. 

第 一 范畴 集 (set of the first category) J)“ J 
BASE”. 

së — 36 fE (set of the second category) W, 
Bit BASE”. 

第 一 纲 集 (first category set) 
集 ”. 

第 二 纲 集 (second category set) 
g”. 
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H "er BH 


即 “ 第 一 范畴 


即 “ 第 二 范畴 


贝尔 纲 定 理 (Baire category theorem) JU “if 
SEN 

3j X Æ (sequentially compact set) ”上 度量 空间 
中 的 一 类 子 集 . 设 A 是 度量 空间 R 中 的 子 集 , 如果 
A 中 的 任何 点 列 必 有 收敛 的 子 列 , 就 称 A E: RPH 
列 紧 集 . 如 果 R 本 身 是 列 紧 集 , 就 称 R 是 列 紧 空间 . 
列 紧 集 是 有 界 的 . 但 一 般 度量 空间 与 欧 氏 空间 不 同 ， 
有 界 闭 集 不 一 定 列 紧 ， 

Se ARE (totally bounded set) 上 度量 空间 
中 的 一 类 子 集 . 对 于 度量 空间 R 中 的 子 集 4 ,如果 
ABCA AER e, 使 得 以 B 的 各 点 为 心 ,以 。 为 半 
ft BJ JT ER ARMES 4 , 即 

U Oz e) DA, 


那么 称 BB 是 4 B9 e PI. 如 果 对 任何 。 之 0,4 总 有 有 
ERAS e Pl (xi vaio, } BAR A 是 完全 有 界 
的 . 度量 空间 中 的 列 紧 集 必 是 完全 有 界 的 ,而 在 完备 
度量 空间 中 ,完全 有 界 性 与 列 紧 性 等 价 . 
e N C-net) 见 “ 完 全 有 界 集 ” 
BME (compact set) FE 
的 闭 集 . 对 于 紧 致 集 4, 如 下 的 有 限 


空间 R PRR 
m AE JH PK SY : 


ix C —(O.|a€ A) HE RPU KAFR, WARY A 
A, Bp 
UO.2A, 
那么 发 有 d 中 的 有 限 个 开 集 O, TOP ees , O, 覆盖 A: 
UODA. 


反之 ,如 果子 集 4CR BIE-—JES m EFTET RA 
盖 , 则 A 必 是 紧 致 的 . 

WR ir (absorbing set) 线性 空间 中 的 一 类 子 
集 . 设 A 是 线性 空间 ENR, 如果 对 每 个 xEE， 
必 有 正 数 A, EAE XT — 9] | AL SCA A Ax € A, SUE A 
是 吸收 的 . 拓扑 线性 空间 中 零 元 的 任何 邻 域 都 是 吸 
收 的 . 

Pugs (convex set) ”线性 空间 中 的 一 类 子 集 . 设 
Ss [H.z.y€ E, ES (z+ (1—t)y | 0<; < 

RAW z, y Alm SR) Exod Nzy. i V Æ E BJ 

一 个 子 集 ,如 果 对 任何 cy € V ID Ey CV EUER V 
是 凸 集 . 对 五 中 任何 子 集 M.E 中 包含 M 的 最 小 凸 
ERA M mee Gs du coM. 


ded sr eM a Ud 
ma = ];n 为 任意 正 整 数 }. 
凸 集 的 几何 学 是 拓扑 线性 空 间 理 论 的 特色 (参见 本 


卷 《 凸 分 析 ) 同 名 条 ). 
线性 空间 中 的 线段 (segment in linear space) 
LUAM LE 


OE (convex hull) MW" f ". 


fy (convex hull) BD p £j". 

1) ff (balanced set) 线性 空间 中 的 一 类 子 
集 . 设 4 是 线性 空间 五 的 子 集 ,如 果 对 一 切 复数 
AC|A|<1), BA AAC A, RR A 是 均衡 (或 平衡 ) 
HJ. 如 果 A 既是 凸 集 又 是 均衡 集 , 就 称 4 是 均衡 凸 
集 , 或 绝对 凸 集 . 

平衡 集 (balanced set, circled set) 
A. 

15% 0O $E (balanced convex set) 

£& xj ru E (absolutely convex set) 
fg. 

1 P& (balanced convex hull) 包含 给 定子 
集 的 最 小 均衡 凸 集 称 为 该 子 集 的 均衡 凸 包 . 

拓扑 线性 空间 (topological linear space) 一 类 
具有 拓扑 结构 的 线性 空间 . 如 果实 数 域 或 复数 域 K 
上 的 线性 空间 同时 是 有 拓扑 7 的 拓扑 空间 ,并 且 
线性 空间 的 基本 运算 x 十 y 和 art, wu E ,a € K)5) 

IEH EXEM KXE 到 中 的 映射 按 r 是 连续 

的 , 则 称 E 为 ( 实 或 复 ) 拓 扑 线 性 空间 或 拓扑 癌 量 空 
间 . 而 c 称 为 五 的 线性 拓扑 或 向 量 拓扑 , 零 元 的 均 
衡 的 邻 域 全 体 组 成 零 元 的 邻 域 基 . 满足 7 分 离 公 理 
的 拓扑 线性 空间 是 完全 正则 的 . 

拓扑 线性 空间 理论 是 泛 函 分 析 的 一 个 重要 分 
支 , 其 基本 概念 建立 于 20 世纪 30 年 代 , 而 今 已 经 发 
展 成 为 一 门 完整 的 学 科 ,在 纯粹 数学 和 应 用 数学 、 理 
论 物理 、 现 代 力 学 和 现代 工程 理论 中 都 有 广泛 应 用 . 

线性 拓扑 空间 (linear topological space) Bp 
“拓扑 线性 空间 ”. 

拓扑 间 量 空间 (topological vector space) Bp 
“拓扑 线性 空间 ”. 

线性 拓扑 (linear topology) 
EW | 

向 量 拓扑 Cvector topology)” 即 “线性 拓扑 ”. 

线性 同 胚 (linear homeomorphism) 用 来 刻画 
两 个 拓扑 线性 空间 结构 相似 性 的 概念 . 设 £,F 是 两 
个 拓扑 线性 空间 ,8 是 从 E 到 上 的 线性 双 射 .如 
REFE AF KHR, DAN D 都 是 连续 的 ,就 
Wk o E: E MF 之 间 的 一 个 线性 同 胚 映射 ,而 此 时 称 
E 和 F 是 线性 同 胚 的 ,或 是 线性 拓扑 同 构 的 . 

线性 同 胚 映射 (linear homeomorphic mapping) 
Jo," Ze PE |F] e". 

SS TE HA Th F] #9 Clinearly topological isomorp - 
hism) BD" 2 PE [n] HEBR] ". 

O DE (convex body) 
ABS BI +. 

AF € (bounded set) 拓扑 线性 空间 中 的 一 
FEF SR. 对 于 拓扑 线性 空间 E BUT E S, at SH 
FARRU, FEER 6(U), 使 得 对 一 切 AI 


即 “均衡 


M HAR”. 
Bp ^35 Sch 


见 “ 拓 扑 线 性 空 


拓扑 线性 空间 中 含有 内 


拓扑 线性 空间 


<U), A ASCU BR xr, D S 称 为 有 界 的 . 对 于 拓 
扑 线 性 空间 五 的 子 集 $ ,下 面 三 条 是 等 价 的 ， 
1. S BARE. 


2. 对 于 趋 于 0 的 任何 数列 (4,) 以 及 S 中 任何 点 
WN ix, SYA At, >. 

3. H BED Ex I| (0,2 CS, zart, 

拓扑 线性 空间 中 的 有 界 集 是 赋 范 线性 空间 中 用 
范 数 定义 的 有 界 集 概念 的 推广 . 


完备 的 拓扑 线性 空间 (complete topological lin- 
ear space) 赋 范 线性 空间 完备 性 的 推广 . 设 五 是 拓 
扑 线 性 空间 , (z, |a € AJ AK BREE E one 
问 列 ( 网 ), 如 果 对 零 元 的 任 一 邻 域 V, 有 a, € A, E 
当 aja, ,a >a, MA x,— x, € V , 则 称 {xs|aEV) 为 
基本 定向 列 ( 或 柯 西 网 ). 如 果 五 中 每 个 基本 定向 列 
DE E PKA, ME E EER. 如 果 中 每 个 基 
本 点 列 必 在 中 收敛 , 则 称 E 是 序列 完备 的 . 如 果 
E 中 每 个 有 界 基本 定 问 列 必 在 五 中 收敛 , 则 称 五 是 
有 界 完备 的 或 拟 完备 的 . 一 般 地 ,完备 之 有 界 完备 全 
序列 完备 . 对 于 赋 范 线性 空间 ,这 三 者 等 价 . 

拓扑 线性 空间 必 可 完备 化 , 即 可 拓扑 线性 同 构 

一 个 完备 拓扑 线性 空间 的 稠密 子 空间 . 普 塔 克 
We V. ) 关 于 拓扑 线性 空间 的 完备 性 的 进一步 讨 
论 , 使 得 在 一 类 很 广 的 完备 拓扑 线性 空间 中 开 映 射 
定理 得 到 相应 的 推广 . 建立 开 映 射 定 理 和 闭 图 象 定 
理 是 拓扑 线性 空间 理论 中 的 重要 课题 之 一 . 

序列 完备 的 拓扑 线性 空间 (sequentially com- 
plete topological linear space) ” 见 “ 完 备 的 拓扑 线 
性 空间 ”. 

有 界 完 备 的 拓扑 线性 空间 (boundedly complete 
topological linear space) 见 “ 完 备 的 拓扑 线性 空 
间 ”. 

拟 完 备 的 拓扑 线性 空间 (quasi-complete topo- 
logical linear space)” 见 “完备 的 拓扑 线性 空间 ”. 

BALES [Al (metric linear space) 一 类 定义 
了 距离 的 线性 空间 . 设 五 是 线性 空间 ,又 是 度量 空 
Eo 是 EE 上 的 距离 , 且 E 按 Pp 导出 的 拓扑 成 为 拓扑 
线性 空间 , 则 称 E 为 度量 线性 空间 、 线 性 度量 空间 
或 线性 距离 空间 . 如 果 对 一 切 x,yE€EE,pl(x 一 y,0) 
二 p(x,y), 则 称 o 是 平移 不 变 距 离 . 如 果 对 一 切 数 
ACIA] D Apr, 00x pr 0) , RR o 是 均衡 的 . 
iX Pp 是 上 均衡 平移 不 变 距 离 , 则 p(x) 二 p(x,0) 是 
E 上 的 准 范 数 . 完备 的 度量 线性 空间 必 可 改 赋 一 
均衡 平移 不 变 距离 , 且 按 这 个 路 离 是 完备 的 ,从 而 是 
HERZ H. 

SS PEEB SS == E (linear metric space) 
线性 空间 ”. 

平移 不 变 距 离 (translation invariant distance) 
见 “ 度 量 线性 空间 ”. 


即 “ 度 量 
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15 (&r 3E $2 A SE RB BS (circled translation invari- 
ant distance) M“ BE EE £x Es [B] ". 

可 度量 化 的 拓扑 线性 空间 《metrizable topolog- 
ical linear space) ”可 用 距离 来 刻画 拓扑 结构 的 拓 
扑 线 性 空间 . 拓扑 线性 空间 E 称 为 可 度量 化 的 ,是 
指 上 存在 一 个 距离 2, 使 o 导出 的 拓扑 与 五 中 原 
有 拓扑 相同 .五 可 度量 化 的 充分 必要 条 件 是 五 的 拓 
扑 满 足 第 一 可 数 公 理 和 了 "公理 .由 上 述 可 知 , 这 时 
必 存 在 上 一 个 均衡 平移 不 变 距 离 2, 命 名 五 的 拓 
扑 是 o 导出 的 . 

局 部 有 界 空间 (locally bounded space) 一 类 
拓扑 线性 空间 . 如 果 拓 扑 线性 空间 E 中 存在 零 元 的 

一 个 有 界 的 邻 域 , 则 称 E 是 局 部 有 界 的 . 局 部 有 界 

zs [8] ZZ ZK H CHyers , D. H. ) 于 1939 年 引入 的 .局 
部 有 界 空 间 也 一 定 是 度量 线性 空间 . 

次 可 加 泛 函 (sub-additive functional) ”线性 空 
间 上 的 一 类 非 负 值 函 数 , 设 瑟 为 线性 空间 , 户 (z) 是 
E EB) K. WR: 

1.35 x€ E Bt, b20; 

2.3 r,yC EB, prd yox p GO F0; 

3. 4 x € E,a220 Rf ,p(az=)—ap(z); 
则 称 p E-— ` MRA mies. | 

Bd R < B dE ;Z BC Minkowski functional ga- 
uge) 拓扑 线性 空间 上 的 一 类 非 负 值 函 数 , 设 是 
线性 空间 ,V EE PARAT, E 上 如 下 定义 的 


Sc (B IE PA py (x) =inf {A>0| rE AV I PRHKFV WH 


AR RRE R. JL KHT Riet, EE ER 
次 可 加 泛 函 ,而 且 当 VV 是 均衡 凸 吸收 集 时 , VC) 
是 半 范 数 . MARE EHR ORY ATR. 

拓扑 线性 空间 的 泛 函 延 拓 定理 (functional ex- 
tension theorem of topological linear space) 关于 
子 空间 上 的 线性 沁 卫 可 延 拓 到 整个 空间 的 重要 定 
HB. f 是 拓扑 线性 空间 五 上 的 线性 泛 函 , 则 下 面 
三 条 等 价 : 

1. f(x) 在 上 连续 . 

2. 半空 间 {xXxEE|Re f(x) >O/ BFE. 

3. ERE |H (€ E| f (x2 —0)HE E 的 闭 子 空间 . 

TE E MAES mH] F E E MME PR f Cr) 
能 扩张 为 上 的 连续 线性 沁 函 的 充分 必要 条 件 是 ， 
FF TES TC a RV 使 它 和 (xEF|f(x) 二 1} 不 相 
交 , 当 条 件 满足 时 至 省 有 一 个 扩张 在 V 上 不 取 1 的 
值 . 这 称 为 哈恩 - 巴 拿 赫 泛 函 延 拓 定 理 . E _E E 22 #k 
性 泛 函 全 体 组 成 的 线性 空间 称 为 EE 的 对 偶 空 间 ( 或 
HEZE), RICA E'R E°. 

对 偶 空间 (dual space) 
PR RE TR GE EE”. 

局 部 凸 空间 (locally convex space) 
一 类 拓扑 线性 空间 . VE E J& dn dez PES 
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T “Pa TRECE Z= |a] BJ 1 


最 重要 的 
DEEG 


中 存在 由 均衡 凸 集 组 成 的 零 元 的 邻 域 基 , 就 称 五 是 
局 部 凸 的 拓扑 线性 空间 ,简称 局 部 凸 空间 ,而 五 的 
拓扑 称 为 局 部 凸 拓 扑 . 零 元 的 每 个 均衡 凸 邻 域 V 的 
RI BLA SEY A py《(zx) 是 上 的 连续 半 范 数 . 反之， 
ipl AEAEE bK EAE 上 使 p,(4E€ A) 
均 为 连续 的 最 弱 拓 扑 是 局 部 凸 的 , 且 零 元 的 均衡 凸 
邻 域 基 由 下 面 形式 的 集 组 成 
U = (x € E|p, (x) S E. e 1.2, m 


这 个 局 部 凸 拓扑 称 为 由 半 范 数 族 {p,} 确 定 的 局 部 凸 
拓扑 . 如 果 对 任何 zxEECz 关 0), 都 存在 +EA 使 
pa《X) 关 0, 则 {p14E A} 确 定 的 局 部 凸 拓 扑 是 豪 斯 多 
夫 拓 扑 . 通常 局 部 凸 空间 都 指 豪 斯 多 夫 局 部 凸 空间 . 
E 中 的 定向 半 序 点 列 {x,}) 收 敛 于 xEE 等 价 于 对 每 
个 AC A, p, Cr, —x2—0. i E, 是 由 男 一 半 范 数 族 
{gs} 确定 的 局 部 凸 空间 , 则 使 线性 映射 二 :EE 一 Eli XE 
续 的 充分 必要 条 件 是 ,对 任意 的 gs, 总 存在 有 限 个 
À short AEA MBM c RGR 
qi Dec cU @) ao, Cr pop C00) 


对 一 切 <€ E mx. 

Jey BÉ i Z [a| 85 Së e 45 = [B] d E: J p 5 B. 根据 
哈恩 - 巴 拿 赫 泛 范 延 拓 和 定理 ,局 部 凸 空间 上 存在 足够 
& Ho AE AE ERREZ IR. 正 因 为 如 此 ,局 部 凸 空间 理 

论 成 为 拓扑 线性 空间 理论 中 最 重要 的 部 分 . 

关于 局 部 凸 空间 理论 的 发 展 大 约 是 始 于 迪 厄 多 
IÑ (Dieudonné, J. ) 和 施 瓦 兹 (Schwarz,L. ) 在 1949 
年 的 工作 , 它 的 一 个 主要 推动 力 是 分 布 理论 , 即 广义 
PR AY SC. 

ANE DP £ RJ > Ba TE XE JE (separation theorem 
for disjoint convex sets) “ZR VEY PR XE RH XE FEB BJ JL 
何 形式 .由 线性 泛 函 的 延 拓 定理 可 以 得 到 下 面 的 不 
交 凸 集 的 分 隔 性 定理 . 设 E 是 实 局 部 凸 拓 扑 线性 空 
间 , 则 下 列 断 言 成 立 : 

1. WR A, B E: E 中 两 个 不 相交 的 闭 凸 集 且 4 
是 紧 的 , 则 必 存 在 上 连续 线性 泛 函 f ROD ha 4 和 
B, 即 存在 c0 和 实数 r [EPA C A BF, f z)>r, 
m z€ B BF, fois, 

2. WR A 和 已 是 五 中 不 相交 的 凸 集 且 4 含有 
内 点 , 则 存在 E EERE EY BE Wa A A DP, HI 
AXK r Ei ce A BF, f(z)2> >r, T 4 z€ B 时 ， 
Trier, 

如 果 A 和 B 是 开 凸 集 , 则 上 述 分 隔 是 严格 的 ， 
即 相 应 不 等 式 中 严格 不 等 号 成 立 . 对 复 局 部 凸 空间 
的 情形 ,只 要 用 实 部 Ref 代替 连续 线性 泛 函 f , ER 
诸 结论 也 成 立 . 

分 隔 性 定理 是 研究 凸 集 的 拓扑 性 质 的 一 种 有 用 
的 工具 . 对 于 欧 氏 空间 , 闵 科 夫 斯 基 (Minkowski， 
H. ) 早 在 1911 年 就 建立 了 凸 体 的 分 隔 性 定理 (参见 


本 卷 4 凸 分 析 ) 中 的 “ 凸 集 分 离 定 理 ”). 

端点 定理 (extreme point theorem) 描述 局 部 
出 空间 端点 集合 结构 的 定理 . Wt 4 为 线性 空间 五 的 
TE OC A 称 为 4 的 端点 ,如 果 任 何 含 有 点 x 的 
线段 包含 在 AA Wc 就 是 该 线段 的 端点 . 当 4 是 
局 部 凸 空间 五 的 紧 凸 集 时 ,4 的 端点 全 体 所 成 集合 
的 闭 凸 包 与 4 相等 . 这 个 命题 称 为 克 列 因 - 米 尔 曼 端 
HR he BB FEF A (Kpeiüu, M. P. ) 和 米尔 曼 (MparpMaH， 
JL. II. ) 于 1940 年 就 赋 范 线性 空间 的 情形 证 明了 上 
述 定理 . 端点 方法 已 成 为 研究 凸 性 的 一 种 重要 工具 
BWA A TP AY “a”. 

克 列 因 - 米 尔 曼 端点 定理 (Klein-Milman ex- 
见 “端点 定理 ” 

端点 (extreme point) 见 “ 端 点 定理 ” 

范 数 拓扑 Cnorm topology) 赋 范 线性 空间 中 
由 范 数 导出 的 拓扑 .在 此 拓扑 下 ,收敛 的 概念 即 是 依 
范 数 收敛 .对 有 界线 性 算 子 空间 的 情形 , 算 子 范 数 拓 
扑 有 时 也 称 为 一 致 拓扑 . 

可 赋 范 拓扑 线性 空间 (Cnormable topological 
linear space) 可 用 范 数 来 刻画 拓扑 的 拓扑 线性 空 
间 . 设 是 拓扑 线性 空间 ,如 果 匠 上 还 存在 一 个 
BH | | lls | SMBS E 中 原来 的 拓扑 
相同 , 则 称 E 是 可 赋 范 的 . 拓扑 线性 空间 可 赋 范 的 
充分 必要 条 件 是 满足 下 面 三 条 : 

1. E W E T, 公理. 

2. 五 是 局 部 凸 的 . 

3. 五 是 局 部 有 界 的 ， 

上 述 充分 必要 条 件 是 柯 尔 莫 哥 洛 夫 
(Kosmoropos, A. H. ) F 1934 年 给 出 的 ,也 是 最 早 得 
到 的 有 关 拓 扑 线 性 空间 理论 的 一 个 结果 . 

Kol 21 3E 36 ££ FEE == fA) (sequentially semi-norm- 
ed linear space) — 2&8 Ë O zs [8]. ix E dm Sra 
空间 ,如 果 鳌 的 拓扑 可 由 可 列 个 连续 半 范 数 
Gb. (。)) 确 定 , 则 称 五 是 赋 可 列 半 范 线 性 空间 . 不 
K 一般 性 ,还 可 以 要 求 pi GO s p; (aS Sp, (x) 
<Ç. (z€ E). 当 p, 都 是 范 数 时 , 称 五 为 赋 可 列 范 线 
性 空间 . 

局 部 凸 空间 为 赋 可 列 半 范 空间 的 充分 必要 条 件 
是 存在 可 列 的 零 元 邻 域 基 . 赋 可 列 半 范 空间 是 准 范 
空间 . 巴 拿 灰 空间 上 的 算 子 理论 大 部 分 可 以 推广 到 
这 类 空间 上 . 

Wi AY ZI) 35 ££ TE == ja] (sequentially normed linear 
space) 见 “ 赋 可 列 半 范 线 性 空间 ”. 

线性 空间 的 对 偶 人 duality of linear space, dual 
pair of linear space) 满足 一 定 条 件 的 一 对 线性 空 
闻 . 同 一 数 域 K (实数 域 或 复数 域 ; 上 的 线性 空间 
X,Y, WRX XY 到 KK BAEZ PR C * , * OBS 
足下 述 分 离 公理 : 


treme point theorem) 


拓扑 线性 空间 


1. 若 对 每 个 y € Y ,满足 (zy 一 0, 则 x=0; 

2. EX] RE r€ X li E Gy)? —0, M] y—0; 
ABA X 和 Y 称 为 互 为 对 偶 的 线性 空间 . 亦 称 Y( 或 
X fe X (sk Y) AY WH. 

设 X ARPES ja X" E. X LMR RSH, 
如 果 YCX*, 且 YY 在 了 上 是 全 的 ( 即 若 zx 关 0, 则 必 
存在 yC Y 使 (xX,y)= 二 y《z) 关 0), 则 (X,Y) 按 双 线 性 
12 BS Gr. y) = y GO RUN HB SE Eas E TE faj wH Be E 
空间 (CX,Y) 总 可 以 表达 为 上 述 形 式 .如 果 五 是 局 部 
凸 空间 ,五 (sk E ) 是 五 上 的 连续 线性 泛 函 全 体 , 风 
CE, E' ) 称 为 自然 对 偶 . 在 线性 空间 的 对 偶 概 念 基础 
上 所 形成 的 对 偶 理 论 是 局 部 凸 空间 理论 的 中 心 内 
容 , 它 也 是 把 局 部 凸 空间 和 它 的 共 斩 空 间 放 在 相对 
称 的 地 位 来 加 以 研究 的 . 

自然 对 偶 Cnatural duality) 
IB”. 

55 H Fh (weak topology) 一 种 局 部 凸 拓扑 . ix 
Ge 2S JB) XT CX YOCT UA TEIL PR. ° , t ) RN XJ 
偶 , 称 了 上 由 半 范 数 族 {|(。，,y)||yEY} 确 定 的 局 
部 凸 拓扑 为 XX 的 关于 对 偶 Y 的 弱 拓 扑 , 记 为 
ol(X,Y). 对 称 地 ,Y EK BRC l(c, | [re 
X)} 确 定 的 局 部 凸 拓扑 称 为 Y 的 关于 对 偶 X 的 弱 拓 
扑 , 记 为 cCY,X). 当 X 为 局 部 凸 空间 时 ,，(X,X”) 
为 自然 对 偶 ,o(X,X"* ) 称 为 了 的 弱 拓 扑 , 而 ox", 
X) PRA X” Se « 拓扑 .相应 地 ,X 中 原 有 的 拓扑 称 
为 强 拓 扑 . 一般 地 ,X 的 弱 拓 扑 比 强 拓 扑 弱 ,从 而 能 
H Se FER A E Me te I, BD 38 A h 
集 也 是 弱 闭 的 . SE & BS 55 48 DTE 53 RARE ES tft 
的 


见 “ 线 性 空间 的 对 


赋 范 线性 空间 的 深入 研究 必然 遇 到 弱 拓 扑 问 
题 .事实 上 ,1930 =, > #4 SB (von Neumann, 
J. ) 就 注意 到 了 这 一 点 .这 也 是 需要 引入 拓扑 线性 空 
间 的 一 个 原因 ， 

弱 * 拓扑 (weak x topology) 见 “ 弱 拓扑 六 

弱 收 和 敛 (weak convergence)  — fpi S KE, 38 
WR 88 YR Th UK W. 局 部 凸 空间 E 中 定向 列 {z。) 弱 收敛 
TE Zz, 记 为 (w)lim zx 二 x,， 其 充分 必要 条 件 是 对 
每 个 /EX ,都 有 lim f(a.) = f (z). 

Sf Bia) (Schur space) 点 列强 、 弱 收敛 等 价 
的 空间 . 设 X 是 巴 拿 赫 空 间 , 若 关中 的 点 列 {x,}) 强 
We x 34 HC Ce) Ss SX MUJ X 称 为 舒 尔 空间 . 有 
如 下 结论 : 

1. 有 限 维 赋 范 线性 空间 是 舒 尔 空间 . 

2. 巴 拿 赫 空间 /是 舒 尔 空间 . 

格 罗 腾 迪 克 - 巴 拿 赤 空间 (Grothendieck-Banach 
space) SEH zs pi] rp ex 71 AY 551885 85 x 收敛 等 
价 的 空间 . 设 X AE SS a X PRAF Sa) 
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7) 88 * 收敛 , 则 X 称 为 格 罗 腾 迪克 - 
BEWE s 间 ,简称 G-B 25 HI. 有 如 下 结论 : 

1. 目 反 空间 是 G-B 空间 . 

2. 巴 拿 赫 空间 /是 G-B 空间 . 这 是 格 罗 腾 迪 克 
(Grothendieck, A. ) F 1953 年 证 明 的 . 

巴 拿 赫 - 阿 劳 格 鲁 定 理 (Banach-Alaoglu theo- 
rem) 关于 共 罗 空间 中 闭 单位 球 是 弱 * 紧 的 重要 
«E PH. 2 X 是 巴 拿 赫 空间 , 则 X* 中 的 闭 单位 球 是 弱 
x 紧 的 . E Eo (Banach, S. ) 于 1932 年 就 可 分 的 巴 
拿 赫 空间 证 明了 上 述 定 理 ,1940 年 , 阿 劳 格 鲁 
(Alaoglu,L. ) 指 出 ,可 分 性 的 假设 可 以 去 掉 . 故 人 们 
把 上 述 定理 称 为 巴 拿 赫 - 阿 劳 格 鲁 和 定理 ， 

弱 * 收 敛 (weak * convergence) 一 种 收敛 
FE. 指 依 弱 x 拓扑 收敛 . 设 X "为 局 部 凸 空间 X 的 共 
Mg zs [B], E I] 91] CÉ.) CX” 88 * WF f€ X^ iA 
Co"? lim f, — — f, 


其 充分 必要 条 件 是 对 任意 的 zxEX 都 有 
lim f, x) = f (=) 


95 c Sx SR fff T (f 


成 立 . 

38 HA Fh Cstrong topology) 一 种 拓扑 . 局 部 凸 
空间 X 中 原 有 的 拓扑 ,相对 于 弱 拓 扑 o (X , X * ) 称 
AY X 的 强 拓 扑 . 例如 赋 范 线性 空间 的 强 拓 扑 即 为 范 
数 拓扑 . MHS X i 7 X F£ S + 
全 体 , 对 每 个 有 界 子 集 OCH, 

Pg y= sup { Iftar ||F € X"), 


则 由 半 范 数 族 {P 〈， 
SEENEN 的 强 拓 扑 , 记 为 BCX" xX). X 的 强 
拓扑 强 于 弱 * ith o (X X). 4X WY Z FE ZE 
JR Bf , X * ER) SER PR TF EL Az H A 22% PE 72 PR BJ Y 2% =p tH 
的 拓扑 . 

om WW Sx (strong convergence ) 
的 简称 . 

Fel p Pe Fl) SS fa) (Kothe sequence space) 由 复 


依 强 拓扑 收敛 


数 序列 组 成 的 一 类 局 部 凸 拓扑 线性 空间 . 设 À E: E 
数 序 列 x 二 (x,) 组 成 的 线性 空间 ,定义 
x = [u= (| uz o € a}, 


称 为 À 的 魁 特 对 偶 或 a WIR 显然 有 A“ AGE X 
为 (4) ). 当 和 人 一 4 时 ,就 称 4 为 魁 特 序列 空间 . ZEE 
XE A 中 的 有 界 集 N 为 :对 任何 z€ 1,48 


Oo 
sup | oa <+ Oo, 
«€ N n= 1 


则 4 可 引进 对 x 的 有 界 集 为 一 致 收敛 的 拓扑 , 称 为 
4 的 强 拓扑 , 它 是 一 种 局 部 凸 拓扑 ,这 时 


id € Alsup| S wed 
“EN i 


CN K 2° BJ 8 FER 6 0) 29 RR Fb BJ 28 Jú $] ER SE. 
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P(1<p=<+eo), s FE aL AEF Fl Z= qu]. HF AOR da Fh ot 
别 与 相应 的 范 数 拓扑 、 准 范 数 拓扑 一 致 ,而 < 则 不 是 
魁 特 序列 空间 . 魁 特 序列 空间 是 德国 数学 家 魁 特 
(Kóthe,G. ) 等 人 于 1934 年 提出 的 , 它 对 拓扑 线性 

空间 理论 的 形成 与 发 展 有 重要 影响 ,在 求 和 法 等 方 
面 也 有 广泛 应 用 . 

99 & TF HA Fh (weak operator topology) AT 
空间 中 的 一 种 局 部 凸 拓 扑 . 设 X,Y 为 赋 范 线性 空 
IE], CX—YOOS X BY 的 有 界线 性 算 子 全 体 所 成 
的 赋 范 线性 空间 . 多 (XY) 中 由 半 范 数 族 {P, (A) 
二 | 了 (4Ax)||xEX,fEY'}) 确 定 的 局 部 凸 拓扑 称 为 
弱 算 子 拓扑 , 它 的 零 元 邻 域 基 由 形 如 (4||f;(Azx)| 
<1,fi€ Y" ,Xx;EX,i1 二 1,2,…,n) 的 集 组 成 . 算 子 定 
[7] 7] LA.) S8 WW 3 E f AWA 

Cw lim A.— A, 


其 充分 必要 条 件 是 对 每 个 zEX 及 每 个 EY* ,都 
有 


lim f(A.z) = f (Ax) 


成 立 . 

强 算 子 拓扑 (strong operator topology) BT 

空间 中 的 又 一 种 拓扑 . 从 赋 范 线性 空间 X 到 赋 范 线 
性 空间 Y 的 有 界线 性 算 子 全 体 所 成 的 赋 范 线性 空 
间 多 (X 一 Y) 中 由 半 范 族 (p.(4)= | Az | z€ X) 
Hi zE WJ S Sp IS RTRER A XY) WS T fnb. 
它 的 零 元 邻 域 基 由 形 如 {4| | Az | xn € Xii 
二 1,2,…,n}) 的 子 集 组 成 . BFE n] 20] CALO SR CX 
TET 4, 记 为 
GOlim A,—A; 
其 充分 必要 条 件 是 对 任何 z€ XA 
lim | A,r—Az || = 0. 

RA TAFIA Tt, RIE T TR Ga ds. 

of d& AN FE [8] 7] (strong fundamental directed set 
of points) 基本 点 列 在 局 部 凸 空间 中 的 推广 . 局 部 
rà zsjB] E rpg EISE] (x. |a € A}) 称 为 强 ( 弱 ) 基 本 
的 ,是 指 {z.jaeEA4} 依 强 ( 弱 ) 拓 扑 是 基本 的 , 即 对 任 
一 给 定 的 强 ( 弱 ) 邻 域 U, 存在 Qos = Q ?— Ay s Q, ?— Ay 
时 ，,， SA =, EE 对 于 有 界线 性 算 子 空间 BX 
yy (其 中 X, Y JE: Wis Zk PE 2S E), BCX>Y) PH 
子 定向 列 {4.jeE4} 是 强 ( 弱 ) 基 本 的 充分 必要 条 件 
是 对 每 个 zEX,(4.zlaE4} 是 Y 中 的 强 ( 弱 ) 基 本 
&E [5] 7]. FE I8] 91] LA, la € A} 弱 基本 的 意思 是 指 : 
Mt Ef ce X, JEY’, (JCA. |E A) RE n 
JJ. 

SS Ft Zl xg [8] 7l] (weak fundamental directed set 
of points) 见 “ 强 基本 定向 列 ” 

弱 x* 基本 定向 列 (weak * fundamental direct- 


ed set of points) fE 558 * 拓扑 意义 下 的 基本 定 问 
列 . 局 部 凸 空间 E 8925 gu zs 8] 五 "的 定向 列 {j oc 

A} PRA SS * 基本 的 ,是 指 {f。|la€ AJ E" Pay 58 x 
拓扑 是 基本 定向 列 , 即 对 任何 z€ E, CP, COO la€ A} 
是 基本 定向 列 . 

弱 序 列 完备 (weak sequential completeness) 
关于 弱 拓 扑 的 序列 完备 性 . 设 X 是 赋 范 线性 空间 ， 
X* E. X WAM E, BR X (X * ) FERS (58 x ) 序 列 完 
£, E: 38 X (X * ) rh BJ ££ fap 58 C38 = ) 基 本 序列 都 在 
X CX * )rR58 (55 * DU ext. 

33 x 序列 完备 (weak sequential completeness) 
iB PSE". 

888 fE (weak bounded set) as 
界 的 集 .例如 , 设 X,Y E YG ES [B], (A. E X 
A Y 的 一 族 线性 算 子 , 则 (4.} 为 弱 有 界 ， nae 
JP] z€ X,y* € Y* AE (y ADA. 

88 x J| Æ (weak x sequential compactness) 
与 弱 x 收敛 相 联 系 的 列 紧 性 . VE X 是 赋 范 线性 空 
间 ,S FE HES A] X^ 的 子 集 . 如 果 S 中 任何 点 列 
CF} ABA SR x 收敛 的 子 序列 , 则 称 S 是 弱 x 列 紧 的 . 
类 似 可 定义 X 中 子 集 的 弱 列 紧 概 念 . 当 X 可 分 时 ， 
X “中 点 集 的 有 界 性 与 绊 * 列 紧 性 等 价 . 88 CSB * ) 列 
紧 以 及 弱 ( 弱 * UC 55 C55 * ) 序 列 完备 等 都 是 赋 
范 线性 空间 理论 中 的 重要 概念 . 

弱 列 紧 (Cweak sequential compactness) 
x 列 紧 ”. 

强 列 紧 (strong sequential compactness) 与 强 
收敛 相 联 系 的 列 紧 性 . Vx X 是 赋 范 线性 空间 ,S 是 
X 的 子 集 , 如 果 S 中 任何 点 列 都 有 强 收 钙 ( 即 按 范 
BW BO) AFF. WU RS 是 强 列 紧 的 . 研 范 线性 空间 
是 有 限 维 的 充分 必要 条 件 是 每 个 有 界 集 都 是 强 列 紧 
的 . 

马祖 尔 空 间 (Mazur space) 一 类 局 部 凸 空间 . 
如 果 局 部 凸 空间 上 的 每 一 个 序列 连续 线性 泛 果 也 是 
连续 的 ,那么 称 这 种 空间 为 马祖 尔 空 间 . 以 某 个 重要 
性 质 成 立 来 刻画 空间 结构 往往 很 有 价值 . 在 拓扑 线 
性 空间 理论 中 如 马祖 尔 空 间 等 重要 空间 就 是 这 样 提 
dide 

E 集 (bornivore) 拓扑 线性 空间 中 的 一 类 子 
集 . "ne 间 的 一 个 子 集 S PR > A MR, WR 
它 吸 收 所 有 的 有 界 集 . 显然 ,每 个 零 元 邻 域 都 是 园 
集 . 

fl = lB] (bornologic space) 一 类 局 部 凸 空间 . 
"Tm z [B]. 4] AR E 中 每 个 均衡 凸 的 团 集 者 
是 零 元 的 邻 域 , 则 称 是 周 空 间或 有 界 型 空间 . 局 
部 凸 空间 是 团 的 , 当 且 仅 当 在 每 个 有 界 集 上 有 界 的 
半 范 数 是 连续 的 . 设 E FE 8] A, E, 是 局 部 凸 空间 ， 


VE 


拓扑 线性 空间 


WW A E #| E, 的 有 界线 性 映射 必 是 连续 的 . 

有 界 型 空间 (bornologic space) Bp“ u”. 

HE BY S le) (barreled space) 一 类 局 部 凸 空间 . 
B E E Jay 88 ru 2 [B] , E 中 的 吸收 的 均衡 凸 闭 集 称 为 
桶 集 . 在 序列 完备 空间 中 ,因而 在 有 界 完备 空间 中 ， 
桶 集 吸 收 每 个 有 界 集 . 如 果 局 部 凸 空间 五 的 每 个 桶 
E 称 为 桶 型 空间 .EE RA 

空间 的 充分 必要 条 件 是 每 个 下 半 连 续 的 半 范 数 必 
aan 桶 型 空间 的 研究 与 一 致 有 界定 理 在 拓扑 
线性 空间 中 的 推广 有 密切 的 联系 . 

桶 集 (Cbarrel) 见 “ 桶 型 空间 ”. 

JV 3E JF ££ E RH (almost open linearly map) 
一 类 重要 的 线性 映射 . 从 拓扑 线性 空间 X 到 拓扑 线 
性 空间 Y 的 线性 映射 S 称 为 是 几乎 开 的 ,如 果 对 X 
中 零 元 的 每 个 邻 域 V,f(V) 是 Y 中 的 零 元 邻 域 . JL 
平 开 映射 可 用 来 刻画 桶 型 空间 ,并 且 和 开 映 射 定理 
的 研究 有 紧密 联系 . 

拟 桶 型 空间 (quasi-barreled space) — 878 zs [a] 
概念 的 推广 . 设 是 局 部 凸 空间 ,E 中 的 子 集 4 称 
为 拟 桶 集 , 是 指 A 是 吸收 一 切 有 界 集 的 桶 集 . 如 果 
E 中 每 个 拟 桶 集 都 是 零 元 的 邻 域 , 则 称 E 为 拟 桶 型 

空间 . 局 部 凸 空间 为 拟 桶 型 空间 的 充分 必要 条 件 是 
在 每 个 有 界 集 上 的 下 半 连 续 半 范 数 是 连续 的 . 
拟 桶 集 (quasi-barrel) 见 “ 拟 桶 型 空间 ”. 

可 允许 拓扑 (admissible topology) 一 种 局 部 
凸 拓扑 . 设 (X,Y) 是 对 偶 线 性 空间 ,多 JE: Y 中 的 有 
界 集 族 , 且 并 U4414E 乡 } 的 线性 包 是 Y, 即 Y 是 
U(414E 多 } 张 成 的 线性 空间 ,对 每 个 ACY, EM 
半 范 数 


pale) = supi Gay) |s 
y€A 


WW h FÉR (Ip C) AEZ MEN X E SEI 
拓扑 Ta 称 为 关于 对 偶 线 性 空间 (X,Y) 的 一 个 可 多 
许 拓扑 ,或 在 集 类 多 上 的 一 致 收敛 拓扑 ,而 相应 的 
有 界 集 族 乡 称 为 可 允许 集 族 . 令 .多 BY 中 有 限 集 
全 体形 成 的 集 族 , 则 有 To = 0 (X,Y), A m 55 4 Fh 
是 可 允许 的 . 

可 允许 集 族 (admissible family) 
fh”. 

AH H Compatible topology) 一 种 局 部 凸 
拓扑 . 设 (X,Y) 是 对 偶 线性 空间 , 耕 z 是 X 上 的 局 
部 凸 拓扑 ,使 得 X 上 关于 rz 连续 的 线性 泛 苑 全 体 
XD 恰好 是 Y, 则 称 z 是 X 上 的 一 个 相 容 拓扑 . 
53 hth c(CX,Y) 是 X 上 最 弱 的 相 容 拓扑 . 相 容 拓扑 
是 对 偶 线 性 空间 中 很 值得 研究 的 一 种 局 部 凸 拓扑 ， 
并 且 需 要 刻画 出 所 有 这 样 的 拓扑 . 

+ E F Ej (Mackey space) 一 类 局 部 凸 空 间 . 
设 (X,Y) 为 对 偶 线 性 空间 ,在 Y 的 每 个 弱 紧 凸 集 上 
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一 致 收敛 的 拓扑 是 一 种 可 人 允许 拓扑 , 称 为 和 上 的 麦 
ith iW X,Y). X 上 一 个 局 部 凸 拓扑 成 为 相 
容 拓 扑 的 充分 必要 条 件 是 它 比 弱 拓 扑 o CX Y 98, 
而 比 cCX YO 88. 麦 基 拓扑 是 最 强 的 相 容 拓扑 . 原来 
的 拓扑 与 麦 基 拓 扑 rC(E,E') 相 同 的 局 部 凸 空间 EE 称 
为 麦 基 空间 . 拟 桶 型 空间 是 麦 基 空间 . 
IGF (Mackey topology) J“ 3 4E zs H”. 
Xt Á E fE (duality invariant) 38d 8 Z FE 
空间 相 容 拓扑 不 变 的 性 质 . 设 (X,Y) 是 对 偶 线 性 空 
间 , 对 于 X 上任 给 的 相 容 拓扑 nons H E X RT AT, 
(Xt)! — OX , rail 一 了 .如 果 基 命题 对 某 个 相 容 拓扑 
r, 成 立 , 则 必 对 任何 其 他 的 相 容 拓扑 z; 也 成 立 ,也 
Pie bite ALAM BAK. 而 与 X 上 相 容 拓扑 的 选 
DIS, UAR IG LRL EB ARE E. 集合 的 有 界 性 
就 是 一 个 对 偶 不 变 的 性 质 . 设 (X,Y) 是 对 偶 线 性 空 
间 , 则 对 X 的 所 有 相 容 拓扑 ,都 有 相同 的 闭 凸 集 , 有 
相同 的 财 线 性 子 空间 ,有 相同 的 桶 集 . 
BR(polar) 在 对 偶 线 性 空间 中 ,由 一 个 空间 的 
子 集 通过 双 线 性 泛 函 导出 的 另 一 空间 的 子 集 , 设 
(X,Y) 是 对 偶 线 性 空间 ,4CX, 则 Y 中 的 子 集 
={yEY||<z,y) |<1 对 每 个 TE€ A} 
称 为 4 的 极 . 同样 对 BCY, 也 可 定义 B 的 极 
B'= 二 {XEXI||(r,y)| 志 1 对 每 个 y€ B). 
rE X LE-AR ACX, M AT — CA?) 等 
于 4 的 均衡 凸 闭 包 . SI. AU” E: A 的 关于 弱 拓 扑 
ol(X,Y) 的 均衡 凸 闭 包 ,这 个 命题 称 为 双 极 定理 . 特 
别 地 , 当 X=Y 为 希 尔 伯 特 空间 时 ,XX 的 子 空间 A 
的 极 A= A+. 又 当 X 是 巴 拿 赫 空 间 ,Y=X*, 而 A 
— | EES dg 
1 


A= plat pl. 


由 于 对 极 可 以 进行 运算 ,这 为 对 偶 空 间 理 论 的 
研究 带 来 很 大 方便 . 极 的 运算 是 拓扑 线性 空间 理论 
中 十 分 有 用 的 工具 之 一 . 

双 极 定理 (bipolar theorem) 见 “ 极 ”. 

极 拓扑 (polar topology) 对 偶 线 性 空间 中 的 
一 种 局 部 凸 拓扑 . 设 (X,Y) 是 对 偶 线 性 空间 ,x 是 
有 界 集 族 , 且 

U AY, 


AES 


ABA H UA | A € x) ZR pk. BJ CB BR BE Hr AE o 
扑 称 为 和 上 的 极 拓 扑 . 极 拓 扑 可 以 把 对 偶 线 性 空间 
中 各 种 局 部 凸 拓扑 置 于 统一 的 形式 下 来 处 理 . 

BERE iB (reflexive locally convex spa- 
ce) 一 类 局 部 凸 空间 . 设 E£ 是 局 部 凸 空间 , 则 赋予 
oR 3a th BJ FE 9 zs [8] E' fg TE zs [8] 五 "包含 原来 的 空 
间 E, 34 E" = E Bf, $& E Ek B S B). E— z E 
的 拓扑 和 强 拓扑 GCE,E'0—3xHE LER E SB R BJ. E 
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为 半 自 反 的 充分 必要 条 件 是 E KERA FS BID 
集 是 弱 紧 的 .五 为 自 反 的 充分 必要 条 件 是 五 为 半 自 
反 的 且 是 拟 桶 型 的 . 对 于 赋 可 列 范 线性 空间 , 自 反 和 
半 自 反 是 一 致 的 . 

半 自 反 局 部 凸 空间 (semireflexive locally con- 
vex space) 见 “ 自 反 局 部 凸 空间 ”. 

蒙 泰 尔 空 间 (Montel space) 一 类 桶 型 空间 . 
如 果 桶 型 空间 E 的 任意 有 界 闭 集 都 是 紧 的 , 则 称 它 
为 蒙 泰 尔 空 间或 M 空 间 .M 空间 是 自 反 的 ,其 共 罗 
空间 也 是 M 空间 . 蒙 泰 尔 空间 是 广义 函数 论 中 十 分 
有 用 的 一 类 空间 . 

核 映 射 Cnuclear map) 一 类 重要 的 映射 . 设 X 
是 局 部 凸 空间 ,Y 是 巴 拿 赫 空 间 ,7 是 从 X BY 的 
线性 映射 ,如 果 工 有 如 下 表示 


T E > Od GA 
j=l 
其 中 cj 之 0 H 
2.6 <+ ee, 


DVISSL C IRD, | yi Y 中 有 界 序 
列 , 则 称 工 为 核 映 射 . 

核 型 空间 (nuclear space) 一 类 局 部 凸 空间 . 
局 部 是 空间 X 称 为 核 型 空间 ,如 果 对 零 元 的 任何 均 
BS BMV. AEA Sch yw BUCY ,使 
得 典型 映射 了 :Xv 一 Xur 是 核 映射 . RX 是 商 空 
B] (X,Pur(。))/(zlPuCz)=0}) ,而 Xv 是 商 空 e 
(OX ,PyC* )D/ix| Py G220) } 的 完备 化 空 x [H], Py 
K Py sas ae ee Cee 
巴 拿 赫 空间 为 核 型 空间 的 充分 必要 条 件 是 该 空间 为 
有 限 维 的 . 核 型 空间 在 分 析 学 中 有 非常 重要 的 应 用 ， 
dS E eh Grothendieck, A. ) 1955 年 首先 引 
A DI. 

归纳 极限 (inductive limit) 一 种 通过 一 族 拓 
扑 线性 空间 构造 出 的 新 的 拓扑 线性 空间 . BX, | 
E xy} 是 一 族 拓 扑 线 性 空间 (不 必要 求 是 局 部 凸 
的 ),Y 是 一 个 固定 的 线性 空间 ,对 每 个 a€ o ,有线 
性 映射 ua: XY 满足 条 件 : 

UA, 

的 线性 扩张 等 于 整个 Y, 即 对 任何 yOY FE Qa» 
Ars EM EE 


y= 2 Cite Gn). 


记 了 全 是 了 中 使 得 诸 x 都 连续 的 最 强 局 部 凸 拓扑 ， 
则 拓扑 线性 空间 (Y ,了 TT) 称 为 {XX} 的 归纳 极限 . 
严格 归纳 极限 (strict inductive limit) 一 类 特 
殊 的 归纳 极限 . 设 X 是 一 线性 空间 ,(X,} 是 X 的 线 
性 子 空间 族 使 得 UX.=X. 又 设 每 个 X , 都 是 局 部 凸 


空间 且 当 X, CX, 时,X, 的 拓扑 就 是 关于 X, 的 相 
对 拓扑 .X 上 使 得 每 个 自然 租 和 人 映射 Ta: Xa X 都 
连续 的 最 强 局 部 凸 拓扑 称 为 严格 归纳 拓扑 . 按 此 拓 
th X 是 一 个 局 部 凸 空间 , 称 为 {(X,}) 的 严格 归纳 极 
R. X 中 的 吸收 均衡 凸 集 U 是 开 集 当 且 仅 当 对 一 切 
Xa,U 门 X。 是 X。 中 的 开 集 . 严格 归纳 极限 这 个 概念 
在 广义 函数 论 中 有 重要 应 用 . 

PE d& J3 2A P) EB ri $8 Fh (strict inductive locally 
convex topology)” 见 “严格 归纳 极限 ”. 

投影 拓扑 (projective topology) 通过 一 族 映 
射 定 义 的 拓扑 . 设 E 和 El(a€ o ) d EX TE zz |a] , <, 
是 .上 的 分 离 局 部 凸 拓扑 ,ww:E 一 Es。 是 E 到 EE, 中 
的 线性 映射 , 乡 是 五 上 满足 如 下 条 件 的 最 弱 拓 扑 : 
使 每 个 线性 映射 u Ca € EB EE (E S7) CELL S.) 
的 连续 映射 , 则 称 S 7g E EXT E Saya) aE 
2x7 的 投影 拓扑. 

投影 极限 Cprojective limit) 通过 一 族 拓扑 线 
性 空间 定义 的 新 的 拓扑 线性 空间 . Ea La) Ca E 
-oz) 是 一 族 分离 局 部 凸 空间 ,对 任何 82a 定义 了 一 
个 连续 线性 映射 Ee E, 如 果 满 足 如 下 条 件 : 

l. =i aE); 

2. Ugy = Uag ° ug Z2. 022a) 5 
则 (有 ,vs) 称 为 局 部 凸 空间 的 投影 系 . X HE FH E [aj 
TLE. ER ILE. WES, Ç RE th W8 E PRA 
的 所 有 元 素 x 二 (x。) 组 成 ,使 得 

La = ur) (B Z a), 

WE E A (E, aC XS ula B€ o Bai 
的 投影 极限 , 记 为 E —limE, 或 E — limu;j4E;. 在 投影 
极限 E ERP RT RRL Lart) a € Bm 
Ta Th PRA CE, ag) BH +F# 5 1 ER. , sk. B) PF LY TR 
限 , 仍 记 为 E=lim E, 在 一 定 意义 下 ,投影 极限 和 归 
纳 极限 这 两 个 概念 是 相互 对 偶 的 . 


巴 拿 赫 空 间 与 希 尔 伯 特 空间 


赋 范 线性 空间 (normed linear space) 一 类 可 
以 引进 “长 度 ” 概 念 的 线性 空间 . 设 X 是 线性 空间 ， 
X 上 满足 下 列 条 件 的 实 值 郴 数 pC OMS X 上 的 
TR : 

1. pe Z20(r € X); pla) =0Sr=0. 

2. plaxr)= Jal pCx2 Ca P, € X). 

3. px 30x pO + pO DG, y € X). 

Xt LEX, PORA x 的 范 数 ,通常 记 为 ex. 
赋 有 范 数 的 线性 空间 (X, || e | ) 称 为 典范 线性 空 
间 ,简称 赋 范 空间 . 

范 数 (norm) 见 “ 赋 范 线性 空间 ” 

巴 拿 赫 空间 (Banach space) #k RSH pi B 


巴 拿 赫 空间 与 希 尔 伯 特 空间 


Se [B]. (X, || ，| ) 为 赋 范 线性 
空间 .对 zx,yEX,plz,y) 二 上 x 一 y‖ E V Y X FE 
的 一 个 距离 ,使 XX 成 为 度量 空间 . 如 果 OX 按 这 个 距 
离 是 完备 的 ,就 称 X 为 巴 拿 赫 空 间 . L OO Os p< 
+), C(O) ,cs,co 等 都 是 巴 拿 赫 空间 的 例子 . 

P, a qu] CA BA YE a [aj ) E: 1922 年 巴 拿 赫 
(Banach,S. ) 5 E 4j (Wiener, N. ) 相 互 独 立 提 出 的 ， 
并 且 在 不 到 10 年 的 时 间 内 便 发 展 为 相当 完美 而 又 
“ns s 1932 年 , 巴 拿 赫 论述 这 部 分 

论 的 《线性 算 子 理论 )— B B9 [aj IE , E: ZZ 98 ^1 Pr TE 
MEE ME 巴 拿 赫 空间 至 今 仍 
是 泛 函 分 析 研 究 的 基本 对 象 之 一 . 

半 范 数 (seminorm) 范 数 的 一 种 推广 . 设 X 是 
REZE, pCO OE X 上 的 实 值 函 数 ,满足 : 

1. p(r)Z0(rE€ X); 

2. p(az)= |alp(z)(a ët. 2€ X); 

3. p =<+y)<p(z=)+p(y)(xz,yC€C X); 

则 称 pC) E r E but ECK tB, e E > 的 半 范 数 
WA || xd ,而 称 (X, || + | ?为 赋 半 范 线性 空间 , 简 
称 赋 半 范 空间 . i bpCOR X EB Ya S, E 
—(xlpG)-0j,Wt] E E X 的 线性 子 空间 .如果 在 
商 空 间 X/E 上 规定 上 =p), WW || + | E X/E 
上 的 范 数 , 称 为 由 半 范 数 p(，) 导 出 的 范 数 . 半 范 数 
这 个 概念 在 拓扑 线性 空间 理论 中 扮演 着 重要 的 角 
色 , 是 处 理 一 类 特殊 凸 集 的 解析 工具 . 

准 范 数 (paranorm) 范 数 的 又 一 种 推广 . 设 X 
ERREZE, pC EX 上 的 实 值 函数 ,满足 ， 

1. p(x) 20, p Gc) — 0€ x—0; 

2.p =+ yo X p G0 + B C25 

3. p C— x) — pG), FA 

lim pla,x)=0, lim p(az,) =0 (a, , o ERO; 


WE ACOE X ERR AN BEATER), 
CX , pO BRA WA WE vi, Be HE 2S [8] ( sü WR FU zu, 2x HE 25 [81D , 
简称 赋 准 范 空间 . 准 范 数 p(。) 也 常 记 为 上 + H. o 
gn, L? (Q) (0 过 p 过 1) 是 赋 准 范 空间 . 

Wit 7 35 £E FE = iB] (paranormed linear space) 
见 “ 准 范 数 ”. 

拟 范 数 (quasi-norm) 

Bb Es SK = E (Fréchet space) 按 准 范 数 导出 的 
距离 完备 的 赋 准 范 空间 . 设 (X, || ，|) 为 赋 准 范 空 
间 , 则 p(x,y)== H zu RX 上 的 距离 . 如 果 按 这 
个 距离 还 是 完备 的 , 则 称 X 为 弗 雷 吹 空 间 . 在 一 些 
著作 中 , 弗 雷 软 空 间 篆 指 完 备 的 可 度量 化 局 部 凸 拓 
扑 线性 空间 . 有 许多 关于 巴 拿 赫 空 间 的 定理 ,对 弗 雷 
软 空 间 仍 然 成 立 . 

保 范 同 构 (norm-preserving isomorphism) Jf 
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即 “ 准 范 数 ”, 有 时 也 指 


称 等 距 同 构 映 射 . 指 两 个 赋 范 线性 空间 之 间 存 在 保 
范 同 构 映 射 . 设 X,Y 是 两 个 赋 范 线性 空间 ,UV E X 
到 Y 的 映射 ,车 对 一 切 z€EX, 有 上 Uz 二 zi， 
WEK U 是 保 范 映 射 或 等 距 映 射 . IIR U 不 仅 保 范 ， 
而 且 还 是 从 针 到 Y 上 的 线性 算 子 , 则 称 U E X al 
Y 上 的 保 范 同 构 映射 . 如 果 空 间 XY 之 间 存 在 一 个 
保 范 同 构 映 射 ,就 称 X 与 Y 保 范 同 构 , 亦 称 等 距 同 
FJ. 在 巴 拿 赫 空间 理论 中 , 常 把 保 范 同 构 的 空间 视 为 
等 同 . 

R36 RR S] (norm-preserving mapping) 
范 同 构 ” 

等 距 同 构 (isometric isomorphism) 
同 构 ”. 
oF EB RR Hj (isometric mapping?) 


见 “ 保 
即 “ 保 范 


A TE D 
BU. 

万 有 空间 (universal space) 具有 万 有 性 的 一 
种 巴 拿 赫 空间 . 设 X 是 巴 拿 赫 空间 ,如 果 任 何 可 分 
的 巴 拿 赫 空间 都 等 距 同 构 于 X 的 某 个 团子 空间 , 则 
Wk X 为 万 有 空间 , 亦 称 X 具有 万 有 性 .万 有 空间 的 
存在 性 是 由 乌 雷 松 (ypptcoa,I.C. ) 于 1923 年 证 明 
H, E gi Banach ,S. ) 和 马祖 尔 (Mazur,S. ) 指 出 ， 
pe a E CL0,1j 是 万 有 空间 . 

等 价 范 数 (equivalence of norms) 同一 个 线性 
空间 上 的 两 个 范 数 之 间 的 一 种 关系 . 设 ‖ 外 ， | :和 
| ° | :是 线性 空间 X 上 的 两 个 范 数 ( 准 范 数 ), 如 
果 存 在 正 数 cis ci, 使 得 对 每 个 品 量 > € X 都 有 
ci [z] < |z] <<] zl, MU E 06 21 CEH) 
| : iS | Ë 上 :是 等 价 的 .有限 维 空 间 上 的 任何 
两 个 范 数 必 是 等 价 的 . 由 于 等 价 的 范 数 确定 相同 的 
拓扑 结构 ,因而 对 由 等 价 范 数 所 确定 的 赋 范 空间 , 当 

只 考虑 拓扑 性 质 时 可 视 为 等 同 . 

闭 线 性 子 空间 (closed linear subspace) 一 类 
子 空间 . 赋 范 空间 中 的 按 范 数 导 出 的 距离 还 是 闭 的 
线性 子 空间 称 为 闭 线性 子 空间 . 

商 赋 范 线 性 空间 Cquotiently normed linear 
space) ”由 赋 范 线性 空间 与 其 闭 子 空间 诱导 出 的 新 
的 赋 范 线性 空间 . 2 E 是 赋 范 线性 空间 (X, | ° d) 
的 闭 线 性 子 空间 ,对 于 商 空间 X /E 中 每 个 元 Z, 规 
定 范 数 

E = intl yl 
则 X/E 成 为 赋 范 线性 空 间 ， 称 为 商 赋 范 线性 空间 ， 
这 个 范 数 称 为 原来 范 数 的 诱导 范 数 . 如果 
CX, | + | POS ms. WS X /E 按 诱导 
范 数 也 是 巴 拿 赫 空间 . 

赋 范 线性 空间 的 直 和 (direct sum of normed 
linear spaces) ”由 两 个 赋 范 ( 赋 准 范 ) 线 性 空间 诱导 
出 的 新 的 赋 范 ( 赋 准 范 ) 空 间 . BX, XX, 都 是 赋 范 
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CWA HE YE) Be HE S |a] RE URL X = X, + X, 中 的 元 
Gri £2) , 定义 范 数 ( 准 范 数 ) | (21522) | 一 | Tı | 
+ || z: || , WJ X — Xs +X, 成 为 赋 范 ( 赋 准 范 ) 线 性 空 
lg]. 当 X i, X, 完备 时 ,X 也 是 完备 的 . A, EX 
=X, c X, 中 也 党 取 下 面 的 等 价 的 范 数 ( 准 范 数 )，: 


| zo) | = Cai] + | z, t. 
类 似 可 定义 任意 有 限 多 个 赋 范 线性 空间 的 直 和 . 

Wt 36 Be EE == E) BY H Se == lB] (conjugate space of 
normed linear space) IR yb 2 E 5 8] Exe SE ZEIT 
函 的 全 体 . HA Y Zk FE Z= [B| X 上 连续 (或 等 价 地 ,有 
界 ) 线 性 泛 函 的 全 体 , 记 为 X".X'* 按 泛 函 的 线性 运 
算 及 泛 范 的 范 数 构成 一 个 巴 拿 赫 空间 , 称 X "为 和 X 
的 共 斩 空 间 , 有 时 也 称 为 和 的 伴随 空间 或 对 偶 空 
|]. X* AY FE Sg zs qa] X= (X * ) * MOS X 的 一 次 共 
WEH ESE FARA = RAHM ll A”, 
斩 空 间 等 .由 于 经 典 分 析 的 需要 ,例如 在 矩 量 问 题 、 
偏 微 分 方程 理论 等 方面 都 会 遇 到 对 偶 空 间 , 以 及 泛 
函 分 析 本 身 的 需要 ,显然 通过 X "能 更 好 地 理解 X. 
于 是 人 们 研究 了 X 与 X" 之 间 的 关系 ,这 就 是 所 谓 
的 对 偶 理 论 . 

赋 范 线性 空间 的 伴随 空间 (adioint space of 
normed linear space) Bf “WRIA FE Z= [a] B3 25 gg zx 
ij”. 

赋 范 线性 空间 的 对 偶 空 间 (dual space of 
normed linear space) Ef “WRG Zk FE zs [8] BJ H gu = 
[8] ". 

WS B -E3 & 3 3E ja EJE (Hahn-Banach extension 
theorem) PRA TE TZ PR SIE ja ZE EB. 将 线性 子 空间 
ER Z FE ZZ pR XE f BE 4° 2 8] rm 12 
Plz) 是 线性 空间 上 的 半 范 数 ,E。 E: E 的 线性 子 
空间 ,如 果 在 E, E # X BJ Z TE Ro) Wi E 
|f G2 | ip G2 , MJ SE dE. f Cc) KEG BI £ == la] E 上 并 
MI JE Jt +E #B Jy HJ 81] HR 
a s 

LEMEXHAETS 间 , 则 M 上 任何 一 
有 界线 性 泛 函 都 可 保持 范 数 不 增 大 地 延 拓 为 X 
A S ATE PB. 

2. xHT— E [n] E TEX, ff fE X 上 的 有 界线 
EZK fo HAE So (20) = |z ll» Il Fo | =1. 

3. 对 X 的 任 一 财 线性 子 空间 M RB z, € 
XNM FEX EB FER TEE PR fo, E1 olo) 
>1, | £, || <d , 且 当 xE€EM 时 恒 有 f(x)==0, 而 

d = inf | zo — < || CBB xo 到 MM WER). 


A L-PS SERE dn RI RPT 
要 定理 , 它 是 研究 对 偶 理 论 的 主要 工具 , 它 保证 了 赋 
范 线性 空间 的 对 偶 空 间 是非 乎 凡 的 . 

£b ME ;Z oy GE RE SE EË (extension theorem of lin- 


ear functionals) BJ“ Deko bt =E UU. 
扩张 性 质 (extensionality of Banach space) X 
Fiz PD SKE RED BIA RARER Fm S| Amt 
概念 . 设 M 是 赋 范 线性 空间 X 的 任意 线性 子 空间 ， 
AH M 到 巴 拿 赫 空 间 Y 的 每 个 有 界线 性 算 子 7T, 至 
少 有 一 在 关上 的 扩张 工 , 即 至 少 存在 一 个 由 XX 到 Y 
的 有 界线 性 算 子 了 , 当 zxEM 时 Tzr=7Toz, 使 7T| 
= | T] WP Y RAT KER. 哈恩 - 巴 拿 赫 定理 
意味 着 实数 空间 RAAT KEM. BESEN YR 
有 扩张 性 质 的 充分 必要 条 件 是 :对 于 任何 包含 Y 为 
其 赋 范 线性 子 空间 的 每 个 赋 范 线性 空间 Y ,都 存在 
— H Y, 到 Y 的 范 数 为 1 的 射影 算 子 . 这 个 结果 是 
由 纳 赫 宾 (Nachbin,L. ) 于 1950 年 得 到 的 . 
E R HRR (Banach limit) 具有 某 种 极限 性 
JR B 2k PE YZ PR. 空间 /* 中 满足 下 列 条 件 的 线性 泛 枉 
F 称 为 巴 拿 赫 极 限 或 广义 极限 ;对 任何 {a,)E7L™, 有 
1. FCta,) ) =F Ca,4,}). 
2. WR a,250€n— 1,2, 
3. 如 果 {a,) 是 实数 列 , 则 
lim a, < F((a,)) < lim a,. 


4. 如 果 lim a, 存在 , 则 FC 
(a, ) 的 巴 拿 赫 极限 常 记 为 


lima, ny l.i. m. a,. 
由 哈恩 - 巴 拿 赫 延 拓 定理 可 证 巴 拿 赫 极限 的 存在 性 . 

广义 极限 (Cgeneralized limit) 即 “ 巴 拿 赫 极 
限 ”. 

里 斯 引 理 (Riesz lemma) 揭示 闭 子 空间 与 单 
VEALED ERROR SSB. RY EME 
线性 空间 X 的 闭 线 性 真子 空间 , 则 对 任何 £ € 
(0,1) ,存在 zEX, z==1, 使 得 4(z,Y) 之 e, 其 中 

day) Sint |e || |e E 
上 述 引 理 是 里 斯 (Riesz,F. ) 于 1918 年 得 到 的 , 它 在 
泛 函 分 析 中 有 着 广泛 的 应 用 . 例如 ,由 里 斯 引 理 可 
得 , 赋 范 线性 空间 X 的 每 一 个 有 界 财 集 是 紧 的 当 且 
仅 当 XX 是 有 限 维 空间 . 

1975 年 , 考 特 曼 (Kottman,C. A. ) 把 里 斯 引 理 
向 前 大 大 推进 了 一 步 : 设 X 是 无 穷 维 赋 范 线性 空 
间 , 则 存在 点 列 {z,)CX, || m. || — 1, E 34 mAn 
Bj A || xs || — He 定理 在 巴 拿 赫 
空间 局 部 理论 的 研究 中 有 重要 作用 ,特别 是 在 填 球 
问题 (parking problem ) 中 扮演 重要 角色 . 

巴 拿 赤 空间 的 同 胚 问题 (homemorphism prob- 
lem of Banach spaces) 巴 拿 赫 空间 同 胚 理论 中 的 
一 个 重要 问题 . 35 ER SK (Fréchet, M. -R. AES jj 
(Banach, S. ) 4& tH. F Ë I8] el: E: p Er 2623 ZEE uj op 
E # #k == la] fE E AB JE: [e] BE B5), X Ls Br ER SUR S 
[8] AY [8] BE [8] I. FEX Kanen, M. HIT 1953 年 指 


.) , WI) Fela) =Q. 


a) =lim a,. 


S [8] 5j A 7R AB FF == 1] 


ty» ZE 2’ Al co FETAL AY. 1958 年 ,他 又 指出 ,一 切 
7553 4E E Be Bf u] 4p ES Sd == al B] RR T- Z. 1960 年 , 贝 
Be fil CBessaga , C. 2 fü Arer B 3£ CPelezynski, A. ) 
进一步 证 明了 所 有 常见 的 无 穷 维 可 分 的 巴 拿 赫 空间 
# |F] 2.1967 年 , 卡 舍 茨 证 明了 所 有 无 穷 维 可 分 
的 巴 拿 赫 空 间 彼 此 都 同 胚 , 从 而 解决 了 巴 拿 赫 空间 
的 同 胚 问题 . 至 于 是 否 每 个 不 可 分 的 巴 拿 赫 空间 都 
同 胚 于 某 个 希 尔 介 特 空间 ,这 是 尚未 解决 的 一 个 问 
题 . 

— 8 [s] ER (uniform homeomorphism) 一 致 连 
eee RAIA RAR. dE X.Y 都 是 巴 拿 赫 空间 , 若 
存在 XX 到 Y 上 的 一 一 对 应 的 映射 六 使 二 和 三 都 
是 一 致 连续 的 , 则 巴 拿 赫 空间 X SY 称 为 一 致 同 肪 
的 . 若 存在 和 到 YY 上 的 一 对 一 的 映射 BAA: 
存在 常数 C 之 1, 使 对 任意 z,yEX, 都 有 

Cc] aedes uper — EE) 
Sec genes 
WX 5 Y RABE =) WEB. 如 果 两 个 巴 拿 赫 空 
间 是 李 普 希 欧 同 胚 的 ,那么 它们 必 是 一 致 同 胚 的 . 

关于 巴 拿 赫 空 间 理 论 有 下 述 基 本 问题 :两 个 一 
致 同 胚 (或 李 普 希 茨 同 胚 ) 的 巴 拿 赫 空间 是 否 一 定 是 
Ze HE fal EA? 1978 年 , 阿 哈 罗 尼 (Aharoni,I. ) 和 林 
& Hr FE 2T Hf (Lindenstrauss , J. ) 否 定 地 回答 了 这 个 
问题 . 

== u Fi RRE (Lipschitz homeomorphism) 
DL“ — 33 Ir RR". 

Heer E 48 3: BB š (Banach-Mazur distance) 
巴 拿 赫 空 间 局 部 理论 中 的 一 个 基本 概念 . 设 X 和 了 
是 巴 拿 赫 空间 , 奋 X 与 了 同 构 , 即 存在 X 到 YY 上 的 
一 对 一 的 线性 算 子 了 ,使 了 与 了 都 是 连续 的 , 则 令 
d(X,Y)=inf{ || T || - | TU ll IT E XY 上 的 同 
构 映 射 ;, 其 中 ,下 确 界 是 对 x 一 了 上 的 一 切 同 构 映 
Stim RA sa X SY A. d(X,Y)= +o. $ 
d (X,Y ) 为 巴 拿 赫 空 间 XX 与 Y 之 间 的 巴 拿 赫 - 马 祖 
尔 距 离 , 它 是 由 巴 拿 赫 (Banach,S.) 和 马祖 尔 
(Mazur,S. ) 于 1932 年 引 人 的 . 

正规 结构 (normal structure) X T8 Z: Bl dh 
子 集 的 点 到 该 集 的 其 他 点 的 距离 与 该 集 的 直径 之 间 
关系 的 一 个 概念 . 设 A 是 巴 拿 赫 空间 X op Sid 
S.A, sup{ || =— y| |y € A) «diamA, I| z 
称 为 4 的 非 直径 点 . 设 Y 为 巴 拿 赫 空间 X NTR, 
# V 的 每 个 有 界 闭 凸 子 集 都 具有 非 直径 点 , 则 称 V 
具有 正规 结构 .正规 结构 的 概念 在 巴 拿 赫 空间 结构 
理论 和 非 扩 张 映 射 的 不 动 点 存在 性 中 均 有 应 用 . 

El I RJ Ux su, £k TE == iB] (reflexive normed linear 
space) 1E B RE A TSR REH E] Fe] BJ RR 
范 线 性 空间 . 设 X 是 赋 范 线性 空间 , 则 每 个 zEX， 
可 视 作 X Fonge", TEXT, 
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zr" " (f) = f (z). x" 


“显然 是 有 界 的 , 且 1 < "| 


二 上 zl ,zx'“ 称 为 由 xz 生成 的 ,映射 z+ 一 x"“ 是 X 
到 X CRRA X A E He == ja] E EE 


T RRRA, TEX H X miM. 
映射 ama PRA X BX PAB RRA TEX 与 
X RAFA EA XCX. 如果 X=X"' d EN 
是 自 反 的 . 巴 拿 赫 空间 X 自 反 当 生 仅 当 X* 是 自 反 
Bg. EBEZALA, Papo) KRH, 
而 LC(Q),l 不 是 自 反 的 . 

自 反 空间 的 概念 是 由 哈恩 (Hahn,H. ) F 1927 
年 引入 的 ,他 当时 把 这 类 空间 称 为 正则 的 ,而 自 反 的 
名 称 是 劳 赫 (Lorch,E. R. ) 于 1939 年 给 出 的 . S 48 
斯 (James,R.C. ) 于 1957 年 对 可 分 巴 拿 赫 空间 X 
证 明了 X 自 反 的 一 个 充分 必要 条 件 , 是 X 上 的 每 个 


A 5 AVETE TE X 的 闭 单位 球 上 都 能 达到 上 确 界 .， 


1964 年 ,他 又 把 可 分 性 的 要 求 去 掉 . 

如 上 所 述 , 自 反 空间 刻画 了 巴 拿 赫 空间 的 一 些 
重要 性 质 . 在 巴 拿 赫 空间 理论 研究 中 往往 就 通过 某 
些 重要 命题 的 成 立 来 引进 种 种 类 型 的 巴 拿 赫 空间 . 

th == ja] (James space) 往 姆 斯 (James ,人 . 
C.) 1951 年 针对 当时 关于 “ 巴 拿 赫 空间 X 等 距 同 
FJ T X" 推出 X 必 自 反 ? 的 猜测 而 构造 的 空间 . 设 
J 为 满足 下 述 条 件 的 实数 列 > = (£, y Pr £B BEES SC £X 
FESS IB) 27 =(6,) EJ 当 且 仅 当 


lim 6. 2-0; 
3f R. 
| T | = sup| >) C = $23" 
j 1 
T (5, 0? |? <+ 0, (1) 


其 中 上 确 界 是 对 一 切 及 所 有 可 能 的 有 限 多 个 正 整 
BL Ri ,kos Rong) (Ri hoe Ba ) BAY 5 HD (1 BT 
规定 的 | e || 为 了 上 的 范 数 , 并 且 按 此 范 数 构 成 一 
` ESHTE J 称 为 詹姆斯 空间 . 有 
以 下 结 

li LSU AE aas EI 

2. 与 了 “等 距 同 构 , 但 7 并 不 自 反 . 

因此 ,在 巴 拿 赫 空 同日 反 性 的 定义 中 必须 强调 
在 自然 ( 典 则 ) 映 射 下 ,X=X"*. 泛 函 分 析 中 许多 反 
例 的 构造 常用 到 詹姆斯 空间 . 

次 自 反 空间 (sub-reflexive space) B zx 
概念 的 推广 . 设 X 是 赋 范 线性 空间 ,者 XC 
的 闭 单位 球 上 达到 范 数 的 元 素 f 的 全 体 在 XC 
密 ( 按 范 数 拓扑 ), 则 称 X 是 次 自 反 的 . 每 个 巴 拿 赫 
空间 都 是 次 自 反 的 . 

88 AK ^E AK SS la] (space generated by a weakly 
compact subset) 上 自 反 空 间 和 可 分 空间 的 推广 . 设 
X 是 巴 拿 赫 空间 ,各 存在 X 的 一 个 弱 紧 集 天 ,使 和 
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一 span 天 , 则 X 称 为 弱 紧 生成 空间 .有 以 下 结论 : 
1. 和 目 反 空间 和 可 分 巴 拿 赫 空 间 都 是 弱 紧 生成 空 


fH. 


2. © Z IZ ZK (Rosenthal, H. P.) F 1974 年 指 
出 , 弱 紧 生成 空间 的 闭 子 空间 不 必 是 弱 紧 生成 空间 . 

EB E ERE ES = [B] (super-reflexive Banach 
space) 一 类 自 反 空间 . 巴 拿 赫 空 间 X 称 为 超 自 反 
的 ,如 果 每 个 在 X 中 有 有 限 表 示 的 巴 拿 赫 空 间 Y 都 
是 目 反 的 .一 个 赋 范 空间 Y 称 为 在 另 一 个 赋 范 空间 
X 中 有 有 限 表示 是 指 :如 果 对 Y 的 任何 有 限 维 子 空 
la] Y, 和 > 0, FEX 中 有 限 维 子 空间 X, Ro 
的 连续 线性 算 子 T Yo» X, ,使 得 

ITI + | 7 «re. 

超 目 反 空间 一 定 是 自 反 空间 . 两 个 线性 同 胚 的 
巴 拿 赫 空 间 具 有 相同 超 自 反 性 . 超 自 反 性 和 点 性 的 
研究 有 密切 的 联系 . 例如 , 巴 拿 赫 空间 X 超 自 反 的 
一 个 充分 必要 条 件 为 ,在 X 上 可 赋予 与 原 范 数 等 价 
的 一 致 凸 范 数 . 

一 致 凸 赋 范 线性 空间 (uniformly convex 
normed linear space) 满足 一 致 凸 性 的 一 类 赋 范 线 
性 空间 . 赋 范 线性 空间 (X, || ° | ?> 称 为 是 一 致 凸 
的 ,如 果 对 任意 的 se 盖 0, 存 在 ó> 0, EM || > | 
<1, yl s13FR. jz—y | Z= FF, VA || z+ yl 
之 2 一 6 成 立 . L'(1 p Tr oo) R: — S (i B. 一致 凸 
的 巴 拿 赫 空间 是 自 反 的 . 

Me ais s 间 几何 理论 的 一 个 重要 

念 , 它 是 克拉 克 松 (Clarkson,J. A. ) F 1936 年 为 
研究 拉 东 - 尼 科 迪 姆 性 质 而 引入 的 ,他 开创 了 从 巴 拿 
赫 空 间 的 几何 结构 出 发 来 研究 巴 拿 赫 空间 性 质 的 方 
法 . 巴 拿 赫 空 dt en a aa 

理论 研究 中 人 们 特别 感 兴趣 的 一 个 领域 . 
严格 凸 赋 范 线性 空间 "im convex normed 
linear space) 满足 严格 西 性 的 一 类 赋 范 线性 空间 . 
赋 范 线性 空间 X 称 为 严格 凸 的 ,是 指 对 任何 IO 
和 y~O MR || etyl = xd + iy] WB: 
=ay,a 为 某 一 正 数 . — BRS |B] d JE: P 38 rti 
的 . 如 果 X" 是 严格 凸 的 , 则 X 内 任 一 线性 子 空间 
Xo 上 的 任 一 有 界线 性 泛 图 必 可 惟一 地 保 范 延 拓 为 
全 空间 X EWA AAP PR. 如 果 X B. 2 
命题 之 逆 也 成 立 . 赋 范 线性 空间 的 严格 凸 性 是 一 
SARL ETAT ACAD MAR iim 
3E FE DR 26 £b TE == [8] (flat convex normed lin- 
ear space) 一 类 赋 范 线性 空间 . 赋 范 线性 空间 (X， 
| + > 称 为 是 平 性 凸 的 ,如 果 存 在 单位 向 量 zo, yo 
(z == yo) ,使 得 
| Xo + yo 
2 


巴 拿 赫 -萨克斯 性 质 (Banach-Saks property) 


— EM = || yo || = 


关于 点 列 的 算术 平均 值 收 敛 的 一 个 重要 性 质 . 大 
拿 赫 空间 X 中 的 每 个 有 界 点 列 {z,? 有 一 子 列 {z， 
使 它 的 算术 平均 值 按 范 数 收 敛 于 六 中 的 一 436 zv; 
即 

E Sp 

BLEU EE ESOS 
WX RARA EBES H- a OE OX 中 每 个 纶 
收敛 的 点 列 {zx,} 有 一 子 列 {z,} ,使 它 的 算术 平均 值 
按 范 数 收敛 于 XX 中 的 一 — zo Wl X RARAS 
巴 拿 赫 -萨克斯 性 质 . 以 下 结论 成 立 : 


1. FES jh = ll X AER HRP a Hr E E , W 
+ 2 A 58 BLSCS- BS SUNT PER 

2. 右 巴 拿 赫 空间 X 是 超 自 反 的 , 则 X £ 8 ELSE 
赫 -萨克斯 性 质 . 


3. GAS HS ll X 具有 巴 拿 赫 -萨克斯 性 质 ， 
WW X 必 是 自 反 的 . 这 是 尼 西 乌拉 (Nishiura , 工 . ) 和 
瓦特 曼 (Waterman,D. ) F 1963 年 证 明 的 ;人 恩施 
JH (Bernstein, A. R. ) 于 1972 年 指出 , 逆 命 题 并 不 成 
AF. 
弱 巴 拿 赫 -萨克斯 性 质 (weak Banach-Saks 
property)” 见 “ 巴 拿 赫 -萨克斯 性 质 ”. 
x 7a E: & ## = [B] (smooth Banach space) ZÁ 
5 vi 23 E] TZ eR Bet Fk BJ ERE S [E]. de X 为 巴 
— lA] c, 是 XX 的 单位 向 量 , 如 果 存 在 惟一 的 节 
|| S| =1 使 得 Cx.) =1, MEK X TE x, DER 
Gg 如 果 X ERR RE y n] e Ab AB GR B , m 
Ek X. 是 光滑 的 ,或 X 有 光滑 的 范 数 或 X 的 范 数 是 
光滑 的 .光滑 性 和 严格 凸 性 是 对 偶 的 两 个 性 质 : 如 果 
X 是 严格 凸 的 , 则 和 是 光滑 的 ;如 果 X 是 光滑 的 ， 
WX 是 严格 凸 的 . 光滑 性 除了 与 严格 凸 性 对 偶 外 ， 
它 还 和 范 数 的 弱 可 微 性 (参见 “加 托 微 分 ”) 有 紧密 联 
£=. 
绍 德 尔 基 (Schauder bases) 有 限 维 空间 中 基 
概念 的 一 种 推广 . 设 X AE € ph la], (ec, } E: X 中 
的 点 列 , 如 果 对 任何 zEX, 总 存在 惟一 的 数列 


UMCOBLE: 
N 
lim | £ — Danae, ESEP 
即 


SE 29 ds (r)e, ° 
n=] 


则 称 {e,} 为 和 中 的 绍 德尔 基 或 可 数 基 ,并 称 X 为 具 
有 可 数 基 的 巴 拿 赫 空 间 . 具有 可 数 基 的 巴 拿 赫 空间 
是 可 分 的 .序列 空间 IG Lp 9) ,coyc 以 及 函数 
空间 C[0,1j],L*[a,6](1 志 p 过 十 吕 ) 等 都 是 有 可 数 
A BJ EL Sas [E]. 

绍 德尔 基 是 绍 德尔 (Schauder,J. P. ) 于 1927 年 


E S jj == 


> [8] 5 #8 OR ABRE == Ja] 


提出 的 , 它 是 有 限 维 空间 中 基 的 概念 的 一 种 推广 . 
1973 年 , 恩 夫 洛 (Enflo,P. ) 举 例 说 明 即 使 巴 拿 赫 空 
间 是 可 分 的 也 未 必 存 在 绍 德尔 基 . 关于 基 的 理论 的 
人 研究 已 有 很 丰富 的 内 容 . 

A) iH (countable basis) 即 “ 绍 德尔 基 ?”. 

Xj 48 [8] MET (dual family of vectors) 分 别 来 
Ej yu. 2k FE == [8] SSE Pe = [8] BJ RR E — A 
对 子 集 . 设 X ERASE, kr RI 


如 果 X WER (z. a €C A) 和 — sag 
ERE (rp) = 0, | X H: 

有 二 小 (a — B), 

* A9 (ase 
MU Sk CC) (SaD 2 XH EK RAER. 此 概 
念 对 于 巴 拿 赫 空间 中 有 关 基 的 理论 的 研究 有 用 . 

双 正 交 系 (biorthogonal system) ` B[ ^56] 483 [5] 

mR”. 


E x š$ = lü] rH BY WH (series of Banach space) 
数学 分 析 中 级 数 概 念 的 推广 . 设 X ARS MS E, 
{r CX, AIEI 60 fr fE IF ER ON, E4 m 9n 
=N 时 
f. 


k=n+1 


SEET 
则 称 级 数 


Za 
收敛 (绝对 收敛 ). 如 果 对 正 整 数 集 的 每 个 重 排 n. 
数 


Geen 
都 是 收敛 的 ,就 称 级 数 


Dz 
是 无 条 件 收敛 的 . 显然 ,级 数 的 绝对 收敛 性 蕴涵 无 条 
件 收敛 性 . 巴 拿 赫 空间 中 的 无 条 件 收敛 级 数 为 绝对 
收敛 的 充分 必要 条 件 是 该 空间 为 有 限 维 的 ,这 就 是 
著名 的 德 容 特 次 基 - 罗 杰 斯 定理 . 巴 拿 赫 空间 中 级 数 
的 收敛 性 与 基 的 研究 有 紧密 的 联系 . 

级 数 的 收敛 (convergence of series) 
赫 空 间 中 的 级 数 ” 

级 数 的 绝对 收敛 (absolute convergence of se- 
res) 见 " 巴 拿 赫 空间 中 的 级 数 ” 

£ 3 B9 7c HK E ELSE Cunconditional convergence 
of series) ” 见 “ 巴 拿 赫 空间 中 的 级 数 ”. 

基 的 等 价 性 (equivalence of bases) 指 两 个 基 
能 在 某 个 线性 同 胚 映射 下 保持 一 一 对 应 . 设 和 ,7 都 
是 巴 拿 赫 空间 , (r) (yo Tal XY 中 的 绍 德 尔 
基 . fr ARE FE IR) ROR T: XY, ET BE Tn, 
WA Tt, = yn MW x} Ej Uy, ASO. 


‘eae 
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Zeit (unconditional base) 一 种 与 级 数 的 
无 条 件 收敛 概念 紧密 相关 的 基 . 设 {zx,} 是 巴 拿 赫 空 
lB] X PAZ BRE. AMR rex, 级 数 


都 是 无 条 件 收敛 的 , 则 {xz}) 称 为 无 条 件 基 , 其 中 {f,} 
与 {x,) 是 双 正 交 系 . 若 {x;) 不 是 无 条 件 基 , 就 称 它 为 
条 件 基 . 亨 内 费 尔 德 (Hennefeld,J. ) 于 1973 年 证 明 
了 对 于 巴 拿 赫 空间 的 无 条 件 基 ,只 有 下 列 三 种 可 能 
情况 ;没有 , 仅 有 一 个 (在 等 价 意 义 下 ), 有 不 可 数 个 . 
林 登 斯 特 劳 斯 (Lindenstrauss,J. ) 和 齐 平 (Zippin， 
M. ) 指 出 ,如 果 巴 拿 赫 空间 X 有 惟一 的 无 条 件 基 
(在 等 价 的 意义 下 ), 那 么 XX 必定 线性 同 胚 于 空间 
cool 或 中 的 一 个 .因此 ,在 线性 同 胚 意 义 下 ,有 而 
ARAB SARS co,l 或 有 惟一 的 无 条 件 基 . 

Z F Æ (conditional base)” 见 “无 条 件 基 ”. 陪 
^R EK 3r d CPelezyrski , A. ) A Æ (Singer, I. M. ) 于 
1964 年 指出 ,关于 巴 拿 赫 空 间 中 的 条 件 基 ,或 者 没 
有 ,或 者 有 不 可 数 多 个 ， 

i uris EH (approximation problem) BRAZ 
间 理 论 中 的 一 个 重要 问题 . 设 X EBEE N, E 
对 X 的 每 个 紧 子 集 K 及 每 个 se>0, 都 存在 有 限 秩 
线性 算 子 T:X 一 X( 即 


Ta = 3707 
i=] 


NIB UG CX (Sili CX" VEX) RE z 
CK AWWA || T=—< || <e, 则 称 巴 拿 赫 空 间 X 具有 
通 近 性 质 . Ji dr RET Hj AES S S IR] 3B YT TE ER, 
这 就 是 所 谓 通 近 问 题 . Ep Ë: E A = lš] X 有 绍 德尔 
基 , 则 X LUE iB XT TES. 因此 , 若 基 问题 的 回答 是 肯 
定 的 , 则 允 近 问题 的 回答 也 是 肯定 的 ; 若 表 近 问 题 是 
否定 的 , 则 基 问 题 也 是 否定 的 . 恩 夫 洛 (Enflo,P. ) 找 
到 了 一 个 可 分 自 反 巴 拿 赫 空间 不 具有 通 近 性 质 , 从 
m BA fe RS E Na a SIT BE [A] A. 

iB i EE JA (approximation property) 
问题 ”. 

埃 伯 莱 因 -斯 穆 良 定理 (Eberlein-Smulian theo- 
rem) 揭示 巴 拿 赫 空间 的 子 集 弱 紧 与 弱 序 列 紧 相 
同 的 重要 定理 . 巴 拿 赫 空间 的 子 集 是 相对 弱 紧 的 当 
且 仅 当 它 是 相对 弱 序 列 紧 的 . 特别 地 , 巴 拿 赫 空 间 的 
子 集 是 有 弱 紧 的 当 且 仅 当 它 是 弱 序列 紧 的 . 上 述 定 理 
Je: 48 3E Ë] (Eberlein, F. ) 和 斯 穆 良 (Smulian,V. ) 
于 1947 年 得 到 的 , 它 在 泛 卫 分 析 中 有 着 广泛 的 应 
用 . 

德 害 特 菊 基 -罗杰斯 定理 (Dvoretzky-Rogers 
见 “ 巴 拿 赫 空 间 中 的 级 数 ”. 

内 积 空间 (inner product space) 具有 内 积 运 
算 的 线性 空间 ,是 ” 维 欧 氏 空间 的 无 限 维 推广 . 设 开 
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VUES EL 


theorem) 


Fe Sc BUM KS BR, RK 上 线性 空间 ,如 果 对 H 
中 任何 两 个 向 量 z,y，, 都 对 应 着 一 个 数 (z,y)E 天 ， 
满足 条 件 : 

1. CHIRE IREE xy € H E 

(r,y)— (y, xz). 

2.《 对 第 一 变 元 的 线性 性 ) 对 任何 us H 
及 ay 8E 天 ,有 (az 十 Byvz) 王 a(Czyz) 十 BCyyz). 

3.〈 正 定性) 对 一 切 <€ H B (z=,z)2>0 H 

(r,r)—00r-0, 
AC? , RA H PHAR. MEH AERA) 
内 积 空 间 ,或 准 希 尔 伯 特 空间 . 令 

ele 
则 按 范 数 上 ，| 中 ,五 成 为 赋 范 线性 空间 . 设 (X， 
| e 下 ?是 赋 范 线性 空间 ,X 中 能 定义 内 积 (。,。) 
Ff f& || x | = v (zx,z) 恒 成 立 的 充分 必要 条 件 是 X 
的 范 数 上。 上 满足 下 面 的 平行 四 边 形 公式 :对 任何 
NECA 

læta e lea =ke Mey ds 
完备 的 内 积 空间 称 为 希 尔 伯 特 空 间 , 希 尔 伯 特 空间 
H FERRERI HRE HU pm 
dESggzsm.H Bjdkguzsig] H ME DU A8 Sit, 
IEH WEEE- mE VCH 使 得 对 所 有 x 
CHM MTA fi—G.ye.Hlfl-21yl CR 
斯 定理 ). 反之 ,对 每 个 yOH.S, a) =a, yE I 
H EPER REZ K SEH”. DH l| H * BR 
HC HL F:C;y— f,G € A) WA | 

Clay + Bz) = aCy + BCz, 
BIC SAY H 5 Hr Z la] BJ x W, JE $p Zü FE RIT ,在 
此 同 构 意 义 下 ,把 f, 5 y MAS SU =H. 
这 一 性 质 也 称 为 希 尔 伯 特 空间 的 自 共 斩 性 , 它 在 和 希 
尔 伯 特 空间 算 子 理论 中 具有 很 重要 的 作用 . 

第 一 个 具体 的 希 尔 伯 特 空间 最 早 是 由 希 尔 伯 特 
(Hilbert, D. ) 在 人 研究 积分 方程 时 首先 提出 的 ,他 在 
平方 可 和 的 无 穷 实 数列 {z,) 全 体 组 成 的 空间 己 中 规 
定 了 内 积 


Cass P= es 


把 空间 D 看 做 欧 几 里 得 空间 向 无 穷 维 的 推广 ,从 而 
有 效 地 解决 了 一 类 积分 方程 求解 及 本 征 展开 问题 . 
不 久 汉 。 诺 伊 曼 (von Neumann,J. ) 建 立 了 一 般 希 
尔 伯 特 空间 的 理论 . 希 尔 伯 特 空间 的 概念 和 理论 已 
被 广泛 应 用 于 数学 和 物理 的 各 个 分 支 . 如 积分 方程 、 
微分 方程 .随机 过 程 、 函 数论 .调和 分 析 .数学 物理 和 
量子 物理 等 . 

内 积 (inner product) 见 “ 内 积 空间 ” 

希 尔 伯 特 空间 (Hilbert space) 见 “ 内 积 空 
[B] ". 


38 2 48 FF == [8] BJ E e == [B] (dual of Hilbert spa- 
ce) BM"pE. 

ite E, Z AS £ s (Schwarz inequality) ARZ 
间 中 两 个 元 素 的 内 积 与 两 个 元 素 范 数 之 间 的 制约 关 
RRA. * DAARS A, MHRA xy € 
H A SEX Gs. 32 PSC) * (y, y) BI IW , X 4" 
ARE Dm BG 22 AS SE X. 由 施 瓦 效 不 等 式 就 可 以 
如 同 欧 几 里 得 空间 一 样 ,在 内 积 空间 中 引入 两 个 向 
量 的 夹 角 和 垂直 正 交 的 重要 概念 ,而 在 一 般 赋 范 线 
性 空间 无 法 引进 这 些 概念 . 

IE 3 (orthogonal) 亦 称 直 交 . 是 欧 几 里 得 空 
间 中 垂直 概念 的 推广 . 设 ( 吾 ,(，,，)) 是 内 积 空间 ， 
x VCH MWR Als D, RL EE z 5j y 是 正 交 的 ,或 
EIU x ly. 2 M.N E H 的 子 集 , 如 果 对 每 
个 zxEM,yEN MA Gí3)—0, BER M 5 N EX, 
iG M LN. H FRAS M 正 交 的 向 量 全 体 称 为 
M 的 正 交 补 , 或 直 交 补 , 记 为 M+. ER H rh BJ B] Zk 
性 子 空间 . 相互 正 交 的 两 个 向 量 z, y 满足 勾 股 定 
H, 

bsta a sA a 

BL ZZ (orthogonal) 即 “ 正 交 ?” 

E 交 补 (Corthocomplementation orthocomple- 
Ese”. 

TE 2% #h (orthogonal complement) JW,“ jE AE". 

TE 3% t Æ (orthogonal projection) 欧 氏 空间 
中 向 量 投影 概念 的 推广 . 设 M 是 内 积 空间 H 中 的 
线性 子 空间 ,zE 互 ,如 果 有 xzoEM,z AM 使 得 > 
=o tx, LTR Xo 是 X 在 子 空间 M 上 的 投影 ,更 完 
整地 说 是 “ 正 交 投影 ?或 在 M 上 的 (投影 ) 分 量 . zo 
如 果 存 在 的 话 , 必 是 惟一 的 , 且 

lz zl = inf lz— yl. 
WR M 是 五 的 完备 子 空间 , 则 对 任何 z€ Hox 
M 上 的 正 交 投影 惟一 地 存在 . 这 个 结果 称 为 投影 定 
理 , 它 不 仅 在 理论 研究 中 ,而 且 在 很 多 应 用 性 科学 ， 
如 近似 理论 (包括 有 限 元 方法 )、 预 测 理论 、 最 优化 等 
方面 都 有 广泛 的 应 用 . 


ment ,orthogonal complement) 


直 交 投影 (orthogonal projection) ” 即 “ 正 交 投 
E . 
规范 正 交 系 (orthonormal system) 是 数学 分 


析 中 正 交 聘 数 系 概念 的 推广 . 如 有 果 下 是 内 积 空间 H 
中 一 族 非 零 向 量 , 且 中 任意 两 个 不 同 的 向 量 都 相 
互 正 交 , 则 称 下 为 五 中 的 正 交 系 或 直 交 系 .如果 正 
3 # F 中 每 个 向 量 的 范 数 都 等 于 1, 就 称 F 是 规范 
正 交 系 或 正规 正 交 系 , 或 就 范 正 交 系 . 可 分 内 积 空 间 
中 的 正 交 系 ,至 多 只 含 可 数 个 向 量 . 有 了 规范 正 交 
系 ,就 可 以 把 健 里 叶 系 数 、 健 里 叶 级 数 等 概念 推广 到 
内 积 空 间 . 


巴 拿 赫 空间 与 希 尔 伯 特 空间 


H 3 KR (orthogonal system) 见 “ 规 范 正 交 
系 ” 

正 交 系 (orthogonal system) 见 “ 规 范 正 交 
R”. 

TE #2 IE 3% # (orthonormal system) El “AMIE 
TEX AR”. 

Bt ZG E 3% KR (orthonormal system) E| “MIE 
TEX AR”. 

贝 塞 尔 不 等 式 (Bessel inequality) $ E H 


数 的 同名 不 等 式 的 推广 . 设 下 是 内 积 空间 H 的 一 
个 规范 正 交 系 ,f = {e,| € A), W XE H E x 
EH, r 关于 F 的 健 里 叶 系 数 (x,es) 至 多 有 可 数 个 
不 为 0, 且 

Dod ee lle 


必 成 立 , 这 个 不 等 式 称 为 贝 塞 尔 不 等 式 . 

里 斯 - 菲 舍 尔 定 理 (Riesz-Fischer theorem) Jil 
SERA SEXE. x F-—ie lac A} 是 希 尔 伯 特 
空间 H 中 的 规范 正 交 系 ,F 张 成 的 闭 子 空间 为 E; 
Mi (ce, |@€ A} 是 一 族 数 , 满 足 
| ^el? <+ ee, 

W^ FF EE E z€ E , E z KF (e, mms 
REUE (Ca) El cm (z,e,), H 
a: zs > r 


这 一 结论 通常 称 为 里 斯 - 非 舍 尔 定理 . 里 斯 (Riesz， 
F. ) MISE 4 2K (Fischer ,E. S. ) 于 1907 年 最 早 对 特殊 
的 希 尔 伯 特 空间 LL0,2rj 和 规范 正 交 系 


L gem 
p 

证 明了 这 个 定理 . 

完全 正 交 系 (totally orthogonal system) 一 种 
特殊 的 正 交 系 ,该 系 的 正 交 补 中 只 有 零 元 素 . 设 F — 
(e,la€ A) E PRAE IRI H "PRIMARY IE AS AR MR Ft 
={0} WKF dé H rhiJ56 2 1E3 £. 如 果 对 每 个 z 
€ H,F 使 帕 塞 瓦尔 等 式 

| = || = MICE 

成 立 ,就 称 下 是 完备 正 交 系 . 在 希 尔 伯 特 空间 中 ,下 

1. 是 完全 正 交 系 . 

2. 下 是 完备 正 交 系 . 

3. 对 每 个 z € H , ABBE J JF 29 18 E n 22 32% 

y= D> ee: 


《参见 本 卷 4 调 和 分 析 》 同 名 条 . ) 
完备 正 交 系 (complete orthogonal system) J, 
“完全 正 交 系 ” 
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A Æ EL x S xt CParseval identity) 
XR”. 

TE #0 (orthogonal sum) 是 从 内 积 空 间 的 两 
个 (多 个 ) 子 空间 产生 新 子 空间 的 一 种 方式 , 设 M, 
M; 是 内 积 空间 H 中 互相 正 交 的 线性 子 空间 ,那么 
称 子 空间 M 二 {zi 十 zs [XIEMi,zxsE€Mi} 为 Mi 与 
M; 的 正 交 和 或 直 交 和 . 2 H, 为 内 积 空 间 (n 二 1,2， 
tg 

H qnm rg) m € H,, 
El E 


在 H 中 定义 内 积 如 下 :对 X= tita Lay oy 
一 (yiyyz yuo t?) QA 


(x,y) = > EE O); 


于 是 所 成 为 内 积 空间 ,如 将 每 个 H. mini x; A H 
P [5] & C0, ,0,z 0, 0 RAR. WJ T, 就 视 为 
H 的 线性 子 空间 2E BLUT AE H "PUB HR. E RN 
性 子 空间 ,这 样 ,通常 称 五 为 内 积 空间 {五 ,) 的 正 交 
和 , 记 为 


见 “ 完 全 正 


H =H.. 
当 H, 都 是 希 尔 伯 特 空间 时 ， 
H =QH, 


也 是 希 尔 伯 特 空间 . 

直 交 和 (orthogonal sum) 即 “ 正 交 和 ”. 

正 交 化 (orthogonalization) 将 线性 无 关 回 量 
系 转 化 为 正 交 系 的 过 程 . 设 {tz,} 是 内 积 空间 H 中 有 
限 个 或 可 列 个 线性 无 关 的 向 量 , 则 必定 有 已 中 的 规 
范 正 交 系 {e,} 使 得 对 每 个 正 整 数 n OM (z,) RAA m 
个 回 量 ,要 求 ncm) zs 是 €1 »€2 s °° ° 5€, 的 线性 组 合 . 
这 种 把 线性 无 关 疝 量 系 进行 正 交 化 的 过 程 , 称 为 格 
拉 姆 - 施 密 特 正 交 化 过 程 . 具体 方法 参见 4 线性 代 
BL). 

格拉 姆 - 施 密 特 正 交 化 过 程 (Gram-Schmidt or- 
thogonalizing process)” 见 “ 正 交 化 

内 积 空间 的 等 距 同 构 (isometric isomorphism 
of inner product spaces) 指 两 个 内 积 空间 之 间 的 
一 种 相似 性 . 设 五 ; H 为 两 个 内 积 空间 ,如 果 存 在 
H, 到 H, 上 的 可 道 线 性 算 子 7 了 ,使 得 对 任何 x + y 
€ H UB (Tx,Ty)=(2,y) vr DU ër PAZ [B] H, 
和 Al, j= E |F] HS. 任何 可 分 的 无 限 维 希 尔 伯 特 
空间 必 等 距 同 构 于 7. 

规范 正 交 基 (orthonormal basis) 完备 的 规范 
IEA AR. HOW # Z B Py TE, H 的 完备 的 规范 正 
AER F RA A fA ALY TE 36 BE BK TE LIE 26 HK. F 的 基 
数 称 为 希 尔 伯 特 空间 H 的 维 数 . 两 个 维 数 相同 的 希 
尔 伯 特 空 间 是 等 距 同 构 的 . 规范 正 交 基 实 际 上 是 欧 
几 里 得 空间 中 规范 正 交 基 的 一 种 推广 . 
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TE ME % KH (orthonormal basis)” 见 “规范 正 
AA. 

BY +R Z iB] (complementary subspace) Æ 7K 4H 
特 空间 中 正 交 补 的 概念 在 巴 拿 赫 空 间 中 的 推广 . 设 
Y 是 巴 拿 赫 空间 X 的 闭 子 空间 . AFETA X 
Y 上 的 有 界线 性 算 子 , 则 称 Y 在 X 中 是 可 补 的 .X 
HATER Y EX 中 可 补 的 充分 必要 条 件 为 存在 
闭 子 空间 ZCX, BY OZ={(0},X=Y+Z,B) X=Y 
OZ. 布尔 伯 特 空间 X 的 每 个 闭 子 空间 M 必 在 X 中 
可 补 . 巴 拿 赫 (Banach,S. ) 于 1932 年 提出 如 下 两 个 
问题 : 

1. 空间 LLa,6j(1 二 p 过 十 2,p 关 2) 的 每 个 闭 
子 空间 M 是 否 一 定 在 L*La,6bj 中 可 补 ? 

2. 空间 I^ (1 pr oo, 7520 ËJ TSA += ls] 
M JE &— I? Pal Fh? 

Bk 8 (Murray, F. J. ) 1939 年 指出 ,这 两 个 问 
题 的 答案 都 是 否定 的 . X, E Sh A B 4H AR (Mazur, 
S.) + 1933 年 指出 ,CL0,1j 中 存在 不 可 补 的 子 空 
间 , 这 是 巴 拿 赫 空间 中 存在 不 可 补 闭 子 空间 的 第 一 
个 例子 . 林 登 斯 特 劳 斯 (Lindenstrauss,J. ) IL # E 
里 (Tzafriri,L. ) 于 1971 年 进一步 证 明 , 如 果实 巴 拿 
赫 空 间 X 不 等 距 同 构 于 希 尔 伯 特 空间 ,那么 XX 中 必 
定 存在 不 可 补 的 闭 子 空间 . 

希 尔 伯 特 空间 的 维 数 (dimension of Hilbert 
space) J “FLW IE S dE. 

Æ XX £ FE TE ER (semi-bilinear functional) 线 
FE 2S a) E89 — 28 — 2617 PR. b X R SE EX AK 
上 的 线性 空间 ,P(。，,，) 是 X 上 取 值 于 天 中 的 二 元 
泛 图 ,如 对 任何 zyy,zEX K a BEK, MY 

pax + By,z) = ag(r,z) + BgCy,z), 

Ax, ay + Bz) = aglr, y) + Betz), 
就 称 oi, , ° FE X Em MAE Ha o XS IN E 
Kry) =Ky r) BEE ok X ERR KR A FE 
iR OM K ASE BN , tB, Bp A AER IN k TET PR D. 
A eC t, (EARS H E BJ MAHI më 
IE A C 使 得 对 一 切 x.y€ HRA 

Letz, ail < C |z]! * lol, 


WE 8 是 有 界 的 ,并 称 
WEE 


HPC, EE o 有 界 的 充分 必要 条 件 是 
FL(，，，) 二 元 连续 . 设 4 是 且 上 的 线性 算 子 , 则 称 
qr. y) — CAz, VARRT A 导出 的 双 线 性 泛 BRI. 
F ARAB RES IB] E BJ 8 ARX TEIL RDE H EWA 
FREER FS H ËJ , H. 48 RRR OK AG LR PE TZ pR T 
AA * HERTHA. 

J&R OE EF XX £b PEZ ER (Hermitian bilinear func- 
JL" F XX Z EZ BRI”. 


tional) 


Xj Ek XV Be E ;Z d (symmetric bilinear func - 
tional) — I," EXX £X EZ PR". 

— KIZ E (quadratic functional) 内 积 空 间 上 
HZ PN. HW EARS ll. e: OE H EW 
PKI ,满足 : 

1. 二 次 齐 性 :p(aez) 一 |e| gr); 

2. 平行 四 边 形 公式 

gr + y) + glr — y) = 269r) + 96y2)5; 
则 称 OEH E—  — WK R. 如 


lel = sup |P) | < 一 十 co， 


就 称 PARZ KZK. | el 为 2 的 范 数 . 如 对 一 
UJ z€ 已 ,PCz) 是 实数 ,就 称 8 是 实 二 次 泛 图 . X 
Ya WHA EW WAZA. ZS PCZ) 王 VCzz)， 则 
eE HEAKIZR RAK W Zk PEZ IS 9 Son" 
次 泛 函 . 进而, 如果 y ERT ASI. gt ç E: H 
算 子 4 SHBRBI LUTZ B. 

极 化 恒等式 (polarization identity) 联系 内 积 
与 范 数 的 一 个 重要 的 等 式 , 是 用 范 数 表示 内 积 的 公 
X. X H EREZA, || ° | 是 由 内 积 (。，，。) 导 出 
的 范 数 , 下 列 等 式 浓 被 称 为 极 化 恒等式 : 当 玖 是 实 
空间 时 ， 


TEE A z+y l? Izy |); 
当 H 是 复 空间 时 ， 
GC zl lzy 


+i || e+iy || “i | x—iy I^. 

对 于 实 内 积 空间 上 的 双 线 性 埃 尔 米 特 泛 函 以 及 
复 内 积 空间 上 的 双 线 性 泛 函 p(x,y) 也 分 别 有 类 似 
于 上 述 的 恒等式 . 

不 定 度 规 空间 (indefinite inner product space) 
JR ER AR EART BI. 内 积 空间 的 推广 . 设 H 为 线性 
空间 ,[L，,，j 是 石上 的 一 个 双 线 性 埃 尔 米 特 泛 函 ， 
PK CHL WK Seu J) R 3 AS E BE 30 2 [a]. i >€ H , á x 
分 别 满足 Lz,zj>0,Lz,zj<0,Lz,zj=0 时, 分别 
EK x DER. f FE, FE RAD AB. 2 L EH 
的 线性 子 空间 ,如 果 工 中 一 切 向 量 都 是 正 性 (或 负 
性 ,或 零 性 ) 的 , 则 称 工 是 五 的 正 性 (或 负 性 ,或 零 
性 ) 子 空间 ;如 果 工 中 一 切 xz 都 满足 Lzx,xj] 宇 0( 或 
Lr,.x ]<0), M fk L E: H WJ >É IE GE >É $80 + Z= HH]. 
对 于 zu H, DnRI al 0, Hr Ka 5 y 相互 正 交 ， 
iA rly WA eS FRG MAN 的 正 交 
概念 . 子 空间 LAA LAL 二 10), 则 称 工 是 非 退 
化 的 . 非 退 化 的 拟 不 定 度 规 空间 称 为 不 定 度 规 空间 . 

1942 年 ,不 定 度 规 空间 概念 出 现在 犹 喇 殉 
(Dirac,P. A. M. ) 有 关 量 子 场 论 的 文章 中 ,后 来 庞 
特 里 亚 金 (IIorrparra JI. C. ) 从 研究 力学 问题 的 需要 
开始 从 数学 上 探讨 不 定 度 规 空间 上 的 算 子 理论 ， 


1974 年 , 波 哥 纳 (Bogner,J. ) 给 出 关于 一 般 不 定 度 
规 空间 理论 的 第 一 本 专著 ,其 上 的 线性 算 子 也 逐渐 
开始 为 人 们 所 理解 . 

不 定 内 积 空间 (indefinite inner product space) 
即 “ 不 定 度 规 空 间 ”. 


正 性 向 量 (positive vector)” 见 “不 定 度 规 空 
DW 

fi EE [8] Eš (negative vector) JL" E HE MR Z= 
[3] ". 

i [8] [6] MH (isotropic vector) 见 “ 不 定 度 规 空 
间 ". 

零 性 向 量 (isotropic vector) ML“ AS E BE MM Z= 
ia". 

正 性 子 空间 (positive subspace) 见 “ 不 定 度 规 
空间 ”. 

fA MEF S&S fA) (negative subspace)” 见 “不 定 度 
规 空间 ”. 

零 性 子 空间 (isotropic subspace) 见 “ 不 定 度 
规 空间 ”. 

半 负 子 空间 (semi-negative subspace) 见 “ 不 
定 度 规 空间 ”. 

半 正 子 空间 (semi-positive subspace) W|“ 


定 度 规 空间 ”. 

非 退 化 子 空间 (nondegenerate subspace) 见 
“不 定 度 规 空间 ” 

庞 特 里 亚 金 空间 (Pontriakin space) ”特殊 的 
不 定 度 规 空 间 . 设 五 _ 和 五 ,分 别 是 不 定 度 规 空间 
H 的 负 性 和 正 性 子 空间 ,并 且 H RH — 分别 按 内 
REL.. jj] 成 为 希 尔 伯 特 空间 . 如 果 有 五 = 
H On, W| # EE H 的 正则 分 解 . 设 H=H_ 人 也 
HERE EMS H 的 一 个 正则 分 解 ,如 果 
dim H | = k< + oo (X dimH , =k < +œ), DU E 
H.L.. DARA fh dS bs &( 正 指标 &) 的 庞 特 里 
亚 金 空间 , 记 为 H,, 如果 dimH, =+ 0, M(H, 
[。，。j) 为 克 列 因 空 间 , 记 为 z. 

克 列 因 空 间 (Klein space? 
间 ”. 

庞 特 里 亚 金 空 间 的 正则 分 解 (regular decompo- 
见 “ 庞 特 里 亚 金 空间 ”. 


广义 项 数 


广义 函数 Cgeneralized function) 亦 称 分 布 . 
定义 在 一 类 “性 质 很 好 ”的 函数 空间 上 的 连续 线性 泛 
函 , 它 来 源 于 量子 力学 中 的 狄 喇 克 6 函数 ,是 经 典 的 
函数 概念 的 推广 . 考虑 某 个 一 维 的 温度 分 布 T GO, 
“ 测 得 在 点 ze 的 温度 T(x。o)” 是 无 法 精确 实现 的 , 任 
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JL" Be A RUE $ = 


sition of Pontriakin space) 


何 精密 的 仪器 测量 到 的 都 至 多 是 zx。 附近 温度 的 综 
合 平均 效应 .粗糙 地 说 ,实际 能 测量 的 是 值 
| TGoecodz, 


— oo 


这 里 9 表示 “综合 平均 ”的 权重 . 各 种 各 样 的 测量 相 
当 于 9 在 某 个 函数 类 .多 中 变化 . 原则 上 说 ,人 们 要 
了 解 的 “点 -点 函数 ”T(zx) 等 于 了 解数 集 


十 oo 
(| T(x)¢(xdz|pE F}, 


自然 ,这 里 的 多 是 一 个 充分 大 的 函数 类 . 换言之 ， 
对 函数 来 说 不 必 一 定 用 经 典 方式 , 即 一 定 要 知道 每 
点 xo 处 相应 的 了 (zo), 而 把 函数 看 做 作用 于 某 个 也 
数 类 Z ERZE: >T, p ,其 中 


十 co 
(Tp) =| Togad. 


Xx fB] B pe E XE Be FE TZ PR. DU PR Je de 
#h pK 3X E] E B E SE he TZ BR. 

fEiz PRY HT WAAR F HUI X ERIGI P Pop 
函数 空间 —< 38i d$ BR Ay 2Ë AR pR AS [8] CS L “EAS BR 
数 空 间 天 ”等 ). H F^ 的 选择 不 同 , 因 而 出 现 不 同 
空间 上 的 广义 函数 ,有 的 是 此 空间 上 的 广义 函数 ,而 
非 另 一 空间 上 的 广义 函数 ,但 一 般 总 是 选择 多 是 
由 性 质 既 充分 民 好 (例如 充分 沦 滑 的 图 数 ) 又 充分 多 
的 函数 构成 的 线性 空间 ,并 按 一 定 拓扑 完备 . 如 此 选 
择 的 目的 无 非 是 使 得 相当 多 的 普通 函数 都 能 视 为 广 
义 函 数 , 更 重要 的 目的 是 使 广义 函数 具有 预期 的 很 
好 的 分 析 性 质 ( 如 可 微 性 , 逐 项 可 微 性 等 ). 

广义 函数 是 沁 函 分 析 的 一 个 重要 分 文 ,被 广泛 
应 用 于 数学 、 物 理 、 力 学 以 及 分 析 数 学 的 其 他 各 分 
支 , 例 如 微分 方程 .随机 方程 、 流 形 理论 等 . 它 还 被 应 
用 到 群 的 表示 理论 ,特别 是 它 有 力 地 促进 了 偏 微分 
方程 近 30 年 来 的 发 展 . 最 早 用 泛 函 分 析 观 点 为 广义 
因数 论 建 立 起 一 整套 严格 理论 ,是 由 施 瓦 效 
(Schwarz,L. ) 于 1945 年 实现 的 . 

#y f (distribution) BJ“ V MA”. 

狄 喇 克 6 š šq (Dirac 0-function) ] X pR AC BJ 
物理 原型 之 一 . 理论 物理 学 家 狄 喇 克 (Dirac,P. A. 
M. ) 在 量子 物理 的 研究 需要 中 提出 了 如 下 一 种 怪 函 
数 : 

十 ceo (<= 0), 
» (x = 0). 
IB XTE fn] x BE PRÉC GC) ER 


ds 
| Ae da = 0. 


— OO 


SBC E Z B pú 22 8 Z C BD) sa xF BR 8c (8 A BR op EE 

论 来 看 ,这 是 无 法 理解 的 . 然而 物理 学 家 却 大 胆 使 用 

上 述 这 类 怪 函 数 去 研究 瞬时 作用 以 及 点 电荷 、. 偶 极 

子 作 用 等 问题 ,把 它 当 成 普通 函数 去 做 求 导 和 求 傅 
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里 叶 变 换 等 运算 ,而 所 得 数学 结论 与 物理 现实 有 惊 
人 的 吻合 . 这 就 引起 了 数学 家 的 重视 ,促使 他 们 去 合 
E HES PE Oe PP PE ew Br. 如 果 引 入 特殊 的 直线 质量 分 
布 ( 在 x==0 点 置 单 位 质量 ,其 余地 方 置 零 质 量 ) 的 
^r 4p PR BUR C2 (表示 (一 ,zx) 的 总 质量 ): 
0 (=< 0), 

iude ^ (x >= 0) 

的 密度 图 数 , 就 可 把 难以 理解 的 


[eco Gods 
理解 为 普通 的 歼 曼 -斯 带 尔 杰 斯 积分 
[ecodr co. 


Hr VAY SC R ROE XPA 41 äm Jo 2E , Z PRA tH xE 
这 类 怪 函 数 提 供 了 更 完善 的 理解 方式 , 泛 函 分 析 观 
念 下 的 广义 函数 论 就 是 把 这 类 怪 函 数理 解 为 某 类 性 
质 良 好 的 函数 构成 的 基本 函数 空间 上 的 连续 线性 泛 
PK. 用 分 布 的 观念 为 这 些 怪 消 数 建立 基础 比较 直观 ， 
但 对 于 复杂 情况 就 显得 繁琐 而 且 不 明确 了 . 

Xk Dél es ^y 4H (Dirac distribution) ED fk my yg ó 
函数 ”. 

& A di BW == iB K (fundamental function spa- 
ce K) 一 类 测试 函数 . E o E yE XE n JLE 48 
空 间 R" Fong, Re = Gn jog haz) | ex) F0} 
的 闭 包 为 9 的 文集 , 记 为 supp 8 Y p= (Ais prt, 
Pr») 为 非 负 整数 组 , 记 

< gle! 


SE i? D? — age FC up x. 
P 2, ari dri dr 


当 pj 二 0 时 ,表示 不 对 zj 求 偏 导 . 特别 地 , 记 0— CO, 
0,:,0),D'e— o. ik K GX i 2g DER” 上 无 限 次 可 
微 而 且 有 紧 支 集 的 函数 全 体 , 在 通常 的 线性 运算 下 
成 为 线性 空间 . 设 函 数列 (go )C 天 ,PE 天 ,如 果 : 

l. 存在 有 界 集 Om suppg, C Qn — 1,2, 
…), 即 (9,) 的 支 集 一 致 有 界 ; 

2. 对 任何 p,{D?9) 在 R" 上 一 致 收敛 于 Die 
MEK (m E K PRAF 9, 记 为 

| P, 9. 

按 上 述 线性 运算 和 极限 运算 , 称 天 是 一 个 基本 函数 
空间 ,而 居中 每 个 函数 为 基本 了 哺 数 或 测试 函数 .KK 
是 非 空 的 ,例如 对 任何 a>, 


Qr ,a) en Clas m a) 
0 Ciz| = a) 
是 天 中 的 图 数 , 其 中 
1 
Brad leit, 


KOR 中 的 有 界 财 集 , 天 中 文集 包含 在 Q 
中 的 函数 全 体 记 为 Ks, 它 是 线性 空间 , 且 按 半 范 数 


族 Pam lm 二 1,2,…}) 成 为 局 部 凸 拓扑 线性 空间 ,其 
中 
Pa C y = n HD CE XI: 
AE pg $X < IR] K 丛 是 一 一 切 Ko 的 严格 归纳 极限 . 
广义 函数 空间 K’'(generalized function space 

KO 基本 函数 空间 上 连续 线性 泛 函 的 全 体 . 基本 
函数 空间 天 be BE R PE TZ PRY eR BR SC PR 

空间 K' (或 记 为 £70. F B S Zk PE Ja TE IK ETE 
空间 ,由 于 天 ' 是 天 SESE ZS IB]. AEA EK’ nur isi 
A453 x 拓扑 . | 

正则 广义 函数 (regular generalized function) 

可 以 看 做 局 部 可 积 的 普通 函数 的 广义 函数 . dx 了 是 

n 维 欧 几 里 得 空间 R” 上 的 可 测 函 数 ,如 果 对 任何 有 
RAME M, SEM ERN A AR, MER 了 是 局 部 
可 积 函 数 , 用 Luz R^ 上 的 局 部 可 积 函数 全 体 ,并 
将 几乎 处 处 相等 的 函数 视 为 同一 函数 . 这 样 ,对 每 个 
FE Lees WAM K ER PEREZ pA CB K EI pK 
数 ) 

7 一 [/Goecoda 

Tn) PE K). 
FR T, 为 相应 于 了 了 的 天 上 的 广义 图 数 . 映射 >T; 
是 单 射 , 如 果 把 了 就 直接 视 为 了 /党 称 了 是 天 上 的 

正则 广义 函数 .换言之 ,广义 函数 空间 天 "中 那些 由 
局 部 可 积 的 普通 函数 了 产生 的 广义 函数 77 称 为 正 
则 广义 函数 .类 似 地 ,在 其 他 基本 函数 空间 上 也 可 引 
入 正则 广义 函数 . | 

Py 8p RJ # eg Xr (locally integrable function) 
TL“ TEM)” SC pR BR”. 

ó sk HF (function sequence of -type) 以 
6 国 数 为 极限 的 局 部 可 积 函 数列 . 设 ( 轧 ) 是 R" 上 一 
列 局 部 可 积 函 数 , 而 且 按 广 义 咕 数 空间 天 "中 的 弱 * 
ith. fd (noo) REE A 是 狄 喇 殉 9 函数 , 则 称 
Ui de ó 3X PRACT. 

T X EG SL B ES BW (derivative of generalized 
function) PI PAYA TE) pw AE EY HE). 
R FEREKA K LEA) ver, KEK 
JE S £X PET gg CBI X RO : 


p 一 = 过 DER 
KI XAR F XI c; A ER 1 
F; 


‘Ge = Cz |o 9 


ar, 
即 对 任何 PE 天 ， 


按 上 述 定 义 , 广 义 函 数 各 阶 仿 导数 存在 , 且 仍 是 广义 
级 数 , 同 时 可 以 交换 广义 函数 的 求 导 次 序 . 另 外 广义 


| X GR ORE 


PR $X BOR p je FA AR BR as Le P| PASE RC UR LE) 
是 收敛 于 的 广义 函数 列 , 则 对 任何 非 负 整数 组 p 


= (pi Dy Du) ,广义 函数 列 
9? F 
drj axe gr^ ^ | 
收敛 于 
a’ 


— 
di diese xb c 
这 些 性 质 表明 广义 函数 的 出 现 解除 了 经 典 分 析 中 对 
求 导 运 算 和 对 函数 列 的 极限 进行 运算 的 种 种 限制 . 
例如 一 元 局 部 可 积 的 赫 维 赛 德 函 数 
Ds s MEC 0T 
0 (<< 0) 

作为 (正则 ) 广 义 函数 ,有 d6/dx —0 Cr), X HO Cx) BI 
jk Ui] v ó PRB. 

广义 函数 的 原 函 数 (primitive function of gen- 
eralized function) pK BDE PR CO BAS EJ X PK 
上 的 推广 . 设 F.G 是 单 实 变量 的 天 空间 上 的 广义 
函数 ,如 果 广 义 函 数 G 满足 dG/dz=F , WER G H F 
FY) Jak PKI a. 对 于 每 个 广义 图 数 下 E 天 , 必 有 原 函 数 
G;F 的 一 切 原 函数 必然 形 如 G--C ,其 中 C 是 常数 . 
一 个 广义 图 数 的 原 函 数 的 一 般 形 式 就 称 为 下 的 不 
定 积分 . 

| 广义 函数 的 不 定 积分 Gndefinite integral of 

generalized function) BL“ JP V. eS CE] Js PC. 

广义 函数 的 支 集 (support of generalized func- 
tion) ”是 普通 了 浮 数 的 支 集 概念 的 推广 . 设 F 是 基本 
SE K EI X ERA SU 是 R" 中 的 开 集 ,如 果 

LRA EU 中 的 e, DH, eis, WU E H E 
" o 如 果 广 义 函 数 F o F: HZ FF, ÆU 
EEFE, WE FoF ÆU ES. 

4 Lu 是 广义 函数 正在 其 上 等 于 零 的 最 大 开 
集 , 则 称 闭 集 R"\U 为 广义 函数 下 的 文集 , 记 为 
supp 天 .任何 广义 函数 必 是 文集 有 界 的 广义 函数 列 
的 极限 . 

有 限 阶 广义 函数 (distribution with finite order) 


一 类 广义 函数 . 在 基本 函数 空间 K 上 引进 一 列 内 积 


(den, = > [Dy D'eGdr 


Ig | p 


(96,9 € K), 
q 是 非 负 整数 组 SECH MATER , 而 


lq) = X} gdr = dz;dz,-dz,. 
i=1 


Xinl el,=0e o, .显然 ， 
2 时 ,必然 


{8} 在 居中 收敛 于 


lim | g — ell, = 0 
L 27 


iz A 分 HT 


对 任何 eo Or RK EKAR. mH F 
| * | ESE, BOY K 中 序列 (os) 按 | 外， H WR 
K 中 元 git. (Fp) >F, p), WER F FE p B;J de 
数 . FC K'(BI K 上 广义 函数 全 体 ),Ff 是 p BIT X 
昂 数 的 充分 必要 条 件 是 对 每 个 非 负 整数 g,|g| 三 p 
时 ,有 相应 平方 可 积 函 数 fF, ,使 得 
F — 5, DF, 
MES 
任何 文集 有 界 的 广义 函数 必 是 有 限 阶 的 .任何 广义 
函数 可 以 表示 成 一 列 有 限 阶 广义 函数 的 极限 . 
基本 函数 的 傅 里 时 变换 (Fourier transform of 
fundamental functions) 一 种 积分 变换 . XT n 维 欧 
几 里 得 空间 R' 中 的 元 X= (äer 
:0,) 910 


rt 
reo= > zo; dz = dadre da; 
i=] 


而 2 dub ns ) R: dE fa d HB id o 
v. Bl @ Fe RA wR AM == [BJ K 中 元 , 称 


d(o) = [goede 


为 2 的 傅 里 叶 变 换 , 记 为 9(o) 或 多 (9). 又 称 io 
一 少 为 傅 里 叶 变换 , 闭 映 射 元 “为 傅 里 叶 逆 变换 . 
基本 函数 空间 Z (fundamental function space 
Z 基本 函数 空间 K 中 元 的 传 里 叶 变换 全 体 , 即 Z 
Z (天 )( 这 里 F 表示 傅 里 时 变换 ). 在 2 中 引入 
极限 概念 如 下 ， RF (g), Z(@)€ Z,41@)# K rh 
IST OAT. PRLS (g) fE Z PUM < (@. Z 中 
收敛 意义 的 另 一 种 刻画 如 下 :首先 注意 YEZ2 的 充 
分 必要 条 件 是 y 可 以 解析 延 拓 为 整个 C" 上 的 解析 
冰 数 ( 即 整 孙 数 ), 且 存在 正 数 a, 对 一 切 非 负 整数 组 


it) 6 


一 一 Co, De CH Ak 


= E ge 


SEIT DEE FAM He AC C — 0, i8 18 
IgE) < Cer, 
其 中 
s = ó + 17,0 = (0,,055*5*$0,), 
n 1 
T = Cs e u) Ae dl = | 208] i , 
j=1 
|%| = 18; + ir, |^ |ó, + iz, |”. 


d, =. Le IK AA T $= (9) 的 充分 必要 条 件 是 , 存 
TE a 对 一 切 非 负 整 数组 g, 有 相应 常数 C, ,使 得 

Led (s)| Gei (m = 0,1,2,.%), 
RB pls) =pl), R (ó, GO FER" 的 任何 有 界 区 域 


上 一 致 收敛 于 uo». 
广义 函数 宝 间 2Z'(generalized function space 
Z) 广义 函数 空间 Z' E: SE 2 pa ACS |a] Z 上 的 连续 


EX ETE PR 2: Ik. Z 中 极限 运算 取 为 弱 * 收敛 
J X, E SLE; eR LES eR (product of generalized 
function and function) 广义 函数 与 基本 函数 空间 
K 上 的 盟 数 之 间 的 一 种 运算 . 对 于 欧 几 里 得 空间 R' 
128 


上 的 无 限 次 可 微 函 数 wGCz) 以 及 基本 函数 空间 K 上 
的 广义 函数 下 , 因 对 任何 PE 天 ,都 有 apE 天 ,所 以 
o> (F ap K ERM) CRM REA aj FHR 
积 , 记 为 aF Beko) = (F e0) (gE K). WUR EX 
限 次 可 微 函 数 全 体 为 五 , 称 五 为 天 上 的 乘 子 空间 ， 
而 称 E 中 每 个 a ARF. 

ES) A n 维 复 欧 几 里 得 空间 C^ 上 的 整 函 数 ， 
AE IER a,b 和 ,使 得 

EG xCeCIsl^ + Le", 

其 中 
=( Sis dk 

(c = (0,,0,,***,0,), t = (TT ye AN 
则 这 种 6(s) 就 是 基本 空间 Z 上 的 乘 子 ,其 全 体 是 Z 
上 的 乘 子 空间 . BY RP 26 E HEF ECs) BET X PR 
下 ,可 定义 (6F Qo — (GF Eb) (9€ Z). 

广义 函数 的 直 积 (tensor product of generalized 
functions) 亦 称 广义 函数 的 张 量 积 ,是 富 比 尼 定 理 
的 一 个 推广 . 设 x. y SPI R: R 和 R” 中 的 点 ， 
KR”), KROZI Ha HER K Sg, F 
€ K'(R"),GE K'(R”),JE A TEXE— + BX 44 — 
K(R"XR”) ERS” XAR, wA FOG, E H F XXE 
x 


s=o-+tir, ls] 


(FG qr 30) —- (CF (xr) (Gy) pr, 22) 
=(G(y).(F Cr) Pr,y))), 
式 中 eG.) € K(R* XR”). WOR Xf eG EKR"), 
4G € K GR") ,满足 
(F 69 G, rply) = (F ,pr (GG, 9CyD). 
BK FC9G 为 广义 函数 下 ,G 的 直 积 . 

广义 函数 的 张 量 积 (tensor product of general- 
ized functions) ENSS V. PRAE] BAR”. 

TJ X eR BAY SS AR Cconvolution of distributions) 
ER N AR A Be ERARE X NR EE. i f 
ERRARTE K 上 的 广义 函数 , 且 其 文集 有 界 ， 
则 对 任何 gE KK, 空 间 R 上 的 函数 zx: 一 zx (t) 
— (fro ,其 中 zp(zx)= 二 p(x 十 1) 是 民 中 的 元 , 记 
u《(。) 为 (f,r(，)9). 当 gEK'(K 上 的 广义 函数 全 
体 ) 时 , 称 广义 函数 p> (gud =e. (for OA 
f 5 g 的 眷 积 , 记 为 x g. 

广义 函数 的 傅 里 时 变换 (Fourier transform of 
distributions) 普通 因 数 傅 里 叶 变 换 运算 的 推广 . 
Wf ERE AS pa Bela] K 上 的 广义 函数 , 即 AEK ,做 
基本 函数 空间 Z 上 的 广义 函数 

Ff) b> rSf, SJZ "tin (g€ 2), 
Kp Joe 0 9C— C* D. ES AAS X RR f 
的 傅 里 叶 变 换 . 映射 if PFE RK BAT 
X ERR] 天 "上 的 傅 里 叶 变 换 , 它 的 逆 映 射 寥 - 


Fry fé BY i dE nr. E K'A Z 上 的 
双 射 ,有 旦 连续 线性 , 它 还 满足 : 
1. 对 任何 多 项 式 p(，),fEK' 有 
UD) LST (aC Ff); 


BOSE (J)= DP), 
HPD 为 微分 算 子 . 
212 =s (G ot st, ) DÉI D 


TPC) — @(( °) + t), 
做 Wie Fc: foul. (z, f O=(f.up ,那么 
SF 
r, (f) = F (e III (f € K!) 
3. Wt f.g HEA pR $X ZË 间 天 上 的 广义 函数 ， y 
HJ x E 8 3, f BUTS B WH 2648 Z (f i AES pR 9 2 
[lB] Z 上 的 乘 子 , 则 Z (f x g) =% (PF Cg). 
A À AA SS ja] SZ (fundamental function space 
SY) ON PS bi. F 2& eR BN == [8] sü 28 EE PR COS. 研究 偏 
微分 方程 理论 常用 的 基本 函数 空间 , i zs [8] f (8 B 
MERR HA. i yE n 维 欧 几 里 得 空间 R” 上 的 
Tc Bi UR AY ok PR AC. ALT FE fay dE ft TE BZA k= Gn Rs. 
…,k,),g 二 (qi1,qs，"… ,qs), 有 
el. = suplz^Dreco) | <+ co. 


其 中 


= k E k k 
ES Oy ae OR pis ke sz ' X92 Tn 


gig m 
Do a Igi = H 
满足 el, ooh PRA 8 全 体 记 为 SEY E 
规定 极限 运算 如 下 :如果 S RRA) pn) 和 函数 o 
对 任何 非 负 整 数组 hg BRA 
ll Gu — Pll eg > 0 


Wu Ek (o, ES 中 收敛 于 p iH Ge TE S^ 中 引 
人 和 人 通常 的 函数 的 线性 运算 以 及 上 述 极限 运算 就 称 为 
基本 函数 空间 97. 基本 函数 空间 S7. Z 和 天 之 间 有 
如 下 一 些 关 系 : 

1. KC (G ZC Z). 

2. WIB (e, CK GI Z), H 9, oR e, o) , WI 

pp 

3. K GR DES 中 稠密 . 

REMEM Z o — CRS S) HEBES 
性 双 射 ,其 道 变换 也 是 连续 的 , 且 


gie E IF, 


(m — oo), 


ix HB 7:2(z) 一 P( 一 工 ). 

广义 函数 空间 5 (generalized function space 
GT" 亦 称 缓 增 广义 函数 . FE SEAR pK BS a] S 上 的 
连续 线性 泛 函 全 体 . 在 5 中 取 绊 * RTL BERGE, 
CH" FES" ,如果 对 每 个 VE 2 ,都 有 


有 序 线 性 空间 
lim (F,,g) = (Fy), 
WERE E 2 中 收敛 于 已 , 记 为 F, > F. 函数 空间 


Ez. Z, LCR") 与 广义 函数 空间 K',Z' S Z BJ 8 
如 下 关系 : 
K Ui A E 
FCS GTR) ieu. 
x PES", WY A SE fü RA q= (qi qos 
qn VAR R” 上 的 连续 函数 gs AL FE TEE ER k, fs 


得 


lg Go | | pe agen 
was tat CER dÉ = | Sall, 
H 
D D gia a | 
— Ty RE = ! 
f ° dx arts. rb d Xa). 


ufco".W Fong 

FCD ie (22) Cf F Ope v), 
BF UOI XE f GB aR. 傅 里 叶 变 换 
A 是 广义 函数 空间 7 3] < OB ERES EE FE W 
D.H Z thee Be. wm 


es 


zem 1 V” 


Se JF, 

其 中 J 了 是 YI 上 算 子 : Jf =g Ce). 
这 就 为 讨论 带 来 了 很 大 方便 ,因此 在 不 少 应 用 场合 
多 采用 基本 函数 空间 A 上 的 广义 函数 . 


有 序 线 性 空间 


有 序 线 性 空间 (ordered linear space) HAF 
结构 的 线性 空间 . 设 五 是 实 线性 空间 ,并 且 有 序 结 
Kj Bx E 中 某 些 向 量 对 (x,y) 有 rx 宇 y( 或 写作 y 
<x) “SR RUPE HET x,y,zEE 及 实数 

A, 


1. ZX 之 7; 若 ry E. yèz, Wl += y;# rH 
yz, Wl] rz. 

2.75 => y, NW z 十 z 之 y 十 zx， 

3. 若 xy ALO, li] Arey. 

这 时 称 五 是 有 序 线性 空间 (或 称 E 是 半 序 线性 
空间 ). 

有 序 线性 空间 这 个 概念 首先 由 里 斯 (Riesz,F. ) 
引入 ,他 于 1928 a UE 
演 中 英 定 了 半 序 线性 空间 这 一 泛 姐 分 析 分 支 的 理论 
轮廓 . 

半 序 线性 空间 (partially ordered vector space) 
即 “ 有 序 线性 空间 ”. 

里 斯 空间 (Riesz space) 一 类 有 序 线性 空间 . 
i EEA PRES Al oz oy cE. WR rz. yz, 
WER z 是 x My 的 一 个 上 界 . 进而 ,如 果 xz AI y 的 每 
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iz Tr 


^ Eu 都 有 eu MWe Æ rM yBEmL. 
th BRA Eg A sk Em. 1079 suple, 30 SX x V y. 类似 
HATE X z Aly IP A. TARAC Wa), in 
infCr,y)gk z A y. 如 果 半 序 线性 空间 五 中 任何 两 个 
WRA E., FAR, MERE 是 里 斯 空间 ,此 时 对 运 
£ V ,人 封闭 , 故 也 称 为 格 序 空 间或 向 量 格 . 有 时 也 
分 别称 运算 V, 八 为 并 和 交 . 记 XV0= x+, 
(一 ZT)V0==x. ,TV (—z)= |r|, RRA z WIE 
部 , 负 部 和 绝对 值 . 满足 x0 的 元 称 为 正 元 . 在 里 
斯 空间 中 成 立 : 

bay ye = Carre V Gy bes Ce yy Pex 
一 (Z 十 z) A (y 十 z). 

2. 对 之 0, 有 

ACrV y)—AxVAy, A@GAjysy)=2xAàAy. 

3. z4d-y— rV yd GA y) ,特别 Ant, 

4. (TAy)Vz= (Or Vz)ACYyVMxz), 

(rV Az =(rAz) V OAZ). 

bz, Ax. —0,.r,.d-xr.—|zx|. 

6. |r| >20, [x1 50 StF z==0,|Az|= là] iz] 
AREKO, Indy | Ex d yl. 

7. Ix— » | V 302— GA 32, 

Iz—ax|—1|xzVy—mnVylct-IxAy—zx^»l. 

对 a bE E, ab, fk ix|lastrsb) AW. 
[asb]. 如 果 EKTE B 是 某 个 区 间 的 子 集 , 则 称 B 
是 按 序 的 意义 有 界 . 设 eEE, 如 果 对 任何 XEE,x 
宇 0, 总 存在 正 整 数 n, 使 rne, WER e 为 E 的 阿 基 
米 德 单位 . 

T& Fr <= [B] (lattice-ordered space) 
[8] ". 

[5] BE #& (vector lattice) 

PS FECorder bounded) Jl“ Eg Bir zs 

IE JÆ (positive element) ” 见 “ 里 斯 空 ' 

IE #Ë (positive cone) 里 斯 空 ee a 
的 锥 . 设 互 是 里 斯 空间 ,其 正 元 全 体 五 "是 五 的 一 
以 0 为 顶点 的 锥 , 称 为 正 锥 . 一 般 地 ， ASIANS 
E 的 以 0 为 项 点 的 锥 C,Cf (—C) — (0), M H C 
可 引入 上 的 半 序 之 ( 即 定 义 zy MH BM ry 
EC) 使 (E, 宇 ) 构 成 向 量 格 且 C 为 其 正 锥 . 

阿 基 米 德 单位 (Archimedean unit) 
空间 ". 

Pr SE Corder convergence) 在 里 斯 空间 中 引 
进 的 一 种 收敛 性 . 设 互 是 里 斯 空间 ,对 于 五 中 的 一 
族 元 {zx。|a€ A) ETE TE m f >,<x(a € A), WR x 
À (x. |a € AVIS ESL. (c, |a € 4} 的 上 界 中 最 小 者 称 
A iz,la€ A} 的 上 确 界 ,用 V =, 或 sup z, 表示 . 类 似 


地 , AE Mie, eC AM PAM PRA A Ax, EX 
inf z, HA Gr, |a € A} 的 下 确 界 .对 于 定向 元 列 (xs15 
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即 “ 里 斯 空 


即 “ 里 斯 空 i Ü 


见 “ 里 斯 


A) ,车 存在 单调 元 列 {u;|16E€ AT IE x; xus 
H. Aus = 05 WER (ra | 6 € A) PF IX SF x, MPR x Ka 
{zxs16E€ A) BY F 3K ER IA 

qom olim za. 
序 极限 如 果 存 在 , 则 必 惟 一 . 当 {xs16€ 人 A} 
人 A} 序 收敛 时 ,有 
o-lim (Az; t za) =A(o-lim z;) 十 wo-lim ys) 


EIDEL 


o-lim C; V y |) = Co-lim 432. V Co-lim yo?» 
o-lim (2, Ay; = (o-lim EA (o-lim y. 


M cu EH, MEA 0=<znz<y(n=1,2,:::) DI H 
H == 0, fk E 是 阿 基 米 德 的 . AE AMEKE 
的 , 则 由 
x = olim zx,, A= lim å, 
Cam 
Ax = odim de, 

序 极限 (Corder limit) JU“ PRICK”. 

Bay 2 2k (8 [5] Ë #& (Archimedean vector lattice) 
TL PF W 927. 

F OSE & [59] ER #& (order-complete vector lattice) 
具有 序 完备 性 的 向 量 格 . 设 五 是 向 量 格 , 如 果 任 何 
有 上 界 的 子 集 都 必 有 上 确 界 , 则 称 巨 是 序 完 备 的 . 
如 果 任 何 有 上 界 的 可 数 子 集 都 必 有 上 确 界 , 则 称 五 
是 o 完备 的 .o 完备 的 向 量 格 必 是 阿 基 米 德 向 量 格 . 
"OE o 完备 时 ,如 对 有 上 界 族 {z,} 定 义 ， 

oim sup x, = A V Tm; 
而 对 有 下 界 族 (zs 定义 

o-lim inf z, = V A Lm 
‘i " ERE 

r= o-lim z ware o-lim | sup >, = = odim inf Ly 

是 等 价 的 . 阿 基 米 德 向 量 格 可 以 扩张 为 序 完备 向 量 
格 .o 完备 向 量 格 是 一 类 很 重要 的 里 斯 空间 ,在 20 
世纪 30 年 代 , 坎 托 罗 维 奇 (KatToposuu,Jl. B. ) 等 人 
对 其 进行 了 系统 的 研究 ,现在 也 有 人 称 o 完备 向 量 
格 为 天 空间 . 

o 完备 向 量 格 (co-complete vector lattice) J 
“ 序 完 备 向 量 格 ”. 

K 空间 (天 -space) 见 “ 序 完备 向 量 格 ” 

ES ae (Banach lattice) 3⁄4 ES zs |ü] FF 
性 的 向 量 格 . 如 果 向 量 格 X 同时 是 巴 拿 赫 空间 , 且 
序 和 范 数 之 间 有 关系 :|z|l 和 |y| 推 出 上 zj1l 科 | yl 
Gr, y € X) WE X 为 格 序 巴 拿 赫 空间 或 巴 拿 赫 格 . 
例如 ,数列 空间 c I (0221) EA BMS IR] C La b], 
Lla, b] (p21) Se. f EI PA B FF R ( B|] X 28 == jB] B 
ZU lil fE BETS JS BAR s Ab B5 (8 20 时 是 正 元 ) 形 成 巴 
FTAA. EUIS TA TP , 4 


|| aee a er > 0 

时 , 必 有 

| 2, M ucc MP oye oem Os 

e, u = NS HO 
RAL. ATE E js H Jy A AAT PY R 55 BJ 
比较 ,尽管 在 不 同 具 体 空间 结论 不 一 样 ,然而 || =, 
一 + 一 0 同 {x,} 相 对 一 致 * 收敛 于 x( 即 对 {x} 的 
任何 子 列 { S f£ E WF 91 85 3-31 Cx, ME y 
CX , fH Ix urls y/IlU-0,2,700 是 等 价 
的 . 又 , 序 意 义 下 的 有 界 集 必 是 范 数 意 义 下 的 有 界 
集 , 但 其 道 一 般 不 真 . 

抽象 空间 L* (1 c p x: + eo) (abstract L? space 

(1xtpzl-d-oo0) ”满足 一 定 条 件 的 巴 拿 赫 格 . RX 
EB Ede. X 满足 下 列 条 件 之 一 时 ,分 别称 X 
为 抽象 L^Op—--oof L°), aR LOp—1 的 L?), 抽 


# L'(p-coo08]8].3FH 4L”,AL,AL? 表示 
L 的 条 件 : 
z = 0,y Z 0> |[zVyl- max( Hell, lll); 
L 的 条 件 : 


xz > 0,y > 0> || z +y l5 lelt i» : 

L? 的 条 件 : 

z = 0,y > 0= |z + yl’ =le +yli’. 

对 于 抽象 L 空间 ,可 以 证 明 有 测度 空间 (Q 使 这 
种 巴 拿 赫 格 线性 保 序 同 构 于 L! CO). 同样 对 抽象 L 
空间 也 可 用 某 个 L*(Q) 来 刻画 . 这 样 的 种 种 表示 害 
理 是 在 20 世纪 40 年 代 初 由 角 谷 静 夫 以 及 克 列 因 
Ch pe, M. D. ANSEF FS] CKpeiiu. C. P. ) 等 人 给 出 的 . 

对 偶 格 (dual lattice) 向 量 格 到 实数 域 的 序 
有 界线 性 算 子 全 体 . 设 YX ,Y)E 5] E 1⁄4 X 到 向 量 
格 Y 的 序 有 界线 性 算 子 全 体 所 成 的 集 ( 这 里 序 有 界 
EEX 中 的 任 一 序 有 界 集 映 成 Y 中 的 序 有 界 
集 ). XH EFI ao € V OCGYO. WE r20 时 ,有 
9$ G2229 Go WEN Z9 o fE kr X £ F, S (X, 
Y ) th XE [5] E $8. 24 Y JF SE & BJ , S“ CX , Y ) tl, JE PF SE 
备 的 . 称 gE€ % CX YO E: IE ZA PEE FUR 920. 特 
3 dh. 4 Y 为 实数 域 R 时 , 称 EL CX ,R)2 X BJ xH 
格 , 记 为 X'. 它 是 序 完备 的 向 量 格 . 

向 量 格 X 的 对 偶 格 与 范 数 对 偶 空 间 相 同 ,而 且 
任何 巴 拿 赫 格 的 序 对 偶 仍 是 巴 拿 赫 格 . 对 f€ X'S 
的 正 、 负 部 分 f+ 和 广 , 以 及 绝对 值 |f | 等 满足 下 列 
RR: 

ir). = sup FO), 


je auro 
Qs. yr 
|| G) = 


这 里 rC€X,H x= 0. 对 偶 研 究 是 由 克 列 因 ( Kpeñri, 
M.T. ) 等 人 开始 的 ,他 证 明了 巴 拿 赫 格 的 序 性 质 如 


sup fly), 
— r< ys = 


他 与 格 罗 斯 伯 格 (Grosberg ,J 


何 确定 了 对 偶 格 的 序 性 质 . 

序 有 界线 性 算 子 (order-bounded linear opera- 
tor)” 见 “对 偶 格 ”. 

TE FE #£ + (positive linear operator) 
偶 格 ” 

拓扑 里 斯 空间 (topological Riesz space) BẸ 
赫 格 的 一 种 推广 ,是 带 有 与 其 线性 结构 相 协 调 序 关 
系 的 拓扑 线性 空间 . 向 量 格 X 中 的 集合 S MARE 
OM, mR S= fyl € S, 0 R u y> —u). i8 
X FE HE Z= Bl B (X , T) dé da d ZX PEZ š] T 存在 
— Sk fi £H pk, BJ E u SË BE , LER (X TOA a dh E 
斯 空间 . e, AXT) Es ey Bb ri Fb PES fg. 
WU gk CX ,三 ) 为 局 部 凸 拓扑 里 斯 空间 . 拓扑 里 斯 空间 
的 研究 是 受到 抽象 积分 理论 . 魁 特 空间 理论 等 分 文 
的 强烈 影响 而 开始 的 . 

Es 8B FE £3 = B (locally order-convex space) 
一 种 带 有 序 关 系 的 拓扑 线性 空间 . 设 4 Kong X 
的 子 集 , 若 对 任何 alyaE4,a 委 a， 有 i {y | ai < xy 
<a,}=La, sa: ICA, WU Er A HEUTE. X 中 的 线 
性 拓扑 了 称 为 是 局 部 序 凸 拓扑 ,大 其 具有 由 序 凸 集 


见 “ 对 


组 成 的 零 元 邻 域 基 . 特别 地 , 当 X 中 的 正 锥 是 了 的 


闭 集 时 , 则 称 (X T0 28 Fg SR FF Ca HE [a]. 最 早 研究 
Jay BB FE à ES AR S [8] JA Re ya ESI CI peru, M. D. )， 
. ) F 1939 年 证 明了 局 
间 的 对 偶 定 理 . 


线性 算 子 


算 子 理论 (operator theory) 算 子 理论 是 研究 
遇 数 空间 或 更 一 般 的 抽象 空间 之 间 的 变换 或 算 子 的 
一 种 理论 . 算 子 理论 的 思想 产生 于 19 世纪 末期 ,其 
中 可 以 以 沃 尔 泰 拉 ( 人 (Volterra,V. ) 的 几 篇 论文 作为 
标志 . 之 后 通过 阿达 马 (Hadamard,J. (-S. ))、 弗 雷 
BK (Fréchet, M. -R. 9, Æ iK (Moore, R. E. 2, DS Kr 
(Schmidt, E. ), E # (Riesz, F. 2, E & s» (Banach, 
S.) B + = (von Neumann, J. ) 等 一 大 批 数 学 
家 的 共同 努力 ,到 20 世纪 20 年 代 , 算 子 理论 得 以 初 
步 成 形 . 在 此 之 后 ,特别 是 20 世纪 后 半 叶 , 算 子 理论 
得 到 了 突飞猛进 的 发 展 . 

算 子 理论 产生 的 原动力 是 出 于 研究 各 类 微分 方 
程 与 积分 方程 的 需要 . 出 现在 各 种 微分 方程 与 积分 
方程 中 的 变换 的 共同 特征 是 把 图 数 变 为 师 数 . 算 子 
理论 的 观点 是 把 一 个 肾 数 视 为 相应 函数 空间 中 的 一 
个 元 素 或 一 个 点 ,从 而 把 变换 视 为 函数 空 spéid 
点 变 为 点 的 算 子 或 映射 ,进而 可 把 它 作 为 抽象 空 
《如 巴 拿 赫 空间 或 一 = 
来 研究 . 这 种 观点 与 研究 方法 具有 一 般 性 与 统一 性 . 
同时 , 算 子 作为 (无 穷 维 ) 空 间 中 把 点 变 为 点 的 映射 
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部 序 凸 巴 拿 赫 空 


也 具有 几何 直观 性 ,特别 是 经 常 可 以 从 关于 有 限 维 

空间 中 的 映射 的 已 知 结论 中 得 到 启示 . 作为 抽象 的 
线性 空间 中 的 算 子 , 按 其 是 否 具有 线性 属性 来 分 类 ， 
可 分 为 线性 算 子 与 非 线 性 算 子 两 大 类 . 这 两 类 理论 
ed s 间 中 线性 代数 与 数学 分 析 

论 在 无 穷 维 空间 上 的 推广 . 这 种 推广 的 主要 困难 
目前 ,线性 算 子 的 理 
论 相 对 于 非 线 性 算 子 的 理论 而 言 要 成 熟 与 完备 得 
£. 

算 子 理论 的 主要 应 用 对 象 是 微分 方程 与 积分 方 
程 . 事 实 上 ,微分 算 子 与 积分 算 子 已 成 为 整个 算 子 理 
论 中 两 个 有 机 的 组 成 部 分 . 

线性 算 子 (linear operator) 线性 空间 之 间 保 
持 线性 运算 的 映射 . 设 X,Y 同 是 数 域 K 上 的 线性 
空间 ,D 是 X 的 线性 子 空间 ,7 E JA D S Y 中 的 映 
射 . 如 果 对 每 个 x,y€E D, 有 了 (zx 十 y) 二 Tz 十 Ty, 则 
称 了 是 可 加 算 子 ;如 果 对 每 个 z€D 和 实数 a 有 
T Cax)=aT x, WEK T 是 实 齐 次 的 ,如 果 对 一 切 a € 
K 这 个 关系 式 都 成 立 , 则 称 了 是 齐 次 算 子 . WRT 
既是 可 加 的 又 是 齐 次 的 , 则 称 了 是 线性 算 子 或 线性 
映射 ,D 称 为 7 的 定义 域 , 常 记 为 DT). RETE 
BJ ACT) — Cx | x € DIRA T GE REO. 当 
OO A WRT E. X AY 的 线性 算 子 . 4 OD) 
一 立时 , 称 王 为 和 到 了 上 的 或 满 值 域 的 . 特别 地 , 当 
Y 王 天 (或 了 是 一 维 线性 空间 ) 时 ,7 KA D ERR 
PEZ BR. 线性 省 函 是 线性 算 子 的 特殊 情形 . 

oe tt i> ea (linear functional) WM RHEA T”. 

线性 映射 (linear mapping) 见 “ 线 性 算 子 ” 

可 加 算 子 (additive operator) 见 “ 线 性 算 子 ” 

齐 次 算 子 (homogeneous operator) “AH 
算 子 ”. 

单 射 线性 算 子 (injective linear operator) 一 
对 一 的 线性 算 子 , 即 者 nz y, M TrATy. 单 射线 性 
算 子 有 时 也 称 为 内 射线 性 算 子 . 

内 射线 性 算 子 (injective linear operator) B| 
“ 单 射 线性 算 子 ”. 

满 射线 性 算 子 (surjective linear operator)  f& 
域 等 于 全 空间 的 线性 算 子 , 亦 称 为 映 到 上 的 线性 算 
SES 
| XX St £k HE BF (bijective linear operator) BỌ 
是 单 射 又 是 满 射 的 线性 算 子 . 

te BF identity operator) 将 空间 元 素 恒 
映 为 自身 的 映射 . 设 X 为 线性 空间 ,和 X 土 的 恒 等 算 
子 常 记 为 了 , 即 对 任意 z€ X 有 I=r==+. 

线性 算 子 的 初等 运算 (elementary operation of 
linear operators) 包括 加 法 、 数 乘 、 乘积 等 运算 . iZ 
XY 是 数 域 K 上 的 线性 空间 ,用 (X 一 了) 表示 从 六 
到 YY 的 线性 算 子 全 体 . 当 A,BEX>Y) EK, HE 
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AE A 5j B BL A+B K a Ej A WAR aA 如 下 ;对 任 
fi] z€ X,(A+B)r=Art+ Br, (@A)x=aAr, 于 是 
(X 一 Y) 成 为 天 上 的 线性 空间 . 设 Z ER K 上 的 
线性 空间 ,如 果 BE (XY), AC (Y2)0 ,定义 算 子 
A 5 B IB3ERUS CAB)r— ACBx), ABE (XZ). 
特别 地 当 X —Y —Z 时 ,(X 一 了 ) 按 上 述 线性 运算 及 
乘积 成 为 有 单位 元 的 代数 ,其 单位 元 为 恒 等 算 子 I; 
JEE? 

wif (inverse operator) 由 给 定 算 子 的 像 到 
原 像 的 映射 . 设 X,Y 均 为 线性 空间 , 是 线性 算 子 ， 
PDTCX, RACY, 如果 了 是 一 一 映射 , 则 存在 
从 %C(T)CY 8 ZCX EB TERT. S 使 得 
ST —Igq TS =lam XE Lam’ Iam DAM BEAR 
COD, C) EBIBSER- f. KS AT BIS REP T 
的 逆 算 子 通常 记 为 了 . 

有 界线 性 算 子 (bounded liner operator) ji 
PR PT OTE PRA RHF. X,Y 是 赋 范 线 
性 空间 ,了 TT E: DT) CX BY 中 的 线性 算 子 . 如果 了 
把 2(7) 中 的 每 个 有 界 集 映 射 成 了 中 的 有 界 集 ,就 
称 人 是 有 界线 性 算 子 . 否则 称 了 为 无 界线 性 算 子 . 
赋 范 空间 中 线性 算 子 的 有 界 性 .连续 性 及 在 某 一 点 
的 连续 性 这 三 者 是 等 价 的 .而 X 土 线性 泛 困 地 为 有 


ipi cm 充分 必要 条 件 是 ,f 的 零 空 间 ker f 
zx|f(z) 二 0} 是 XX 中 的 闭 子 空间 .同样 可 以 定义 
间 ker T — (x | Tz — 0). ERA 
论 对 赋 准 范 空 间 的 情形 也 是 对 的 . 
注意 ,通常 说 “有 界线 性 算 子 ”总 是 指 它 的 定义 


EE 间 的 有 界线 性 算 子 . 关于 有 界线 性 算 子 的 

论 不 仅 在 数学 的 许多 分 支 中 有 很 好 的 应 用 ,同时 
a es 

Jc 5$ £k ME S + (unbounded linear operator) 
见 “ 有 界线 性 算 子 ”. 

有 界线 性 泛 函 (bounded linear functional) 作 
为 特殊 的 算 子 为 有 界 的 线性 泛 函 . 

oe E FAY SE S&S fa) (null space of linear opera- 
tor) 见 “ 有 界线 性 算 子 ” 

线性 算 子 的 核 (kernel of linear operator ) BI 
“线性 算 子 的 零 空间 ” 

有 界线 性 算 子 的 范 数 (norm of bounded linear 
operator) ”刻画 有 界线 性 算 子 的 “ 界 " 的 非 负 实数 . 
i X,Y 是 赋 范 线性 空间 ,T E: X BY 的 线性 算 子 . 
TT 是 有 界 的 充分 必要 条 件 是 存在 常数 M 宇 0, 使 得 
| Tz || SM | z || *F— JJ z€ X 成 立 . 这 种 M 的 下 
BARA T WJ 2 lie || T |. RS 


Tz 
[P= ap ga = me, mel. 


TOME 


n 
AT 46 z WRK ARB. WJ | T | 85 JU If & x E: D 
x 的 伸 长 系数 的 上 确 界 . 当 f ARE RARE een, f 
的 范 数 也 记 为 l ÉL. 

A RE ME GS AY SE AX (norm of bounded linear 
functional) 见 “ 有 界线 性 算 子 的 范 数 ” 

A 5 £kTES + == [a] (space of bounded linear 
operators) 一 类 重要 空间 . 所 谓 有 界线 性 算 子 空 
间 ,是 指 赋 范 线性 空间 X 到 赋 范 线性 空间 了 A 
线性 算 子 全 体 , 用 XY) KN. 按 算 子 的 线性 运 
算 和 算 子 的 范 数 ,: 多 (X 一 Y) 成 为 赋 范 线性 空间 . 当 
Y RE Sd um. UX—Yodb RBS. 

别 地 , 当 X=Y 是 巴 拿 赫 空间 时 ,对 任何 A. p € 
ZUX—XDGRSIABISIAIILBI.T S Zk FE S+. 

“= |i] Ji PR Ot ST POT 2š BJ — RERS H, CER 
子 理 论 的 研究 中 起 着 重要 作用 . 

有 可逆 线性 算 子 linvertible linear operator) — 
类 具有 有 界 逆 映 射 的 线性 算 子 . 设 X,Y 是 赋 范 线性 
空间 ,7 EZ PE S f ,Z(T)C X, %ZÇT)CY. 如 果 
C T)=Y,T 是 一 对 一 的 , 且 T 有 界 , 则 称 了 是 可 
逆 线性 算 子 .可 逆 线 性 算 子 是 线性 代数 中 可 逆 和 矩阵 
概念 的 一 种 推广 . 

正则 线性 算 子 (regular linear operator) DS 
赫 空 间 上 的 一 类 线性 算 子 . 设 X 是 巴 拿 赫 空间 ,了 T 
E X 8| X B) PESE T , E X d E HAT) 
=X, T Ren, HL T 是 有 界 的 , 则 称 7 是 正则 线 
性 算 子 . 

闭 线 性 算 子 (closed linear operator) 连续 线 
性 算 子 的 推广 . 设 X,Y 是 度量 线性 空间 ,7 是 线性 
RT, OCT X, GOCY. 如 果 由 

iac TY), lim z e= y Nod a, 95 
能 推出 zE ZT), A Tx y or WEEK T' 2 B] 2 FE 
Sr 在 乘积 空间 XXY={(zx,y) |x€EX,y€EY} 中 
引入 距离 


pCCE e Qs) 


= Sa E ae PCV sve) 6 

CX XY, 0) ROA BE S £X PER B]. FR G (T) = (Gr, 
Tx) =€ ZT) HERBA T T 的 图 象 ,T 是 闭 线性 算 
子 的 充分 必要 条 件 为 G(T) 在 (XXY,p) 中 是 闭 集 . 
在 赋 范 线性 空间 上 无 界线 性 算 子 的 讨论 中 , 算 子 是 
否 为 闭 相 当 重 要 ,因为 闭 性 与 连续 性 有 密切 的 联系 . 

线性 映射 的 图 象 (graph of linear mapping) 
SL" AAR PERT”. 

AA xE B] £k E BF (densely defined closed linear 
operator) 无 界线 性 算 子 理论 中 一 类 重要 的 算 子 . 
i X.Y 为 赋 范 线性 空间 ,了 T 是 定义 域 为 COD 


CX {AA ICH 的 线性 算 子 ,如 果 ATE 
X 中 是 稠密 的 , 则 称 袜 是 稠 定 线性 算 子 . BE 
定 又 闭 的 算 子 称 为 稠 定 闭 线性 算 子 . 

稠 定 线性 算 子 (densely defined linear opera- 
tor) DL“ E AER”. 

H gees ME BF (conjugate linear operator) 由 
AER VS SE th HERS [li] Z JJ T. dE X ,Y 为 
p J.T Æ X BY WR EAR f. i 

= {J| JEY, FE gEX* fix] — HJ + € 
EE H f 惟一 确定 ， 
PEY WR f Z J|. EO F E Ma +f 

“ST fH=e.T BUD 为 定义 域 的 到 和 "的 线性 
EE T MRR T dër H T 的 对 偶 线 性 
算 子 或 伴随 线性 算 子 .当下 是 有 界线 性 算 子 时 ,7 
也 是 有 界 的 ,并 且 站 2 太 站 三 站 人 小 .有 界线 性 算 子 
Bg 3E 9 Be f 44 Hl F SEA TEES ; 

(aT + BS)* =aT* + BS* (a,8 BR); 

(S 2Ss'T', OT» =P") | 
“XY 是 内 积 空间 时 ,了 T WHA ST “是 指 满足 


COD y) GT" y) BOX TESTE T. APA [8] BJ) 35 9 93 


TERRERO e 3E RH ERE BJ HE] E Di 
Ye a] F SE Ju S YE RE B EK UI E F CT + BS)" 
—aT'--85S* Ca. B 是 数 ). 特别 地 , 当 X=Y 是 希 尔 
伯 特 空间 时 有 : 

LZ ACC. A* CBX). 

2.4 "=A. 

3. || A*A = l AI. 

4. ker A) =&%(A*)+, kerC A! ) — X CAD, 3X 
里 的 ker(4) 为 算 子 A 的 零 空间 . 

Wi ye, AS [8] rp dc gg 48: T EE Re ew 
HE). A BRE SR A Toy 时 它 起 着 
重要 作用 . 

伴随 线性 算 子 (adjoint linear operator) 
He PESE T”. 

xT f £& E BF (dual linear operator) 
线性 算 子 ” 

H IB Œ IE (resonance theorem) ” 亦 称 一 臻 有 界 
性 原理 或 巴 拿 赫 - 施 坦 聚 斯 定理 . 论述 有 关 一 族 有 界 
线性 算 子 为 一 致 有 界 的 定理 . 该 定理 断言 : 设 X 是 
巴 拿 赫 空间 ,Y 是 赋 范 线性 空间 , (T, leE Ai RM X 
到 YY 的 一 族 有 界线 性 算 子 ,如 果 对 每 个 zxEX 都 有 

sup | Fz || <+ eo, 
WE CI T. ll lec AES Ain. 

JE US EREZA FRERE. 它 是 
H E & ik (Banach, S. ) 5 fi JH 2x Er (Steinhaus, H. 
D. ) 于 1927 4E Æ 3 Jl f& (Lebesgue, H. L. ) 关 于 奇 
异 积 分 、 特 普 利 芯 (Toeplitz,O. ) 关 于 正则 求 和 法 以 
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EI SE 


BI “th ge 


K nf I (Hahn, H. ) 关 于 插值 理论 等 前 人 研究 成 果 
的 基础 上 提出 的 . 

一 致 有 界 性 原理 Cuniform boundedness pri- 
nciple) BA“ FERS H”. 

巴 拿 赫 - 施 坦 豪 斯 定理 (Banach-Steinhaus theo- 
rem) Bi" TE eR”. 

奇异 性 凝聚 原理 (principle of the condensation 
of singularities) 有 关 算 子 奇 异性 的 定理 . i T mn 
(ai 一 1,2,…) 是 由 巴 拿 赫 空 间 X 到 巴 拿 赫 空间 
Xw 中 的 有 界线 性 算 子 ,并 设 

lim | T, | = 十 ce (m= 1,2,--), G) 


那么 存在 X 中 的 一 个 第 二 范畴 集 M [8 X\M ER 
一 范畴 的 ,并 且 对 每 个 zEAM 有 

lim | TE | =+ ° (m = ees a (2) 
式 (1) 意 味 着 对 每 个 ,存在 单位 向 量 列 {x} 使 
,| =+ 0o (m -—]1,2,), 


BK zw 具有 某 种 奇异 性 . 而 上 述 结论 (2) 则 说 明 随 mm， 
n 而 变 的 zw 可 换 成 固定 的 z, 从 而 定理 称 为 奇异 性 
凝聚 原理 . 

开 了 映射 定理 (open mapping theorem) 亦 称 开 
映照 定理 或 开 映 像 定 理 . 闭 线性 算 子 的 一 个 重要 性 
质 . 设 X,Y JE jb z Wk = B), T 是 闭 线性 算 子 AT) 
CX.⁄%C(T)CY,.TTI#. Z%CT)E Y 中 的 第 二 范畴 集 ， 
M) Z(T)=Y,H T fi OrBi GBXDITFAEBR Y 
中 的 开 集 . 该 定理 在 有 限 维 空间 中 是 平凡 的 ,但 在 无 
限 维 空间 中 却 是 极为 深刻 的 性 质 和 有 力 的 工具 . 通 
过 它 不 但 可 以 导出 关于 有 界 道 算 子 存在 的 重要 定 
理 , 而 且 还 可 得 到 重要 的 闭 图 象 定理 . 

F RÈR EIE Copen mapping theorem) 
映射 定理 ”. 

FF RR 4 XE EË (open mapping theorem) 
映射 定理 ”. 

E $ du SB + ZE FE (Banach inverse operator 
theorem) 关于 有 界 逆 算 子 存在 的 定理 . 设 和 ,7 为 
弗 雷 吹 空 间 ,T 是 ZCT)C X BACT) CY HAAR 
性 算 子 ,如 果 了 是 一 对 一 的 ,日 ATE Y 中 的 第 
二 范畴 集 , 则 7 是 定义 在 Y 上 的 连续 线性 算 子 . 特 

别 地 ,从 巴 拿 赫 空 间 X 到 巴 拿 赫 空间 Y 上 的 一 对 一 
4 Z PEP ST BE T 是 定义 在 Y 上 的 有 界线 
HAT. 

BI Bl S: E (closed graph theorem) 从 线性 
算 子 的 闭 性 推出 连续 性 的 定理 . 设 线性 算 子 了 是 由 
Fh FB AK == |Ë] X BUS — Wu, B£ Zk DE zx ja] BB EC 
[B] Y WW BJ B12X PETS f. WT P E: ÉE 2 BJ. P E] ARE 
理 是 巴 拿 赫 (Banach,S. ) 于 1931 年 提出 并 证 明 的 . 
1956 4E , 2 18 # 5028 (Robertson, A. & Robertson, 
W ) 把 它 推广 到 局 部 凸 拓扑 线性 空间 ,证 明了 桶 型 

134 


lim || T, GË 


即 “ 开 


即 “ 开 


空间 到 全 完备 空间 的 闭 线 性 算 子 是 连续 的 . 

线性 算 子 的 闭 值 域 定理 (closed range theorem 
of linear operator) 刻画 值 域 为 财 的 算 子 的 定理 ， 
设 X,Y 是 巴 拿 赫 空间 ,7 是 稠 定 闭 线性 算 子 ,定义 
域 2ZÇT)C X ER O0 )C Y. 下面 五 个 条 件 是 等 
价 的 : 

1. 统 (T) 是 Y "pig p T as fg]. 

2. (T " ) 是 X' 中 的 闭 子 空间 . 

3. Y CD) 2inf( || Tz | |z€ £O), 

m |= h || Zu > 6; 


y CURRO T 的 最 小 模 ， ker 人 为 了 的 零 空 间 ， 

4. 有 (7 一 人 和 | 对 所 有 的 六 和 Eker7 ,都 有 
ui Cy) =0}. 

5. ACT*)={x* € X^ | 对 所 有 的 =€ ker T ,都 
# r'O)20). 

以 上 所 述 汇 总 起 来 称 为 闭 值 域 定理 . 

算 子 值 域 (operator range) 巴 拿 赫 空间 中 的 
一 类 线性 子 空间 . 设 R 是 巴 拿 赫 空间 X 的 线性 子 空 
间 , 如 果 存 在 巴 拿 赫 空 间 X, 以 及 从 Xi 到 X 中 的 有 
界线 性 算 子 了 ,使 得 R 就 是 7 了 的 值 域 ( 像 域 ), 即 R 
二 T(X1), 则 称 R 是 一 个 算 子 值 域 . 例如, 巴 拿 赫 空 
间 中 每 个 闭 线 性 子 空间 都 是 算 子 值 域 ,因此 算 子 值 
域 可 视 为 团 线性 子 空间 概念 的 推广 . 利用 算 子 值 域 
可 把 闭 图 象 定理 做 如 下 推广 : 设 4 是 从 巴 拿 赫 空 间 
X 到 巴 拿 赫 空间 Y 中 的 线性 算 子 ,如 果 4 的 图 象 是 
算 子 值 域 , 则 4 必 是 有 界 的 ( 即 连续 的 ). 

线性 算 子 的 闭 扩张 (closed extension of linear 
operator) 研究 无 界线 性 算 子 的 重要 方法 之 一 . 设 
X,Y 都 是 赋 范 线性 空间 ,T Æ X 到 YY 的 线性 算 子 ， 
DPT ÆT 的 定义 域 ,T HARA AT). 如 果 有 闭 
线性 算 子 7 ABT RET B KREM , H ZT") 
DAT), Bä DTH .Tr=T' z, WE T Æ T 
的 闭 扩张 (或 闭 延 拓 ). MRT ET ATA SK. 
而 一 切 T 了 的 闭 扩 张 了 都 必 是 TT 的 闭 扩 张 时 , 则 称 了 
ET 的 最 小 闭 扩张 . 如 果 7 有 财 扩 张 , 则 最 小 闭 扩 
张 是 惟一 的 . 

线性 算 子 的 闭 延 拓 (closed extension of linear 
operator) 即 “ 线 性 算 子 的 财 扩张 ” 

线性 算 子 的 最 小 闭 扩张 (minimal closed exten- 
sion of linear operator) 见 “ 线 性 算 子 的 闭 扩张 ” 

笛 定 线性 算 子 的 闭 扩 张 (closed extension of 
densely defined linear operator) MERHER TE 
一 定 条 件 下 经 延 拓 而 得 到 的 闭 算 子 . 设 石 ,G 都 是 
希 尔 伯 特 空间 ,T E. 2k EA fr, Z2(T')CH H 
We. % CD) C G. 如 果 存 在 闭 线 性 算 子 S, f £8. 
CCT)C ZG), B3 xc DTH Sx Ty, WE S 
是 的 财 扩 张 , 而 称 了 是 可 闭 化 的 . 稠 定 线性 算 子 


T 可 闭 化 的 充分 必要 条 件 是 CT EG 中 稠密 ， 
此 时 , HEDA T MET. 

特征 值 Ceigenvalue) 和 矩阵 特征 值 概念 的 推广 ， 
是 由 算 子 决定 的 一 些 复数 . 设 了 是 线性 空间 X 上 的 
算 子 ,4 是 复数 . 如 果 X 中 有 非 零 向 量 zx, 使 Tr= 
Ax, WER 4 为 了 的 特征 值 (或 本 征 值 ), 而 二 称 为 相 
应 于 4 的 特征 问 量 (或 本 征 向 量 ). 当 了 是 线性 算 子 
时 ,相应 于 特征 值 4 的 特征 向 量 再 加 上 和 零 向 量 构成 
线性 子 空间 , 记 为 Er BK E, 为 相应 于 4 的 特征 子 空 
间 . E, 的 维 数 称 为 特征 值 * 的 重复 度 . 对 有 限 维 空 
间 , 求 矩阵 的 特征 值 以 及 与 它 相 应 的 线性 方程 组 的 
求解 问题 在 线性 代数 中 已 经 完全 解决 . 当空 间 是 无 
限 维 时 ,问题 变 得 复杂 得 多 . 

特征 向 量 (eigenvector)” 见 “特征 值 ”. 

本 征 值 (eigenvalue) ” 即 “ 特 征 值 ”. 

本 征 向 量 (eigenvector) BU“ 4E m et”. 

特征 子 空间 (eigensubspace) ” 见 “ 特 征 值 ”. 

特征 值 的 重复 度 (multiplicity of eigenvalue) 
见 “ 特 征 值 ”. 

正则 集 (regular set) 正则 点 的 集合 ,正则 点 
是 由 算 子 决定 的 一 些 复数 . 设 和 X 是 复 赋 范 线性 空 
[J.T E. X BX 的 线性 算 子 ,GCT ) 是 的 定义 域 ， 
A 是 复数 . 如 果 AT 是 正则 算 子 ,即使 (A 一 7) 
是 在 整个 X 上 有 定义 的 有 界线 性 算 子 , 则 称 是 人 
的 正则 点 . 复 平 面 上 正则 点 全 体 记 为 eT), RAT 
的 正则 集 或 预 解 集 . p(T) 的 余 集 C\p(T) 称 为 了 的 
谱 集 ,简称 谱 , 记 为 o(7') 或 Sp(7T). 当 XX 是 巴 拿 赫 
空间 时 ,任何 线性 算 子 的 正则 集 都 是 开 集 ,进一步 ， 
4ST PAAR CT) Al o(T) AB SES AY. 

线性 算 子 的 特征 值 也 称 为 点 谱 , 其 全 体 记 为 
o CT) ;如 果 存 在 单位 向 量 序列 {x,) ,使 得 

| (Al — T)=, || > 0, 
WE A 是 近似 点 谱 , 其 全 体 记 为 oT); WRAT Æ 
一 对 一 且 值 域 稠密 , 则 称 A 是 连续 谱 点 ,其 全 体 记 为 
o, CD) ;如果 4 不 是 特征 值 ,A 一 7 的 值 域 也 不 稠密 , 则 
FK 4 为 7 的 剩余 谱 点 ,其 全 体 记 为 o.(7)( 也 有 的 文献 
定义 “剩余 谱 ” 为 oC7)N\o,(T)). W $R. o, CU), o, CT) 
和 o, CD) E ARAB. 
BT gU TOU ero OF a a wc 

M OX REEL SUM S [RISE RA 00 CD CCo, CP) GB A 
表示 o 的 边界 . 

在 无 限 维 空 间 , 谱 是 较 和 矩阵 特征 值 更 广泛 的 概 
念 . 一般 特 征 值 只 是 谱 的 一 部 分 (点 谱 ). 只 有 线性 算 
子 的 谱 理论 的 建立 才能 完全 解决 力学 .物理 和 工程 
技术 中 所 出 现 的 大 量 的 线性 方程 求解 问题 . 

预 解 集 (resolvent set) BI 1E BM]  ". 

iE (spectrum) L 1E hu] & ". 


谱 集 的 简称 . M," 1E Du] S ". 
见 “ 正 则 集 ”. 

近似 点 谐 (approximate point spectrum) IR 
“ENR”. 

Ze (continuous spectrum) 见 “ 正 则 集 ”. 

剩余 谱 (residue spectrum) J“ FM E”, 

预 解 算 子 (resolvent operator) 定义 在 正则 集 
上 的 算 子 函数 . 设 了 是 复 巴 拿 赫 空间 X 上 的 线性 算 
子 ,o(T) 为 了 工 的 正则 集 . 对 AEp(7), 称 有 界线 性 算 
C RQ,T)= QI—T) 为 7 的 预 解 算 子 . ROT) 
是 CC7) 上 的 局 部 解析 函数 ,对 AA € OCT). 有 

R(A,,T) — R,,T) 
=== Ar = AIRGAS HIERO I. 

47S 是 有 界线 性 算 子 ,A4E OS) eC. A 

R(G,TO — RGO S) — RGO,TOQU"—SOR(CA,S). 
上 述 两 个 等 式 分 别称 为 第 一 预 解 方程 和 第 二 预 解 方 
f. 

m f£ J> #2 (resolvent equation?) 
P | 

谱 半 径 (Cspcetral radius) 刻画 谱 集 范围 大 小 
的 数量 . 设 X 为 复 赋 范 线性 空间 ,7 Æ X EWA A 
线性 算 子 ,o(T) 是 的 谱 , 称 


So E A 
ocr) = Sup [A| 


为 了 的 谱 半 径 . 当 X JEE) # Bb = lB] F, 
rp = lim Z [T° T. 
上 述 等 式 称 为 盖 尔 范 德 谱 半径 公式 . 

相似 线性 算 子 (similar linear operators) ”相似 
矩阵 的 推广 . 设 A.B 是 巴 拿 赫 空间 上 的 有 界线 性 算 
子 , 如 有 果 存 在 可 逆 的 有 界 算 子 W( 即 W,W 都 有 
界 ) ,使 得 B=W AW WEK A Al B 相似 . 相似 算 子 
具有 相同 的 谱 . 

拟 相 似 线 性 算 子 (guasi-similar linear opera- 
tors) 相似 线性 算 子 的 推广 . 设 A, B 是 巴 拿 赫 空 
间 上 的 有 界线 性 算 子 , 如 果 存 在 两 个 有 稠密 值 域 的 
AT BJ Zk PETET- T AS [813 T'A= BT, AS= SB 成 
NL IER A 和 B 拟 相似 . 

m SS SI F (idempotent operator) HA AE TE 
质 的 线性 算 子 . 设 P 为 线性 空间 X 上 的 线性 算 子 ， 
如 果 Dn. Wë P ACRSEHEOT RRS. 

投影 算 子 (projective operator) 在 赋 范 线性 
空间 X LA ARSHNAAREB HS. RP HEX 
上 的 有 界线 性 算 子 ,如 果 PSP, MRP AREA 
F. 当 PP 是 投影 算 子 时 ,1 一 P 也 是 投影 算 子 ,日 

X—PXCPOP-—P)X. 

m2 2 T (nilpotent operator) | £i [R K >= 
运算 后 变 成 零 的 算 子 . 赋 范 线性 空间 上 有 界线 性 算 
fT PNR F UR EES BR n, E 45 T" 
=0. 满足 T = 0 Wa) IER RR AEE FY. 
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i (spectrum) 


iff (point spectrum) 


见 “ 预 解 算 


iU Fe 3S -Fquasi-nilpotent operator) #Ẹ 
算 子 概念 的 推广 . 赋 范 线性 空间 上 有 界线 性 算 子 了 
FF AWE HF A0 

lim || 7" | *=o. 
Wits P fr ME) MSR. BES jk IA rU 
te SRT CELE ~ 二 0, 即 谱 oT) RAMA 0. 

TAEA F (quasi-nilpotent operator) Bf 
“TES RF”. 

RH BF (algebraic operator) 一 类 有 界线 性 
算 子 . 设 了 是 赋 范 线性 空间 X 上 的 有 界线 性 算 子 ， 
如 果 存 在 多 项 式 pO), E p(T) = 0. MET ERZ 
算 子 . 对 非 零 的 代数 算 子 , 必 存 在 首 项 系数 为 1 的 多 
项 式 pot) ,使 得 po(T)==0, 且 对 任何 多 项 式 qt), 
只 要 q (D) —0, W q) P & BT Pott) , 称 po (t ) FE T 
的 最 小 多 项 式 . 代数 算 子 的 谱 点 都 是 特征 值 , 且 恰 为 
最 小 多 项 式 的 全 部 根 . 

有 限 秩 算 子 (finite rank operator) 具有 限 维 
值 域 的 有 界线 性 算 子 . 设 4 是 赋 范 线性 空间 X 到 赋 
范 线性 空间 Y 的 有 界线 性 算 子 ,如 果 值 域 CA) E 
Y 的 有 限 维 线性 子 空间 , 则 称 4 是 有 限 秩 算 子 . 

紧 算 子 (compact operator) 一 类 重要 的 有 界 
算 子 , 它 最 接近 于 有 限 维 空间 上 的 线性 算 子 . X, 
Y 是 赋 范 线性 空间 ,4 是 XX 到 Y 的 连续 算 子 . 如 果 
A 把 定义 域 中 任何 有 界 集 映射 成 Y 中 的 列 紧 集 , 则 
称 4 GRAF MERE T. 紧 算 子 概念 是 硕 尔 
iú $ (Hilbert, D. ) F 1906 年 引入 的 . 1917 年 里 斯 
(Riesz, F. ) 对 紧 算 子 进行 了 系统 的 研究 . 1930 年 绍 
德尔 (Schauder,J. P.E S.A X ,Y 都 是 巴 拿 赫 
Sle], AC(X>Y), WW A 是 紧 算 子 的 充分 必要 条 件 
EECHER T ARAM. 如 果 Y 是 巴 拿 赫 空 间 ， 
WA XAY 的 紧 线性 算 子 全 体 .%(X 一 了) 是 巴 拿 
Mu 多 (X 一 Y) 的 闭 线性 子 空间 . 当 Y 或 和 的 共 
du 2S qu] X "是 具有 可 数 基 的 巴 拿 赫 空间 时 ,X 到 了 
的 紧 线 性 算 子 可 用 有 限 秩 线性 算 子 来 逼近 . 对 一 般 
巴 拿 赫 空间 未 必 如 此 , 恩 夫 洛 (Enflo,P. ) 曾 举 出 反 
例 说 明 这 一 点 . 

全 连续 算 子 (completely continuous operator) 
BI“ RAP”. 

2 Iq st % BF (polynomial compact operator?) 
紧 算 子 概念 的 推广 . 设 了 是 赋 范 空间 X 上 的 有 界线 
性 算 子 ,如果 存 在 非 零 多 项 式 


PG) m S adi. 


k=0 


使 
PCT) = » al 


为 紧 算 子 , 则 称 工 是 多 项 式 紧 算 子 . 代数 算 子 是 多 
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项 式 紧 算 子 的 重要 例子 . 

里 斯 - 绍 德 尔 理论 (Riesz-Schauder theory) ` At 
究 紧 线 性 算 子 谱 性 质 的 理论 . 设 4 BR £ N 
X 上 的 紧 线 性 算 子 , 则 下 列 命 题 成 立 : 

1. 4 X 是 无 限 维 时 ,0€ ol). 

2. dr À E: A 的 谱 点 ,4 隆 0, 则 4 是 A 的 特征 值 . 

3. # AAO.A E: A 的 特征 值 , 则 相应 于 4 的 特征 
[1] && = [8] E, 是 有 限 维 的 . 

4. A 的 谱 最 多 只 是 可 数 集 , 而 且 只 能 以 0 为 极 
限 点 . 

5. Æ AHO, ij ker CA— ADD 5j ker(A* 一 21) 有 相 
同 维 数 , 其 中 kerCA— AD = (x1 CA— AD x0]. 

6. Æ AzÉ p, M A BS AH T ADEM E z 与 
4 的 相应 于 u 的 特征 向 量 "te", BY f =0. 

7.38: A FEARS RE AE (Bo WW yg CAL— Aor — y 可 
解 的 充分 必要 条 件 是 ,y 与 AT 的 相应 于 A 的 特征 向 
ES EX”, MEDEO A )e= f ARN FE 
必要 条 件 是 f 与 4 相应 于 4 的 特征 向 量 “ 正 交 ”. 

上 述 结果 称 为 里 斯 - 绍 德 尔 理论 ,是 里 斯 
(Riesz,F. ) 和 绍 德尔 (Schauder,J. P. ) 于 1917 年 到 
1930 年 之 间 完 成 的 . 

实际 上 ,这 就 是 关于 巴 拿 赫 空 间 上 的 全 连续 算 
子 与 20 世纪 初 对 第 二 类 积分 方程 所 建立 的 弗 雷 德 
霍 姆 定理 相对 应 的 理论 . 

施 凯 特 p 类 算 子 (operator of Schatten p- 
class) KAT PRENSA. RA BA OHA 
1A RES [i , Z (H)E H LARA FS, HTE 
(Hs 

IT] = (TT)? 
也 是 紧 的 , 设 其 特征 值 按 大 小 顺序 为 Zur 
om 之 …( 按 重复 度 重 复 编号 ). en, CHO'rp E 


ITI, = (37«t)* <+ = 
A cid COD , 简 记 为 C,, 称 为 H ERRES p 
X $ TEC M T' €C, 3 1<p<tooat.c, B 
| T I, 为 范 数 成 为 巴 拿 赫 空间 . 有 限 秩 算 子 全 体 在 
C, 中 按 范 数 | ° || ,稠密 . 如 果 1<p<q, HIC,CC,. 


E poor 满足 

Me MS MES 

p q r’ J" € (u S C 6 
则 TSEC,. 


特别 重要 的 是 p=1,2 的 情形 . C, AC, 类 算 子 
分 别称 为 迹 类 算 子 和 希 尔 伯 特 - 施 密 特 算 子 ,而 相应 
AYE | ° li 和。 ;分 别称 为 迹 范 数 和 希 尔 
伯 特 - 施 密 特 范 数 . 设 {e,) 是 五 的 规范 正 交 基 , 当 了 
EC, I.T. Mab tr) EA 
UU) = > Da ve.) 


(此 级 数 绝对 收敛 ,其 值 不 依赖 于 基 的 选取 ),tr(。) 
是 巴 拿 赫 空间 C, 上 的 连续 线性 泛 函 . 设 {e,)，, {x,) 
都 是 H 的 规范 正 交 基 , 则 


IT |; = sup 2;1CTe,,z,) |. 
`4 T €C, 时， 
1 
ITI = (2, 1 Te, eee wayu 


e C; 中 可 定义 内 和 (T, S), — tr CS" T), Wl C; F 

，*); 成 为 希 尔 伯 特 空间 . 

EE of trace class) 
p 类 算 子 ”. 

希 尔 伯 特 - 施 密 特 算 子 (Hilbert-Schmidt opera- 
tor) WWI p RAT”. 

希 尔 伯 特 - 施 密 特 范 数 (Hilbert-Schmidt norm) 
见 “ 施 凯特 p XAT” 

迹 范 数 (trace norm) MEE p HAT”. 

ap Se i Fe BHF (Fredholm operator) 可 逆 算 
子 的 推广 . 设 了 是 希 尔 伯 特 空间 H 上 的 有 界线 性 
Sr. RICH", WRT 的 值 域 ZAT) ÆA H 

dim (ker T) <+ oo, dim (ker T'* ) < 十 co， 
则 称 T JE 35 8 ë 48 Of: T , PK 
i(T) = dim (ker T) — dim (ker T*) 

AT BERE "4 T JE 35 8 84538 34 f Bj OM AE 
的 任何 紧 算 子 KTHK tb E Jb 8 REST. 如 果 
ST T WER E HJ on, H dim (ker T) 和 dim 
(kerT" 2 rp 28 ^o — 478 ER, WT HF Sb EB BE 
姆 算 子 . 对 于 巴 拿 赫 空 a E TRIER 


FUN 


HAN 


见 “ 施 凯特 


不 变 子 空间 (invariant subspace) 在 算 子 作用 
下 不 变 的 子 空间 . 设 了 是 线性 空间 X 到 X 的 线性 
算 子 ,了 是 X 的 线性 子 空间 . WR TLCL, BM z€ 
L,TxEL, 则 称 工 是 7 的 不 变 子 空间 . X JE HK $ 
线性 空间 ,T 是 有 界线 性 算 子 时 ,TT 的 不 变 子 空间 通 
常 是 指 闭 线 性 子 空间 . 

设 {4。|la€ A} 是 一 族 有 界线 性 算 子 , (A aE A} 
的 不 变 子 空间 是 指 对 一 切 A, 都 不 变 的 闭 线 性 子 空 
间 , 其 全 体 记 为 Lat{A,|a€ A). Lat (A, |a € ARF 
集 的 交 以 及 并 的 线性 闭 扩张 运算 封闭 ,是 按 包含 关 
系 为 序 的 完全 格 . 故 算 子 族 的 不 变 子 空间 全 体 称 为 
不 变 子 空间 格 . 异 于 (0} 和 X 的 不 变 子 空间 称 为 非 
平凡 的 不 变 子 空间 . 

是 否 任 何 巴 拿 赫 空间 上 的 有 界线 性 算 子 都 有 非 
平凡 不 变 子 空间 ? 这 个 问题 就 是 著名 的 不 变 子 空 e 
问题 . 除了 很 少见 种 特殊 的 算 子 类 外 (如 和 希 尔 伯 特 
间 上 的 正规 算 子 类 ), 对 于 一 般 算 子 的 不 变 子 空 i 
存在 性 ,人 们 了 解 得 极 少 . 直到 1954 年 , 阿 龙 扎 扬 
CAronszajn , N. ) 和 史密斯 (Smith,K. T. ) 才 证 明了 


Z 性 8S oT 


巴 拿 赫 空间 上 每 个 紧 算 子 都 有 非 平凡 不 变 子 空间 . 
1966 年 , 伯 因 施 坦 (Bernstein, A. RO M & Ep 
(Robinson, A. ) 用 非 标准 分 析 的 方法 把 上 述 结果 推 
广 到 多 项 式 紧 算 子 . 1973 E, 9 35 Wi SZ 
(Lomonosov, V. I. ) 利 用 绍 德尔 不 动 点 定理 对 伯 恩 
施 坦 - 鲁 宾 孙 定理 进行 了 较 大 推广 . 由 罗 蒙 诺 索 夫 的 
结果 可 知 , 如 果 巴 拿 赫 空间 X 上 不 等 于 恒 等 算 子 的 
常数 倍 的 有 界线 性 算 子 了 j X 上 某 个 非 零 紧 算 子 
K 26%, B TAAL,TK=KT WT 8 3E F MAE 
子 空间 ;1978 SE, B BH (Brown, S. ) 证 明了 每 个 次 正 
规 算 子 都 有 非 平 凡 不 变 子 空间 . 

1984 年 ,里 得 (Read ,C.J. ) 举 出 反例 ,表明 存在 
无 穷 维 空间 Ü 上 的 有 界线 性 算 子 A, CRAII 
的 不 变 子 空间 .但 对 于 希 尔 伯 特 空间 上 的 不 变 子 空 
间 问 题 至 今 尚未 解决 . ! 

不 变 子 空间 格 (Cinvariant subspace lattice) JL 
“不 变 子 空间 ”. 

算 子 的 换 位 (commutant of operators) 通过 
交换 性 质 由 一 算 子 族 产 生 的 男 一 算 子 族 . 设 A 是 
ES ik lh] X 上 的 一 族 有 界线 性 算 子 ,与 -中 所 
有 算 子 都 可 交换 的 有 界线 性 算 子 全 体 记 为 -WV , 称 
为 A Dë "Dir. BRA 2 的 二 次 换 位 . 
TR ZC. JEM ,NM' 是 线性 空间 . 4 . Me 
单个 算 子 了 时 ,其 换 位 称 为 了 的 换 位 , 记 为 47 
Wiki T. 

超 不 变 子 空间 (hyperinvariant subspace) 一 
类 不 变 子 空间 .所谓 超 不 变 子 空 是 指 巴 拿 赫 空 间 
X 上 有 界线 性 算 子 7 HRT) 的 不 变 子 空间 . 超 

不 变 子 空间 一 定 是 不 变 子 空间 ,但 反之 不 然 . 1973 
Æ , SS VE XR X (Lomonosov, V. I. 2 iE BH T ES i 
空间 上 不 等 于 恒 等 算 子 的 常数 倍 并 与 某 个 非 零 紧 算 
子 交 换 的 有 界线 性 算 子 存在 非 平 凡 的 超 不 变 子 空 
DEI 


循环 子 空 间 (cyclic subspace) 一 种 常用 的 不 
变 子 空间 . 设 X 是 巴 拿 赫 空间 ,TT 是 XX 上 的 有 界线 
性 算 子 ,XEX, 由 {7T*"z|n==0,1,2,…)( 规 定 Tx 


二 xz) 张 成 的 闭 线性 子 空间 ( 即 包 含 {T"zx|n 宇 0} 的 最 
小 闭 线 性 子 空 间 ) 称 为 由 x 经 7 产生 的 循环 子 空 
间 . 设 o 是 某 些 有 界线 性 算 子 的 集 ,xEX, 由 (Azx| 
46E.-ez} 张 成 的 闭 线性 子 空 间 称 为 由 工 经 -x 产生 
RIIT al, 

i R K + = Ba] (spectral maximal subspace) 
AREA. KT ERE SMA X LWA 
线性 算 子 ,M 是 了 的 不 变 子 空间 . WRF T KIE 
何不 变 子 空间 N, RE o(T |v) CoQDU | 就 必然 N 
CM, 则 称 M 是 谱 极 大 子 空间 . 

可 分 解 算 子 (decomposable operator) 定义 在 
复 巴 拿 赫 空 间 上 的 一 类 有 界线 性 算 子 . 设 7 BRE 
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拿 赫 空间 X 上 的 有 界线 性 算 子 ,如 果 对 谱 c(7 ) 的 
AE {al Ay ER JEFE SS (G, |] in). FET PERK 
fF 25 fA) RK (M; in) ef X = M, + M, + -:: + 
M,, (T| ) CG, CK c (T'|u)CG)G= 1,22, n), 
则 称 了 是 可 分 解 算 子 . 

线性 算 子 的 单 值 扩张 性 (single-valtued exten- 
sion property of linear operator) 在 可 分 解 算 子 理 
论 中 起 着 基本 作用 的 、 可 分 解 算 子 所 具有 的 重要 性 
质 . 设 了 7 了 是 复 巴 拿 赫 空间 X 上 的 闭 线 性 算 子 , 夕 
(7) 是 工 的 定义 域 . 如 对 任何 定义 在 复 平面 上 的 开 
集 G, 取 值 于 乡 ( 了 7T) 的 向 量 值 解析 函数 了 ,由 条 件 (24I 
—T)fQA)=0AEG) A HEH TA DA ECH, GE 
价 地 ,对 每 个 zEX, AILT) 1z 的 任何 两 个 解析 延 
拓 fog DES. ge 的 公共 解析 域 上 有 f O00 —g Q), WI 
Wk T 具有 单 值 扩张 性 . 

局 部 谱 Klocal spectrum) 对 具有 单 值 扩 张 性 
质 的 闭 线性 算 子 定义 并 依赖 于 空间 点 的 谱 . OE 
拿 赫 空 间 X 上 具有 单 值 扩 张 性 质 的 闭 线性 算 子 了 
及 TEX, 必 惟一 地 存在 (X41 一 TT) x 的 最 大 解析 延 
拓 , 记 为 ZZ(，), 它 的 定义 域 记 为 p(x,T)( 包 含 了 的 
预 解 集 p(T)), 并 满足 (QI 一 T)X(A) 二 Xx(AE€ p(x， 
7 了 )). 称 plzx,T) 为 对 x 的 局 部 预 解 集 或 局 部 正则 
MRA o(r.,T)—OCNoCG TOO T XF x BJ ub 
if 

具 单 值 扩张 性 质 的 有 界线 性 算 子 的 局 部 谱 有 下 
列 性 质 : 

Loews) CoG e E Ah oly,T). 

2. a3 (A) HOFA) — ax (O0 E By (OO. (ab € Cx y 
EX AE o z T NeT). 

S.0(r4d = OOo —0. 

4. 若 有 界线 性 算 子 $ 与 了 可 交换 , 则 

aSa 1 Col, T, 

5. (%#(A),T)=oc(z,T)X=#C€C X,AC pCr,T)). 

局 部 预 解 集 (local resolvent set) 见 “ 局 部 
CN | 

i$ F (spectral operator) EB Sips [B] E... 
有 某 种 谱 分 解 性 质 的 一 类 算 子 . 设 X E E E SHS 
E, (CC. 2) ARF A ERS A Ms, xX EA 
线性 算 子 4 称 为 谱 算 子 , 如 果 存 在 (C, 写 ) 上 谱 测 度 
EC+) ,满足 下 列 性 质 ， 

1l. ECMD)A— AEC(CMD (MEF). 

2.6 CA la) C MCM € B). 

3. FETE K>x0 ,Í# || ECM) || <K(ME B). 

谱 算 子 所 相应 谱 测 度 EE(。) 是 惟一 的 , 且 A—S 
TQ. RB 


Sem | ees 
C 
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QEWHE SET H. SQ=QS. WR Q— 0, WE 4 为 
纯 量 算 子 (参见 “ 谱 测 度 ”). 如 果 用 性 质 

l'. EC(MACAE(M) (ME B) 
代替 上 面 的 性 质 1, 类 似 可 定义 无 界 的 谱 算 子 概念 ， 
这 时 一 般 不 再 有 分 解 A= S +Q. 谱 算 子 理 论 是 邓 
48 f£ (Dunford, N. ) F 20 世纪 50 年 代 创 立 的 . 

纯 量 算 子 (scalar operator) JL“ feat”. 

线性 算 子 扰动 理论 perturbation theory for 
linear operator) 线性 算 子 扰动 理论 是 研究 算 子 在 
微小 变动 的 情况 下 , 它 的 各 种 性 质变 化 的 一 种 理论 . 
线性 算 子 扰动 理论 的 基本 问题 是 ; 设 了 T 是 巴 拿 赫 空 
间 上 的 线性 算 子 ,4 是 扰动 算 子 , 当 7T 十 4 UT fE 
某 种 意义 下 很 接近 时 ,如 何 由 了 的 性 质 导 出 人 十 4 
的 相应 性 质 ?扰动 理论 主要 包括 以 下 几 方 面 的 内 容 : 

1. 讨论 某 些 重要 的 算 子 类 (例如 闭 算 子 类 、 弗 雷 
德 霍 姆 算 子 类 等 ) 在 扰动 下 的 不 变性 . 

2. 研究 在 小 扰动 下 ,对 应 的 特征 值 和 特征 向 量 
的 变化 情况 . 

3. 研究 算 子 经 过 扰动 以 后 , 它 的 谱 的 变化 情况 . 

算 子 演算 (operational calculus) IRRA T W 
哺 数 演算 .一 种 由 函数 与 线性 算 子 相 结 合 获 得 新 的 
线性 算 子 的 方法 . XX 为 线性 空间 ,了 为 从 X 到 XX 
的 线性 算 子 , 即 TE(X 一 X). Xt € REB AE 
ff c 上 定义 的 数值 函数 的 子 类 (一 般 要 求 儿 售 有 
常数 函数 1, 恒 等于 自 变量 的 函数 4, 并 且 € 对 函数 
的 代数 运算 封闭 ). 如 果 存 在 映射 0: OX X), 
通常 记 为 x(f) 二 了 (7T) ,满足 条 件 : 

1. (af + Bg) CT) —- af (7T) 十 Bg (1) Co, B ER, 

fgEE,); 

IGAO CDMS 

3. 4 /f=1 时 ,f(T7) 一 1(X ESAT); 

4. 4 f()—AG€ OB SST; 
WE z 为 关于 算 子 了 的 函数 演算 C HAFT 的 可 
GENEE 下 面 是 常见 的 算 子 范 数 演算 : 

D 设 了 是 复 希 尔 伯 特 空间 上 的 正规 算 子 ， 


T= | AdECA) 
o(T) 


是 谱 分 解 , 取 c=c(T) € E. c LARR ZK RI JU ER 
数 全 体 . 对 于 LES. EX 


f(T) = | fO0dECD, 


则 f 一 f(T) 的 对 应 满足 上 述 1 一 4. 此 外 还 有 : 

5. f(T)' = fCT')(/ Af ORAL BAD. 

6. 4 IfA |=1 TREAT. 

7. 35 f Ca N SCAB ER CIE , / TE AFAT. 

I) it T E: £ E # j >= [aJ E J 8 9 2 FE 51 f. , 
取 o=0(T), NE o(T) HEB RA fr RRA 
体 .对 SJEF, EX 


NES d d een 
fa» = sel SWA T) da, 


xx HD ROB IR ATOR Ra OR A HR VR YE f 的 解 
析 域 中 ,但 o(7) 在 其 内 部 . f 一 f(T) 的 对 应 满足 (1) 
的 1 一 4. 

if AR Bt Ze IE (spectral mapping theorem) 有 
关 算 子 演算 的 谱 的 定理 . RT ERE SHS ER 
线性 算 子 ,对 于 怎样 的 一 类 函数 安 , 使 得 对 / € € 
可 定义 出 六 7) ,并 使 

olf T) = {fA |Ae o(T)} 
成 立 . 此 类 性 质 称 为 谱 映 射 定理 . 当 7 AA p G) E 
多 项 式 ao 十 ait 十 … 十 ii 如 时 ,定义 
PCT) — ad + aT + =: + a,T", 

aA o(p(T)) — (BOO |A€ o (T)). 24 T HERMA 
f SOREN BA oT) =A Ae ef, 

导 算 子 (derivation operator) 对 所 有 有 界线 
性 算 子 定义 的 一 种 运算 . 设 < (X dm E # HS [8] 
X 上 的 有 界线 性 算 子 全 体 .对 ABC CX) . W 

ôT) = AT — TA, ó j, CT) = AT — TB 
"n HAS (X) EUR ARERR f... 由 于 
ó (TS) = ó (TDS + Tó, (S), 

故 分 别称 040,9 BH A.A A B 产生 的 多 (X) 上 的 
(内 ) 导 算 子 MEAL. 

Hí — R RASILI xn)C—40X.1lB,|1« 
<n}CB(X) ,定义 多 (X) 上 的 线性 算 子 A. 


ACT) = SATB, , 


BAA 多 (X) 上 的 初等 算 子 . 

广义 导 算 子 (generalized derivation operator) 
RSAT”. 

初等 算 子 (elementary operator) 
de 

正 交 投影 算 子 (orthogonal projection opera - 
tor) 把 任 一 元 上 映 到 该 元 的 正 交 投影 的 算 子 . 设 M 
是 希 尔 伯 特 空间 H 的 闭 线性 子 空间 . 对 任意 > € 
H X8 ue qc cds E ÄM, za Mob, E X ST 
P ll F:Pr-—xBPrdéx1kEMI LYRE. KAT 
P 为 由 五 到 AM 上 的 正 交 (或 直 交 ) 投 影 算 子 , 简 称 
投影 (或 射影 ) 算 子 . REAT P 具有 下 列 性 质 : 
P'—PORSOPSSGESE EA || P || — D: —9 
Zu H, (Pr w=. Py Ri CH fp). RZ ,H 上 
有 界 自 伴 的 容 等 算 子 必 是 投影 算 子 . 正 交 投影 算 子 
5 H 的 闭 线 性 子 空间 之 间 成 一 一 对 应 . 满足 PQ 
一 0 的 两 个 正 交 投影 算 子 已 和 Q 称 为 相互 正 交 的 ， 
记 P LO: 

正 交 投影 算 子 是 希 尔 伯 特 空间 上 特别 重要 的 一 
类 算 子 . 它 是 希 尔 伯 特 空间 的 很 好 的 几何 特征 的 反 
映 , 又 是 研究 其 他 复杂 算 子 的 工具 . 


见 “ 导 算 


直 交 投影 算 子 (orthogonal projection opera - 
tor) BP“ EXEAT”. 

Je Re 8 T (projection operator) 
aT”. 

Bd X S T (projection operator) 
RT. 

£#J 4k, f = š] (reducing subspace) 一 种 不 变 子 
空间 . 设 了 是 希 尔 伯 特 空间 H 上 的 有 界线 性 算 子 ， 
M 是 五 的 闭 线性 子 空间 ,如 果 M 和 M+ 都 是 了 的 
不 变 子 空间 ,就 称 M 是 了 的 约 化 子 空间 ,并 称 MM £3 
ft T.i PAS H 8| M E BJ E 26 823 ECT , WJ M an 
化 了 的 充分 必要 条 件 是 7TP=P7. 设 M 是 了 的 约 
化 子 空 间 , 则 关于 空间 分 解 妃 =M 引 AM- ,7 可 分 解 
AT=T,OT, HHT, 是 了 在 M 上 的 限制 ,7， 是 
T Æ M+ E IER i|. E Vx c Dr A 

Tase ET, z€ M, x,€ AM, 

ee tt BF AY IE x= #0 (orthogonal direct sum of 
linear operators) 定义 在 两 个 希 尔 伯 特 空 间 正 交 
和 上 的 有 界线 性 算 子 . RT T: 分 别 是 希 尔 伯 特 空 
间 H H: 上 的 有 界线 性 算 子 ,在 H. 5H, 的 正 交 
和 空间 JT = H.H, 上 可 定义 如 下 的 有 界线 性 算 子 
T ËM A CDs EC H.E R z, C€ H,,z; € H,,# Tx 
=T z, PT x, HR T RAT T, 与 T; DI IE 22 Al, ië 
mH, AH, ET 的 约 化 子 空间 . 

谱 测 度 (spectral measure) 算 子 值 的 测度 . 用 
P 表示 希 尔 伯 特 空间 H 中 正 交 投影 算 子 全 体 . 设 
Q 是 一 集 ,多 是 0 中 的 某 些 子 集 所 成 的 o 代数， 
E(。，。) 是 96— 52 的 映射 ,满足 : 

] ECQQ) — T, 

2. (nl Ji n] Jin PEO IIR. CA.) C58, A, N A, On 
Am) MF CAS AGRE FFP ARR A 


E(UA,) = A EA) 


n=] 
EAT BR E RA, D) ERWE, O, Z Eih 
谱 测度 空间 . FEES [BJ 8 HE. 2 < 是 
巴 拿 赫 空间 X ERS t f k. EB H EC 1, 
BH 满足 上 述 1.2.9] +B Ek E E (Q, 2) E B TE WI 
E, (0, 多 ,EE) 是 谱 测度 空间 . TEE HE Y H EROS HR jv 
分 解 . 

单位 分 解 (resolution of the identity) IL “7 
测度 ”. 

jas Ml) F == [A] (spectral measure space) 
测度 ”. 

谱 积 分 (spectral integral) 与 谱 测 度 相 联系 的 
PHT RN, ZB, EER RKR E JT 上 的 谱 测 度 
空间 , 则 对 任何 z, yE H, RA 

Ly CA) — CECA) zy) 


见 “ 正 区 投影 


见 “ 正 交 投 影 


139 


Z BD 析 


ER, Z) E B3 & NI RE. B CO. 52) RA Ws JR] 
(2 ,县 ) 上 有 界 可 测 函 数 全 体 , 则 对 rCRrO, B), F 
在 确定 的 有 界线 性 算 子 了 ,使 对 一 切 z. y € H, 


| (Te V) |/«odcE cox». 
qu es | FAEG). 
Nn 
tB, BY FH 3j Ul $8 BR 4 2; XX XE X STA yr SE pR 25 
f € BIQ2, 8) m f (D «M EN), WIAA Dim 
=H Lh en <4, = M, AR 
EOD S ERG = 29) 
i=1 
G xo d. 
ju 4D) 一 max(ti 一 ti-1), 必 存在 有 界线 性 算 子 T' f, 
使 得 
lim | SD) 一 7 = 0, 
(D)-—0 


T',—T' ,,BrEA— SE RERUTU iu 


| SOEC. 
XT E BR / PLE 
| LOEO) = | fico a i| OJEG), 
这 里 fif 分 别 为 了 的 实 部 和 虚 部 . 


关于 谱 积 分 有 下 列 性 质 : 
1. (线性 性 ) 


| (af + Bg) tOdECGO 


= «| FAEH + B| etc) 
N £1 | 
2. QR AB FE) 
If foaE | < 17! 


(| Zl = sup|/ G) D. 
3. GE Sg PE) 
Logg: = | Ttc. 
其 中 ZO FOR RUBUS E PRA. 
4. Cay Fe PE 
| F@ew@dEw = | rcoaEc| gOdEo, 
这 是 普通 数值 积分 没有 的 重要 性 质 . 
谱 积 分 的 概念 还 可 推广 到 无 界 可 测 了 水 数 的 情 
s. 
88 i 3H 4Y (weak spectral integral) 
^p. 
— H i $H 4Y (uniform spectral integral) 见 
“ 谱 积 分 ”. 
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DEE 
pu 谱 积 


12 du RE RJ xz & (support of spectral measure) 
满足 EC(S)== 了 I 的 S 中 ( 按 包含 关系 为 ) 最 小 的 财 集 . 
te 为 n 维 欧 几 里 得 空间 R^, (2, Z , E) fe dir ^R 4H 
特 空 间 五 上 谱 测 度 空间 . 如 果 有 R PRE G 使 得 
E(G)= 二 0, 则 必 有 按 包 含 关系 为 最 大 的 开 集 G, E 
得 E(G,) = 0. PRAISE oO=R"\G, 为 EF BJ Sc SS , WN 
supp E. JE 2: Rb ii, HME E # rp # BI E supp E 
上 ,并 且 不 能 集中 在 比 supp 五 S / BS BL SE E. DA 
谱 积 


P Fas | f(a)dE. 


对 于 2 是 拓扑 空间 ,有 是 2 上 的 波 莱 尔 集 或 册 尔 
集 全 体 ,在 适当 假设 下 就 能 将 谱 测 度 及 其 支 集 的 概 
DHE IN, Z, EIRA. 

ii Z (spectral system) 和 希 尔 伯 特 空 间 五 上 的 
一 种 正 交 投影 算 子 族 . 如 果 投 影 算 子 族 (E|14E€ 

1. (单调 性 ) 当 4 之 A 时 LEZRE,; 

2.( 右 连续 性 )( 强 ) 

lim m E, , 


3. GL TEE) GR) lim E,—0, GH lim E,— T; 
WW {E,|AE (一 co ,十 ce)) 称 为 直线 上 的 谱系 . 上述 强 
极限 实际 上 等 价 于 弱 极 限 . 令 % E. (—co ,十 co) 上 
波 莱 尔 集 全 体 , 如 对 区 间 (a,5j, 规 定 Ea, bE, 
一 EF,, 则 由 谱系 {E,} 可 导出 (( 一 00, 十 00), 多 ) 上 谱 
测度 ECs). RARE CC o9, 3-992, Z) E B$ HU 
度 EC* Og X. E,2EC(C—- oo,A DEF, W (E) Z E EE 
线 上 谱系 . 

谱系 与 谱 测 度 的 关系 类 似 于 单调 增加 右 连续 的 
(点 ) 录 数 与 勒 贝 格 -斯 蒂 尔 杰 斯 测度 ( 集 函 数 ) 的 关 
系 . 

等 距 算 子 (isometric operator) 和 希 尔 伯 特 空间 
上 保持 范 数 的 线性 有 界 算 子 . 设 Y 是 希 尔 伯 特 空间 
H 到 希 尔 伯 特 空间 G 的 线性 算 子 ,如 果 对 所 有 > € 
H,|Vxl-l xl. V RASRAT.AVEA 
上 的 等 距 算 子 , 则 存在 Y 的 约 化 空间 H, 和 五;, 使 
得 H=H,Q0H,,V=WOS,H# WEA, EHE 
BT S&H, LEBENS ST. a V —= WG 
S 为 等 距 算 子 的 沃 尔 德 分 解 . 

部 分 等 距 算 子 (partial isometric operator) 等 
距 算 子 的 推广 . 设 五 ,G 是 希 尔 伯 特 空间 ,TT 是 五 到 
G 的 有 界线 性 算 子 . 如 果 工 在 五 的 子 空间 M 上 是 
等 距 的 ,而 在 M~ 上 为 0, 则 称 T 了 是 以 MM 为 初始 空 
lJ, A N = T M 为 终 空 间 的 部 分 等 距 算 子 .7 了 是 以 
M 为 初始 空间 ,NN 为 终 空 间 的 部 分 等 距 算 子 当 且 仅 
ATT ATT 分 别 是 M 和 RN 上 的 正 交 投影 算 子 . 

西 算 子 Cunitary operator) 逢 尔 们 特 空间 之 间 


Ao c 《一 SG CO); 


W8 AY SIE f. 2 H ,Ç 是 希 尔 伯 特 空间 ,从 石 到 
G 上 的 等 距 算 子 称 为 西 算 子 . 算 子 U 是 酉 算 子 的 充 
分 必要 条 件 是 CiV7 TD Tel BD D "ei . 物 
理 上 常 称 如 上 的 酉 算 子 为 么 正 算 子 . 对 于 复 希 尔 伯 
特 空间 H EWERT U 有 下 面 的 谱 表 示 ( 谱 分 解 ) 
定理 :存在 五 中 惟一 的 谱系 {Eo19€E1[0,2xj}) 满 足 
E,—0,Jf fi 


2m ` 
U — | e"dE,. 
0 


ARERR EH UE) SE H B RE TUE E , E 称 为 相应 于 西 算 
+U 的 谱 测 度 ,o(U)CC(CC ER vy | BJ) E: E 的 支 
集 ),U 还 可 表示 为 


(到 | AEC), 
o (U ) 


P Squ4o E FH Hi. ES (von Neu- 
mann ,J. ) 于 20 世纪 20 年 代 首 先 给 出 . 

BSF ik (spectral decomposition of u- 
“BaF”. 

Bat BJ EA (spectral representation of u- 
nitary operator) “Bay”. 

Be (unitary equivalent) 线性 算 子 相似 概 
念 的 一 种 特殊 情形 . 设 A,B 是 希 尔 伯 特 空 间 上 的 有 
界线 性 算 子 ,如 果 存 在 西 算 子 U0U ,使 得 B—U'AU, 
则 称 ACRI B 是 酉 等 价 的 . Berns FRA +H H 
谱 和 其 他 茶 些 性 质 . | 

(ër 48$ + (contraction operator) 对 任何 点 的 
范 数 都 不 放大 的 一 类 线性 算 子 . 设 X, 是 赋 范 线性 
空间 ,7 是 X 到 Y 的 线性 算 子 ,如 果 对 一 切 zx€EX， 
WE || Tx d < |} ad , 则 称 了 为 收缩 算 子 或 压缩 算 
+f. 显然 了 是 收缩 算 子 的 充分 必要 条 件 是 7 的 范 数 
| T || 1. 收缩 算 子 在 研究 微分 方程 不 动 点 理论 和 
计算 方法 中 的 一 类 迭代 算法 的 误差 估计 起 重要 作 
用 . 

EE 48 B F (contraction operator) 
本 

Fa RE AK Cunitary dilation) 即将 某 一 希 尔 们 特 
空间 上 的 算 子 按 一 定 条 件 膨胀 为 男 一 更 大 的 希 尔 伯 
特 空间 上 的 西 算 子 . 它 的 数学 形式 是 ,是 否 存 在 希 尔 
伯 特 空间 H'DH, AR H' 上 西 算 子 U, 使 得 7 
=PU |n AF P Æ H'A H ER IER. WRF 
Ze WERI CH' UO, UR CA ,UOd& T WA. 这 
样 的 算 子 了 必定 是 压缩 算 子 . 复 希 尔 伯 特 空间 H 
上 每 个 压缩 算 子 了 都 存在 西 膨胀 ,例如 取 H'=H 
OH, 


nitary operator) 


即 “ 收 缩 算 


Dä T | TT")? | 
(I IE T* T) EN T* 
除 酉 等 价 外 压缩 算 子 的 酉 膨胀 是 惟一 的 . 


自 伴 算 子 (self-adjoint operator) # (AS 
间 上 的 一 种 重要 的 线性 算 子 . 设 7 是 布尔 们 特 空间 
H 中 的 稠 定 线性 算 子 ,如 果 有 了 了 CT” MT ÆT 
的 延 拓 ,就 称 了 是 对 称 算 子 ,或 埃 尔 米 特 算 子 . 进 
WL, H TST, MPT EAFA T. RAHNA 
子 . 在 全 空间 鼠 上 定义 的 对 称 算 子 是 有 界 自 伴 算 
f. MFR RIA SH EW ATR A, 
PACH 4H H PRAE SAEC o, +00) fl 
得 

Az META 


H LE, St Hi BJ hš US E RP Ho (A) C 
(—oo,+oo) FE , HA TE AERE (BOE AGIR) 


A= | jd. 
a(A) 


ARARA THAN ^r RE EUN) B # ZF TB E 
(Hilbert, D. ) F 1906 ^E 44 iH , E Wr (Riesz, F. ) + 
1913 年 用 在 思想 和 技巧 上 更 为 现代 的 方法 讨论 了 
ABR Bg M T NIE E.TE20 世纪 20 ERR, B 
° VB (von Neumann, J. 4h f AR B 88 I 
子 的 谱 分 解 定理 . 他 的 经 典 工 作 以 非常 完善 和 系统 
的 形式 发 展 了 无 界 算 子 理论 . 与 此 同时 ,斯 通 
(Stone, M. H. ) 也 独立 地 得 到 同样 的 结果 . A ic lu 
算 子 理论 已 广泛 应 用 于 其 他 数学 分 支 ,由 于 量子 物 
理 中 一 切 物 理 量 都 是 用 茶 个 希 尔 伯 特 空间 上 的 自 共 
Wu E Tox du. Aca T E BL T Sm B 
特别 重要 的 地 位 . 


E + 40 HF (self-adjoint operator) Bl" B fE 
AT”. 

E IEH + BJ 4 fit (spectral decomposition of 
self-adjoint) MW “Bf A +f”. 

BH SET BJ E AR (spectral representation of 
self-adjoint operator) ML“ BFR”. 

Xt A F (symmetric operator) W“ B fE« 


+”. 
埃 尔 米 特 算 子 (Hermitian operator) 即 “ 对 称 
RT. 

BL 3€ T 3⁄& (Cayley transformation) 一 种 算 子 
变换 . 对 于 闭 对 称 算 子 了 了 ,所谓 凯 莱 变换 是 指 由 人 7 
5| Vr—O' —iDO' iD 1 的 变换 ,是 研究 对 称 算 子 
的 工具 . 由 于 对 称 算 子 具 有 闭 扩张 , 故 总 可 假设 对 称 
算 子 是 财 的 . 设 了 是 对 称 算 子 , 则 了 的 山 莱 变换 Vr 
=(T—iD THD 是 等 距 算 子 .反之 ,如 果 V 是 由 
H 的 闭 子 空间 M 到 为 一 闭 子 空间 N 上 的 等 距 算 
子 , 则 了 T=i(I 十 V) (I 一 V) ERRAT, H Vr 
=V. T 是 自 伴 算 子 当 且 仅 当 它 的 凯 莱 变换 Vr EA 
算 子 . Ei 换 成 虚 部 不 为 0 的 复数 4 时 ,上 述 讨 
论 同 样 成 立 . 
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xt RBA BITES OK (self-adjoint extension of 
symmetric operator) 算 子 的 一 种 扩张 .所 谓 对 称 
算 子 的 自 伴 扩张 ,就 是 将 对 称 算 子 扩 张 成 自 伴 算 子 . 
讨论 对 称 算 子 的 自 伴 扩张 问题 可 以 使 得 自 伴 算 子 谱 
理论 的 应 用 范围 大 为 扩大 . 

亏 指数 (defect index) 与 对 称 算 子 有 关 的 数 
Xp. i A 是 复 希 尔 伯 特 空间 A PTR. ACA 
HDA AADIK A 的 亏 子 空间 , 记 

n, —dim A(A+il)+ Al n. —dim A CA—iD^ 

(这 里 空间 的 维 数 指 该 空间 中 完备 规范 正 交 系 的 
350 , 称 数 对 (2 ,n+) 为 4 的 亏 指 数 ,A 自 伴 的 充分 
Wy SAE n- =n =0. 对 称 算 子 4 具有 自 伴 扩 张 
的 充分 必要 条 件 是 n- =n. 

亏 子 室 间 (defect subspace) 见 “ 亏 指数 ”. 

半 有 界 算 子 (semi-bounded operator) 上 半 有 
界 算 子 和 下 半 有 界 算 子 的 统称 . 设 了 是 希 尔 伯 特 空 
|] H 上 的 稠 定 线性 算 子 ,如 果 存 在 实数 a, 使 得 对 
— 9] x€ DBA (Tr, ri gtt IC RN Ix. x) 
Salrer RL ,就 称 了 是 下 半 ( 或 上 半 ) 有 界 的 . 如 
A ac>0, 则 称 了 为 正定 算 子 (或 如 果 a <0, WI HK T 
AREER HF) ,并 称 为 了 的 下 界 ( 或 上 界 ). 

.E3E RE + (upper semi-bounded operator) 
见 “ 半 有 界 算 子 ”. 

下 半 有 界 算 子 (lower semi-bounded operator) 
U YARAT”. 

IE E F (positive definite operator) 
ARAT”. 

fi EA F (negative definite operator) 
ARAT”. 

A EI FE SET. (essentially self-adjoint opera- 
tor) 具有 自 伴 扩张 的 对 称 算 子 . 对 称 算 子 4 为 本 
质 自 伴 的 充分 条 件 有 (其 中 条 件 1 也 是 必要 的 ): 

L n =n} HP Caon) A 4 的 亏 指 数 . 

2. A 是 半 有 界 的 , 即 存在 实数 ”使 对 一 切 x € 
DP CASE CAx x2 Sr || x | °. 

3. A 是 实 算 子 , 即 存在 五 到 五 的 反 线 性 映射 
J (Bl J Cart By) —aJx4- BJ y) Wig Jr Jy) — Cy, 
i4 —I.,JA-AJ. | 

IE BF (positive operator) 正定 矩阵 的 推广 . 
WA 是 希 尔 伯 特 空间 H 上 的 有 界 自 伴 算 子 ,如 果 
对 一 切 zxE BA (Ar, ai Sp, WRA 是 正 算 子 ， 
SD ASO Rm. 对 任意 有 界 算 子 了 ,T 了 必 是 正 
的 . i A.B EW PIER T ABO A— BZO)D , W 
对 任何 a€ [0,1 H&/ 8 ASB 成 立 . 一 个 正规 算 子 
7 是正 算 子 的 充分 必要 条 件 是 o(T)CL0, 十 oo0). 

线性 算 子 的 极 分 解 (polar decomposition of lin- 
ear operator) 将 一 有 界线 性 算 子 化 为 部 分 等 距 算 
子 与 一 正 算 子 之 积 的 分 解 . 设 了 是 希 尔 们 特 空间 H 
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见 “ 半 


见 “ 半 


到 希 尔 伯 特 空间 K 的 有 界线 性 算 子 , 记 


IT| = Q" T)? (CEH EIEARTER TO. 
则 存在 从 五 到 KK 中 的 部 分 等 距 算 子 U 使 得 了 7 了 
=U |T | ,T' 的 这 种 形式 的 分 解 , 称 为 极 分 解 . 如 果 还 
要 求 

ker U—ker|T'|, 

则 极 分 解 中 部 分 等 距 U 的 选取 是 惟一 存在 的 .人们 
称 一 个 部 分 等 距 算 子 是 极 大 的 ,如 果 它 是 一 对 一 的 
或 满 值 域 的 . eT =U IT | 是 的 一 个 极 分 解 , 如 果 
U 是 极 大 的 部 分 等 距 算 子 , 就 称 U1T| 是 人工 的 极 大 
极 分 解 . 每 个 有 界线 性 算 子 都 存在 极 大 极 分 解 . 

极 大 极 分 解 (maximal polar decomposition) 
见 “ 线 性 算 子 的 极 分 解 ”. 

线性 算 子 的 直角 分 解 (rectangular decomposi- 
tion of linear operator) 将 一 般 有 界线 性 算 子 化 为 
自 伴 算 子 的 线性 组 合 . 设 了 是 希 尔 伯 特 空间 上 的 有 
界线 性 算 子 , 令 

GEES ENEE EK? 


则 TRJ, R.J Pe ARR S.A R,J 分 别称 为 
T AO SCER Al ERE. AR T' = R- J 称 为 算 子 了 的 
直角 分 解 . 

正规 算 子 (normal operator) PRSE FAA 
算 子 的 推广 . 希 尔 伯 特 空间 如 上 的 有 界线 性 算 子 N 
如 果 满 足 N 7N=NN W N 称 为 正规 算 子 (或 正 
常 算 子 ). 对 于 复 空间 五 上 的 正规 算 子 NOE 
(或 谱 表 示 ) 定 理 成 立 , 即 在 可 测 空 间 (o(N), 色 ) 上 
有 惟一 谱 测 度 EE, 使 得 

N=| AdE), 


这 里 5 d cCY) 中 波 莱 尔 子 集 全 体 所 成 的 o 代数. 
有 界线 性 算 子 4 与 N 可 交换 , 当 且 仅 当 对 每 个 ec 
BA 5j E (e) n[ ih. 24 N ERRERA T BJ , ic 
a CN) — (AJ , Ml 


DIS 


其 中 P, 是 相应 于 的 特征 空间 上 的 正 交 投 影 算 子 . 
一 个 正规 算 子 N 是 酉 的 ( 自 伴 的 ) 当 日 仅 当 ol(N) 包 
含 于 单位 圆周 ( 实 轴 ) 内 . 

正规 算 子 的 谱 分 解 定理 是 由 冯 。 诺 伊 曼 (von 
Neumann,J. ) F 20 世纪 20 年 代 给 出 的 , 它 实 际 上 
是 维 复线 性 空间 上 的 正规 矩阵 对 角 化 理论 的 推 
广 , 也 刻画 了 正规 算 子 的 结构 ,由 此 可 以 导出 正规 算 
子 的 许多 重要 性 质 . 

正常 算 子 (normal operator) 即 “ 正 规 算 子 ” 

正规 算 子 的 谱 分 解 (spectral resolution of nor- 
mal operator)” 见 “正规 算 子 ”. 

正规 算 子 的 谱 表 示 (spectral representation of 


normal operator) 见 “ 正 规 算 子 ” 

普 特 兰 姆 - 富 格 里 德 定 理 (Putnam-Fuglede the- 
orem) 关于 正规 算 子 的 一 个 重要 命题 . 设 M,N 是 
希 尔 伯 特 空间 上 的 正规 算 子 ,T 是 有 界线 性 算 子 .如 
R MT=TN, 则 相应 有 M'T—TN'.1EBUS T BJ 
这 一 重要 性 质 称 为 普 特 兰 姆 - 富 格 里 德 定 理 , 简 记 为 
P-F 定理 . P-F 定理 有 很 多 推广 ,例如 , 耕 A BE. 
正规 算 子 , 则 当 AT=TBH,.A A'T-TB'. 

拟 正 规 算 子 (quasi-normal operator) 正规 算 
TEQRED. 2 H 是 复 希 尔 们 特 空 间 ,4 A H FE 
的 有 界线 性 算 子 ,如 果 4 与 4"* 4 可 交换 ,就 称 4 是 
拟 正 规 ( 或 拟 正常 ) 的 . 正规 算 子 和 等 距 算 子 都 是 拟 
正规 的 . 设 4 的 极 分 解 为 

A=U|A|, |A| = (A* 402, 
WW A 为 拟 正规 算 子 的 充分 必要 条 件 是 
U |A|=|A|U. 


拟 正 常 算 子 (quasi-normal operator) 即 “ 拟 正 
规 算 子 ”. 
次 正规 算 子 (subnormal operator) 正规 算 子 


概念 的 推广 . 复 希 尔 伯 特 空间 石上 的 有 界线 性 算 子 
A 称 为 是 次 正规 的 (或 次 正常 的 ) ,如果 它 有 一 个 正 
规 的 扩张 , 即 存在 希 尔 伯 特 空间 天 和 天 上 的 正规 
A T N ,使 得 矿 是 KK 的 闭 子 空间 , 且 是 入 的 不 变 
子 空间 ,而 入 在 态 上 的 限制 NN|n 二 4. 正规 算 子 、 
等 距 算 子 、 拟 正规 算 子 都 是 次 正规 的 . 26 BR (Brown, 
S. ) 于 1978 年 证 得 ,每 个 次 正规 算 子 都 有 非 平凡 不 
变 子 空间 . 设 A 是 次 正规 算 子 ,定义 在 上 的 入 是 
A 的 一 个 正规 扩张 . 如 果 K 中 不 存在 入 的 包含 A 
BET K 的 约 化 子 空间 ,就 称 和 N 是 4 的 最 小 正规 
扩张 ,除去 西 等 价 不 计 , 最 小 正规 扩张 是 由 4 惟一 
确定 的 . 

次 正规 算 子 由 哈 尔 莫 斯 (Halmos,P. R.) + 
1950 年 引入 ,其 原型 是 单 侧 移 位 算 子 , 而 后 很 快 成 
为 算 子 理论 的 重要 研究 对 象 , 且 与 一 致 代 数 和 有 理 
A Xr EE A RA. 可 以 说 在 各 类 非 正 规 算 
子 中 ,次 正规 算 子 是 迄今 人 们 理解 得 较 好 的 一 类 . 

次 正常 算 子 (subnormal operator)” 即 “ 次 正规 
AT". 

正规 扩张 (normal extension? 
p. 

最 小 正规 扩张 (minimal normal extension ) 
见 “ 次 正规 算 子 ”. 

亚 正规 算 子 (hyponormal operator) 次 正规 算 
子 概念 的 推广 . 设 A 是 复 希 尔 伯 特 空间 上 的 有 界线 
HER F URN E fe cE H RA || A* x || < || Az | 
成 立 , 就 称 A 是 亚 正 规 的 或 亚 正常 的 . 算 子 4 是 亚 
正规 的 充分 必要 条 件 是 L4j=4 "4 一 44 "之 0. KE 


见 “次 正规 算 


线 性 S T 


规 算 子 必 是 亚 正规 的 ,但 反之 不 成 立 . 亚 正规 算 子 具 
有 下 列 重 要 性 质 : 若 A 亚 正规 , 则 

1. HBr = All. 

2. 对 一 切 AE p(AA 


TN 1 
| OZ — 40 | S auc aec 


3. 设 4 是 4 的 特征 值 , 则 特征 空间 E, 约 化 A. 

亚 正 规 算 子 西 等 价 于 奇异 积分 算 子 ,所 以 它 的 
研究 有 助 于 作出 更 一 般 的 拟 微 分 算 子 的 谱 分 析 . 另 
外 亚 正 规 算 子 的 研究 也 与 量子 力学 中 波 算 子 、 散 射 
算 子 和 摄 动 理 论 密 切 相 联 . 亚 正规 算 子 是 哈 尔 莫 斯 
(Halmos,P. R. ) 于 1950 年 引入 的 . 

亚 正 常 算 子 (hyponormal operator? 
MAF”. 

(BALA F (shift operator) 将 希 尔 伯 特 空间 中 
规范 正 交 基 的 每 一 个 基 疝 量 的 位 置 向 前 (后 ) 移 动 一 
位 或 若干 位 的 线性 算 子 . 设 五 是 复 希 尔 伯 特 空间 ， 
(enha E H WHARE, H Se,==e,,,(n 二 0,1,2， 
…) 所 确定 的 线性 算 子 S 称 为 重复 度 为 1 的 单 侧 移 
位 (或 单 侧 平移 ) 算 子 . 单 侧 移 位 算 子 是 次 正规 算 子 . 
设 {e,)) 一 -是 已 的 一 个 规范 正 交 基 ,由 Ue,—e, (n 
一 0, 士 1, 士 2,…) 所 确定 的 线性 算 子 称 为 重复 度 为 
1 的 双 侧 移 位 (或 双 侧 平移 ) 算 子 . 设 是 一 个 基数 ， 
a 个 重复 度 为 1 的 单 ( 双 ) 侧 移 位 算 子 的 正 交 和 称 为 
重复 度 为 a 的 单 ( 双 ) 侧 移 位 算 子 .S MU 分 别 是 重 
复 度 为 a 的 单 、 双 侧 移 位 时 ,S 必 是 等 距 算 子 ,U 必 
是 西 算 子 , 且 U P E: S 的 正规 扩张 ( 当 a 有 限时 还 
是 最 小 正规 扩张 ).oCS)= (A| JAS} oU) = {A | 
Al=1l). # S ILU 是 重复 度 为 1 的 移 位 算 子 , 则 其 
tein E HS'e-—O.S'e-—e, (2 一 1, 2,…) 和 
U*e,=e,,n=0,41,°) RE. DD. WM E fv FP 
统称 为 移 位 算 子 . 

单 侧 移 位 算 子 (unilateral shift operator) J 
“ 移 位 算 子 ” 

双 侧 移 位 算 子 (bilateral shift operator) L 
“HMAT”. 

平移 算 子 (shift operator) 即 “ 移 位 算 子 ” 

加 权 移 位 算 子 (weighted shift operator) AM 
ATRE. OU 是 希 尔 伯 特 空间 , (e). "SH W 
规范 正 交 基 , (w, } 是 一 个 数列 , 则 由 

Se, = Wrtli (n= 0,1,2,.) 
确定 的 线性 算 子 称 为 单 侧 加 权 移 位 算 子 HT Cw, ` 
FROM S 的 权 序列 . 设 {e) E H BLUR IE Se, 
FE 4E] RT E ALR A Cw.) 的 双 侧 加 权 移 位 算 
+ WiWe,—w,,,e,,4(17—0, 31, 2,72. Æ., XUM 
加 权 移 位 算 子 统称 加 权 移 位 算 子 .S $0 W HSH 
T HS'e-0,S'e,—w,e, ..(n—1,2,--2,W'e,— 
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w,e, (n=0, 41, £2, E. 

WARF (Laurent operator) 一 种 正规 算 子 . 
用 工 表 示 平 面 上 单位 圆周 ,y 为 其 上 规格 化 的 勒 贝 
格 测度 ( 即 du—dm/2x,m AT EET 38] REO 对 
每 个 有 界 可 测 函 数 ec L^ CT), np sg X 4 JS B FF Z= 
la] LCD) ERR FL: Cer, SELT). Le FR 
AB e s tH BJ 168 BB ër Të BB PL OL, 是 正规 的 . 相 
对 于 L'CDO PR BY Ae IE 30 e, (22 =2"|n=0,41, 
2,1), L, BN OH TC ERO AR BE FE AN CALO d& — PIG 
朗 和 矩阵 , 即 对 所 有 i,j 二 0, 士 1, 土 2,… ,都 有 ARV 
二 ,二 a,_,, 其 中 


9— >) ae, 


是 9 的 傅 里 叶 展 式 . 换 名 话说 , 洛 归 和 矩阵 是 平行 于 主 
对 角 线 的 每 个 对 角 线 上 的 元 相同 的 矩阵 . 

5 BASE BE (Laurent matrix) 见 “ 洛 朗 算 子 ” 

e SS Fi) He BAF (Toeplitz operator) — 2S eR Zi 
空间 算 子 ,是 算 子 理论 的 重要 研究 对 象 之 一 . 哈代 空 
间 H 是 希 尔 伯 特 空 间 (TT) 的 由 规范 正 交 系 
(e, GO = z" ) oT JR. BJ Fl #k HEF = [a] (Z: I, “78 PB 
T. PEALT H° 上 的 正 交 投影 . 洛 朗 算 
f LEH EER T,= PL, |e A hA RT 
测 函 数 8 诱导 的 特 普 利 茨 算 子 . 单 侧 移 位 算 子 
S( 一 7T。) 就 是 特 普 利 茨 算 子 的 一 个 最 简单 的 例子 . 
相应 于 H? EE 的 矩阵 表示 
(> 满足 条 件 Acum Ay = «oo HB CA ode 
FA] 8 E Së, X FE PJ RE RE PR A RE | poe AE br, 

特 普 利 茨 矩阵 (Toeplitz matrix) 见 “ 特 普 利 
SIT. 

解析 特 普 利 茨 算 子 (analytic Toeplitz operator) 
一 类 次 正规 算 子 .由 函数 g€ H = HOLT CT y Sh 
的 特 普 利 茨 算 子 称 为 解析 特 普 利 茨 算 子 . 洛 朗 算 子 
L, EEEH ERTIK IFAT, 的 谱 o(T,) = GD), 
El 多 的 值 域 之 闭 包 ,这 里 刀 表 示 开 单位 圆 盘 ,而 ?是 
由 


确定 的 万 内 解析 的 函数 
@ = Zoe 


Së TE SS + 89 35 M + (commutator of linear oper- 
ators) 线性 算 子 间 的 一 种 运算 . 设 A, B K: E: SH 
"HH 上 的 有 界线 性 算 子 , 记 L4,BJj=45 一 B4， 
PLA, BIA A 5 B 的 交换 子 .特别 地 , 当 五 为 希 尔 
伯 特 空间 且 下 =4 "时 , 称 L4,4 ”3 为 自 交 换 子 . 

线性 算 子 的 自 交 换 子 (self-commutator of lin- 
见 “ 线 性 算 子 的 交换 子 ”. 


ear operator) 
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算 子 半 群 人 (operator semi-group) 依赖 于 参数 
且 对 乘法 运算 封闭 的 算 子 族 . 设 X 是 线性 空间 ,Tt 
过 0( 或 0)) 是 X 上 的 线性 算 子 . 如 果 对 任何 二， 所 
Z0GR0) A T, T, —T, uL MET, [tS 0 GL t> 
0) } 为 单 参数 算 子 半 群 ,或 简称 算 子 半 群 . 显然, 算 子 
半 群 即 把 参数 上 的 加 法 半 群 ( 因 限 制 220 BR 20 AK 
仅 是 加 法 半 群 ) 变 成 算 子 ( 按 算 子 乘法 ) 的 半 群 . 对 于 
R(T, 112505 3B BI ERI To=. TE TE PR AT 
中 ,通常 要 假设 X 是 巴 拿 赫 空间 或 拓扑 线性 空间 
(重要 的 是 局 部 是 拓扑 线性 空间 ), 并 且 把 (7,|zt 宇 0 
Cak ¢>0) } se MELO, +) (RCO, +)) LAF 
值 函数 时 ,还 要 假设 有 某 种 连续 性 ,具体 可 见 C, 类 
算 子 半 群 ,C。 类 等 度 连续 算 子 半 群 ,解析 算 子 半 群 
等 . 上 面谈 的 是 线性 算 子 半 群 ,此 外 还 有 非 线 性 算 子 
Æ FF. 

e IC EZ AO BJ) REA AZ, E 
要 研究 各 种 类 型 的 算 子 半 群 和 生成 元 的 特征 ,以 及 
指数 公式 的 各 种 表达 形式 . 它 在 微分 方程 .概率 论 
(GRIE) Sr. Sharks 
tH PU BJ. 

C, 3° # + + BÉ (operator semi-group of class 
C) 一 类 具有 强 连 续 性 的 算 子 半 群 . 设 X 是 复 的 
局 部 是 拓扑 线性 空间 ,L(X) 表 示 XX 上 的 连续 线性 
算 子 全 体 . 如 果 L(X) 的 算 子 族 {T,|t 宇 0} 满 足 条 件 : 

1. T.1.=T,,,(s,4€ [0,+00)),T =I; 

e GH )lim Txr—T,xrx(r€ X120); 


WW ER UL. 1£20) 29 Ce。 类 算 子 半 群 ,简称 Co 25 2E RE. 
M X BES ww IN, w Co RAFAT, 12:0) 
必 存 在 M>0 和 9250, EE || T, | Me" G0). f] 
如 X—L^G—oo,-F oo) (1S p 090, (Tr) (o) = 
z(t 十 w) 是 Co 类 (平移 ) 算 子 半 群 . 这 类 算 子 半 群 的 
理论 主要 是 由 希 尔 (Hille,C. E. ) # H 8t f£ CYosi- 
da,K. ) 和 菲利普 斯 (Phillips,R.S. ) 等 人 黄 定 的 . 

C, 类 等 度 连 续 算 子 半 群 (equicontinuous oper- 
ator semi-group of class Co) 有 具 有 等 度 连续 性 的 
C, 类 算 子 半 群 . 设 {T,|t 宇 0} 是 局 部 是 拓扑 线性 空间 
X ENC, BAF KH. 如 果 算 子 族 (T,|t 宇 0} 关 于 
还 是 等 度 连续 的 , 即 对 任何 连续 半 范 数 p, 存 在 XX 
上 的 连续 半 范 数 gq, 使 得 对 任何 : 宇 0,xEX, 都 有 
Bb COD x) 二 q(x) 成 立 , 则 这 样 的 半 群 {7T,|t 宇 0} 称 为 
Co 26 S Br yk GET T OE IE. C, 类 等 度 连续 算 子 半 群 是 
巴 拿 赫 空间 上 C, 类 半 群 的 直接 推广 . 

算 子 半 群 的 无 穷 小 生成 元 (infinitesimal gener- 
由 算 子 半 群 决定 的 


ator of operator semi-group) 


闭 线性 算 子 . 设 X 是 序列 完备 的 局 部 凸 拓扑 线性 空 
间 ,{7T.|t 之 0) 是 XX EB] Co 类 等 度 连 续 算 子 半 群 . 由 


Ar = lim h KT,-— Dx 
定义 出 的 线性 算 子 4 称 为 {T,|t 宇 0} 的 无 穷 小 生成 


元 ,4 的 定义 域 2 CA) E 

(2 | lim h (D, — Dz FE). 
D AWE X 中 稠密 ,4 是 闭 线性 算 子 , 当 4 的 实 部 
大 于 0 时 , (A1 一 4) :是 X 上 的 连续 线性 算 子 , 且 对 
任何 +€ X , 


+o 
(AI — A) 1zr = | eT 


4 FE(ACAI— AD) "|A70,n—1,2,3,- HEAR HE 
AER. 定义 微 商 
Diu eim CL oes 
h— 0 
( 若 右 边 极 限 存 在 ), 则 DCAYCACD,T,), At +€ 
D(A), 


ps 


ES 


DI a= AT z = LAX, 

反之 , 设 4 是 了 XX 上 稠 定 线性 算 子 , 目 使 (n1 一 4) 
(x 二 1,2,…) 为 连续 的 ,如 果 {(1 一 nx A) "A n= 
1425559 m=0,1,2, SE BE E SE , WI A P E X ERE 
一 确定 的 Co 类 等 度 连 续 算 子 半 群 的 无 穷 小 生成 元 . 
由 于 C, 类 等 度 连续 半 群 {7T,} 由 它 的 无 穷 小 生成 元 
A 惟一 确定 ,所 以 常 简写 为 e” .讨论 算 子 半 群 和 无 
穷 小 生成 元 之 间 的 关系 是 算 子 半 群 理论 研究 的 重要 
课题 之 一 . 

巴 拿 灰 空间 上 的 算 子 半 群 人 (operator semi- 
group on Banach space) 定义 在 iaa la) EW 
线性 算 子 半 群 . 设 X 是 巴 拿 赫 空间 , (T(t > 0) EX 
上 的 有 界线 性 算 子 半 群 . WIRE UD. 1:205 MA CO, 
十 ce) 上 取 算 子 值 的 函数 是 强 可 测 的 , 则 人 71z 之 0) 
必 是 强 连 续 . 4 X 是 可 分 时 , 则 人 | 之 0) 是 弱 可 测 
# WAT, |¢ > 0) SR E EE. E (1,100) AE X Eom ES 
的 算 子 半 群 , 则 称 

af (2 ` T, | 


@, = inl ———— —— < + eo 


AT, |t>0) BRE 人 
PGE To= a BI X EC, 类 半 群 ),w BE 
的 指标 , 则 对 任何 67 0 必 存 在 常数 M., 使 得 7, | 
«Me “对 一 切 上 成立. 因而 当 Reo, 时 ,下 面 


E SU 20 Bp 
+ co 
| e "IT xdt (z € X) 


存在 , 称 上 面 的 积分 为 47|: 之 0} 的 拉 普 拉 斯 变换 . 
S 4 是 (7T,|t 宇 0) 的 无 穷 小 生成 元 , 则 所 有 满足 Re À 
>w 的 4 全 是 A WEN, H 


十 co 
(AI—A) Ix— | e "T,xdt (x € X). 


0 
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巴 拿 赫 空间 上 的 算 子 半 群 理论 是 研究 发 展 微分 
方程 和 随机 过 程 的 重要 工具 . 

算 子 半 群 的 指标 (index of operator semi- 
group) ” 见 “ 巴 拿 赫 空间 上 的 算 子 半 群 ”. 

算 子 半 群 的 拉 普 拉 斯 变换 (Laplace transform 
of operator semi-group) 见 “ 巴 拿 赫 空间 上 的 算 子 
AERE. 

希 尔 -吉田 耕作 定理 (Hille-Yosida theorem) 
给 出 闭 笛 定 线性 算 子 是 某 个 C 类 算 子 半 群 生成 元 
的 充分 必要 条 件 的 定理 . 设 4 是 巴 拿 赫 空间 X 上 的 
笛 定 线性 算 子 , 则 4 是 和 上 的 某 个 Ce 类 算 子 半 和 群 
(| 之 0 的 无 穷 小 生成 元 的 充分 必要 条 件 是 ,存在 
常数 M B 和 实数 列 A9 +oo(n—co), W E: 

1.24 a> AIA 是 有 界线 性 算 子 . 

2. 对 任何 m, 25 AL 8 BF , 


E M 
| GAI A)”| x ,— By 
命题 称 为 希 尔 -吉田 耕作 ( 算 子 半 群 ) 定 理 . 


Fis 2K - ME 的 最 基本 定理 之 一 ， 
它 有 多 种 表示 形式 . 

算 子 半 群 的 近似 式 (approximate expression of 
operator semi-group) #E mj Bi B Xr YA 8. T >É EE 
的 算 子 序列 . 设 4 是 巴 拿 赫 空间 X 上 的 有 界线 性 算 
du 

e“ = p? AY 


(右边 和 式 按 算 子 范 数 收敛 ). 易 知 ,e 是 按 算 子 范 
数 拓 扑 连 续 的 算 子 半 群 . R(T, |e oj} X 上 的 
C, 类 算 子 半 群 ,4 是 无 穷 小 生成 元 , 则 按 希 尔 - 吉 
耕作 定理 ,对 ReA 充分 大 的 4,(A1 一 4) UR FE. 从 而 
AXGI—A) SR, 


bell 


是 按 算 子 范 数 拓扑 连续 的 算 子 半 群 ,日 
ga gU 


这 里 是 强 极限 ,并 且 在 任何 闭 区 间 [0,a] 上 关于 1 收 
敛 是 一 致 的 . 如 果 {T,|t 宇 0} 是 局 部 凸 拓 扑 线 性 空间 
X 上 的 C, 等 度 连 续 算 子 半 群 , 则 对 TC X, 


=f 
. AAC(AI— A 
T,r = lim ee’ 5 


A 00 


在 L0,a]j 上 关于 : 收敛 是 一 致 的 . 研究 算 子 半 群 的 近 
似 式 是 算 子 半 群 理论 的 主要 课题 之 一 . 

算 子 群 人 (operator group) ” 按 算 子 乘法 运算 与 
实数 全 体 构 成 加 法 群 同 构 的 算 子 族 . 设 {T,|tE€ 
(一 co ,十 ce)} 为 局 部 凸 拓扑 线性 空间 X 上 的 一 族 
连续 线性 算 子 ,如 果 对 任何 1,s€ (— 00, +00) PA 
TIT, =T H T, =I FE SBT), WI PR (T |: € 
(一 co ,十 co) AAT. BER, ETIT, LO) 
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K IT_, 20) EW 4 A FEE. 
C, HBF BRE (operator group of class C4). IW; 


足 某 种 连续 性 的 算 子 群 . 设 {T,|1€ (— oo, 00) J: 
— eu sla] X FLA AFH MRT, t0} 
AN{S,=T_,|t220) AB AE Co 类 等 度 连续 算 子 半 群 , 则 
BT, "e (—0o,+00)} A C, 类 算 子 群 . 设 X EF 

列 完 备 的 局 部 凸 拓扑 线性 空间 , 则 X 中 稠 定 线性 算 
TAERA C, 类 等 度 连 续 算 子 群 {S,|1€ C— oo 
+o) 的 无 穷 小 生成 元 的 充分 必要 条 件 是 ， j= 
n A)“”) 对 n= 二 土 1, 土 2,…,m 二 0,1,2,… 是 等 度 
连续 的 ,由 A 所 确定 的 算 子 群 是 惟一 的 . 

压缩 算 子 半 群 (contraction semi-group) 一 类 
特殊 C, 类 算 子 半 群 . 设 {T,|t 宇 0} 是 巴 拿 赫 空间 X 
EMC RAF RH, WR || T, | <1G 0), Wë 
(T,|t220) J: Co 类 压缩 算 子 半 群 . 设 L。 , JEX 
XX EAT PR uh 

Lat+y,zJ=Lz.2zJ+Lyz], 

LAr, yJ=ALzsy], 

[z,x]— Bbzddbeylslzi yl, 
Werle, + jt X 上 的 半 内 积 . 半 内 积 总 是 存在 的 . 
设 A 是 X 到 X 的 线性 算 子 ,定义 域 是 ZA) ,如果 
人 上 有 半 内 积 L，,，* jj] 使 ReLAzx,xzj] 寺 0(xE€ 
多 (4)), 则 称 4 是 (关于 L，,，*j) 耗 散 算 子 .线性 算 
+ 4 是 耗 散 的 , 当 且 仅 当 对 每 个 zE 玫 (4) 和 >>0 
满足 | AI—Adz || SAllz ||. RABF ABC 类 
压缩 算 子 半 群 的 无 穷 小 生成 元 , 当 且 仅 当 4 是 耗 散 
算 子 , 且 7 一 4 的 值 域 是 全 空间 X ,这 个 命题 称 为 菲 
利 普 斯 定理 . 

¥ (A #8 (semi-scalar product) 
HE”. 

$E HBF (dissipative operator) 
半 群 ” 

解析 算 子 半 群 (operator analytic semigroup) 
一 类 特殊 的 压缩 半 群 . 如 果 巴 拿 赫 空 间 上 的 压缩 半 
群 (T,lt 宇 0} 视 为 L0, 十 co) 上 的 算 子 值 函 数 可 以 解 
析 开 拓 和 到 一 个 包含 正 实 轴 的 复 平面 中 的 角形 区 域 上 
去 , 则 称 该 类 半 群 为 解析 算 子 半 群 . 这 类 半 群 在 抛物 
型 方程 中 有 重要 应 用 . 

紧 算 子 半 群 (semigroup of compact operators) 
一 类 特殊 的 Co 类 半 群 . 设 {T,|t 宇 0) 为 Co 类 半 群 ， 
如 果 对 每 个 :>0, 算 子 T, 是 紧 算 子 , 则 称 {T,|t 衬 0) 
为 紧 算 子 半 群 . 

可 微 算 子 半 群 (semigroup of differentiable op- 
erators) ”具有 某 种 可 微 性 的 Co。 类 半 群 . 如 果 算 子 
AERE UD, |t22 0) 满足 条 件 : 当 上 >0 时 ,对 每 个 xEX， 
DEA E: 98 H| i BJ WU BHR AT, 16250) 2J n] 
微 算 子 半 群 . 

西 算 子 群 Cunitary operator group) 
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JL" As a SE f AF 


JL" FESTE + 


HET 


构成 的 算 子 群 . U tE (一 oo, 十 co)} 是 希 尔 伯 特 
空间 H 上 的 算 子 群 ,如 果 每 个 U, 都 是 西 算 子 , 则 称 其 
十 co) 上 取 西 算 子 值 函 数 时 , 它 弱 连续 等 价 于 强 连 续 . 
当 五 是 可 分 空间 时 ,由 {UV,|1E€E (一 co, 十 ce)) 的 弱 可 
测 性 也 可 推出 强 连续 性 . i U, lE C— eo, + co) ) E 
H 上 的 C, 类 酉 算 子 群 即 强 连 续 西 算 子 群 , 则 它 的 
无 穷 小 生成 元 A=B, EF B E H LAHAT; 
如 令 ` | 
| Bs ED 
BARAT B 的 谱 分 解 , 则 
Ep = | erag, (t c (— OO, + co ) ) 


上 述 命题 称 为 斯 通 定理 , 它 是 希 尔 伯 特 空间 上 

算 子 半 群 的 重要 定理 之 一 ,并 且 在 群 表示 论 和 量子 
力学 中 有 重要 应 用 . 

BS + 2 BJ Br i © EE (Stone theorem of uni- 
tary operator group) WAA THE”. 

对 偶 半 群 (dual semi-group) ”分别 定义 在 线性 
zs [ay Eg Hz dg as [B] E BS PATI E BE. RT E0) E P 
列 完 备 的 局 部 凸 拓扑 线性 空间 X 上 的 C, 类 等 度 连 
ERTER MEH X" EKT? |: 220) 98 E >É 
群 性 质 ,关于 :之 0 等 度 连续 ,但 一 ERE C, 类 的 . 
WRX 和 X 都 序列 完备 ,把 和 上 C, 类 等 度 连续 算 
子 半 群 (7,|t 宇 0) 的 无 穷 小 生成 元 4 B] HESSE f. A” 
的 定义 域 DCA" ) 在 X“ 中 强 拓扑 的 闭 包 记 为 XX , 
Mid T? —T? |x MT t20) Æ Xt EW C, 类 等 
度 连 续 半 群 , 它 的 无 穷 小 生成 元 A 就 是 把 A WE 
义 域 和 值 域 同 时 限于 XT 内 时 4 的 最 大 限制 . 
(TE ZORA T: |t220} AY RAAB BF. 

jh # du P8 ja] EE (abstract Cauchy problem) 以 
[8] 3 (Ë PS 28% 2 RY C 73 Fe Bj] f n] ER. A 是 巴 
EWT X 上 的 线性 算 子 ,定义 域 是 DCA) yE 
X. 是 否 有 取 值 于 X 上 的 向 量 值 函数 y CO ,满足 : 

1l. » 22€ DCA) G2 00, EM La, BIC 
(0, +20) F s n] ES, 


2: £ y(t) = Ay) G> 0). 

3. lim || yG) — yo | = 0. 
此 问题 称 为 抽象 柯 西 问 题 . 如 有 y(t) 满 足 1 一 3, 则 
称 y(z) 是 方程 

£ y(t) = Ay) 

AMMA y (0) — y, 的 解 . 

X % BE Sp y FE BEEPS Fe VAI FAR E 
示 的 波动 方程 


! 


u u u 


= p I 

v v! A O0l'v 
都 可 纳入 抽象 柯 西 问 题 .用 算 子 半 群 为 工具 研究 上 
述 抽象 柯 西 问题 可 得 到 如 下 结果 : 设 A 是 C, 类 算 
子 半 群 (7,|t 宇 0} 的 无 穷 小 生成 元 , 则 方程 


at = Ay(t) 


的 抽象 柯 西 问题 对 每 个 Weg KEE 
算 子 半 群 理论 和 抽象 柯 西 问题 及 马尔 可 夫 过 程 有 很 
密切 的 联系 . 


算 子 代数 


巴 拿 赫 代数 (Banach algebra) Hf RK B IÇ 
数 , 是 定义 了 乘法 运算 并 满足 一 定 条 件 的 复 巴 拿 赫 
空间 . WOR 是 复 赋 范 线性 空间 且 R 同时 又 是 环 , 如 
R R 中 任何 两 个 元 素 z,y 的 乘积 zy 的 范 数 满足 不 
等 式 

lay s Bz] lol, 
就 称 R 是 赋 范 代数 或 赋 范 环 . 完备 的 赋 范 代数 称 为 
巴 拿 赫 代数 ,简称 B 代数 . 当 B 代数 R 有 单位 元 e 
时 ,通过 改 赋 一 个 与 原 范 数 等 价 的 范 数 ,可 假设 
lel =1. 对 于 没有 单位 元 的 B 代数 R, S R= 
(A,r) |AC CCE BR) cE R}, RUKH | Az) || 
= lA] E | T | ,乘法 
CATAs) = Ads Ar 十 Aum, + xum, 

R 成 为 有 单位 元 (1 ,0) 的 B 代数 , 且 是 R 的 扩张 . 因 
而 任何 一 个 没有 单位 元 的 B 代数 都 可 扩张 为 有 单 
位 元 的 B 代数 . 

巴 拿 赫 代数 是 泛 函 分 析 的 一 个 重要 分 文 , 它 在 
调和 分 析 、 算 子 理论 等 数学 领域 有 着 广泛 的 应 用 ,其 
理论 基础 是 由 盖 尔 范 德 (TenpaHn, H. M. ) F 1939 
aE BS TE AY. 

B 代数 (Banach algebra) Bir" EA S ps Sr", 

赋 范 代数 (Cnormed algebra) ML “E, & jy fŠ 
数 ”. 

We M (normed ring) BW“ A Sm CR”. 

拟 逆 元 (quasi-inverse element) B S 2 
中 的 一 个 概念 . 在 巴 拿 赫 代数 R 中 引进 运算 

Z° y=<x+ y— TY, 
á z ° y=0(3} y ° z=0)BP,#K yy 为 xz HARA) 
WAJ. 54 z ° y=y °. r=0 if, MA y 为 xz 的 拟 递 
元 ,而 称 z AUD BA. 设 R 有 单位 元 e,y 是 x 的 
拟 逆 元 , 则 e— y 就 是 e 一 x 的 逆 元 .可逆 元 称 为 正则 
的 , 非 可 逆 元 称 为 奇异 的 . RK À WW ELLA] || z |! 
时 ,4 一 x AMAT y, 它 由 收敛 级 数 


y em S actu 
n:-] 


# 子 代 数 


给 出 ,所 有 使 4 一 x 不 具有 拟 道 元 的 4 所 成 的 集合 称 
为 工 的 谱 , 记 为 Sp(zx). Yr 本 身 无 逆 元 ,特别 当 RR 
不 含 单位 元 时 , 恒 有 0€ SpGO. R 中 每 个 元 的 谱 都 
AES A RE, H E F 2 

sup{ [A| [à € Sp(z)) = lim || a* | >. 


特别 地 , 当 > 是 巴 拿 赫 空间 上 的 有 界线 性 算 子 时 ， 
这 里 所 定义 的 谱 就 是 算 子 的 谱 . 使 Sp(Cz) 王 40} 的 z 
€ R 称 为 广义 才 零 元 或 拓扑 客 零 元 ,这 种 元 的 全 体 
RAR 的 根 , 当 R 的 根 只 含有 零 元 时 ,R 称 为 半 单 
的 B 代数 . 

J R| P gÚ (quasi-invertible element) 


LI 


7b 


DL “HA 


正则 元 (regular element) ` rimm", 

Gë 412 (spectral radius) DL “jM 3 pú”. 

J| M $839 yc (generalized nilpotent element) 
JL" 38 u”. 

4G th 3 BS JU (topological nilpotent element) 
见 “ 拟 逆 元 ”. 

E S HRA HAR radical of Banach algebra) 
见 “ 拟 逆 元 ”. 

半 单 的 巴 拿 赫 代数 (semisimple Banach alge- 
bra) DL“ Putu”. 

巴 拿 赫 代数 的 表示 (representation of Banach 
algebra) 巴 拿 赫 代数 与 某 巴 拿 赫 空间 上 的 有 界线 
性 算 子 组 成 的 代数 之 间 的 一 种 同 态 对 应 . 给 定 巴 拿 
赫 代数 R 和 巴 拿 赫 空 间 了, 如果 对 于 xER 有 XX 上 
的 有 界线 性 算 子 7, 与 之 对 应 ,使 x 一 T, 是 代数 同 
AS. Him IT IS <l ,这 样 的 对 应 就 称 为 R 的 
一 个 表示 ,X 称 为 表示 空间 . 巴 拿 赫 代数 总 有 等 距 
同 构 的 表示 . 设 Y 是 表示 空间 X 的 子 空间 (可 以 闭 
也 可 以 不 闭 ), 若 对 一 切 € R, 有 T:YCY, 则 称 Y 
为 和 的 不 变 子 空间 . ERX 和 (0) 外 不 存在 其 他 不 
变 子 空间 , 则 称 此 表示 为 巴 拿 赫 代数 的 不 可 约 表 示 . 
又 若 除 40} 和 X 外 不 存在 其 他 的 闭 不 变 子 空间 , 则 
称 表 示 为 拓扑 不 可 约 表 示 . 研究 表示 定理 是 巴 拿 替 
代数 理论 中 的 一 个 重要 问题 . 

不 可 约 表示 (irreducible representation) IL 
“ 巴 拿 赫 代数 的 表示 ”. 

拓扑 不 可 约 表示 (topologically irreducible rep- 
resentation)” 见 “ 巴 拿 赫 代数 的 表示 ”. 

交换 巴 拿 赫 代数 (commutative Banach alge B 
bra) 一 种 特殊 的 巴 拿 赫 代数 . 知 R 是 巴 拿 赫 代 数 
H R 是 交换 环 , 则 称 R 是 交换 巴 拿 赫 代数 . Sa ZF Y 
德 (TenpqaHn, H. M. ) 研 究 巴 拿 赫 代数 就 是 从 交换 情 
形 开 始 的 ,交换 巴 拿 赫 代 数理 论 一 出 现 , 就 对 三 角 级 
数理 论 中 著名 的 维 纳 定理 给 出 了 简洁 证 明 . 

维 纳 代 数 (Wiener algebra) 一 类 交换 巴 拿 赫 
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Z oe 分 析 


代数 , 绝对 收敛 的 三 角 级 数 全 体 


+c 
W = [r0 = 3. ae™| | < 


= ` la, | <+ | 


T GEL E A y 1A XL JI IAS He A FRE YER || ° | 
成 为 一 个 有 单位 元 的 交换 巴 拿 赫 代数 . 此 巴 拿 赫 代 
数 W 称 为 维 纳 代 数 . 1939 4E , 28 ZR W 68 (l'enpbann, 
H. M. ) 正 是 通过 引入 维 纳 代数 给 出 了 维 纳 定 理 ( 即 
点 点 不 为 零 的 绝对 收敛 的 三 角 级 数 有 道 且 逆 仍 可 展 
成 绝对 收敛 的 三 角 级 数 ) 的 简洁 证 明 . 

ER [EX (function algebra) ” 亦 称 一 致 代数 . 
一 类 重要 的 交换 巴 拿 赫 代 数 . 设 R BRM BRE 
[B] Q F BS i£ ££ BREA C(DNAFRA. WER 
a A % (B. PA EB. P] 2p BS 2 中 的 点 ( 即 对 任何 w, w 
EN, anze, A JER 使 得 fo IAS Co) , WU Er R 
为 函数 代数 . 函数 代数 是 20 世纪 50 年 代 迅 速 发 展 
E 3X BJ — + Ar 3c. 它 与 解析 函数 论 、 多 复 变 函数 论 、 
pK UIC SA KR. 

一 致 代数 (uniform algebra) ”有 即 “函数 代数 ”. 

极 大 代数 (maximal algebra) E — 2 RRL 
数 . 设 4 是 CC2) 中 的 函数 代数 ,如 果 对 任何 图 数 代 
数 B, 只 要 BDA EVS B=C(DRB=A 成 立 , 则 
称 4 是 极 大 代数 . 极 大 代数 在 函数 代数 理论 中 起 着 
重要 的 作用 . 

圆 盘 代数 (disk algebra) 
的 一 类 函数 代数 . 设 了 为 复 平 面 中 单位 圆周 . 圆 盘 
代数 是 C(7) 中 的 可 以 连续 扩张 成 单位 开 圆 内 的 解 
析 曙 数 全 体 所 构成 的 亲子 代数 4. 圆 盘 代数 是 函数 
代数 ,而 且 还 是 C(7) 的 极 大 代数 . 

RJ 3 ££ TE GS EB (multiplicative linear functio - 
nals) xE X TEES S fs [Xx EAA n] e PE MA 
Z R. 2 R JD Sr ARM. SER EDR PR , o 
果 对 一 切 x.y€ R, f 还 满足 f(zy)= f(z=)/f (y), Bl 
S Æ R 到 数 域 的 代数 同 态 , 则 称 是 R 上 的 一 个 可 
3 2X PEZ ep 如 果 R 有 单位 元 e, 则 R Ea RA EZ 
图 必 是 连续 的 , 即 f € R' CR WAFERS Bj), B. || / | 
—f(e) —1. DE QJ R EFS n] 3 Zk TE T7 PR As 
W Qi R 的 团 单位 球 中 的 弱 * SE. `4 R 无 单位 
元 时 ,0 在 R* 中 是 弱 * 局 部 紧 的 . 

极 大 理想 (maximal ideal) ” 巴 拿 赫 代数 中 的 一 
个 重要 概念 . WR 是 有 单位 元 e 的 交换 巴 拿 赫 代数 ， 
M 是 R 的 一 个 真子 代数 . 如 果 对 VzE M.y€R. ËB 
Arye MMR M E. R 的 一 个 理想 (或 纠 ). 如 果 对 
任何 理想 M ,由 M'DM 可 推出 M =R, WÉI M 为 
R 中 的 极 大 理想 . 极 大 理想 必 是 闭 的 . R 中 任何 一 个 
非 正 则 元 都 含 于 某 一 理想 中 , 且 任 一 理想 都 包含 于 
某 一 极 大 理想 中 . 设 M 是 R 的 极 大 理想 , 则 商 空间 
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定义 在 单位 圆周 上 


R/M 同 构 于 复数 域 .由 哈恩 - 巴 拿 赫 延 拓 和 定理 ,存在 
R 上 的 连续 线性 泛 图 fy 0s HE / u CMD —0. B fu 
ER EMA RAM PR. Z XJ R ETE— n] 36 £x; 
ZRS RREZE M = {a | f (zx)==0) 是 R 的 一 个 
极 大 理想 ,从 而 R 中 的 极 大 理想 与 RR ERREZ 
子 之 间 形 成 一 一 对 应 关系 . 这 种 对 应 关系 在 交换 巴 
拿 赫 代数 的 表示 理论 中 起 重要 作用 . 

35 hk E Om IÑ A BU Xn (representation of 
commutative Banach algebra) 交换 巴 拿 赫 代数 与 
AR RM BK qu] py VE BE eR BS [a] — [B] BJ — #h |z] 
态 对 应 . 若 尺 是 有 单位 元 e 的 交换 巴 拿 赫 代 数 , 则 
P'iz—z(/) IBS Hc PA R EES AIF 
Zk EZ PRR Ob BJ E 22 PRA. T' PE A ERE == 
赫 代 数 的 盖 尔 范 德 表示 . 

盖 尔 范 德 表示 (Gelfandd representation) J 
“交换 巴 拿 赫 代数 的 表示 ”. 

E E # x 代数 (Banach algebra with involu - 
tion) ”定义 了 对 合 运 算 的 巴 拿 赫 代 数 . 如 果 巴 拿 赫 
代数 R 中 还 定义 了 一 个 对 合 运 算 x 一 zx” ,满足 : 

L, Cri = z" 1-3 


2. CAT) — Ac"; 
S Qva Sy aes 
4. (x')' =T; 


WER 为 巴 拿 赫 x 代数 , 简 记 为 B 代数 . 当 考 虑 
B' 代数 R 的 表示 时 ,如 果 表 示 空 间 取 为 希 尔 伯 特 
空间 五 ,而 表示 满足 x 一 7,,x >T, =T.) gy 
此 表示 为 R 的 x 表示. XJ E, € $ x 代数 ,如 果 对 合 
还 满足 上 x* | = |x || WR R 是 对 称 巴 拿 赫 代 数 . 

B* 代数 (Banach algebra with involution) EB 
“ 巴 拿 赫 * 代数 ”. 

对 合 运算 (involution) MBE Ah * 代数 ”. 

x 表示 (x-representation) “A Sim x (X 
Sr", | 

Xd ERES £ wR A (symmetry Banach algebra) 
WPS, 代数 ” 

C 代数 (CC ” -algebra) 一 类 重要 的 巴 拿 赫 x* [X 
数 . dx R D Se $h x 代数 ,如 果 对 R 的 每 个 元 都 有 
lata || = |l a ll RME R AC RR 4C' (À 
数 有 单位 元 e 时 , 则 |el =1 BS. R 没有 
Bero BT IK R= Ar) AEC, ER), HE R rh 
SLAW || CA. a2 || = | LOA,z) || WR MAAS 
EADH C' 代数 ,这 里 LOS H LAF 
(A, xz) — (À, zo) CA, z). C* 代数 是 盖 尔 范 德 
(l'ezsepauzn , M. M. 2 CB Aj 455 A FS sg CHartvapk, M. A.) 
合作 ) 等 于 20 世纪 40 年 代 提 出 并 做 了 系统 而 精美 
的 人 研究 , 它 在 抽象 调和 分 析 .量子 物理 等 领域 中 有 重 
要 作用 . 


C* 范 数 (C* norm) BE x 代数 上 满足 C* 


代数 公理 的 范 数 . 设 -x 是 一 个 巴 拿 赫 * 代数 ,p 是 
-zx 上 的 半 范 数 . 如 果 对 任何 a0 € esp 都 满足 条 
件 p'ab)<p(a)p (b), bio ji pCa) H. p(a* a2 — 
pla)’, WE po EMS CF YR. 单 射 的 
C* EC C" TIL. 


C* 半 范 数 (C”seminorm ) Jl“C* wR”. 
包 络 C* 代数 (enveloping C*-algebra) HES 


tk 代数 与 它 的 C’ 半 范 数 导出 的 C’ 代数. 设 ov 
A—U Sd x 代数 ,p 是 -x 上 的 任 一 C* 半 范 数 ， 
则 集合 入 => (0) 是 -ee 的 目 伴 理想 .在 商 代 数 
A/N 上 引入 范 数 上 a 十 Ne 二 pC(a),; 则 上 + || E 
ALIN 上 的 一 个 C' 范 数 , 而 (zxY/N, || + ) 的 巴 拿 
赫 完 备 化 空间 (多 , || .| ) 是 C "代数 ,这 个 C ”代数 
BBA AL, p) BJ fuf C RR. 24 p JE o B C” 
XN .CA,.)BuÓC 代数 % 就 是 x 的 完备 
化 ,而 o E: CB MES < FARR. 

SC: WHR (nuclear C*-algebra) 一 类 性 质 较 
好 的 C 代数. 设 -ee 为 C RRL, WR RT BET Co 代 
RA KER o 0958 上 都 只 有 惟一 的 C 范 数 , 则 
称 o 是 核 C ”代数 .有 限 维 C ”代数 和 交换 C ”代数 
都 是 核 C* 代数. 1977 年 ， EE S ) 和 
兰 士 (Lance,E.C. ) 指 出 , 核 C 代数 o. Di lge 
空间 -是 内 射 的 (参见 “内 射 C” Deg 

A StC* RE njective C'-algebra) 具有 某 种 
$e HE JAY CRR UE oy J: C" IRR, BCD) e 8 
尔 伯 特 空间 H 上 的 有 界线 性 算 子 全 体 . 如 果 对 o 
的 任何 表示 z: — Z CHO ,都 存在 从 ACH) 到 
r(-ez) 上 的 范 数 为 1 的 投影 , 则 称 x EAST C" IÇ 
数 . 

fij C" 代数 (simple C*-algebra) AHA AE 
平凡 理想 的 C 代数 . 设 ov E CI 代数 ,如 果 除 0 和 
A Ib A 不 含有 其 他 闭 理想 , 则 称 -ez 是 简单 C* 
代数 . 简单 C" 代数 是 有 着 基本 重要 性 的 一 类 C’* 代 
RN. 

— S iE & [R RW Cuniformly hyperfinite alge- 
bra) 一 类 性 质 较 好 的 C * 代数 . 设 -x 是 含 单位 元 
e BS C* 代数, 如果 存 在 -x 的 一 列 含 e 的 有 限 维 简 
SC FRB E o CCo C Co, C 


Ux, 
Tr a DR, 则 称 .or 是 一 致 超 有 限 代 数 , 也 称 为 
UHF 代数 . 
UHF 代数 (UHF algebra)” 即 “一 至 起 有 限 代 
NU. 


AF 代数 (AF algebra) UHF 代数 概念 的 推 
广 . 设 SEC RE. WR ow BADIA SRE CT 
FRB brn» THAR P diu dal a C sss El. 


算 FRA 


n=l 


TE — PAA MU BR A 为 AF 代数 .UHF 代数 必 是 
AF 代数 . 

CCR 代数 (CCR algebra) 具有 紧 表 示 的 C* 
代数 . 设 .xx 为 C* 代 数 ,如果 对 ex 的 每 个 不 可 约 表 
IR(H r), RA r(A )= XH) H ERATE 
体 ), 则 称 - 是 CCR 代数 . 每 个 有 限 维 C 代数 都 
是 CCR 代数 . 如 果 把 上 述 定义 中 的 条 件 “r(C-e7 ) 
=£ (HP BGA "x (C) e CH)”, W4 Bl 
GCR 代数 的 概念 . 

GCR 代数 (GCR algebra) JL“CCR Rr”. 

本 原 C* 代数 (primitive C'-algebra) 一 类 有 
着 基本 重要 性 的 C 代数 . 设 ov RC REA, 的 
任何 一 个 不 可 约 表 示 z 的 零 空 间 r 1(0)—la€x | 
xT(a) 二 0} 都 是 -xz 中 的 理想 , 称 为 -x 的 本 原理 想 . 
本 原理 想 是 研究 非 交换 C " 代数 的 重要 工具 . WRO 
是 -xx 的 本 原理 想 , 则 称 -x 是 本 原 C 代数. 因而， 
A 是 本 原 C 代数 的 充分 必要 条 件 是 OY 有 一 个 忠 
实 不 可 约 表 示 . 特 普 利 茨 代数 是 本 原 C ”代数 ,但 维 
数 大 于 1 的 交换 C ”代数 不 是 本 原 的 . 

本 原理 想 (primitive ideal) DL“ À CR 
数 ”. 

素 C* RA (prime C'-algebra) 一 种 基本 的 
C' 代数. 设 -zx 是 C’* 代 数 ,I 是 ox 中 的 闭 理 想 .如 
果 了 满足 条 件 :对 -ex 中 任何 两 个 闭 理想 Ir... H 
要 J J.C I, WMA ICI RE JCI 成立, 就 称 了 I 
是 -ez 中 的 素 理想 . 本 原理 想 一 定 是 素 的 . 如 果 C* 
代数 o 的 零 理 想 0 是 素 的 ,也 即 -ez 的 任何 两 个 非 
零 闭 理想 都 有 非 零 的 交 , 则 称 o 是 素 C 代数 .本 
JR C' 代数 一 定 是 素 C* 代数. 

C "代数 的 素 理 想 (Cprime ideal of C*-algebra) 
见 “ 素 C 代数” 

特 普 利 茨 代数 (Toeplitz algebra) 一 种 具体 的 
C 代数 . 设 了 为 复 平面 上 单位 圆周 ,C(7T) 是 了 上 连 
续 函 数 全 体 . 对 于 9€ COD RT, o S Hi BJ na IS 

空间 HOD. ERS AREF. HT | PE CCT) 
成 的 C 代数 就 称 为 特 普 利 茨 代数 , 它 是 C "代数 理 
论 和 算 子 理论 的 重要 研究 对 象 . 

SE FRC * 代数 的 表示 (representation of commu- 
tative C'-algebra) 交换 C ”代数 到 某 紧 豪 斯 多 夫 
空间 上 连续 六 数 空间 的 一 种 代数 同 构 . 若 尺 是 有 单 
位 元 e 的 交换 C 代数 , 则 玉 的 盖 尔 范 德 表示 DIR 
一 C(Q0) 是 完全 同 构 , 即 研 是 保持 x* 运算 的 保 范 代数 
同 构 . 

IE £& FE i£ Bü (positive linear functional) 在 正 
7c EE fa (Ë BJ £X FEE PR. 2 R 是 有 单位 元 e 的 C* 
代数 ,TER. WR x—cx* BSpGOCL[O0,-F-9o) WR 
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Zz 为 R 中 的 正 元 . 正 元 的 全 体 记 为 Ri. 当 xz,yE€ 
Rt App, Bä ctyER* ArE€R*, fh x,—-—xE Rt 
7Z 一 0, 因 此 ,R R FRKE. R BAR. SRR 
上 的 线性 泛 函 ,如 果 ARIC, +), NF S Æ 
尺 上 的 正 线性 泛 函 . 正 线性 泛 函 必 是 有 界 的 , 且 

II f || =e). 

C “代数 中 的 正 元 (positive element in C* -alge- 
bra) FL“ TERR PEZ P. 

mx (state) 有 单位 元 C’' 代数 上 的 一 类 正 线 性 
ZG R E & B uu e 的 C REAR 上 满足 fle) 
=] BJ EZ TEIL PR SRA REDS, Riu 
SCR). S" GO E R” rp BJ SR SE , S“ RO J Wu sa, EF 
为 R WALA (pure state), £l B9 2- Kid AAR), 
当 R 交换 时 , 纯 态 就 是 RR 上 的 可 乘 线 性 泛 函 . 

tiA (pure state) “A”. 

C* 代 数 上 正 线 性 映射 (positive linear map on 
C'-algebra) 正 元 的 像 仍 为 正 元 的 线性 映射 . 设 
AB FEB C* [eX pio LOB 为 线性 映射 . 如 果 
对 每 个 正 元 a € ©, oa Sp Z: A PEN, WK o 
为 正 线性 映射 . ETT GE SEA n.o E n Br B: 2 Ik 
id SQM, = | (Gi) nx la;€ x) , 它 仍 是 C 代数 . 
4 p 9M, ZQ M, 为 如 下 定义 的 线性 映射 : 
Dr Cai nxn) = (@(a;;)),x,. 如 果 o, BIEN. WH o RK 
n IER); RFR XF BET IE EPR no ABE n TEN. WK oe 
为 完全 正 的 . 4 AAR BMC 时 ,2” 正 线性 映射 和 
完全 正 线性 映射 分 别称 为 正 线性 泛 范 和 完全 正 线 
HEI PR. 正 线性 映射 和 完全 正 线性 映射 是 研究 C * IC 
数理 论 的 重要 工具 . 

n IE 2 ERA Bj (n-positive linear map) 
代数 上 正 线 性 映射 ” 

完全 正 线 性 映射 (completely positive linear 
map) 见 “C 代数 上 正 线性 映射 ” 

n lE ££ TE ZZ ER (n-positive linear functional) 
见 “C 438 E TER TERR B] ". 

St £ IE & TE iF A (completely positive linear 
functional) 见 “C ”代数 上 正 线 性 映射 ”， 

迹 正 线性 泛 卫 (tracial positive linear funtio - 
nal) CC 代数 上 一 类 具有 类 似 于 和 矩阵 迹 性 质 的 正 
线性 泛 函 . 设 9 是 C* 代数 .or 上 正 线性 泛 函 ,如 果 
对 任意 a € e RA @(a ` a) = e(aa `" ORUM. RSH 
地 ,对 任意 bet, ce BBA 9c) — eO RW). WK 
pÆ ERR EZ es oan. HEM. 4 Ye a) = 0 
蕴涵 4a 二 0 时 , 称 ç E: Ë SE: BJ ERE PS. 这 个 概 
念 也 可 推广 到 正 线性 映射 的 情形 . 

C* 代数 的 表示 (representation of C -algebra) 
C 代数 到 某 希 尔 伯 特 空间 上 的 算 子 代数 的 同 态 . 
设 尺 是 有 单位 元 e 的 C RRA 是 希 尔 伯 特 空 
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JL “C * 


|. AFERI H E BJ 38 ARTES f 2 IK CH) 
中 的 代数 同 态 yy, 满足 UGG)", 
NP SEREH EKRE. MR y 是 一 一 对 应 ， 
则 称 y 是 忠实 的 表示 . MOR FEE EEH, Ei 
TERE H PRA WR Z 是 循环 表示 ,而 相应 的 
E 称 为 循环 回 量 . 忠实 表示 必 是 保 范 的 . TTR 及 
R 的 态 9, 必 存在 希 尔 伯 特 空间 Ho mE EEH, UJ 
E RE H, EÍS3UR 几 , 使 是 以 &, 为 循环 向 量 
的 循环 表示 ,而 且 还 满足 PCz)= (28, £0 3X 
就 是 GNS 构造 . 由 此 可 知 , 必 存 在 希 尔 伯 特 空间 
H A gp E ¿ E: R #E H E BJ L SE 228. 

态 与 GNS 构造 是 C ”代数 中 最 重要 的 部 分 ,并 
且 它 们 还 有 重要 的 物理 意义 . MR C ”代数 相应 于 
量子 系统 的 观察 量 代数 ,那么 态 就 是 量子 系统 的 状 
AS , MZ x eG) = (GI, G8, 0 te AE E z TER 
AS 2 中 的 期 望 值 . 

C "代数 的 忠实 表示 (faithful representation of 
C'-algebra) JL“C* (LRA RAR”. 

C "代数 的 循环 表示 (cyclic representation of 
C'-algebra) JL"C^ 代数 的 表示 ”. 

GNS 构造 (GNS-structure) 见 “C 代数 的 表 
ZR. 

B + BF RM (self-adjoint operator algebra) 
# OR (A FES [aJ E XT 8 + W 3k $p js 58-38] BTE 38. + 1 
数 . 设 BAD 23 Z IH FF ZE lB] H 上 的 有 界线 性 算 
TRR, A 为 S DWP FRE MR TC 


OT" € ox WIR o 2 B 5 f RR ZH) 


自 伴 子 代数 . 自 伴 算 子 代数 是 巴 拿 赫 x 代数 . 

冯 。 诺 伊 曼 代 数 (von Neumann algebra) Jf 
称 弱 财 对 称 算 子 环 . 一 类 由 算 子 构成 的 弱 闭 的 C” 
代数 . 令 BAYA fs RAPES H 上 有 界线 性 算 
子 全 体 所 成 的 C ICE IP os S Bugs. 如 果 
a 是 Z CH) S IBSERCEIBIU S TI 
《 即 自 伴 子 代数 ), 且 关于 SCHO B 88 8 + fn d 
闭 的 , 则 称 A + a SRL, FRR v. N. 代 
数 ( 关 于 算 子 范 数 拓扑 为 团 的 巴 拿 赫 x 于 代数 是 
C' 代数 ). 成 为 汉 ， 庄 伊 曼 代 数 , 当 且 仅 当下 列 

1. ER IBEBE x 子 人 代数, 关于 强 算 子 


wth AMA. 


2. A ER IB] C' 代数 , 且 作 为 巴 拿 赫 空间 ， 


CRETE SMS dS. 


BRP SRRES + wp (von Neu- 
mann,J. )4 AF 1935 年 开始 研究 的 一 类 算 子 环 ， 
他 们 得 到 完整 而 深入 的 结果 ,后 人 为 纪念 这 一 数学 
理论 的 黄 基 者 ,就 以 他 的 名 字 来 命名 这 类 算 子 环 . 

注 : 有 些 文献 把 汉 ，。 庄 伊 曼 代数 定义 为 多 (H) 
中 弱 ( 强 ) 闭 自 伴 子 代数 (不 必 含 恒 等 算 子 D. 


38 B] Xf Sr SZ (weakly closed symmetric 
operator ring) Hr", WP RR”. 

WRA (W '-algebra) H| &OR Jg 0B + HH 
SRS C' 代数. 设 M 是 C* 代 数 ,如果 存 在 巴 拿 
赫 空 间 M. ,使 M=(M,)* B M E. M, KRIZ 
间 , 则 称 M 为 W 代数. 冯 。 诺 伊 曼 代数 必 为 WW* 
代数 . 

卡尔 金 代 数 (Calkin algebra) 有 单位 元 的 
C* 代数. 设 多 (如 ) 是 无 限 维 希 尔 伯 特 空间 石上 有 
界线 性 算 子 全 体 构 成 的 冯 ， 诺 伊 曼 代数 ,YH) 
AH EW 8 ER FSA, OME % (H )rR E 
一 非 零 按 算 子 范 数 闭 的 真 双 侧 理 想 , 商 代数 
BU) / 2€ ODRA ER ERR. S 为 BA SI 
BCH) /.2€ CHO WARS, UY T€ BCL) nOD) 
EZH) X CH) rB ñ] 2 ú 4 B S05 T. RHEE 
EWART. id o, 07) — Spr CD. ËR Í, CIS T WA 
质谱 , 它 是 算 子 紧 扰 动 理论 的 重要 概念 . 

本 质谱 《essential spectrum) 见 “ 卡 尔 金 代 
数 ” 

极 大 交换 自 伴 代数 Cmaximal abelian self-ad- 
joint algebra) 一 类 冯 ，。 庄 伊 曼 代数 . 不 能 真正 包 
FEE CHRIS + PSR PHAR + Gm 
曼 代数 称 为 极 大 交换 自 伴 代数 . 

超 有 限 代 数 (hyperfinite algebra) 一 类 重要 
的 冯 。 诺 伊 曼 代数 . wh 7 是 希 尔 伯 特 空间 H E 
KHB ARPS RRM ORE -z 中 存在 弱 稠密 的 
C* 子 代数 o ,使 得 o 是 UHF 代数 且 恒 等 算 子 7 
就 是 ov 的 单位 元 , 则 称 -zt 是 超 有 限 代 数 . 媚 上 
的 有 界线 性 算 子 全 体 构 成 的 代数 08 CHD Sh RRE 
BR B. 

二 次 换 位 定理 (double commutation theorem) 
指出 冯 ， 诺 伊 曼 代数 与 其 二 次 换 位 之 间 的 相等 关 
系 . WC ZH): + WW t S Ú 3, MJ o 与 
A 的 二 次 换 位 Z” FAS "Sa Z 的 换 位 ), 即 
A =A". EARRA + WW P SI 22 BJ TUR 
位 定理 . 这 是 冯 。 诺 伊 曼 对 以 他 命名 的 算 子 环 进行 
研究 的 主要 工具 之 一 . 

卡 普 兰 斯 基 笛 密 性 定理 (Kaplansky?”s density 
theorem) 关于 C ”代数 的 单位 球 在 它 生 成 的 汉 - 
诺 伊 曼 代数 的 单位 球 中 稠密 的 定理 . 该 定理 断言 : 
AY 是 希 尔 伯 特 空间 吾 上 有 界线 性 算 子 全 体 
AMKA I WJ Shh * 子 代 数 , 则 o 关于 弱 算 
于 拓扑 (或 强 算 子 拓扑 ) 的 闭 包 .UY uie 
代数 , 记 o, i 分别 为 xv 和 -2 的 单位 球 ( 即 
WAL 的 元 全 体 ), 则 .ee 关于 弱 ( 或 强 ) 算 子 拓扑 
TE A 中 稠密 . 

(trace) 和 矩阵 迹 概 念 的 推广 . 设 .HY RI, 
诺 伊 曼 代 数 ,.A 为 属于 .UH 的 正 算 子 全 体 , 如 果 


S + K 数 


tr(4) 是 .HV 上 的 非 负 实 值 (不 恒 为 0, 可 以 取 值 

1. trCAd- B) — tr CA) -- tr CB) ; 

2. 4 ASO AY tr(AA)=atr(A); 

3. 对 于 -UY 内 的 任意 西 算 子 V, 有 

tr(VAV*)—tr(A) (AEH); 
则 称 tr(。) 是 .和 死 + 上 的 迹 . 若 对 一 切 AE.U1+ ,有 
tr CA) « +, JU FR tr 为 有 限 迹 ; 若 对 使 得 tr(4) 王 
十 co 的 任 一 AE At, YA BEA ,使 AZBSO, 
mM A tr(B)<+ oo, Wi tr ( + ) E É A BR AY 
(‘AJA a 的 向 上 有 癌 族 , 且 4 为 此 族 的 上 确 界 
时 ,总 有 tr(4)=sup tr(4.), 则 称 tr 为 正规 迹 . 

有 限 迹 (finit trace) JPL y". 

半 有 限 迹 (semi-finite trace) ML yip". 

正规 迹 Cnormal trace) PL“ iE". 

冯 。 诺 伊 曼 代数 的 分 类 (classification of von 
Neumnn algebra) ”对 冯 。，。 诺 仇 曼 代数 进行 分 类 ， 
有 如 下 几 种 . KB e WPR Z 不 存在 半 有 限 
正规 迹 时 , 称 A AO BRS o A SRR, ok H 
型 v. N. 代数 . 与 此 相反 , 当 对 任 一 4E 5 ,A 
关 0, 存 在 半 有 限 正 规 迹 tr(A)A0,tr(A)A+co 
时 ,就 称 Z 为 半 有 限 v. N. 代数. 特别 地 , 当 存 在 
有 限 正 规 迹 tr ,使 得 tr CAD 250 时 ,就 称 Z A ABB 
v. N. 代数 .交换 的 v. N. 代数 是 有 限 的 . 

设 E 是 .A 的 非 零 投影 算 子 , 当 属 于 E.Z E= 
(EAE | A€ -UY}) 的 任意 两 个 算 子 都 可 以 交换 时 , 称 
E 为 阿 贝 尔 投影 算 子 . 4 A 含有 一 个 阿 贝 尔 投影 
AT E, HIRT A BPO CESANA Ce E 
-AU 的 换 位 ) 中 的 投影 算 子 P, 只 有 当 P= 1 才 满 足 
EP 时 ,就 称 A 为 I 型 v.N. 代数. 此 时 ,zt 是 
有 限 的 或 半 有 限 的 , 当 See, HA 
含有 任 一 阿 贝 尔 投 影 算 子 时 ,就 称 _zYV 是 1 型 v. 
N. 代数 . 

纯 无 限 冯 。 诺 伊 曼 代数 (pure-infinite v. N. al- 
gebra)” 见 “ 冯 。 诸 伊 曼 代数 的 分 类 ”. 

半 有 限 冯 。 诺 伊 曼 代 数 (semi-finite v. N. al- 
gebra) ”了 见 “ 冯 。 诺 伊 曼 代数 的 分 类 ”. 

ARR eR SRA finite v. N. algebra) 
DL + W IR SRR”. 

3 . uS H Ab (center of v. N. alge- 
bra) WL“ + HR SRAH AK”. 

I 型 冯 。 诺 伊 曼 代 数 (v. N. algebra of type 
l) 见 “ 冯 ， 诺 伊 曼 代 数 的 分 类 ” 

H 583. BARBRA. N. algebra of type 
I) 见 “ 汉 。… 诺 伊 曼 代数 的 分 类 ”. 

五 型 冯 。 诺 伊 曼 代 数 (v. N. algebra of type 
W) SSS + a RY aR”. 

Bay Ol 2R FX BZ CA bel projection) 


GUSTS + im 
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FRAIR”. 

D + RS RBA Sy R (decomposation of v. 
N. algebra) A T 18 WÍ S IC 3 Or MJ — T 
要 命题 . d o C Z (H EB + VERS S IÇ PK ME 
-WU 的 中 心 € = (1. C 内 存在 互相 正 交 的 投影 
ATE, E, E, ,使 得 Ei 十 Ei 十 Er 二 7, 并 上 且 
E, 4€ E AE MAARE HE HEH FE 
Hg I BY, TU, IL 73. v. N. 代数 ,这 样 的 分 解 是 惟一 
HJ. 通过 这 种 分 解 , 对 于 一 般 冯 ， 诺 伊 曼 代数 的 讨 
论 就 可 化 简 为 分 别 对 I 型 、I 型 和 下 型 冯 。 诺 伊 曼 
代数 的 讨论 . 

因子 (factor) 一 类 冯 。… 诺 伊 曼 代数 . 设 . 
Sa, Gm SIS, MRED EAN orm 
= (AD) , 则 称 -和 是 一 个 因子 .因子 的 分 类 为 LB 
(n— -r99o,1,2,*-0, LÆ (CB I WA AP), I 789 
《 即 工 型 且 不 是 有 限 ) 和 下 型 因子 ，L, 型 因子 同 构 于 
一 个 n 维 希 尔 伯 特 空间 H, 上 有 界线 性 算 子 全 体 
构成 的 代数 A CHO. B + HARB (von Neumann, 
J. ) 等 人 所 提 v. N. 代数 的 约 化 理论 是 把 任何 v. N. 
代数 的 研究 归结 为 对 因子 的 研究 . 

[ ,型 因子 (factor of type 1, ) WAF”. 

I ,型 因子 (factor of type 1,) WAF”. 

E]. AF actor of type I.) WAF”. 

亚 型 因子 (factor of type H) DL“ T”. 

等 价 的 投影 (equivalent projections) ZE + iE 


伊 曼 代数 中 投影 算 子 之 间 的 一 种 关系 . 设 P,Q 是 


d, AFERA 7 中 的 两 个 投影 算 子 ,如 果 存 在 
-和 中 的 一 个 部 分 等 距 算 子 了 1$ P—V'V,Q— 
VV ', 则 称 了 ,Q 在 -中 等 价 , 记 为 P~Q. 一 是 
C 的 投影 算 子 全 体 所 成 的 子 集中 的 一 个 等 价 关 
ZS. 

i& E BJ tk BE (comparison of projections) i 
* 诺 伊 曼 代 数 中 的 两 个 投影 之 间 的 比较 . 设 P,Q 
是 冯 。 诺 仇 曼 代数 4 中 的 两 个 投影 ,如 果 有 PQ 
二 0, 则 称 了 垂直 于 QQ@, 记 为 PLQ, 如 果 PQ=Q, 
则 称 P 了 大 于 QC 或 Q@ 小 于 P), 记 为 P 之 Q( 或 Q 
<P) ll £ ff fE SZ QEA E P— Q. > Q (人参 
见 “ 等 价 的 投影 7") MU PKR P EH Q oR (sk Q EP 33), 
记 为 一 关 Q( 或 Q 入 P).“ 关 ?是 一 个 半 序 关系 ， 
HM .- 乏 是 因子 时 , 忆 <Q,Q 和 已 中 至 少 有 一 个 成 
Ke 

有 限 投影 (finite projection) 18 + GIS 
数 中 的 一 类 投影 算 子 . 设 P 是 冯 。 诺 伊 曼 代 数 HY 
中 的 投影 ,P 称 为 是 有 限 的 (分 别 地 , 半 有 限 的 、 纯 
ERE EARI) ,如果 代 数 DP 是 有 限 的 
(分 别 地 , 半 有 限 的 、 纯 无 限 的 、 无 限 的 ). 

半 有 限 投 影 (semi-finite projection) JL“A 
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限 投影 ”. 

纯 无 限 投 影 (purely infinite projection) Jil 
“有 限 投 影 ”. 

Fe BR FE HR (infinite projection) 
g". 

相对 维 数 函数 (relative dimension function) 
一 种 投影 算 子 的 函数 . 设 -zt 是 一 个 因子 ,Hi 是 
A WIE TCE AD 是 -和 -上 的 一 个 忠实 正规 迹 . 
M A 是 纯 无 限时 ,@B 在 -HY?* 的 非 零 元 处 的 值 恒 为 
+00; 4 -是 半 有 限时 ,要 求 @ 也 是 半 有 限 的 ,这 
样 的 @ 除 去 一 个 常数 因子 4(0 二 4 二 十 0) 外 是 惟 
H. id MA € 的 投影 算 子 之 集合 ,8 到 MM 上 的 
限制 称 为 相对 维 数 范 数 ,通常 记 为 万 .相对 维 数 郴 

1. 如 已 是 有 限 投影 , 则 D( P )< + co. 

2. W P 是 无 限 投影 , 则 D) — oo. 

3. 如 P,Q 是 两 个 有 限 投影 使 得 DCP) 
= DQ) GÀ DOPO) Dron, M P~R PSQ). 

YE RH XT AE SK ER CD Fe L m 24 9 36 2 D 的 值 
域 Z 可 以 取 作 如 下 集合 : 

1. 如 果 A Ji L, Bon HARE n +o) , B 
Z= TOL nee ag GY £22—(0,1,2, 5.09). 14 
=F) WY, PI -和 为 希 尔 伯 特 空 间 D 上 的 有 
界线 性 算 子 全 体 时 , 则 DCPO — dim PCH), X BEB 
所 有 无 穷 基 数 都 视 为 十 ce. 

2. EI, H.W £2 XE DX [R][ 0,1 ]. 

3. Zë Æ D 08 BU] OS REI 0, +]. 

4. Xp E JE OB MW £2— (0, Loch, 

由 于 相对 维 数 函数 值 域 的 情况 与 因子 的 分 类 
相 一 致 , 所 以 因子 分 类 又 称 维 数理 论 , 这 是 冯 ， 诺 
Bt & (von Neumann,J. )% A + 20 世纪 30 年 代 作 
出 的 . 

三 角 算 子 代 数 (triangular operator algebra) 
三 角 和 矩阵 代数 在 无 限 维 情形 的 推广 . 设 CHO HN 
希 尔 介 特 空 间 鼠 上 有 界线 性 算 子 全 体 构 成 的 冯 ， 
ie p euo 是 ODIT] i vw" = 
(ae |a € 7}. 如 果 o (C) o" 是 极 大 交换 自 伴 代 
数 , 就 称 o 是 三 角 算 子 代数 ,而 o [| FROM ox 
的 对 角 . = ff CT USUS DUIS $& (Kadison s R. V.) 
和 辛 格 (Singer,1. M. ) F 1960 年 引入 的 ,此 后 便 成 
为 非 自 伴 算 子 代数 理论 的 重要 人 研究 对 象 . 

套 代数 (nest algebra) 一 类 重要 的 非 自 伴 算 
子 代 数 . 设 人 是 希 尔 伯 特 空间 五 中 的 一 个 闭 子 
空间 链 ( 即 按 包 含 关 系 成 为 全 序 的 闭 子 空间 族 ). 如 
果 0 和 五 E. 人 ,是 -人 关于 空间 的 相交 及 闭 线 性 张 
ZAHA CCN. CN) i ON. ^. UN. € 


AN) WRN EÈ H TFB. o = (T 


J" ËR BE 


€ (CH) | TNCN XE BR NEN} I o V 是 
Z6 CH R8 88 Pr] f 4C PRO ERR, sk Hf UJ Hh , H + 
空间 套 -个 确定 的 套 代 数 . 套 代 数 是 自 反 算 子 代 数 
且 其 不 变 子 空间 格 Latoy (= NEEF. ER 
数 是 韧 格 罗斯 (Ringrose,J. R. )F 1965 年 引 人 和 人 的， 
现在 已 发 展 成 为 系统 的 理论 分 文 . 

自 反 算 子 代数 (reflexive operator algebra) 
一 类 重要 的 非 自 伴 算 子 代数 . 设 多 是 希 尔 伯 特 空 
[n] H 的 一 族 闭 子 空间 , 令 Alg F = (T€ ACA) | 
多 CLat7T}), 则 Alg. 是 包含 恒 等 算 子 1 ËJ 58 Bl 
算 子 代数 . 设 ov 是 多 (五) 中 的 子 代 数 , 一 般 情 况 
FA YCAlg Lat -ez RZ. 如 果 等 式 成 立 , 即 如 果 
A = Alg Lat c , W| fk — 为 自 反 算 子 代 数 . B 
算 子 代数 是 非 自 伴 算 子 代数 理论 的 重要 研究 对 象 ， 
是 由 雷 加 维 (Radjavi,H. ) 和 罗 森 塔 尔 (Rosenthal， 
H. P. ) 于 1968 年 引入 的 . 

拓扑 代数 (topological algebra) FL ap (RR 
的 推广 ,是 一 类 特殊 的 拓扑 线性 空间 . 设 R 是 实 或 
复 的 线性 空间 且 R 是 环 , 若 有 R 上 的 拓扑 使 得 
(RTRA HAIRS A HEE R 中 乘法 连续 ， 
则 称 CR,T) 为 拓扑 代数 . 若 (R,T) 是 拓扑 代数 且 为 
局 部 凸 ( 局 部 有 界 ) 的 拓扑 线性 空间 ,就 称 CR,7') 为 
局 部 凸 ( 局 部 有 界 ) 的 拓扑 代数 . 对 R 中 的 子 集 V， 
车 有 VV 二 (uvlu,v€EV}CYV, 则 称 V E E. R 
FREAGRA JE m DS. AH FINO CR T) 
存在 一 族 平 衡 、m th BJ E Jú SD , IJ # L; 29 J) PB 
m 则 的 拓扑 代数 . 虽然 很 早 就 有 了 关于 拓扑 代数 的 
工作 ,但 普遍 认为 迈克 尔 (Michael,E. 21952 年 关 
于 局 部 m 凸 拓扑 代数 的 工作 为 其 葛 定 了 基础 . 

局 部 凸 拓扑 代数 (locally convex topological 
algebra)” 见 “拓扑 代数 ”. 

局 部 有 界 拓 扑 代 数 (locally bounded topologi- 
cal algebra)” 见 “拓扑 代数 ”. 

局 部 m 46 Fh} RE (locally m convex topo- 
见 “ 拓 扑 代 数 ”. 


非 线 性 算 子 


非 线 性 算 子 (nonlinear operator) | JR fk dE£X 
性 映射 .狭义 上 讲 , 是 指 线性 空间 中 不 是 线性 的 算 
子 ; 广 义 上 讲 , 是 指 不 必 是 线性 的 算 子 ,这 时 线性 算 
子 可 视 为 非 线性 算 子 的 特例 . 对 于 非 线 性 空间 (如 
一 般 的 巴 拿 赫 流 形 或 度量 空间 ) 上 的 算 子 ,由 于 已 
无 线性 可 言 ,因此 也 归于 非 线 性 算 子 的 范畴 . 

有 限 维 空间 中 的 非 线 性 算 子 属于 经 典 数学 分 
析 的 研究 对 象 . 这 里 所 说 的 非 线 性 算 子 通常 是 指 无 
穷 维 空间 (或 无 穷 维 流 形 ) 上 的 算 子 . 非 线性 算 子 来 
源 于 自然 科学 与 工程 技术 中 的 大 量 非 线 性 现象 . 各 


logical algebra) 


dE Tf OE T 


类 非 线 性 微分 算 子 与 积分 算 子 为 抽象 的 非 线性 算 
子 提供 了 基本 素材 

非 线 性 算 子 的 研究 渊源 很 入 ,但 真正 使 非 线 性 
算 子 理论 成 为 一 个 独立 的 数学 分 支 通 常 被 认为 是 
LI 38 E SK (Fréchet, M. -R. )Æ 20 世纪 20 年 代 关 
于 无 穷 维 微分 学 的 葛 基 性 工作 作为 标志 . 20 世纪 
20 年 代 的 巴 拿 赫 压 缩 映射 原理 及 20 世纪 30 年 代 
i) d (Leray,J. 2028 $&/R (Schauder,J. P. ) 关 于 全 
连续 映射 的 理论 显示 了 非 线 性 算 子 理论 的 巨大 功 
用 与 生命 力 . A 20 世纪 60 年 代 以 来 ,这 一 理论 更 
是 迅速 地 向 纵深 发 展 , 从 而 为 研究 与 解决 各 种 重要 
的 非 线 性 问题 提供 了 越 来 越 多 的 有 用 的 工具 与 方 

JE ££ ERR BY (nonlinear mapping) 
AT. 

映射 的 连续 性 (continuity of mapping) 映射 
的 连续 性 概念 在 无 穷 维 赋 范 线性 空间 的 情形 具有 
多 样 性 ,这 是 由 无 穷 维 赋 范 线性 空间 中 拓扑 的 多 样 
PEAT S| HA. d X MY JE CON Y Z HE 28 IR]. DC 
X, fi D—Y 是 映射 . gie í X 与 了 中 的 某 种 
38 Th Cis jn Th t BI yi Xd Th. BSS Ha dh E HE 
间 中 还 有 弱 * 拓扑 等 ) PK AH ABR / J 2: h E 
续 性 概念 . WREX SY 中 都 取 强 拓扑 时 了 是 连 
续 的 , 则 称 映射 1:D->Y 是 从 强 拓扑 到 强 拓 扑 连 续 
DI, okt f 是 强 - 强 连续 的 ,这 时 也 简称 / 是 连续 
Hj. 类 似 地 ,对 映射 / 可 定义 弱 - 弱 连续 , 强 - 弱 连 
续 , 弱 - 强 连续 等 概念 . 

iE #E HË Gt (continuous mapping) 通常 是 指 
从 强 拓 扑 到 强 拓 扑 连续 的 映射 . 1, BR BT E SE 
HE”, 

SS XE SE RË Bt (weakly continuous mapping? 
是 指 从 弱 拓 扑 到 弱 拓 扑 连续 的 映射 . 见 “ 映 射 的 连 
续 性 ”. 

次 连续 映射 (semicontinuous mapping) 是 指 
从 强 拓扑 到 弱 拓 扑 连 续 的 映射 . 见 “ 映 射 的 连续 
PE”, 

om XE SE AR ET (strongly continuous mapping) 
是 指 从 弱 拓 扑 到 强 拓扑 连续 的 映射 . 见 “ 映 射 的 连 
续 性 ”. 

映射 的 依 序列 连续 性 (sequence continuity of 
mapping) ”是 指 映 射 在 序列 意义 下 的 连续 性 . 对 
于 一 般 的 拓扑 空间 基 与 Y 间 的 映射 :XY, 若 f 
在 点 x, € X WIE IRE immo f Gn f (zo), WI 
ER f 在 xo 依 序列 连续 .车 f 在 XX 中 每 点 均 依 序列 
连续 , 则 称 了 在 X 上 依 序 列 连续 . 在 一 般 拓 扑 空间 
中 ,连续 蕴涵 着 依 序列 连续 ,反之 不 真 . 在 度量 空间 
中 二 者 等 价 . Mig X d Y 是 赋 范 线性 空间 ,DCX， 
f:D>Y 是 映射 ,xo€D. 视 对 六 与 Y 中 拓扑 的 不 
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见 “ 非 线性 


同 选取 ,可 得 到 了 了 在 z 的 多 种 依 序列 连续 的 概念 . 
如 s IKIF 31 98 - 98 E BE Gr, TL, 99 f G0 i HR 
FF. J| 85 - 388 IE BE Cx, > o> f Ge > f xo) ) ; ff JY: P 
95 -85 XE S£ Gr, z, => f (z,)— f GO ; Ik PF SU 88-88 
E BE Cr, vm f (x) > f Gn. XX > 5 I9 分 别 
表示 序列 的 强 收敛 与 弱 收 敛 . 其 中 , 依 序列 强 - 强 连 
续 也 简称 依 序列 连续 , 它 与 ( 强 - 强 ) 连 续 等 价 ; 依 序 
列强 - 弱 连 续 与 强 - 弱 连 续 即 次 连续 等 价 ; 依 序列 弱 - 
38 XE Be JR PK 29 HK FF 21] 85 £ 22 TE AN #8 W 559 E SE ; HK 
序列 弱 - 强 连续 亦 称 为 依 序列 强 连续 , 它 不 蕴涵 强 
连续 . 

有 限 连 续 上 映射 (finitely continuous mapping) 
限制 在 定义 域 的 每 个 有 限 维 线性 子 空间 上 是 连续 
的 映射 . 设 X 和 Y 是 赋 范 线性 空间 ,DCX,f:D 
Y, =€ D. AMF X 的 每 个 包含 ze 的 有 限 维 线性 
子 空 间 五 ,映射 

f |png:D [| E c—r 

TE zu 是 连续 的 , 则 称 了 了 在 xo JAREZ. A f fE 
D 中 每 点 均 为 有 限 连续 , 则 称 f 在 D 上 有 限 连 续 . 
4 X 为 有 限 维 空间 时 ,有 限 连 续 与 连续 等 价 . 若 在 
Y 中 取 弱 拓扑 , 则 相应 地 可 得 到 有 限 弱 连续 映射 的 

£ OBR n 连续 映射 (finitely n-continuous map- 
ping) ”限制 在 定义 域 中 过 每 点 的 n 维 线性 流 形 上 
是 连续 的 映射 ,这 里 n 是 菜 个 固定 的 正 整 数 . 设 
f:DC X—Y ,z € D. AMF X 的 每 个 维 线性 子 
空间 ,映射 

J lone: P [|n Tr) =Y 

在 ze 连续 , 则 称 了 了 在 zs KER n ER. A f TE D 
中 每 点 均 为 有 限 n ER, WRR SEDEER na 
连续 . A. ATE Y 中 取 弱 拓扑 ,可 得 到 有 限 x 
弱 连 续 上 映射 的 概念 . S DY 为 有 限 连 续 映 射 , 等 
价 于 对 每 个 正 整数 n, f :D— Y WA ARR n y£ 2 Bh 
ST. 

Æ ESE AR S (semicontinuous mapping) 即 有 
限 1 - 弱 连 续 映 射 . UL" 8 ËR n 连续 映射 ”. 

一 致 连续 上 映射 (uniformly continuous ma - 
pping) 满足 某 种 一 致 性 条 件 的 连续 映射 . 设 映射 
f:DC XY FER et, Et 070, i18 X] D 中 
所 有 满足 条 件 | x 一 y || <ó 的 点 xz 与 y, 均 有 

JG == J Gy | e; 
则 称 映 射 了 在 D 上 一 致 连续 . 一 致 连续 映射 必 为 
连续 映射 ,反之 不 真 . 
李 普 希 茨 连续 映射 (Lipschitz continuous 


mapping) 满足 所 谓 李 普 希 蒋 条 件 的 连续 映射 . 
设 有 映射 ID Nau, BA IER RM LAER 
| f(z) — f&) | < L |z y | (1) 
CV ry € D), 


则 称 f:D—Y Aye # z< XE ES Dh bd. FE rB IE FF BOL 
称 为 李 普 希 芯 常数 , (1) 式 表达 的 条 件 称 为 李 
1535 PAR TF. 李 普 希 蒋 连续 映射 必 是 一 致 连续 映 
B. 

eR BW (Lipschitz constant) Jl “Z 26 
Ais W XE BE BRN”. 

李 普 希 茨 条 件 (Lipschitz condition) “2 
普 希 获 连续 映射 ”. 

局 部 李 普 希 茨 连续 映射 (locally Lipschitz 
continuous mapping) ”在 每 点 的 局 部 为 李 普 希 次 
连续 的 映射 . 设 有 映射 S DCX>Y. ARF Dh 
的 每 点 x, 存 在 x 在 DD 中 的 某 邻 域 U, 使 得 
flu:U 一 了 为 李 普 希 区 连续 映射 , 则 称 f :DY 为 局 
部 李 普 希 蒋 连续 映射 . 李 普 希 蒋 连续 映射 一 定 是 局 
部 李 普 希 次 连续 映射 . 局 部 李 普 希 获 连续 映射 一 定 
是 连续 映射 . 局 部 李 普 希 区 连续 映射 类 常 记 为 
Qv 

A FAR St (bounded mapping) BA Si 
ABR SRA BR. RARS DC XY. AX T D 
中 的 每 个 有 界 集 S,f(S) 为 Y 中 的 有 界 集 , 则 称 
f:D—Y 为 有 界 映 射 . SS: XY 为 线性 算 子 而 
X,Y 为 赋 范 线性 空间 时 ,了 的 连续 性 与 有 界 性 是 
等 价 的 . 对 于 非 线 性 映射 而 言 ,f 的 连续 性 与 有 界 

B BD FF RR St locally bounded mapping) 
在 定义 域 中 每 点 的 某 邻 域 中 为 有 界 的 映射 . 

BH $E f $y (Gáteaux differential) 简称 G H 
分 , 亦 称 弱 微 分 . 是 数学 分 析 中 方向 导数 概念 和 变 
分 法 中 哗变 分 概念 的 推广 . 设 X 和 Y 是 赋 范 线性 
空间 ,0 是 X 中 的 开 集 ,ff:;0Q 一 Y ERR eo ER. 
AEX, AARP 


lim NI Lance Pasa 


存在 , 则 该 极限 值 称 为 映射 f 在 点 mo WrJ m] A BJ 
加 托 微 分 (或 G 微分 ) 或 弱 微 分 , 记 为 Df (zo; A). 
E 了 在 zo YU Ef I In] A 的 弱 微分 均 存 在 , 则 称 f 
TE ze 加 托 可 微 ( 简 称 C HT fW BY SS H| i. f TE xo 
加 托 可 微 , 且 Df (zo hd XT A € X 是 线性 的 , 则 称 
了 在 ze 有 线性 弱 微 分 ,此 时 存在 线性 算 子 A.X 
Y ,使 得 Df (z ;h)= Ah(VAh € X). 这 个 线性 算 子 A 
W iu Df (x) (或 df (z), sk f' (z. )) KW f fE 
zo 的 加 托 导 算 子 (简称 G SAF) sk 58 Sp Pk +-. 如 
AINE SEF Df zo BEAN WR 了 在 > 有 
有 界线 性 弱 微 分 . 习惯 上 , 当 谈 到 了 在 ze 加 托 可 微 
时 , 常 指 了 在 ze 有 有 界 加 托 导 算 子 的 情形 . 若 了 了 在 
Q 中 每 点 均 为 加 托 可 微 , 则 称 了 在 2 上 加 托 可 微 
或 弱 可 微 . 弱 微 分 的 概念 是 由 加 托 (Gáteaux , R. ) 
T 1913 年 引入 的 . 


G 微分 (G differential) 见 “ 加 托 微 分 ” 

弱 微 分 (weak differential) 即 “ 加 托 微分 ” 

加 托 导 算 子 (Gateaux derivative) “FE 
分 

加 托 可 微 (Géteaux differentiable) 
微分 ”. 

G 可 微 (G differentiable) 见 “ 加 托 微 分 ” 

有 界线 性 弱 微 分 (bounded linear weak differ- 
ential) 见 “ 加 托 微 分 ” | 

Bb BRAD (Fréchet differential) ER F fX 
分 , 亦 称 强 微分 ,是 数学 分 析 中 全 微分 概念 和 变 分 
法 中 强 变 分 概念 的 推广 . 设 X Y 为 赋 范 线性 空间 ， 
0 是 XX 中 的 开 集 ,f:02>Y 是 映射 ,xo€ Q. Xr fr dE 
有 界线 性 算 子 A:X 一 Y ,使 得 

f(a th) — flro)— Ah  oCI A ||), 
KEP oC A| / | A] —0C A| 00, ER f£ dE 
xo $B a BA H| f Ca) PR F n] f ) PK am RIA FROM f 
在 zo 的 弗 雷 吹 导 算 子 (简称 下 导 算 子 ) 或 强 导 算 
子 , 记 为 df (ro) m f' (x0), Ah FR f FE zo Wr h oi 
F 微分 或 强 微分 , 记 为 df (zo h mM P (rh. A f 
# Q "p Sp ABA F npo. Wes / # OQ E F ni. f 
在 x. F Wu] (A ZR EGER S dk ze 连续 .了 在 x. F 可 微 
EMT S E zo( 有 界线 性 ?C a iR BAR BR. 


lim h(x Et es nab ey 


KF | Al =1 A— BA. F 可 微 通常 简称 可 微 . 

35 HI fo BJ CS. At IH 3 E AK (Fréchet, M. -R. ) 
T 1910 年 引入 的 . 

F 微分 (CR differential) Il“ RRR”. 

强 微 分 (Cstrong differential) JL“ 3E H&K fX 


D “n FE 


Sy”, 

BRS BF (Fréchet derivative) WMR E 
B. 

Bb = Bk RJ m (Fréchet differentiable) D“ gë 
雷 软 微分 ”. 


FF 可 微 (F-differentiable) DL“ dB 28 Sept ^p". 

严格 可 微 (strictly differentiable) ` £ n] KA 
更 高 一 点 要 求 的 一 种 可 微 性 概念 . 设 X,Y 18929 WR 
范 线性 空间 ,2 是 X ont, TUN, zu, A 
存在 有 界线 性 算 子 A:X>Y EF 


pap + h) — f(z) — Ah] = 0, 
PED 
则 称 S XE xo 严格 可 微 . BR n] ioc Zi eR GR n] ox. 
ait BF (asymptotic derivative) ”映射 在 
无 穷 远 点 的 MT. X.Y 均 为 赋 范 线性 空 
lB], f£: X—Y. EREA RAVER T. ALX—Y «(ER 
lim | f(z) — Az|/l xl = o, 


I x || 一 十 ce 


E 线性 3 + 


WHR 4 为 地 的 渐 近 导 算 子 , 记 为 上 (ce). 这 时 也 称 
三 为 渐 近 线性 的 . 

偏 导 算 子 (partial derivative) A At Hr Jg 
导数 概念 的 推广 . 设 X,Y,2 是 赋 范 线性 空间 ,02 
是 XXY 中 的 开 集 ,大 02 一 2Z,(zoyyo)E80. 若 对 于 
固定 的 yo, A x 为 变 元 的 映射 g (z) = f (z , ya) #E 
To F uf @ CH hy Hh , G 可 微 ), 则 定义 了 在 (xo, yo) 
关于 xz 的 俩 下 导 算 子 ( 相 应 地 , 偏 C 导 算 子 ) 为 
fr Cro yg (zo). 类 似 地 ， 可 定义 y LE Cxo , yo) 
关于 y We F FATA G 导 算 子 )F, Gy). 
A f TE (roy IA F SES f HF Gy yo), M 了 在 (zo， 
yo) BJ fis F LET. (xo yo ) 5j f, Gros yo FE., AL 
这 时 成 立 公 式 

F E EE E E e E TT 
(V, € X X Y). 

n 2 f (linear operator) XP n 4 4570 
分 别 是 线性 的 算 子 . 设 Krs Aara X, 5 yY 是 赋 范 
线性 空间 ， 


u: TĪ x, — Y. 
i=1 


£ uGnsxtOc^ax 8 PBS z 61.2. 
… ,7) 都 是 线性 的 , 则 称 E: n REAT. LG X, 
ee =X, =X. WMR n RR f u: X">Y 的 
(E ulti tost z, TETE ROSE VS] Di z OLX jn) 
时 不 变 , 则 称 2 为 对 称 的 线性 算 子 . 对 于 线性 
算 子 uliX"—Y.S4:X—Y 为 

u(r) =ulrye xr) = uz" (Vx € X), 
WW 2 PRA u 所 对 应 的 次 型 .不 同 的 线性 算 子 可 
对 应 于 相同 的 次 型 .对 称 的 n 线性 算 子 与 次 型 
之 间 一 一 对 应 .2 次 型 亦 称 线性 型 . 

XT PRAY n 线性 算 子 (symmetric n-linear opera- 
tor) JL"» REAT”. 

n 线性 型 (x-linear form) Win RHA T”. 

EA n£kTES T (bounded n-linear operator) 
映 有 界 集 为 有 界 集 的 线性 算 子 . 设 


u.: Ix — Y 
i=1 


为 SEE. A u JO TEX, 中 的 任何 有 界 集 映 为 
Y 中 的 有 界 集 , 则 称 n RRT u HEARN. n 线 


性 算 子 u 为 有 界 的 充分 必要 条 件 是 
| u | —sup! yC a st as m | | | Ti | =], 


1 一] ,2 ,n) « 4-69. 
这 时 , | u | 称 为 zx 的 范 数 .2 线性 算 子 的 有 界 性 与 
连续 性 是 等 价 的 . 
高 阶 加 托 微分 (higher Gâteaux differential) 
亦 称 高 阶 G 微分 或 高 阶 弱 微 分 .是 C 微分 概念 的 
高 阶 推广 形式 . 设 X,7Y 为 赋 范 线性 空间 ,2 E X 
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Z A 分 本 


PAIS. ru BAR. z € Q. A f dg Q PR 
A G AP. vk, CX. z€ (8 G 微分 Df (= ; 
hi). X BJ A 3 i Df ¢ ° ; hi): Q—>Y TE To Wy G 可 
微 , 则 称 了 在 zo 为 二 阶 G np eR. BRAS DSC sh) fE 
To in 7i ln] h:€ X 的 G 微分 记 为 D: f zo; ha hi) , Bt 
HÀ f FE x=, 的 二 阶 G 微分 . JA Wa. E fo TE Q 中 每 
AA n Br G ër D' f Goss hs tS hi), H St 
D" f ( ` shasha- h FER Xo 为 G 可 微 , 则 称 T 
TEx A nd-1 Br G 可 微 , 这 时 映射 D'fC* iA, sho, 
S hi) fE zo W h, BT 1A DE f Cros hnti» 
hs ttt hi) ERO f TE Xo 的 n+1 BT G 微分 . 如 果 
D" f Gros, Rh ca ttt hi) RE ER BIG hy het sha SP 
别 是 线性 的 , 则 称 f 在 zo。 有 nn 阶 线性 微分 ,这 时 
D" f Grosh, sh, th) Ae n SREL ST, 1 y 
D' flr), BA 
DT Cr) (shui shy) 
-—D'fonshi a (Ie vei s 

D'f GO MBA f £ xo BJ n INGE SRF sk n Br G 
FRATRA n SAL. X DUGOxdS P BJ, 
则 称 f TECH x BAH C 微分 . 

S Mt 58 $R 4r (higher weak differential) J 
“高 阶 加 托 微分 ”. 

m Er G 微分 (higher G differential)” 即 “高 阶 
加 托 微分 ”. 

高 阶 加 托 导 算 子 (higher Gáteaux derivative) 
亦 称 高 阶 C 导 算 子 或 高 阶 弱 导 算 子 . 见 “ 高 阶 加 托 
微分 ”. 

高 阶 G $A F (higher G derivative) BJ“ gg 
阶 加 托 导 算 子 ”. 

高 阶 弱 导 算 子 (higher weak derivative) L 
“高 阶 加 托 导 算 子 ”. 

T Dt SB ES Sk fa Sy (higher Fréchet differential) 
亦 称 高 阶 强 微分 ,简称 高 阶 F 微分 或 高 阶 微分 ,是 
F 微分 概念 的 高 阶 推 广 形式 . 设 X,Y 为 赋 范 线性 
空间 ,QQ E: GEI F0 Y € Q. 归纳 定义 
f TE xo ËJ n Bf F RAT WA PSC tosh hi): — 
Br F 微分 df (xo;h1), 即 微分 已 有 定义 . 设 了 在 
xo 的 某 邻 域 中 有 n Br F f Ar d" f Gri AREA 
界 (2 十 1) 线 性 算 子 


n+] 
u: || x, — Y (XE Xu; 


i=] 
使 得 对 任意 的 hi host? ,hh € XH 
d" f Gro Aha ash htt) 
—d'f Grosh, sh, 444A) 
=u (hayi shanse shy) +r (royhati ha shy) > 
其 中 
supi || rGroshiashusf still 
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he s= n = Tg 

—oCl Ani d Cll As (lO, 

W uh shut SUO f E xs BOYD BT F tk 
Aree d igit hs). 

高 阶 强 微分 (higher strong differential) 即 
“高 阶 弗 雷 歇 微 分” 

mM FAA (higher F differential) — D," s y 
BEREI” 

高 阶 微分 Chigher differential) WL“ i Ep HE 
BK IT”. 

E Wt 9b = x S S + (higher Fréchet deriva- 
tive) JK WR SAH. ARAN Sr 
高 阶 导 算 子 ,是 导 算 子 概念 的 高 阶 推广 形式 . 设 
X,Y 为 赋 范 线性 空间 N) Æ X 中 的 开 集 ,f ;02>Y， 
x; € Q. Xp f dE Q EF ARMAS BJ F 导 映射 
f'iQ—58(X-YOo,H'B Z(X—Y)K RH v a 
Y 的 全 体 有 界线 性 算 子 组 成 的 赋 算 子 范 数 的 赋 范 
线性 空间 . AR SFE MH 可 微 , 则 称 f 在 zx。 
— Br F 可 微 ,这 时 SFE zo A RP IAS (a) 
CM d f C00 MA f E x, B3 — Br SRT. AA 
纳 法 可 定义 了 了 在 zo BJ n WF RESO Cr) CK 
d" f Cx). f TE z # n Br F SESE-T/7 GO SPF 
f HE zo An Br kat, ABT AX V. 

fO GA, hh, = d'fGyyh, uA). 

ES das [B] PRE) n Ep F SESET- EZ n RER 
子 必 是 对 称 的 . 

高 阶 强 导 算 子 (higher strong derivative) E| 
“高 阶 弗 雷 歇 导 算 子 ” 

高 阶 F S (higher F derivative) We 
Hr 35 KR”. 

高 阶 导 算 子 (higher derivative) ML“ P Br dg 
KS AL”. 

C 映射 (C-mapping) 具有 连续 的 -~ 阶 导 映 
射 的 映射 . 设 X.Y 为 赋 范 线性 空间 , 是 X 中 的 
开 集 ,f:Q 一 Y,r ERER r f #E Q E rB; F 
Am. Ar BF SRT SCOR Q E E XE BS. WI] py 
fiQ—Y j& C' 映射 , 记 为 JEC Q2, YO. EE FE f] 
ERM. WR SEC OLY) WH f d& C^ RH. ic 
Af € C7 (2, YO. 8 5$ 295g C" 映射 即 为 连续 映射 . 

DO Ft SS ZR (Gâteaux power series) 简称 G 
AE SCC. UA n ZX TERI A RA RK Du. 这 里 
Un: X" — Y Kn RER T ur” 表示 Y PEJ. GC 
2 BM He BL USC] — RE 32 S8 XXX. F 897623 E TE 
广 形式 , 它 的 部 分 和 是 赋 范 线性 空间 X 上 的 “多 项 

G E £ $W (G power series) "int RE SK 
A. 


Bb E Be WW (Fréchet power series) fj £k F 
TE ZUG. BR 2 线性 型 为 一 般 项 的 级 数 Dus". 
XX Hu: X" Y 是 有 界 n KREBS. F RRA E N 
常 寡 级 数 的 一 种 较 强 意义 下 的 无 穷 维 推广 形式 , 它 
的 部 分 和 是 赋 范 线性 空间 X 上 的 “连续 多 项 式 ”. 

F X R RR CF power series) ML“ 3B EREZA 
ay”. 

DA St 4 A BR St CGateaux holomorphic map- 
ping) 简称 G 全 纯 映 射 , 指 可 展 成 G RAH BR 
射 . 

G 全 纯 映 射 (G holomorphic mapping) WM 
“加 托 全 纯 映 射 ”. 

Jp BS BX RE AT RR St (Fréchet analytic mapping) 
简称 解析 映射 , 指 可 展 成 F Ee E PJ. 

正解 析 映 射 (F analytic mapping) WL“ 
BOE BRAT”. 

jn Et SS Bh ZS xx (Gáteaux-Taylor formula) 

经 典 的 泰勒 公式 在 G 微分 意义 下 的 推广 . 设 X 和 
Y EESa8ÀE OQRXHEBJILUuTS$.€20./:0 
—Y.it h€ X E ro +h € Q. # f fE OPERA ge 
BAF n 阶 线性 G 微分 D° f Ca )h", MJ px vr. F XË # 
勒 公式 


f Gs th) = fla) + 3 gi D Flap h! u$. s 
H 

| Rz | < sup | D'f(z cA" || |O<r<1}. 
ER rD f eh" 在 2 上 连续 , 则 有 


R, = | — D" f (zo On dr. 

3B = Sk -3E BN 2S zÇ ( Fréchet-Taylor formula) 
经 典 的 泰勒 公式 在 下 微分 意义 下 的 推广 . 设 X A 
Y 是 巴 拿 赫 空间 ,02 是 XX 的 开 上 曲子 集 ,xo€ O, f . Q 
> 了 . 若 f 在 人 上 存在 nn t F SRF f”, Wa 
意 的 hE€EX,zo 十 hEQ, 成 立 下 述 泰勒 公式 


fG + h) = fla) 十 — sf oh + R,, 
H 

| R, I sup { || f” Gro 4-09" | ote]. 
车" 在 人 上 还 是 连续 的 , 则 有 


R, = | AME f (ay + th)h”dr. 

Ix. E SL GE JE (inverse function theorem) Jf 
称 逆 映射 定理 . dp BA DT P Ic pR 2 ZE ZE BJ 7623 2Ë TE 
TÉR. GX av 是 巴 拿 赫 空间 ,人 2 是 XX PHF 
集 ,fEC?C0,Y), ÈL € 0.4; f fE z, 的 导 算 
子 了 (xo) 有 有 界 逆 , 则 / XE xs Pu s C^ 同 胚 , 即 存 
LE ze AFRE U 与 jzo) 的 开 邻 域 了 ,使 得 f lo: 


非 线 性 算 T 
U>V A Ék f ',V—U, HB f '€ C*. 上述 仅 是 
巴 拿 赫 空间 中 最 基本 的 一 个 局 部 反 哨 数 定理 ,此 外 
尚 有 许多 变种 与 推广 ,还 有 全 局 反 孙 数 定理 . 首先 
把 古典 分 析 中 局 部 反 函 数 定理 进行 无 穷 维 推广 的 
是 拉 姆 森 (Lamson, K.)(1920), 海 德 伯 兰 特 
(Hidebrandt , T. ) 和 格雷 夫 斯 (Graves,L. ) (1927) 
BK MA (Michal, A. D. ) 和 克利 福 德 (CClifford， 
A.)(1933). 对 全 局 反 也 数 进行 研究 的 ,在 阿达 马 
(Hadamard, J. (-S. )) (1904) 之 后 ,有 约翰 (John,， 
F. )(1968) 及 波 拉克 托 克 (Plactock ,R. ) (1974) # 
Ns 

ES d Xr RE JH (implicit function theorem) T 
Ji. ^ Pr tF ER BE 22 E ERIT] 7623 NEI sh. 2 X , Y 
与 A 都 是 巴 拿 赫 空间 ,人 2 是 XXA 中 的 开 集 ,f:0 
一 了 ,满足 flr AdI=0. Wt f 在 人 2 上 连续 ,f 对 变 
元 x 可 微 , 且 ( 偏 ) 导 映射 f,' 在 点 (xo, 和 加) 连续. 若 
fi aa, A): X>Y BARD MEH Y,070 使 得 
= | 4 一 4o | <ó 时 ,方程 TL, Alz 在 | T— Xo | 
<7 中 存在 惟一 的 满足 条 件 cO = z, 的 连续 解 x 
二 x《4). M FEC PSN. AE rle DEC. XT 
ES PRICE XE UE FETSE RS s = W 
义 的 是 莫 泽 -纳什 广义 隐 函 数 定 理 . 

非 线 性 特征 值 Cnonlinear eigenvalue) 亦 称 
非 线 性 本 征 值 .线性 算 子 的 特征 值 概念 在 非 线性 算 
子 中 的 推广 . 设 X 是 ( 实 ) 赋 范 线性 空间 ,4:X 一 飞 
JE dE Zk TET T. FETE X 中 的 非 零 元 z 与 ( 实 ) 数 
A, 使 得 A Cx) — Ax , Wl A 称 为 非 线性 算 子 A 的 一 个 
特征 值 ,z 称 为 A 的 一 个 特征 同 量 或 特征 元 . 更 一 
Atib it X MY 是 赋 范 线性 空间 ,4,B 是 两 个 非 
线性 算 子 EFEX 中 的 向 量 x 关 0 与 实数 4, 使 得 
AG) —AB G) , l| fk ACH A 相对 于 B 的 一 个 特征 
值 ,zx PRA A 相对 于 B 的 特征 癌 量 或 本 征 元 . 

非 线 性 本 征 值 (nonlinear eigenvalue) 
线性 特征 值 ”. 

非 线 性 特征 向 量 (nonlinear eigenvector) Jf 
称 非 线 性 特征 元 . 见 “ 非 线性 特征 值 ”. 

非 线 性 特征 元 (nonlinear eigenvector) E| 
“ 非 线性 特征 回 量 ” 

Sp IR FE it (bifurcation theory) ” 亦 称 分 义理 
论 . 研究 不 满足 隐 函 数 定 理 正 稼 条 件 时 方程 f(x， 
à) —0 的 解 z 王 ZG) 的 分 布 状况 的 理论 . 它 特 别 要 
研究 方程 的 解 在 何 处 出 现 分 又 . 分 上 收 问题 有 重要 的 
实际 背景 ,是非 线性 分 析 的 中 心 问 题 之 一 . 设 和 ,4 
和 Z 为 巴 拿 赫 空间 , f.X X A—Z. 考察 含 参 量 4€ 
A DU z< € X 为 未 知 量 的 方程 

fG,À) = 0. (1) 
Bt GÀ) € X X A 满足 方 程 (1), 即 有 f Gro AD 
—0. REA y Fg CIO YE % BRE XE Z E SX Gro AD DÉI 
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解 工 一 Z(A). 要 研究 的 是 方程 (1) 在 (zc,ao) 附 近 是 

否 还 有 异 于 x (4) 的 解 . 如 果 存 在 序列 A. A, 5 x, 

> ros E1 fA Cr A) 0 [HH x, zExXGQOmD, HI E 

(Los Ao) 8X, Ay 为 方程 的 分 歧 点 , 解 (z， A TRU J Fe 

《1) 的 相对 于 解 z CO BLA E PR. 上述 概念 属于 静态 

分 层 理 论 的 范畴 . 此 外 , 尚 有 动态 分 歧 理 论 ,参见 
“ 常 微分 方程 的 分 收 理 论 ”. 

分 歧 点 (bifurcation point) 
点 , 见 “ 分 歧 理 论 ” 

Ik A (bifurcation point)” 即 “分 歧 点 ”. 

分 叉 点 (bifurcation point)” 即 “分 歧 点 ”. 

分 歧 解 (bifurcation solution) BL“ ¿y Ek FB 
论 ” 

李 亚 普 诺 夫 - 施 密 特 过 程 (Liapunov-Schmidt 
procedure) 亦 称 李 亚 普 诺 夫 - 施 密 特 方法 . 一 种 无 
穷 维 空间 中 方程 的 分 卜 解 约 化 为 有 限 维 空间 中 方 
BAY ATE fk. J y IE. e XY PDS, IX 
R—Y€C'(GZD,;, (to WEDE Tt Äis, 
A A= f, (oe à EH EAER T, E X, = 
kerA,Y = AX. it X —X,QX,,Y =Y PY.. X = 
TEX ÀSgr—x—vc-u.H'npvC€X,uwckX, 
S P ANYS] Y, EW B ARTES. din Es eR 2 E YR 7I 
SS 


Jh ËR 2 sa PL 


(id — P)f lra + u + u,À) = 0 
TE y BOTE TEE — BR E AR E CO. AD —0 BJ C? fR u 
—v(u,A). 这 时 求 方程 
Jona) (1) 
TE Cro, Ao) BJ Zf Uc fe SE ff T ok PX 本 有 限 维 方程 在 
CO, AD FA A I E 
(QA) = Pf Cro + v(,2 +u,A)=0. (2) 
方程 (2) 称 为 方程 (1) 的 分 睹 方程 . 此 方法 因 李 亚 普 
KX CJlanyuos, A. M. ) 与 施 密 特 (CSchmidt , E. ) 的 
工作 而 得 名 . 
分 歧 方程 (bifurcation equation) 
诸 夫 - 施 密 特 过 程 “ 
E £ tei Ae (Banach manifold) 有 限 维 流 形 
的 无 穷 维 推广 . 设 M ERRERA, E 是 巴 
Sd = a|. 若 对 于 M 上 的 每 一 点 户 , 均 存 在 p 的 开 
邻 域 U SMU BE 中 某 开 集 上 的 同 胚 映射 89:U 一 
PUCE, WK M AA E 为 模 的 巴 拿 赫 拓扑 流 形 
RGEC 巴 拿 赫 流 形 . 这 时 每 个 (U ORAM 上 的 
一 个 区 图 . 现 设 MELE ARN Co BEME ,> 
是 某 个 正 整数 或 十 ceo. 设 (wa) 与 (77o mp ) 是 M 上 
的 两 个 区 图 .大 UL U, — (D KA U, YU, Z 2 NI 
FL FE 3 er BL 
Pa ° € P Ua N Up) > @(U, (1 Up) 
是 C' ft ot fe] AS. PR ix W 4 DC El E: C" 相 容 的 . 设 
PRAM EN-HK Fl Br k Z Jk. ADP 中 任意 
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两 个 成 员 均 是 C" AAW. AF 构成 M 的 开 和 覆盖 ， 
WR DAM EWC 图 册 . 如 果 MM 上 的 一 
CAH Z Te C" 相 容 的 意义 下 还 是 极 大 的 , 即 不 能 
在 多 中 再 添加 新 的 成 员 使 其 仍 保 持 C' 相 容 性 , 则 
称 2 为 M 上 的 一 个 C 微分 结构 . M 连同 其 上 指 
定 的 一 个 C 微分 结构 DRAW E ARH C E: 
SUM UE ia OM.S0.BTMrERM-— C 图 册 
总 可 惟一 地 生成 一 个 极 大 的 C" 图 册 , 因 此 , 当 给 定 
TM 上 的 一 个 C 图 册 rt, ZNEROM, 
DEC ERAMI. C ELS UE (M , Z) EB 
区 图 指 的 是 Z 中 的 成 员 . 4 p €C U, RL, (M.D) E 
的 区 图 (U6,9) 亦 称 为 在 点 p 处 的 局 部 坐标 系 .7 
SITH C 巴 拿 赫 流 形 称 为 巴 拿 赫 微分 流 形 . 如 无 
特别 说 明 , 巴 拿 赫 流 形 一 般 均 指 巴 拿 赫 微 分 流 形 ， 
光滑 流 形 一 般 是 指 C™ 流 形 . 

巴 拿 赫 空间 本身 ,连同 其 上 的 一 个 C BM 

— {(E,7)})( 此 图 册 仪 由 一 个 成 员 组 成 ,其 中 了 
为 上 的 恒 同 映射 ), 成 为 一 个 以 上 ARAN COE 
f d ULP. 通常 说 到 EE 是 巴 拿 赫 流 形 时 即 是 在 此 
意义 下 而 言 . 

巴 拿 赫 流 形 上 的 C’ Rh AT (C'-mapping on Ba- 
nach manifold) 有限 维 流 形 上 C’ 映射 概念 的 无 
穷 维 推广 , 也 是 巴 拿 赫 空间 中 C' 映射 概念 的 推广 . 
设 CM, 夕 ) 和 (CN, 久 9 ) 是 两 个 C' 巴 拿 赫 流 形 , 它 们 
的 模 空 间 分 别 是 E $i F, f M> N 是 连续 映射 . 设 
正 整 数 rss, pC M. TE N ERS) =q 处 的 局 部 
坐标 系 (V,J)EY' ,在 M 上 取 p 处 的 局 部 坐标 系 
(CU DED, (ES f (U CV. # E: € # = [a] rh BJ Bi 
射 

pfp: pU) > PV) 
在 点 OC PEC 的 , 则 称 上 映射 了 在 点 户 是 C B. 
Jf fE M 上 每 点 均 是 C By, ER IMN 是 C BR 
B]. DROW C' 相 容 性 保证 了 上 述 定 义 与 局 部 
坐标 系 的 选取 无 关 . 

E £ # y JE B VJ [5 SÉ (tangent vector of Ba- 
nach manifold) 有 限 维 流 形 的 切 向 量 概念 的 无 穷 
维 推广 . 设 M 是 以 为 模 的 巴 拿 赫 微分 流 形 ,p 
€ M. 考虑 点 p 处 的 下 述 三 元 组 的 集合 

Dg {Ua .e1Q..q0E p 处 的 区 图 ,eEE). 
在 DP, 中 引 人 等 价 关 系 " 一 ”如 下 : 

(U,,@ e)— (Us qu w)€9 (Qo ° @')' (@ Cpo)De—w 
r, 中 每 一 个 三 元 组 (U,,%， "T 
LU A. e)], FRAN M 中 点 p BJ — ` HJ inj Bz. Dim 
量 的 另 一 等 价 定义 可 通过 M 上 过 点 2 的 C 曲线 
在 相 切 意 义 下 的 等 价 类 给 出 

E & # it Fe BJ VJ = a] (tangent space of Ba- 
H M 上 指定 点 处 的 所 有 切 回 量 


nach manifold ) 


jo bu e E 为 模 的 巴 拿 赫 微分 
= (X |X E M fE p BJ UJ [n] 
3 间 , 称 为 MM 在 点 


所 成 的 线性 空 
Sa PEM, 令 

Rp T SEE 同 构 的 线性 空 
5 HY [8]. 

E $a (Banach vector bundle) 每 点 
处 的 纤维 均 拓扑 线性 同 构 于 某 巴 拿 赫 空间 且 局 部 
平凡 的 从 .一 个 从 指 的 是 三 元 组 $= 二 G, r, B), H 
H G AB 是 拓扑 空间 ,x:G 一 B 是 连续 满 映射 .G 
和 B 分 别称 为 从 & BY 2 == |a] SE Z [R] , z 称 为 投 
影 . 对 每 点 65€B,x (5) 称 为 从 在 点 5 的 纤维 , 记 
K Ge W ë= (Gun BOE T PA MMA ¿= (Go, B) 
AE SUM lal REA. FEE B BJ— JF ES (U |a € 

A), 且 对 每 个 a€ A， 对 应 有 茶 个 巴 拿 赫 空间 Y。 及 
连续 映射 cuim '(U。) 一 U。XY,, 使 得 : 

l. r, Ze [R] A, H Pr 一 r, 其 中 P,1U,XY,—U, 
为 目 然 投 影 . 

2. Vb EL 导出 映射 Tap: 
线性 同 构 . 

3. Va, B € A, 4 U, U SE OH bb rara RN 
UUs 到 AY. YA B) xg SE BR BF, Ru AYO 
YOAM Y. 到 Yes 的 有 界线 性 算 子 空间 . 

对 于 巴 拿 赫 向 量 丛 6— (G x PD d B 是 连通 
的 , 则 上 述 诸 巴 拿 赫 空 间 Y. 彼此 拓扑 线性 同 构 , 这 
时 可 将 诸 Y。 取 作 同一 个 巴 拿 赫 空间 Y. 4 BAY 
E 为 模 的 连通 的 巴 拿 赫 流 形 时 , 巴 拿 赫 向 量 从 E 
二 (G,x,B) 的 全 空间 G 成 为 以 XY 为 模 的 巴 拿 
PHT MIE. BT. A BRC 流 形 , 且 上 述 条 件 
3 PARRA CH MW CHC 巴 拿 赫 流 形 ， 
CAT ER FAC” E €= P RH 

E £ mint FZ BJ UJ A (tangent bundle of Banach 
manifold) 由 巴 拿 赫 流 形 上 所 有 点 处 的 切 空间 所 
FJ p BJ E E 5 aj t PA. iZ MBC E SO W. JÉ, , Eš 
空间 为 E. < 


x '(b)— Y, 是 拓扑 


TM = UTM, 
r, T M— M 为 到 基点 的 投影 , 即 当 X,€ T,M 时 ， 
rX, =p. 由 M 上 的 微分 结构 可 自然 诱导 出 TM 中 
的 微分 结构 与 向 量 从 结构 使 得 (TM,x,M) 成 为 C 
巴 拿 赫 向 量 从 , 称 这 个 从 ,或 简单 地 称 了 TM 为 MM 的 
DA 这 时 TM 是 以 XE NE BC S 
形 . 

E £ we Jit Fé BJ # UJ M (cotangent bundle of 
Banach manifold) 切 丛 的 对 偶 丛 . 设 MERJE 
WC 巴 拿 赫 流 形 ,zzE AM, 切 空间 了,M 的 对 偶 空 间 
称 为 M 在 点 p 的 余 切 空间 , 记 为 T;M, 它 与 5“ 拓 
扑 线 性 同 构 .7'; M 中 的 元 称 为 M 在 点 p BAR UD IG] 
E.S 

T'M = UT; M, 


dE 线 性 S f 


E TM 中 可 用 自然 的 方式 引入 流 形 结构 与 从 结 
构 ,使 之 成 为 C”“' 巴 拿 赫 向 量 从 ,这 个 从 称 为 MM 的 
AUJA.T'M 是 以 EXE'* 为 模 的 C  !' 巴 拿 赫 流 
FÉ. 

E1 $ # it YZ BJ 3: VJ [8] WE (cotangent vector of 
Banach manifold) Ml,“ BRAMIE WJ UJ A". 

F # # itt J HJ 3: UJ = E (cotangent space of 
见 “ 巴 拿 赫 流 形 的 余 切 从 ”. 

切 上 映射 (tangent mapping) EAS # = lal rH pk 
射 的 导 映 射 概念 到 巴 拿 赫 流 形 上 映射 情形 的 推广 . 
W OM , Z) 5 CN , Z' ) 是 两 个 巴 拿 赫 流 形 , 模 空间 
分 别 为 已 和 下 ,JEC (M.N),r>1. i p€ M, 
fI) —q. TABS p 5 SA q 的 局 部 坐标 系 (U ,@ 
H(V,J) fii UCV. 定义 映射 fp: T,M>T,N 
ERR XCcT,M.,it X=[(U,e,e)], £$ f. (X) 
二 L(V,y,w)j], 其 中 w= (fe Y (gl(p))e, 则 PT 
T,M—T,N 是 连续 线性 算 子 , 称 为 了 在 点 pH 
算 子 .由 ff 在 M 上 每 点 2 的 导 算 子 自然 得 到 M 与 
N 的 切 从 间 的 映射 f, :TM 一 TN, fRA f 
的 切 映射 , 且 有 f. EC"1(TM,TN)，f, 也 常 记 为 
df. 

S£ (derivative operator) ML ^] Bo Sj". 

局 部 浸入 (local immersion) 4% BR Àj TE iz à 
的 导 算 子 双 裂 且 为 单 射 的 情形 . 设 M 和 EBS 
赫 微 分 流 形 ,je C'(MN) POM. Sr 

(df), : T M > Tusch 
ERK, HARI, ME SEA p ND A. 
这 里 ,拓扑 线性 空间 中 的 连续 线性 算 子 A E— F 
称 为 核 裂 的 ,是 指 五 可 表 为 4 的 核 空间 ker4 与 五 
的 另 一 子 空间 的 直 和 ;4 称 为 值 裂 的 ,是 指环 可 表 
为 4 的 像 空间 Im 4 与 F 的 男 一 子 空间 的 直 和 . 当 
A 既 为 核 裂 又 为 值 裂 时 称 为 双 裂 . 

R (kernel split) WARA”. 

fü (range split) ML“ Jj Ei A" 

MH Cbisplit) HL" Jj ERA. 

局 部 浸 盖 人 (local submersion) 指 映 射 在 该 点 
的 导 算 子 双 裂 且 为 满 射 的 情形 . 见 “ 局 部 浸入 ”. 

EA (embedding) 在 每 点 为 局 部 漫 人 且 整 
体 为 单 射 的 映射 . 设 SECM, N) ESEME 
点 为 局 部 浸入 , 且 f:MN 为 单 射 , 则 称 映射 :MM 
>N Nik A. Ff :M— N AKA, A S:M>f(M) 
为 微分 同 胚 , 则 映射 :MN ERIS 1E JUI ICA. 

TE U HE A (regular embedding) L gx A". 

映射 的 正则 点 (regular point of mapping) 使 
映射 为 局 部 浸 盖 的 定义 域 中 的 点 . f€ C'(M,N), 
POM ASE pra, Wd), ARN AE 
裂 , 则 p 称 为 了 的 正则 点 . € pe M 不 是 正则 点 , 则 
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Banach manifold) 


Z A 分 析 


含 奇 异 点 , 则 称 为 f 的 正则 值 . #q € NN 不 是 正则 
fA Weg 称 为 了 的 奇异 值 或 临界 值 . 

Rh St BJ BFE A (singular point of mapping) 
DL BRAT RO TE DU] ex". 

Rh at ARI FEAR (critical point of mapping) Jil, 
“映射 的 正则 点 ”. 

映射 的 正则 值 Cregular value of mapping) 
JL" gi ST RS TE RU] e n. 

Rh St BJ Bt 4B (singular value of mapping) 
见 “ 映 射 的 正则 点 ”. 

映射 的 临界 值 (critical value of mapping) Jil, 
“映射 的 正则 点 ”. 

巴 拿 赫 流 形 的 子 流 形 (submanifold of Banach 
manifold) 有 限 维 流 形 的 子 流 形 概 念 到 巴 拿 赫 流 
形 情形 的 推广 . CM. ODER OS E BJ C" BS j D 
É, E=E QE: N Æ M Th f Z= ja] , (N , Z ) E: 
BONS E, WC E S h Wu E. EYEN, ff fE p dE 
(CM, Z) Ff BJ Jj BË A bs ZR CU ei, BIR QUT N) 
=U) NE, EQU(1N. ëlo Æ p ÆN, Z!) rh 
DI Jap BB Ab ER A WW PK CN DZ) ECM, Z) BJ IE J| C" 
子 流 形 .通常 所 说 的 子 流 形 均 指正 则 子 流 形 . CN, 
c ) (M.D) RS] GE RID FLIES 4fr ER BRA i: 
N— M EMKA. 

正则 子 流 形 (regualar submanifold) 
拿 赫 流 形 的 子 流 形 ” 

Bite (transversality) ”映射 与 流 形 间 某 种 
规则 相处 状态 的 刻画 . 设 M ALN 是 巴 拿 赫 微分 流 
形 ,fEC' (M,N),W 是 NN BCC FAE CE). i 
PES W), fp=¢q. 看 复合 映射 

TM ef CN) T,N/T.W 
为 满 射 旦 核 裂 ,其 中 x 为 到 商 空间 的 自然 投影 , 则 
FR f 在 点 2 与 W R.A f +,W. s 
S "《W ) 中 的 每 点 p.38 STW Dër / 5 W fi 
BRIA f + W. Fp l| Bb, 4 f CW — OW. UR 
J fW. 设 g€EN, 则 不 4q} 等 价 于 g 是 二 的 正则 
值 . 设 W 与 W; 是 NN AAS FU WIN 为 
包含 映射 , 行 PW. MEW DW. RS eM, 
M: N C 流 形 ,f,EC'(M;,N), 蔡 映射 

Jf, X faM XM > N X N 
与 NXN rh BSXx fü £x WE A= ((q,q) q € NIR 
截 , 则 称 映 射 与 f; 横 截 .下 述 原 像 定 理 反 映 了 
横 截 概念 的 重要 性 : 设 SEC (M,N), WEN D 
C TRE. f + W.W zi / WASH, 
f QVO M 的 C GEN] Fit, ASW) M 
中 的 余 维 数 等 于 W dE N 中 的 余 维 数 . 特别 地 , 若 q 
是 f 的 正则 值 , 且 f OAS WI f ' (q) M BJ 
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见 “ 巴 


C TE. 

萨 德 -斯 梅 尔 定理 (Sard-Smale theorem) 经 
典 的 陕 德 定理 的 无 穷 维 推广 . 设 M Tl N BES oh 
微分 流 形 ,其 中 M 连通 ,可 分 ,JEC (M.N). # f 
JE dp EZ HPpBRAI.H r—indf. M / 的 临界 值 集 
GEN 中 至 多 可 数 个 无 处 稠密 闭 集 之 并 ,因而 是 
第 一 范畴 集 . 此 定理 由 斯 梅 尔 (Smale,S. ) 于 1964 
年 所 得 到 . 

弗 雷 德 霍 姆 映射 (Fredholm mapping) 在 每 
点 的 导 算 子 为 线性 弗 雷 德 霍 姆 算 子 的 映射 . 设 M 
AN ECCERE, SECM, N). # Vp C M, 
(df), : T ,M— Te, N fe db EREA T, W| PE f. 
M— N 为 弗 雷 德 堆 姆 映射 . 当 M Ba. (d f), 的 
BË 2 (8E BTE A ind f. 弗 雷 德 霍 姆 映射 是 非 
线性 分 析 中 最 常 遇 到 的 一 类 映射. 

切 向 量 场 (tangent vector field) 即 切 丛 的 截 
片 . 设 M 为 巴 拿 赫 微分 流 形 ,TM 一 M 为 其 切 从 ， 
zr CT 映射;:M 一 TM 满足 条 件 =€ —= id, E: rh id 为 
M ERT WK EKMEK- CHE 
Fy. 切 向 量 场 也 常 简称 向 量 场 . 

向 量 场 (vector field) 即 “ 切 和 回 量 场 ” 

余 切 向 量 场 (cotangent vector field) E| UJ 
MERA. dE T" MM 为 巴 拿 赫 流 形 M 的 余 切 
A.M 上 的 余 切 向 量 场 指 的 是 满足 条 件 zŠ — id 的 
映射 E M>T*M. 

向 量 场 的 积分 曲线 (integral curve for vector 
field) 在 每 点 以 所 给 向 量 场 的 值 为 速度 向 量 的 曲 
线 . 设 M 是 巴 拿 赫 微分 流 形 ,X 是 M EKHE 
场 ,a; (a ,b)—> M 是 C HR. E 

at) = Xan (Vt € (a,b)), 

则 a 称 为 回 量 场 X 的 一 条 积分 曲线 . 设 X€ C' °, 
Bp X Aa mee aro ey. WER PCM, 
初 值 问题 a (0 = Xa a (0)= p 存在 惟一 的 极 大 
解 曲线 a: T), tt) >M, dh — co< Cp) 
«Ot Oo oo. Iie PAA GD ot) IRA X 
的 过 点 p 的 流 线 . 令 Q—((p,D€MXRIPCM, 
t (p)<t<itt(p)}, D g, Q— M RAH X um 
Os ab fit. >L t€ Ride ce =g * OR 0 二 1pE 
M\(p.t0€ 2}, e —id:i M—M.gqO220— 0.5.9. 
—49 9:0, M EE W| x A HA # s an (e) 
一 Hb) 当 其 中 一 边 有 意义 时 就 成 立 ( 这 时 另 一 边 
也 有 意义 ). 

向 量 场 产生 的 流 (flow generated by vector 
field) 见 “ 向 量 场 的 积分 曲线 ”. 

芬 斯 勒 结 构 (Finsler structure) E, && js [u] E: 
从 上 的 范 数 结构 . 设 E= Gr, M) E SLE M 
上 的 巴 拿 赤 向量 从 ,从 《上 的 一 个 芬 斯 勒 结 构 是 指 


满足 下 述 条 件 的 连续 函数 | ， || :G—>R4: 

1 VE 站 1 有 是 人 二 的 一 个 
等 价 范 数 . 

2. YEM, XIF po TE M 上 的 任意 使 得 G 在 
其 上 可 平凡 化 的 邻 域 U 与 任意 的 8 二 1, 有 po 的 邻 
域 VCU ,使 得 


LeSille le YEV. 


4 M BE AF E 芬 斯 勒 结构 总 是 存在 
BJ. 芬 斯 勒 结构 因 芬 斯 勒 (Finsler,P. ) 的 工作 而 得 
M. 

EB sier 23 Jt Jë (Banach-Finsler manif- 
old) 在 切 从 上 指定 了 分 斯 勒 结构 的 巴 拿 赫 流 形 . 
设 M 是 巴 拿 赫 流 形 , | ° TM 上 的 芬 斯 勒 结 
构 , 则 CM, 上。 | ) 称 为 巴 拿 赫 -分 斯 勒 流 形 ,或 简 
称 分 斯 勒 流 形 . VJ PA E 892: Er 8025874 BL EAS Sp tH Z 
切 从 上 的 分 斯 勒 结构 . 

切 从 上 的 芬 斯 勒 结构 亦 称 为 芬 斯 勒 度量 . 它 按 
下 述 方式 诱导 出 M 上 的 度量 . 设 oi[a.b]— M 是 
C! 曲线 (或 未 段 C! 曲线 ), 则 可 定义 曲线 a( 从 a 到 
b) BJ KEEN 


| ee ha 


设 M 连通 (否则 考虑 其 每 个 连通 分 支 ), 可 定义 MM 
上 任 取 两 点 p 和 9g 间 的 距离 为 

Pp(p,9) 一 inf{M 上 从 p 到 4g BEBE C^ 曲线 的 长 度 )， 
则 o 满足 距离 公理 ,(M,p) 成 为 距离 空间 ,和 且 p 诱 
导 的 拓扑 与 M 上 原 有 的 拓扑 一 致 . ARS A 
(M p) dé SE £ WW BK M 是 完备 的 巴 拿 灰 -分 斯 勒 
流 形 . 

芬 斯 勒 度量 (Finsler metric) 
斯 勒 流 形 ”. 

完备 的 巴 拿 赫 - 芬 斯 勒 流 形 (complete Banach- 
Finsler manifold) 见 “ 巴 拿 赫 - 芬 斯 勒 流 形 ” 

3E OR (E t VETE (Hilbert manifold) — f& zs [B] Jy 
希 尔 伯 特 空间 的 巴 拿 赫 流 形 . 

28 OR (B. 56 - 32 B TE FZ (Hilbert-Riemann mani- 
fold) 指定 了 黎 曼 度量 的 希 尔 介 特 流 形 . 设 M 是 
希 尔 伯 特 微分 流 形 ,AM 上 的 黎 曼 度量 指 的 是 M 上 
的 一 个 连续 的 正定 对 称 二 阶 协 变 张 量 场 g. M 连 
同 其 上 给 定 的 黎 曼 度量 g 称 为 希 尔 伯 特 - 黎 曼 流 
形 , 记 为 (M,g), 这 时 ,YpEM, 由 

g,:1 ,M X T,M — R 
给 出 了 了 ,AM EWA- ,*0,—9g,€* , * 0.24 M 
连通 时 , 黎 曼 度量 g 诱导 出 了 M 上 的 距离 o # 
OM ,Oo) 是 完备 的 度量 空间 , 则 称 (M,s) 是 完备 的 希 
尔 伯 特 - 黎 曼 流 形 (参见 " 巴 拿 赫 -分 斯 勒 流 形 六 . 当 


JU EEI- 


dE # 性 OW T 


AM 仿 紧 时 ,M _E BJ 32 E EE Er SEL fr TEBJ. 黎 曼 度量 是 
一 种 特殊 的 分 斯 勒 结 构 . 希 尔 伯 特 - 黎 曼 流 形 是 特 
FK E DIS TD DILE. 

32 B mr (Riemann metric) 
AE EE. 

完备 的 希 尔 伯 特 - 黎 曼 流 形 (complete Hilbert- 
Riemann manifold) 见 “ 和 希 尔 伯 特 - 黎 曼 流 形 ” 

紧 连 续 映 射 (compact continuous mapping) 
像 集 为 相对 紧 集 的 连续 映射 . 设 X 和 Y 是 拓扑 空 
[B], QC X , f: Qo Y 是 连续 映射 . APD) RK N 
称 f 为 紧 连 续 映 射 ,或 简称 紧 映 射 . 

紧 连 续 向 量 场 (compact continuous vector 
field) 恒 同 映射 的 紧 连 续 摄 动 . 设 X 是 巴 拿 赫 空 
BOI AX EWER, (UC, f:0>X XKE 
ZS DD, MEST I— f:0—X 称 为 2 上 的 紧 连 续 向 
量 场 ,简称 紧 向 量 场 或 紧 场 . 

T jE SE RR BN (completely continuous mapping) 
映 有 界 集 为 相对 紧 集 的 连续 映射 , 设 QC X , f: N> 
Y 是 连续 映射 . AMT O 中 的 任何 有 界 子 集 S， 
f(S) 是 Y 中 的 紧 集 , 则 称 f 为 全 连续 映射 . 紧 连 续 
映射 必 为 全 连续 映射 . 当 0 为 有 界 集 时 ,0 上 的 全 
连续 映射 与 紧 连 续 映 射 是 等 价 的 概念 . 设 Q 为 X 
中 的 有 界 集 , 则 f .O— Y 为 全 连续 映射 的 充分 必要 
条 件 是 / 能 用 O 上 的 有 限 维 值 连续 映射 一 致 通 
近 . 可 微 的 全 连续 映射 在 每 点 的 导 算 子 是 全 连续 线 
性 算 子 . 设 D 为 XX 中 的 有 界 闭 集 , f:D 一 Y 全 
连续 , 则 存在 f 在 XX 上 的 全 连续 延 拓 了 :XX 一 Y, 使 
得 


见 “ 希 尔 伯 特 - 


F(X) C cof(D). 

< XE Z [8] BE t (completely continuous vector 
field) 人 恒 同 映射 的 全 连续 摄 动 . 

固有 了 映射 (proper mapping) 紧 集 的 原 像 是 
紧 集 的 映射 . 设 X AY 是 拓扑 空间 ,f:X 一 Y Km 
IW. ITY PHBH RECS OR X 中 的 紧 
集 , 则 称 映射 上 是 固有 的 . 当 X n Y 为 度量 空间 
时 ,映射 f: X— Y 为 固有 映射 的 充分 必要 条 件 是 ， 
了 是 闭 映射 ( 映 闭 集 为 闭 集 ) 且 Y 中 每 点 的 原 像 是 
X PH Re. 24 X MY 是 巴 拿 赫 空间 时 ,连续 线性 
AY A:X 一 Y 为 固有 映射 的 充分 必要 条 件 是 ,A 
ABSA 4 的 像 空 间 Im 4 是 闭 的 . 赋 范 线性 空间 
中 闭 集 上 的 紧 连 续 场 ,特别 地 有 界 闭 集 上 的 全 连续 
场 ,是 固有 的 . 设 X 和 Y 是 道路 连通 的 度量 空间 ， 
fiX-Y 是 局 部 同 胚 ,那么 ,f 是 固有 了 映射 今 f 是 闭 
Pata dH ES w ik BF. 2 X AY 是 道路 连 
通 的 度量 空间 , 且 Y PE ABA. SP :X—Y El 
>f ERARAS S/S Æ A w E yE A A k S. 

压缩 映射 (contractive mapping) 亦 称 巴 拿 
赫 压 缩 映 射 . 是 指 在 度量 意义 下 压缩 的 映射 . x 
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iz A 分 析 


(Xd) E (Y dy) ÆA EZH, f: X— Y 是 映射 . A 
存在 常数 kE1L0,1), 使 得 

dy(J (23, f(y) =< Edy(z, $) (V ty € XD, 
则 称 S 为 压缩 映射 ,k 称 为 压缩 系数 . 压缩 映射 必 
是 连续 映射 ( 且 为 李 普 希 区 连续 ). HX 为 赋 范 线 
性 空间 fs XX 为 压缩 映射 时 ,映射 1 一 了 称 为 X 
上 的 压缩 向 量 场 . 

压缩 向 量 场 (contractive vector field) JBL ^ FE 
缩 映 射 ” 

非 扩张 映射 Cnonextension mapping) 每 两 
点 间 的 距离 不 变 大 的 映射 . 设 X 和 了 是 度量 空间 ， 
J:AA—Y.#d(/(z),f(y))<d(z,y)(Vr,y€ X), 
则 称 了 为 非 扩 张 映射 . # wd fx), f (y) < 
d(xz,y)(Yz,yEX), 则 称 S 为 严格 非 扩 张 映射 . 

严格 非 扩张 映射 (strictly nonextension map- 
ping) 见 “ 非 扩张 映射 ” 

扩张 映射 (expansive mapping) 每 两 点 间 的 
Vg AED ORY. UE XC Y 是 度量 空间 ,f/f:X 一 
Y. Zi d f (x2, fy dlr, y)(V x, y € XO, WR f 
AJ KEA. BA d f(a) fy) ds. y) x. y 
EX), 则 称 了 了 为 严格 扩张 映射 . 若 有 第 数 ALD 使 
得 d fla). f(y) hd Cx, y) (V x, y € XO, WR f 
为 h PRR Ah 称 为 扩张 系数 . | 

jE XX f£ Hl EF (measure of noncompactness ) 
非 紧 集合 丧失 紧 性 程度 的 一 种 数值 刻画 . 设 X 是 
完备 度量 空间 ,多 表示 X 的 全 体 非 空 有 界 子 集 所 
成 之 族 . AE fA PRK: BLO, + 00) HBA 

1. ~(A)=068A E ; 

2.9CA) —9CAX(VAC B); 

3. CAU B) — max (CA), CB); (VA, BC 

BB); 
则 称 少 为 上 的 一 个 非 紧 性 测度 . 这 时 ,对 于 AC 
B, Pp AMA 4 的 非 紧 性 测度 . 4X 是 巴 拿 赫 空 
间 时 , 常 将 上 述 非 紧 性 测度 定义 中 的 条 件 2 加 强 
| 

2'. 9 CA) —9(coAY(VA€ ZB). 

^f Hi BS dE XX FE DU JE 8 HE Tu FE ER HE Kura- 
towski,K. ) 的 集 - 非 紧 性 测度 e 与 紧 斯 多 夫 (Haus- 
dorff, F. ) BJ SR-3E XX PE WU RE Y. o 55; Y By xg X Ar l| 
是 

aCA) —inf (d | X 中 存在 有 限 多 个 直径 均 亿 4d 
Bye uS A); 

Y CA) —infir| X PAA IR Z DREW <r 
的 球 覆 盖 了 A). 

4 X 为 巴 拿 赫 空间 时 ,a 与 7Y 除 了 满足 条 件 
1,2 ,3 外 ,还 有 性 质 : 

4. P(AAD=|A| PCA) VAEZ,AER); 

5. dCA-- Bo E&igCA) -9 CB) (NV A, BC Z). 
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非 紧 性 测度 的 概念 最 早 由 库 拉 托 夫 斯 基于 
1930 年 提出 . 

集 压 缩 上 映射 (set contractive mapping) 在 集 
合 的 非 紧 性 测度 意义 下 压缩 的 映射 . 设 XY 为 完 
fy ES lB], ff: XY ERAR y 与 Vy 分 别 为 
与 Y 上 的 非 紧 性 测度 ,于 有 非 负 常数 ,使 得 对 于 
X 中 每 个 有 界 集 4, 有 dy f(A) ) Shdbx (A), WE 
SA k 集 压 缩 的 ,或 更 明确 地 , 称 SA k (px, dy) FB 
A8 B. 当 &<1 时 , 称 SOAS E Hs A8 BJ , tB, 9 fa) PF 
集 压缩 的 . AOS X 中 每 个 有 界 的 非 相 对 紧 集 A, 
AUS dy (f(A) ) x (A), UK SA Cx dy BERR 
BF. 严格) 集 压 缩 映 射 必 是 凝聚 的 .了 是 全 连续 映 
51.245 HU f£ E 0 集 压 缩 的 ， 

常 取 非 紧 性 测度 为 集 - 非 紧 性 测度 或 球 - 非 紧 
性 测度 . 这 时 , 巴 拿 赫 压缩 映射 是 集 压缩 的 , 非 
扩张 映射 是 1 - 集 压 缩 的 ,但 严格 非 扩 张 映射 不 一 
AE dE SENE. 若 YxEX, 存 在 x 的 邻 域 U, 使 得 f |o 
为 & 集 压缩 (相应 地 ,凝聚 ), 则 称 了 在 和 X 上 为 局 部 
k 集 压 缩 ( 相 应 地 ,局 部 凝聚 ) 映 射 , 设 X 为 巴 拿 赫 
空间 ,D AX PRA. # P: Do X Ak RR 
(或 凝聚 ) 映 射 , 则 I— f PRA D EB RRS m 
场 (或 凝聚 向 量 场 ), AAR D ER EA 
是 固有 的 .可 微 的 & 集 压缩 映射 在 每 点 的 导 算 子 是 
k 集 压 缩 线性 算 子 . 

集 压 缩 向 量 场 (set contractive vector field) 
见 “ 集 压缩 映射 ” 

凝聚 映射 (condensing mapping) 见 “ 集 压缩 
映射 ”. 

凝聚 向 量 场 (condensing vector field) W“ 
压缩 映射 ”. 

Fa 2 $E Fs 4a RR St locally set contractive map- 
ping) 见 “ 集 压缩 映射 ” 

局 部 凝聚 映射 (locally condensing mapping? 
见 “ 集 压缩 映射 ”. 

映射 的 基本 集 (fundamental set for mapping) 
包含 该 映射 的 不 动 点 集 且 有 具 某 种 特殊 性 质 的 凸 集 . 
OX EES wm A] ,.OCX, f:02>X, MCX. X P 
的 一 个 凸 集 S RAR f 相对 于 集 M 的 基本 集 ， 
是 指 下 述 两 条 件 成 立 : 

1.f(S{IM)CS. 

2. 若 zoEM,zxoEcolf Cro) S}, MW] z,€ S. 

这 时 ,S VER SEM 中 的 所 有 不 动 点 , 且 N 
二 co(f(SN 们 MM)) 也 是 f 相对 于 M 的 基本 集 . 当 基 
A S AAEN, N 也 是 基本 集 . 任意 多 个 基本 集 
之 交 仍 为 基本 集 . 当 在 MM 上 无 不 动 点 时 , 空 集 是 
它 的 一 个 基本 集 . S 相对 于 MM 二 2 的 基本 集 对 于 研 
究 映射 f # 2 中 的 不 动 点 具 重 要 意义 . 

A Z FS AR Ccompactly supported mapping) 


一 种 具有 紧 致 基本 集 的 映射 . 设 X 是 巴 拿 赫 空间 ， 
QCX,fi:0—X,MCX.3 X H-PIEB RRA 
P C 满足 下 述 条 件 : 

1.C 包含 了 相对 于 M 的 一 个 闭 基本 集 ， 

2. fK(C(1 MDCC ; 

3. f IE C(0M 上 全 连续 ; 
则 称 C 为 f 相对 于 M 的 一 个 文 撑 . 如 果 了 具有 一 
个 相对 于 M RLR, UPK 了 是 相对 于 M 的 紧 
支撑 映射 . 常用 到 的 情形 是 ,0 E X 中 的 有 界 开 
集 ,M=0，7 太 0 一 X 连续 . Xh], E S 是 (严格 ) 集 
压缩 映射 ,或 凝聚 映射 ,或 终归 紧 映射 , 则 是 0 
ERU X P ph pt. A f:0-X 是 紧 支 撑 映 射 , 则 了 
—fF RAN ERJX s P [n] SR ER. | 

X x FE o Æ ih (compactly supported vector 
field) 见 “ 紧 支撑 映射 ” 

£& JH € Rh Bt Cultimately compact mapping) 
在 超 限 迭代 意义 下 最 终 可 归结 为 紧 映射 的 一 种 映 
射 . 设 2 是 X 中 的 有 界 开 集 ,j 太 0 一 X 连续 . 定义 
超 限 集 列 R. 如 下 : 

R, = cof (Q). 

当 a 是 第 一 类 序数 时 , 令 R= cof Ra (10D. 

当 a 是 第 二 类 序数 时 , 令 R。= N (R. | 8 a. 

超 限 集 列 R. 是 递减 的 , 故 存在 某 个 序数 ,使 
fa H aa 时 , 诸 集 R, 均 相同 , 记 之 为 R*. # R* 
ERE, MIS AR 上 的 终归 紧 映 射 . 如 果 

Ro= NR 

是 紧 的 , 则 称 f 为 极限 紧 映 射 .极限 紧 映 射 是 终归 
紧 映 射 的 特例 . BERR BAI RW. A f:0Q 一 X 
是 终归 紧 的 (或 极限 紧 的 ), 则 I 一 f 称 为 上 的 终 
归 紧 向 量 场 ( 相 应 地 ,极限 紧 向 量 场 ). 

£& IS E tH (ultimately compact vector 
field) JL“ IH BR PP, 

iR ER ERR HJ (limit compact mapping) 见 “ 终 
归 紧 映射 ”. 

极限 紧 向 量 场 (imit compact vector field) 
见 “ 终 归 紧 映射 ”. 

锥 映射 (cone mapping) 亦 称 正 算 子 . HAS 
在 某 锥 中 的 映射 . 设 X 为 巴 拿 赫 空 间 ,P 为 X 中 的 
锥 ,MCX,A:M 一 XX BRR. A 4ACM)CP, 则 称 A 
为 M 上 的 锥 映射 . HE P 上 的 锥 映射 简称 锥 映射 . 
由 锥 了 可 在 XX 中 引入 半 序 “和” 这 时 PP 中 的 元 称 
为 正 元 . 因而 锥 映射 亦 称 正 算 子 . 

IEĦ F (positive operator)” 即 “ 锥 映射 ”. 

增 算 子 (increasing operator) 半 序 意义 下 单 
调 递 增 的 算 子 . 设 (X, 夺 ) 是 半 序 巴 拿 赫 空 间 ,DC 
X,Ai:D—X. GA 

dup m C D. m xA x SAT 


dE d 性 # T 


We AA D ENA +S. AA 
Xi C Dy. > = z Am = B 
则 称 AA D EBERT. 

RAF (decreasing operator) WM WAT”. 

u, UB F (u,-concave operator) 一 种 具有 和 较 
弱 非 线性 性 的 特殊 的 正 算 子 . 设 P 为 X 中 的 锥 ， 
A:P>P KERT. uo>0, RA Eu MET Hl 
R: 

1. YVr>80, FFE a—a(x)250 5 8—8(x220 fii 
得 aqu < Axx flus. 

2. 对 任何 满足 条 件 e u r< Bue 的 Gc P'UOPL 
中 a =a (z=)2>0,0,=0,(z=)2>>0)& 0<;<1, WF 
TE 7—r,0250, 4818 AGr) >C HtA. 

uo OH F (uo -convex operator) 一 种 具有 较 
强 非 线性 性 的 特殊 的 正 算 子 . 设 忆 是 X 中 的 锥 ， 
A:P>P NIE Tf.,u > 0,33 A 为 uo mh EE Sal 
A 

1. V=> 0,fff#E a—o(r)20 5 8= 8(z=)> 0, 
使 得 au < Arx Bus. 

2. 对 于 任何 满足 条 件 oner hu DÉI >€ P 
(这 里 a =a (z)2>20, B|— 9,(22200) RÀ 0<¿z<1, 
均 存 在 7 一 7(z,i) 二 0 使 得 AGz1z)< (1-—73:A<. 

弱 内 向 映射 (weakly inward mapping) — 4E ph 
射 的 一 种 推广 . 设 X 是 巴 拿 赫 空间 ,C A X PAG 
S.A. CX 是 映射 . A 称 为 弱 内 向 映射, 如果 Ar 
€ Jee) Wr € C). ix H L (z)= (x tCy — z) |t 
220, y€C Cj. 4 C—P Æ X PIE, A. DD EHR 
射 时 ,4 必 是 弱 内 向 的 . 

BA ERR Bd (monotone mapping) 单调 递增 一 
元 函数 概念 在 对 偶 作 用 意义 下 的 无 穷 维 推广 . 设 X 
是 巴 拿 赫 空间 ,X 为 X 的 对 偶 空 间 , DCX,7T:D 
—X'.XUH 

Ta — yx O asy C: D; 
MPT 为 单调 映射 .车 上 式 中 的 等 号 仅 当 x=y 时 
成 立 , 则 称 了 为 严格 单调 映射 . 知 存 在 连续 函数 

ua R00 
ait) 2 0 (Vt> 0), 
lim a(t) =-+ co, 
E 
使 得 
(TE ye wc | == y pase 
(Vr,.y € D), 
WEKT 为 强 单调 映射. 强 单调 之 严格 单调 之 单调 ， 
严格 单调 映射 (strictly monotone mapping) 
见 “ 单 调 映 射 ”. 

om SÉ Wi RR ST (strongly monotone mapping?) 
JL" Pa. RE Bh SE. 

th X š WA BÀ SB (maximally monotone map- 
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ping) 不 能 再 进行 单调 延 拓 的 单调 映射 . 设 X E 
ES i == [A], DC X,T D— X" E É Ji ph ñf. AT 
满足 条 件 : 

E e E EK E, 

»—TrxxcD, 
MPT 为 极 大 单调 映射 . 

(S) 型 映射 (mapping of type (S)) 一 种 与 单 

调 映 射 有 密切 关系 的 映射 . 设 万 为 巴 拿 赫 空间 X 
中 的 闭 凸 集 ,T:D 一 X*'. 若 有 : 


y = LL, 


{u ED: U, us 
lim (Tu, sUn u)-—0-u,-u, 
则 称 工 为 (S) 型 的 . 

GS), BI RR BJ (mapping of type (S),) 一 种 
KAY CS) U ph PF. i: D R: E, Sd X PHA 
Ff E,T.D— X'.3. 

(u) C D, u, >u, 
lim(Tu,,u, — u) < 0=>u, > u , 
WRT HS) AH. 


D 上 的 全 体 (S)+ WEA D _E BJ CS) Ug 

射 类 的 凸 子 类 . 强 单 调 映 射 及 其 全 连续 摄 动 是 

(5S)+ 型 的 . 特别 地 , 希 尔 伯 特 空间 中 的 全 连续 向 量 

Go, 型 的 . | 

Jh Æ VERE S (pseudo-monotone mapping) ff 

调 映 射 的 一 种 推广 . 设 X 是 自 反 巴 拿 赫 空间 ,D 是 

X bp S.I. Dr ET 是 有 限 弱 连续 的 ， 
且 满 足 条 件 : 

Lr C: 

lim (Tz, soe =) € 0ST ae =) 


w 
Kai >T; 


< lim(Tz, (= oe Oy oe D 


MF T 是 伪 单 调 的 非 自 反 巴 拿 赫 空 间 中 的 伪 单 
调 映 射 的 定义 是 将 上 述 定 义 中 的 序列 {x,} 换 成 网 
(Lel. 有限 弱 连续 的 单调 映射 ,次 连续 的 (S)+ 型 映 
射 及 全 连续 映射 均 是 伪 单 调 的 . 

CM) BI B Sf (mapping of type (M)) f AGA 
BRST A — PE. 1X BARE SHS LT sx 
X'. ET BARR SEH. HWER: 

(z) C X, =, >=, Tx, >f, 
lim (Tz, ppoc— ee OSs =e Tay 


则 称 T 是 (CM) 型 映射 th SER $J T; X — X * E 
(MM) 型 的 . 
增生 映射 (accretive mapping) 单调 映射 在 
自 映射 情形 的 变种 . 设 X BES ak la], DCX, 
T. D— X. ikBRHIJ.X—2* 是 由 下 式 定 义 的 正规 
对 侦 映 射 ， 
dt 
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IF = loll} C € x». 
GT MERHER x y€D.dffEjx—» 
EJ(zx 一 y) 使 得 
《0 

WU BK T 为 增生 映射 .在 希 尔 伯 特 空间 中 ,增生 映射 
与 单调 映射 是 同一 概念 . 

极 大 增生 映射 (maximally accretive mapping) 
一 种 特殊 的 增生 映射 .不 能 再 进行 增生 延 拓 的 增生 
映射 称 为 极 大 增生 映射 . 

iB Ut A xk (approximation scheme) 用 有 限 
HE zs [B| 3B UE 89 7r 1 dl ae 26 23 2 == [8] PBR a — #h 
工具 . 设 X 和 YY 是 巴 拿 赫 空 间 . (X,Y) 上 的 一 个 逼 
近 格 式 指 的 是 


D—((OX S LUSIT 
其 中 (X,} 与 {Y,) 是 两 个 定向 有 限 维 空间 序列 ,对 


每 个 n, 有 dimX,-—dimY,, P,;X,—X 与 Q,:Y— 
Y, 是 连续 映射 . WR Yep E 28 fE : 
PX = X 


WW fk Ur 1⁄4 K D E f VE BJ. Stadio AA f8 
况 而 做 不 同 的 选取 . 通常 ,{X,) 取 作 X 的 有 限 维 子 
空间 的 递增 序列 ,P, 取 为 包含 映射 IX. X. 
COLS Y 的 有 限 维 子 空 间 的 递增 序列 ,Q,:Y 一 
Y, 为 线性 投影 ,这 时 r= ((X,), G5 QS {Qu} } 
称 为 投影 通 近 格式 .特别 地 , 当 Y=X 时 , 则 取 {Y 
= (X, ) ,这 时 的 投影 逼近 格式 简 记 为 了 = 人 (4X，)}， 

D 如 果 这 时 本 还 是 允许 的 ,有 是 有 Q, | = 
1(YVn), 则 称 关 为 (zi) 空 间 . 34 Y= X Bf, ARY, 
=X; AX, HHS A. MQ=1 Ai, BJ ESU e 
f, h D —(0UX (in); (Xr) UL )) 称 为 (X， 
X') ER A HB r EN 

3B VT E] @ AR AY (approximating proper map- 
ping) —#hFR48 TE BR 4B Xr TA A TERS ph 
射 . 设 X AY EE S AZ [B], Q E X 中 的 开 集 ,7T: 人 2 
>Y ERY, D= Xn) (Pads (Yad (QU TECX YO 
上 的 一 个 通 近 格式 . MET nie, — P, G2, 为 
Q, 在 X, PB e. T,= Q, TP, 0, >Yn F: 

1. 对 充分 大 的 n T, (Q Y, 连续 ; 

2. 若 有 正 整 数 序列 nj) n o9, S FEX uz 
r,€ X, (P, zs/ 有 界 ,yEY, 使 得 

| T, (en) — Q, yl > 0, 
则 存在 (tm RU (n, } 与 z€ 万 ,使 得 
Pu Pe H Pays 


WRT O SET PASADERES BUE. 

3E yr EE RT B RE £ 22 EIS JB E A. 
(rm) 空 间 上 的 球 -凝聚 场 是 关于 投影 格式 逼近 固有 
的 . 可 分 自 反 巴 拿 赫 空间 上 的 有 界 次 连续 (S) 型 映 


BIET Brei Vr 8] RJ. 

BS BE RR St (gradient mapping) 7 PRAY C35) SS 
映射 . 设 X 是 巴 拿 赫 空间 ,2 是 X 中 的 开 集 ,三 2 
>X BAEZ IR pR, p ER FRA REA 
界 C 微分 ,使 得 roi De(x) (V z€ 00, WR f 
为 p 的 梯度 映射 , 常 记 为 f(x) = grad e. X FF OF 
X 具有 有 界线 性 C 微分 , 且 对 于 任何 固定 的 hh,k 
€ X, iz BR DIOR z€ Q ER. BASE 
F BE Bh BP IS FE Ay BE RE EZ ERI (Df G0 & 关于 
h,k 是 对 称 的 , 即 
(DfG)A)& = (Df GO&À)h (V < € Q;h,k € X). 
ID, f BS A PRA 2 可 由 下 式 确定 


eee | fc iu ccn endis 


(Vr € 2), 
其 中 zo 可 取 为 2 中 任 一 点 ,c 可 为 任 一 常数 . 

集 值 映射 (setvalued mapping) 亦 称 多 值 映 
射 . BRAS BES HES. eX ALY 是 两 个 集合 . 记 2 
={A|ACY} RZA Y WHR. AX BY 的 一 
集 值 映 射 指 的 是 从 XX 到 2" 的 一 个 单 值 映射 下 :X 
—2'. 对 于 ACX,F(A) 二 UU{FCz)|xE€E4}) 称 为 4 
Æ F FRR. graph(P)= (Cz, WE XXYlx€X,y 
€ FGOVEROS F MAR. EAR 26 CCX XY , WJ H 
FG)-—(y€Y|G,y) €r)(vxe Xonupft— sg 
(HER STF: X—> 2", 4G graph(F)=T. HF ' (O) = 
(r€ X|(=,y) €graph(F)) (Vy € YOzEg X 55 # fü 
映射 下- 'Y—2* 称 为 下 的 逆 上 映射 . 

WUBF:X—2'.dom(F)—-(ze€XI|FGOox8j 
RA F 的 有 效 域 . 车 YzEX A FOAD, MER F 
具 非 空 值 . 这 时 dom (F) = X. 24 Y 是 拓扑 空间 或 
赋 范 线性 空间 时 ,车 YrzEX,F(z) 为 闭 集 ( 相 应 地 ， 
Ze OF ARES). We FAA OGAM H , R 
Bi, CARAS) CE WAR S GS Z Tm 
条 ). 

Z (HR $} multivalued mapping) 即 “ 集 值 映 
at”. 

+ >É xk & $E (ERR St (upper semicontinuous 
setvalued mapping) 单 值 连续 映射 概念 到 集 值 映 
射 情形 的 一 种 推广 . 设 X 和 YY 都 是 拓扑 空间 , 己 :X 
—2' 具 非 空 值 . 设 zeEX, 若 对 于 任 给 的 了 PHF 
# V DF(z) TEE xo Æ X 中 的 邻 域 口 ,使 得 FCU) 
CV WA F # z, Fa ZEN PRAY 
H LEER, WRF: X> 上 半 连 续 . 上 半 连 续 常 
fia u. s.c.. F:iX—2' 为 上 半 连 续 的 充分 必要 
条 件 是 ,对 于 Y 中 的 任意 闭 集 A.F (4) 王 4zEXX 
IFC(x) 门 4 关 名 ) 是 X PHAR. 4X MY 是 赋 范 
线性 空间 时 ,由 于 和 X 和 Y 中 除 有 通常 的 强 拓 扑 外 ， 


dE SS 性 WS + 


LA 883a Th SE , A e 4 VAL SE (ELE E X 2^ 的 
EÉ SE PEBJ , u dB BH ELE X 和 YY 的 何 种 拓扑 意 
义 下 而 言 . 按照 惯例 , 若 不 特别 指明 , 则 是 在 X 和 
Y 中 的 强 拓扑 意义 下 而 言 . 

下 半 连 续集 值 映 射 (lower semicontinuous 
setvalued mapping) 单 值 连续 映射 概念 到 集 值 映 
射 情形 的 另 一 种 推广 . 设 和 和 YY 是 拓扑 空间 ,已 :X 

—2' 为 集 值 映 射 ,zoEX. 若 对 于 下 (zo) 中 任 一 点 y 
E Y 中 的 任 一 开 邻 域 V, 存 在 xo 在 X 中 的 开 邻 域 
U ,使 得 

Fa) NV #Ø (wWx€U), 
MPR F FE z PARES. APF # X PRAW A BÉ 
ZS, JER EAX 下 半 连 续 , 下 半 连 续 常 简 记 为 
l.s.c.. Fi X— 2" 为 下 半 连 续 的 充分 必要 条 件 是 ， 
对 于 了 4， 
F(A) = (r € X|FGO Nl AFD} 

E X 中 的 开 集 . Pai 间 时 , 视 
XX 与 Y 中 所 取 拓 扑 的 不 同 , 集 值 映 射 F :XX 一 2 有 
多 种 下 半 连 续 性 概念 . 知 无 特别 说 明 , 则 是 指 在 X 
与 中 的 强 拓扑 意义 下 而 言 . 

XE £k $E (Ë RË St (continuous setvalued mappi- 
ng) 既 上 半 连 续 又 下 半 连 续 的 集 值 映 射 . 

e 上 半 连 续集 值 了 映射 (ese-upper semicontinuous 
setvalued mapping) 对 度量 空间 中 的 集 值 映射 提 
出 的 一 种 特殊 的 上 半 连 续 性 概念 . 设 X 是 拓扑 空 
E, CY sd) Hy BE RS [a]. FX 2" 是 集 值 映射 , z € 
X. GX FEB 620, FEE x PAIR U , 818 

F(U) C NF G2; 
其 中 N.(F(zo))2= (y€ Y ld Cy, F G2) <e}, WH 
F Ex 为 上 半 连 续 . 若 下 在 Xi 中 的 每 一 点 均 为 
e FES SR FiX—2 为 e 上 半 连 续 . 若 下 在 
ro EFEZ, W F AE x, 28 € EER. 24 F Cr WH 
紧 集 时 ,反之 亦 真 . 

e N3E xk £k & (EE RR BY Ce-lower semicontinuous 
setvalued mapping) 对 度量 空间 中 的 集 值 映射 提 
出 的 一 种 特殊 的 下 半 连 续 性 概念 . 设 X 是 拓扑 空 
[B], CY do j& EE RE zs 8]. F. X2" 是 集 值 映射 , z, € 
X,# xT EE £8 BJ IE C s, 存 在 z, 的 令 域 口 ,使 得 
F(z C N,(F(z=))(Vz=€U),BIJ#KR F fg xo Ne F 
半 连 续 . 若 下 在 X 中 的 每 一 点 均 为 下 半 连 续 , 则 
WR F :X— 2" He PIER. F Hx Ne PE 
>F #E z, PRES. CHF Cr EAE B] E RC. 

e XE Sk f£ f Rh Sj Ce-continuous setvalued map- 
ping) ”同时 为 e FAFSA e F >É E 2 BJ ER BT. 

2 H g X EB ER (Hausdorff distance) 在 度量 
空间 中 任意 两 个 集合 之 间 定 义 的 一 种 距离 . 设 (X， 
a) 是 度量 空间 . 定义 @ :人 X2 一 [0, 十 ceo] 如 下 : 
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对 于 A, BOC? NIZ}. $ 
d* (A,B) = supd(z,B). 
TEA 


约定 d" (@ ,B)=0(VB6€ 22),d" (A, Ø) =+% 
(VAC 2N(@)). 定义 六 :254X27->[0, 十 co 为 
hCA,B) = maxid* (A, B),d" (B, AD] 
(VA,B € 2*). 
d' (A,B) 称 为 从 A 到 B 的 豪 斯 多 夫 上 半 距 离 ， 
h(4,B) 称 为 A 与 BB 之 间 的 察 斯 多 夫 距 离 .h 具有 
TREE: | 
h(A,B) = h(B,A); h(A,B) = 008A = B; 
hCA,C) < hCA, B) + h(B,C)(VA,B,C € 22). 
id @, (X)= (AC X|A BJ) ,Z,(X)= (AC X| A 
X). C52, (X),h) 成 为 度量 空间 (允许 度量 取 
十 ce 值 ). C RE CEP (X),h) 中 的 孤立 点 . X,d) 
完备 时 , CP (X) AACA AX) A) SE f. 

设 X 是 拓扑 空间 ,(Y,d) 为 度量 空间 ,下 :X 一 
FA YAS RA PAF 是 e 连 续集 值 映 射 当 
HAH FERA X IERT ACZ; O), h) P RA 
值 映 射 是 连续 的 . RERNE: XSP, EE B. 
BUS F YEA X 到 度量 空间 (多 ;(Y),h) 中 的 单 值 
映射 是 连续 的 . 

集 值 映射 的 单 值 选择 (singlevalued selection 
of setvalued mapping) ” 指 在 集 值 映 射 每 点 的 像 

(集合 ) 中 选择 一 个 值 而 得 到 的 单 值 映射 . 它 是 利用 
单 值 映射 来 研究 集 值 映射 的 重要 手段 之 一 . 设 严 :X 
一 2 ALAR (oY SBR. a PR fs XY 
Wi E £ EF: f(z)C€C F(z=)(Vz€ X). WR f£ FB 
一 个 单 值 选择 ,简称 的 一 个 选择 . 研究 集 值 映射 
T eee ade Cae 
题 . 这 方面 最 著名 的 一 个 结果 是 下 述 由 迈克 和 尔 
(Michael, E. ) + Pp 到 的 连续 选择 定理 ， 设 
X 是 仿 紧 空间 ,Y EE $r aps B], F. X> AAR 
闭 凸 值 且 下 半 连 续 , 则 有 连续 选择 . 

SIS Rh St AY 56 1B i ur (singlevalued approxi- 
mation for setvalued mapping) 利用 单 值 映 射 研 
究 集 值 映 射 的 重要 工具 , 它 要 求 单 值 映射 的 图 象 落 
入 集 值 映射 的 图 象 的 充分 小 的 邻 域 中 . 最 常用 到 的 
E F F B r E EE. iZ X 是 度量 空间 ,7 是 巴 拿 赫 空 
|] F.X—2" BARS OR A LEER, IEA e 
> 0, FF FE JS BBE ES # KE EPR YT fs X — Y , (HG 
Range ( f.) C coRange CF), H graph (f) C 
N.(graph(F)), HF NOD XE jg] X xY 中 
TRT 85 e 9858. 


RJ M Sz f& Rü Bt ( measurable setvalued mapp - 


ing) nil eg X SE P) EJ. 单 值 映 射 有 多 种 可 测 性 
念 ,对 于 集 值 映射 更 是 如 此 . 最 常用 到 的 是 下 述 

定义 . 设 (T, 狐 ) 是 可 测 空 间 , 其 中 了 为 某 个 集合 ， 
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下 述 集 值 映射 的 积分 概念 . CT, 


CAT Pay a WRI. X 为 拓扑 空间 ,F:T 一 2” 
ASB AR. BOT X 中 每 一 开 集 U,F UU) tt 
ETIF@NUA gie. sts Fn WI 
的 . 

当 XX 是 可 分 度量 空间 , 且 F T>? 具 非 空 紧 
值 时 , 集 值 映 射 是 可 测 的 当 且 仅 当 作为 从 
BI) C52, (X),h) 中 的 单 值 映射 是 可 测 的 (其 中 
PAX) RR X 的 一 切 紧 子 集 所 成 之 族 ,h "HS Hh 
多 夫 上 度量 ). 它 等 价 于 :对 XX 中 每 个 闭 集 A, 
F'(A)C€^€*. 

当 (X,d) 是 可 分 度量 空间 , 且 下 :7 一 2” 具 非 
= s Sre F, F 的 可 测 性 等 价 于 下 述 条 件 之 一 : 

1l. Vx € X, eR d Cx, FC * )) RW p. 

2. F 44 — Fil n] iil E (E ETE Los) EST 

F(t) = (c,G)|n = L2... 

x X 是 局 部 凹 可 度量 化 可 分 向 量 空 间 , 且 
F :T— 2" BARS XU 8 PF, FB n meds F: 
Vz" € X" ,支撑 函数 6 (zx* |F(。)) 是 可 测 的 ,其 
中 和 为 和 的 对 偶 空 间 , 对 于 z EX 与 AC X, 

'(x'|A) —sup((z",x)|x € A). 

集 值 映射 的 积分 (integral of setvalued map- 
ping) 单 值 映射 的 积分 到 集 值 映射 情形 的 推广 . 
集 值 映射 有 多 种 可 积 性 概念 . 2 CT, € , LXI RE 

空间 ,X 是 可 分 巴 拿 赫 空间 ,天 :7 一 2” 是 具 非 空 紧 
出 值 的 可 测 集 值 映射 . 记 Se= (£1 f£ AF 的 可 测 单 
值 选择 ). VLE Sef OW bil Fe Bir AT AR CHR i Sh PÈ 
A ZA RT RO WR F A Us RH TBR CFR DV hb , Sa 
可 积 ), 且 其 积分 定义 为 


[Fas = [| sani se SEE 


集 值 映 射 的 积分 现 有 多 种 不 同 的 概念 . 例如 ,还 有 
€ , z) di in BE == 
lA), X 是 可 分 巴 拿 赫 空 间 , 玉 :7->2” 是 具 非 空 闭 值 
的 可 测 集 值 映射 . 记 B .= (f f£ E: F 的 可 测 单 值 选 
T.H ff 在 TT 上 为 博 赫 纳 可 积 ) 与 Ps 二 {ff 是 F 
的 可 测 单 值 选择 , 且 f 在 了 上 为 佩带 斯 可 积 ). 集 
值 映 射 下 在 了 上 的 博 赫 纳 积 分 与 佩带 斯 积分 分 别 
定义 为 
a»[ ras = (ap| ale B.) 


5 
(P)| Pay = (| fanis € Pr), 
其 中 
(el fay 
5 


P| fay 
分 别 表示 f 在 7 上 的 博 赫 纳 积分 与 佩 蒂 斯 积分 . 
18. H 2A FAS} (Bochner integral) IJ,“ (B gi 
射 的 积分 ” 
佩 蒂 斯 积分 (Pettis integral) ML“ #E 8 BR BJ 
的 积分 ”. 


集 值 压缩 映射 (setvalued contractive ma - 
pping) ERWE X EB BS SW X. F B3 Hs AR BR BJ. 设 
(X,dx) 5E(Y,dy) E BE EZ A]. F. X— 2” R. dp 
值 . #r fr TEE f 08 C A. LTE 

h(F(z),F0y)) < Edy(z=,y) (Vzx,y € X), 
其 中 有 为 由 dy VE SEE] 28 SA. PK Bh AI F 
为 & 压 缩 的 . 3 £ < 1 BF PK 28 y OS F< Hë BJ. ZE 
足 条 件 

h(F(z),F0(y)) xidx(Ox,y) (Vr,y € XD, 
Wes H 为 非 扩 张 的 . 

集 值 非 扩 张 映射 (setvalued nonextension map- 
ping) 见 “ 集 值 压 缩 映射 ” 

集 值 紧 映 射 (setvalued compact mapping) 

A (BL = BR | SE (BRIN TRI BJ HE) be X LY E 
拓扑 空间 ,下 :X 一 2” 具 非 空 紧 值 . AP CX) EY 中 
的 紧 集 , 则 称 集 值 映射 是 紧 的 . 

集 值 全 连续 映射 (setvalued completely con- 
tinuous mapping) 单 值 全 连续 映射 到 集 值 映射 
情形 的 推广 . X 是 度量 空间 ,了 是 拓扑 空间 ， 
F;X-2' RIES REHE FER. 车 对 于 X 中 每 
一 有 界 子 集 4,F(A4) 是 Y 中 的 紧 集 , 则 称 集 值 映射 
F 是 全 连续 的 . 

fE {8 fE JE as ph SI (setvalued set-contractive 
mapping) 单 值 集 压缩 映射 到 集 值 映射 情形 的 推 
广 . 设 X H Y 是 度量 空间 ,Ff:X 一 2 具 非 空 紧 值 且 
上 半 连 续 ,yx 与 yy HEX SY 中 的 非 紧 性 测 
BE. FFE RE [0,1) ,使 得 对 X 中 任何 非 空 有 
FR ALA JY CFCA)) SAdx (A) , BUR SE (B BR F 
为 (yx,Yy)-k 集 压缩 的 . EX F X 中 任何 有 界 非 相 
对 紧 集 4, 有 dy F(A) ) Sox (A), J FERAE (ER EF 
AA x y ) BERR AY. 类 似 地 ,还 可 以 定义 集 值 局 部 凝 
聚 映 射 \, 集 值 终归 紧 映 射 . 集 值 紧 支 撑 映 射 等 概念 . 

集 值 凝聚 映射 (setvalued condensing mapp- 
ing) 见 “ 集 值 集 压缩 映射 ” 

集 值 回 量 场 (setvalued vector field) fg [n] gët 
5T BJ Se (B BE oh. 2 XX 是 拓扑 线性 空间 ,DCX， 
FD 一 2* 具 非 空 值 ,7 OW X bie [o] BË AY. X p e 
值 映射 (1 一 );D 一 2” 称 为 D 上 的 一 个 集 值 向 量 
Jg. 34 F 具 凸 值 且 下 为 集 值 全 连续 映射 (相应 地 ， 
凝聚 映射 等 ) 时 , 称 1 一 为 集 值 全 连续 向 量 场 ( 相 
应 地 , 集 值 凝聚 向 量 场 等 ). 


dE 线性 # T 


fk f& HEAR B (setvalued cone mapping) 单 值 
锥 映射 在 集 值 映射 情形 的 推广 .所 谓 集 值 锥 映射 ， 
是 指 其 像 含 在 巴 拿 赫 空间 中 的 指定 锥 中 的 集 值 映 
射 ( 参 见 “ 锥 上 映射 2). 半 序 巴 拿 赫 空间 中 的 正 算 子 、 
增 算 子 等 概念 可 用 自然 的 方式 推广 到 集 值 映射 的 
情形 . 例如 , 设 (X, 委 ) 是 半 序 巴 拿 赫 空间 ,DCX， 
F:D>2* BABS A. XE Vx. y € D, +< y 时 有 
F (Gr) SF Cy), B F (>) FP B 8E — gu < F (y) rP 88 RE 
一 元 , 则 称 F 为 集 值 增 算 子 . 

集 值 逼近 固有 了 映射 (setvalued approximating 
proper mapping) 单 值 逼 近 固 有 映射 在 集 值 映射 
情形 的 推广 . ees Y 是 巴 拿 赫 空间 ,T= {{X,)， 
UP,) Y, (Q, N (X.,Y) E BR VIE T k. Q 为 和 
中 的 开 集 ,下 : Do RIEZ AA Xt n-1.2.7 
id F,—Q,FP,:0,—2^. € : 

1. 34 n RAAF: 0,72°R RA EE 
连续 . 

2. H n;j—99,r, €, ,y € Y. K 

| F, @, es. od > 0 
可 推出 存在 子 列 EE 使 得 
P, Z, 7 To H wEF (aro), 


WR FORA OD HREN BEDAE. 

S 集 值 单调 映射 (setvalued monotone mapp- 
ing) 单 值 单调 映射 到 集 值 映射 情形 的 推广 . 设 X 
为 巴 拿 赫 空 间 ,X* 为 X 的 对 偶 空间 .7:X 一 2” E 
& (HER BT. Zi Vx,y€ dom(T)—= (+€ X|Tr 4D}, 
A Ox—Tyxr—3):0,BlVu€ Tx 5 v€ Ty. lu 
—v.x-— y,=0,W|# T OW SE (8 E JJ BR RE. # 34 +> 
y B|, 8 (Ta Ty x — 2220, Wl Er T y k e 
的 . XXX" 中 的 集合 荆 称 为 是 一 个 单调 集 , 指 的 是 
D lA Va WD Er Sa €r.d 

(u—v5x— y) 20.7 

T,X—2' 为 单调 映射 , 当 且 仅 当 7 OR 
graph(T) 是 XXX’* 中 的 单调 集 . 

集 值 极 大 单调 映射 (setvalued maximal mono- 
tone mapping) 不 能 再 进行 单调 延 拓 的 集 值 单调 
映射 . 设 X 是 巴 拿 赫 空间 ,7T:X 一 2” 为 单调 映射 . 
zr graph(T)fE XX X* PRK BIE, BE Xx 
X -中 不 存在 真 包含 graph(7) 的 单调 集 , 则 称 了 为 
极 大 单调 的 . E X ARM T: X—2* 为 极 大 单调 
ERST: XT 2" 为 极 大 单调 映射 . 极 大 单调 映 
HIT :X—> 2* 必 具 闭 凸 值 , 且 是 半 闭 的 , 即 由 (x,， 
u,) € graph (T), x,— r.u,-*u A HEH Creu) € 
graph(T), H T T£ intdom (T) PREM F `É £ £& 
Bg. BUM X 中 的 强 拓扑 到 和 "中 的 弱 拓 扑 是 上 半 连 
续 的 . 
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tE (& CS) Æ RR BY (setvalued mapping of type 
CS)) 单 值 CS) 型 映射 到 集 值 映 射 情形 的 推广 . 设 
X 是 自 反 巴 拿 赫 空间 ,D E X PHAR: D— 
2* BARS OA. T 满足 条 件 : 
>, € D, fan u, € Tr,, 


lim z, ,一 Lo) = OP UX, > zo, 


则 称 工 为 (S) 型 的 ， ET WAIT. 
a Eus X 一 0， uoc IX 


lim (u,,x, — Xo) < 0= zx, > xo 


WEKT ACS) AKI. CS)+ 型 映射 构成 CS) 型 映射 
类 的 凸 子 类 ， 

Æ ECS) 型 映射 (setvalued mapping of type 
(5S)+) 见 “ 集 值 CS) 型 映射 ” 

fE (& fb WAAR BY (setvalued pseudo-monotone 
mapping) 单 值 伪 单 调 映 射 到 集 值 映射 情形 的 推 
J. X E B KE S akz BJ, DEX PHAR, 
T;D—2* RESAD. # T A PRS EES 
KA), BJ T RAE X 中 的 任何 有 限 维 线性 子 空间 与 
D 的 交 上 是 到 X“ 中 的 弱 拓 扑 上 半 连 续 的 , 且 了 7 了 满 
ERI: H 

{zx} C D, 2,29» u, € T2ns 
ti) < 0, y € D 
可 以 推出 E uo € Tx. TER 
(uos xo — y)? Slim (4, ,z4— y? 
则 称 了 为 伪 单 调 的 . AGR D 上 的 具 非 空 有 界 闭 
凸 值 的 有 限 弱 上 半 连 续 的 集 值 单 调 映 射 或 次 上 半 
连续 的 集 值 (S)-; 型 映射 均 是 伪 单 调 的 . 

# (È (MO EI Rh ST (setvalued mapping of type 
(M)) 单 值 (M) 型 映射 到 集 值 映 射 情形 的 推广 . 
设 X 是 自 反 巴 拿 赫 空间 ,TT:X 一 2* 具 非 空 闭 凸 什 
且 有 限 弱 上 半 连 续 . GA 


EN, ZEN Ke Kai Tos Un E Ts u, uy 


lim (wu, ,x, — 
?1— CD 


lim lun, £, 一 qux suc T zy, 


WWE T Ruin Siem, X2 E 
(M) AI H. 
对 偶 映射 (duality mapping) 由 对 偶 关 系 确定 
的 从 巴 拿 赫 空间 到 其 对 偶 空 间 的 集 值 映 射 . UE X 是 
巴 拿 赫 空间 ,六 “为 其 对 偶 空 间 . 设 4 是 一 个 规范 函 
数 , 即 w:[0, 十 ce) 一 [0, 十 co) 满 足 条 件 :ApA(0) 王 0， 
u 严格 递增 ， 
lim 4) — T oo. 
定义 集 值 映射 J,:X 一 2” 为 
Jala) = {z X*|(z=*,z>y= | <* lell, 
| z* | =e xl». 
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这 样 定义 的 集 值 映射 J, 称 为 是 以 x 为 规范 函数 的 对 
偶 映 射 . Ce) =t 时 对 偶 映 射 7 称 为 标准 对 偶 映 射 . 
对 偶 上 映射 是 齐 次 的 ,此 外 有 下 述 结 论 : 

1. J Aii fX 是 自 反 的 . 

2. J AP BR ROX 是 严格 凸 的 . 

3. J JJ BER E OX. 是 光滑 的 . 

4. J 为 线性 算 子 会 X 是 希 尔 伯 特 空间 . 

对 于 自 反 巴 拿 赫 空间 ,总 可 取 六 中 的 等 价 范 
数 使 得 也 和 XX 都 是 严格 凸 的 ,此 时 J: XX" 是 
单 值 .严格 单调 .有 界 满 值 . 次 连续 的 CS)+ 型 映射 . 

集 值 增生 映射 (setvalued accretive mapping ) 
单 值 增 生 映 射 到 集 值 映射 情形 的 推广 . 设 X EE 
拿 赫 空 间 ,DCX,T:D~2 具 非 空 值 . dt J: X> 


2x 是 正规 对 偶 映射 . 如 果 对 任意 的 zx,yEX, 存 在 
jOr— 2 €J G— y) ,使 得 对 任意 的 xxETz,zETy 
有 
(0410 9)220; 

则 称 T AGAR). ET ABABA AEA — 
增生 映射 T 使 得 graph CT) E: graph(T f Ë + 
集 , 则 称 T 为 极 大 增生 的 . 

单调 型 映射 的 满 值 性 定理 (surjectivity theo- 
rems for mappings of monotone type) 各 类 单调 
型 映射 在 一 定 条 件 下 具有 满 值 性 的 定理 . 这 类 定理 
很 多 ,这 里 仅 叙述 最 基本 的 强制 单调 型 映射 的 满 值 
性 结果 . 映射 :XX 一 2” 称 为 强制 的 ,是 指 它 满足 
条 件 


特别 地 , 当 dom(T) 有 界 时 ,T 是 强制 的 . 设 X 是 自 
反 巴 拿 赫 空间 ,C 是 X 中 的 闭 凸 集 ,T:C 一 2” 是 
具 非 空 值 的 极 大 单调 映射 ,P:C 一 2* 是 有 界 强制 
伪 单 调 映 射 , 则 工 十 P 满 值 , 即 (T 十 P)(C)==X 

由 此 定理 ,可 推出 下 述 结论 :有 界 强 制 伪 单调 映射 
P.X—2* \( D EWN. HT, M T: X— 23 极 
大 单调 ,dom (P — X,T, 是 有 界 与 强制 的 , 则 T 


+T, WIB. 有 界 强 制 极 大 单调 映射 T:X 一 2”\ 
(Ø) e BE. 

非 光滑 分 析 (Cnonsmooth analysis) 对 在 经 典 
意义 下 不 可 微 的 映射 建立 的 广义 微分 学 . 凸 分 析 是 
非 光 滑 分 析 的 第 一 步 , 其 葛 基 性 的 工作 属于 莫 里 奥 
(Moreau, J. J. ) 5 Y& F # 8J (Rockafellar, R. T. ). 
在 非 凸 映射 的 多 种 广义 微分 的 概念 中 ,最 著名 的 是 
s fil SE CClarke,F. H. ) 提 出 的 广义 梯度 与 广义 雅 
可 比 . 奥 邦 (Aubin,J.P. ) 等 人 对 于 集 值 映射 提出 
了 多 种 广义 微分 的 概念 . 由 于 广义 微分 的 概念 通常 
与 集 值 映射 相 联 系 , 因 此 非 光 滑 分 析 亦 被 称 为 集 值 


分 析 . 有 关 非 光滑 分 析 方 面 的 具体 内 容 详 见 本 卷 
“ 凸 分 析 ” 同 名 条 . 

prx m EE iB (probabilistic metric space) 
以 分 布 函数 作为 度量 尺度 的 一 种 广义 度量 空间 . A 
函数 SRR 是 非 减 的 , 右 连续 的 ， 

inf f(z) = 0 H sup Jess 

则 称 了 为 一 个 分 布 函数 .用 Z 表示 一 切 分 布 函数 
所 组 成 之 集 . FH GO dez H HG) = 0 (V <0), 
HG) —1(V1220) 所 定义 的 这 一 特殊 的 分 布 函数 . 
i EZRZSJ.ESF.EXE-—2Z.iü F(x,y) 为 
E, y Fo ORI F... Æ C€ R WAR F X E ER 
一 个 概率 度量 ,如 果 满足 下 述 条 件 : 

1. F,,C00) —0(V 7, y € E). 

2. F, ,G)= H G0) x — y. 

S F m= VC rye E. 

4. 若 有 ry cE E K i ER, BS Fag Ct) 
=1,F;,, G ,)=1,NM)J F,,.4@,+4)=1. 

集合 EE 连同 其 上 指定 的 一 个 概率 度量 下 称 为 
概率 度量 空间 ,简称 PM 空间 , 记 为 (E,F). F.., G) 
可 理解 为 x 到 y 的 距离 小 于 :的 概率 . EGER 
id 

OI) —HG--—dG,3)); 

则 CE, . a 间 . 在 此 意义 下 ,度量 空间 


可 视 为 特殊 的 概率 度量 空间 . 概率 度量 空间 的 概念 
首先 由 门 杰 (Menger,K. ) 于 1942 年 提出 . 


=f (triangle norms) ” 亦 称 1t WM. 一 种 
定义 在 正方 形 上 在 单位 闭 区 间 中 取 值 的 具有 特殊 
性 质 的 孔 数 , 它 是 研究 概率 度量 的 三 角 不 等 式 的 重 
要 工具 . 指 的 是 满足 下 述 条 件 的 函数 A:[0.1]X 
[0,1]--10.1 ): 

1. ACa,12—a,4(0,0) =0. 

2. Ala, b) — Ab, a). 

3. A(c,d) 宇 A(a ,6b), 当 c2>a ,d>b. 

4. ACACa ,b) 5c) — ACa, ACb,c)) ELH a.b, c.d 
c€[0,1]. 

两 个 三 角 范 数 4 与 4 人知 有 关系 4 委 人 , 即 
ACa ,b)&A' (a,b) (V Ca b) € [0,1] X [0 117, Ju] ff 


A 393 A.S ATF 4. 下 述 是 三 个 最 简单 的 常 
用 到 的 三 角 范 数 : 

A,Ga,b)=maxía+b—1,0); 

Ae (a,b)=ab; 


A;(a,6)=min{a,b}. 

BRA <A A, TERT — ARH, A; 是 
最 强 的 . 

门 杰 空间 (Menger space) 规定 了 三 角 范 数 
且 满 足 门 杰 广 义 三 角 不 等 式 的 概率 度量 空间 . 设 
(E ,F)JE HE SE HE RES [8], A 是 一 个 三 角 范 数 . Am 


E 线 性 算 + 
立 下 述 门 杰 广义 三 角 不 等 式 , 即 “概率 度量 空间 ” 定 
义 中 4 的 推广 : 
F(t + ta) Z A(F, ,G ) ,F(t,)) 
(Vz,y,z € E;t,,t, 20), 
WER CE, F, AK AS EE BE RE IR] TB BR ARS 
DI 
瓦尔 德 空间 (Wald space) 满足 瓦尔 德 广 义 
三 角 不 等 式 的 概率 度量 空间 . RE FAEERE 
空间 . 若 下 满足 下 述 瓦尔 德 广义 三 角 不 等 式 
TD 
(Vr,y,z € E;t 20), 
WW RCE FA BUR $B BB BE Eit Z= 18] , Tal PR Pu Z f == 
间 . 其 中 * 表示 卷 积 ,定义 为 


Too 
TE. x F,.1(t) = | F, „(t — s)dF,..(s) 


= | 5:26 = s)dF,.(s). 


瓦尔 德 空间 由 瓦尔 德 (Wald,A. ) 的 工作 而 得 
名 . jE M] (Schweizer, B. ) 和 斯 克拉 (Sklar,A. ) F 
1960 年 证 明了 瓦尔 德 空间 是 以 A, 为 三 角 范 数 的 
门 杰 空间 . 

概率 度量 空间 中 的 收敛 序列 (convergent se- 
quence in probabilistic metric space) 在 概率 度 
量 意 义 下 收敛 的 序列 . 设 ( 匹 ,下 ) 是 PM 空间 ,而 
Gr, CE, zE E. wR MERAH s>0 与 A0, FE 
TERR N= N Ce, 20, 1E 4 n>N 时 有 Kote) ,| 
—A, DIE EPR Gc W k E "TRECE 
cR D RUE 的 充分 必要 条 件 是 ， 

lim F. Ü|) = HG) (Vt € R). 


Bt (>, ICE, ,车 对 任 给 的 e>0 与 Ap, fÉ TE IE * 3⁄4 
N—N(G,A ,使 当 nm 之 NN W, A Fe, ()21—A, 
则 称 {zx,) 为 EE 中 的 一 个 柯 西 列 . x; E 中 每 个 柯 西 
列 均 为 E 中 的 收敛 序列 , 则 称 (E, 下 ) 为 完备 的 概 
率 度量 空间 . 

概率 度量 空间 中 的 柯 西 列 (Cauchy sequence 
in probabilistic metric space)” 见 “概率 度量 空间 
中 的 收敛 序列 ”. 

完备 的 概率 度量 空间 (complete probabilistic 
metric space)” 见 “概率 度量 空间 中 的 收敛 序列 ”. 

概率 度量 空间 中 的 连续 映射 (continuous 
mapping on probabilistic metric spaces) ”在 概率 
FE Bt =Ë |a] FP pk uic SX 91] 7 US BS RACE. CE, F) 
(EF) AB PM 空间 . f: E— E 是 映射 ,+EE. 若 
H rc 可 推出 f(z, > f (z), UE f 在 点 x 连 
ROG f 在 Ek 中 每 点 均 连 续 , 则 称 EE EER. 

概率 度量 空间 中 的 等 距 (isometry on proba- 
在 概率 度量 意义 下 的 等 
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bilistic metric spaces) 


BB. BE CE. FO 5 (E, FO ABI PM 空间 . 若 存 在 满 
Louis = Feas (Vx, € E), 
WEE, FS EF ASIN PM ci, BRAY £f 

HAE, PAE, F) ESSE. 

Si 3 OR 36 £i ME = fA) (probabilistic normed line- 
ar space) 赋 范 线性 空间 的 概念 到 概率 度量 空间 
情形 的 推广 . 设 瓦 是 实 线性 空间 , 纪 为 分 布 函数 
SS, kk EI. i ESF) 

F(t)= (F(z))(. 
如 果 F 满足 下 述 条 件 : 
1. £,C00 —0(Yr€ E); 
2. F,G)= HOD (VIC PO 6x—0; 


3. STE eg (WHE EES, 


4. V x.y€ Et 5 €R,H F,GO-—1H A F,Gz,) 

=1 可 推出 

Fati + t) = 1; 
Ab Z #R (E F) Ay — W SENA YR 2k FE Z= I8] , TH] PR PN = 
间 ,这 时 下 RRA E BEA. E PN 空间 中 ， 
可 定义 概率 度量 为 ,二 Ff, ,, 则 它 成 为 PM Ze 
fj. 

[ 1 28 8E 3E yë £x f£ == E (Menger probabilistic 
normed linear space) 满足 门 杰 广义 三 角 不 等 式 
的 PN ZHL. 2 (E, F) PN 空间 ,4 为 三 角 范 数 ， 
dp 

Fig E ACF UFU) 
(Yzy € E,t,,t, E€ R^), 
MU Ek CE. F, A) 290] AS BE SERA v £X TE S 8] , 简称 门 
AS PN 空间 . 当 4 连 续 时 ,由 邻 域 系 
{U,C A |yEE,e>0,A>0} 
= {y +U; lE, A)| yE E,e>0,A>0} 
Sei E PMS Z Rmt TF AEE, TZ) tr 
U,(e,A)= (z€ E|F,(e)>1—A}. 

TE CE 7) PAJ] rnr >r 的 充分 必要 条 件 是 : 

lim F2) = H(t) (Vt € R). 


n 


瓦尔 德 概率 赋 范 线性 空间 (Wald probabilistic 
normed linear space) 满足 瓦尔 德 广义 三 角 不 等 
式 的 PN 空间 . 设 ( 天 ,下 ) 为 PN 空间 , 若 有 
F. GO > [F x F, IO Vry € E405 
J| Sj CE FA E ZS 8 885 A #k FE Z= ME) , f PR F ZE 
德 PN 空间 ,其 中 卷 积 * 定义 为 


400 
[F.* F,]@ = | F,.G — s)dF,Cs) 


= | r.a — s)dF, (s). 
0 


概率 度量 空间 上 的 压缩 映射 (contractive 
170 


mapping on probabilistic metric space) 度量 空 
间 中 压缩 映射 概念 到 概率 度量 空间 情形 的 推广 . 设 
(E,F)j& PM 空间 ,f  E AA SBR. AF 
TE RE (0,1) f 18 


Es 
F rc) Fy) = SI H GET C E), 


WS / GUT RB 8 BJ. 此 概念 首先 由 塞 戈 尔 - 巴 
鲁 查 - 拉 德 (Sehgal,V. M. Bharucha, A. T. -Reid) 
T 1972 年 引入 ,并 证 明了 下 述 不 动 尽 定理 : 设 (E， 
,A) 为 完备 的 门 杰 PM 空间 , 且 A EIER TIE LAG, 
t) 宇 (Yt1E[0,1j), 则 任 一 (严格 ) 压 缩 映 射 7 ;Ek 一 
E # E 中 存在 惟一 不 动 点 zz, 而 且 以 任 一 xoEE 为 
4 (& 89 3E (FF JI CT" 2, ) SUF zr. 

概率 直径 (probabilistic diameter) 对 概率 度 
量 空间 中 的 子 集 提 出 的 用 分 布 函数 描述 的 一 种 "下 
fe" BJ. k (E, FE PM SEI, AC E. A 的 概率 
直径 记 为 Da ,是 由 下 式 定 义 的 一 个 分 布 困 数 : 

D4G) = sup int F. G) (V: € R>. 


HA sup{Da(t)|tER}=1, WS 4 为 概率 有 界 的 . 

概率 有 界 集 (probabilistic bounded subset) 
见 “ 概 率直 径 ”. 

概率 预 紧 集 (probabilistic precompact subset) 

量 空 间 中 的 预 紧 集 概念 到 概率 度量 空间 情形 的 
HES”. CE, F PM 空间 ,A Z: E 中 的 概率 有 界 
集 . 若 对 于 任 给 的 620 与 A0, T£ TE A 的 有 限 覆 
a (A; li=1,2, n 1G 
D, (€) >1— À G = 152,050), 

则 称 4 为 E 中 的 概率 预 紧 集 . 

概率 非 紧 性 测度 (probabilistic measures of 
noncompactness) 度量 空间 中 的 非 紧 性 测度 概念 
到 概率 度量 空间 情形 的 推广 . 2 CE, F): PM = 
IR]. 对 于 五 中 的 概率 有 界 集 4, 定 义 4 的 库 拉 托 夫 
斯 基 概 率 非 紧 性 测度 为 由 下 式 确定 的 分 布 了 水 数 
Q4,a,(t)=suple>O| FE A PUB IR A w (A; [i 1. 
2,5 n) ,使 得 Da G)zze,i—1,2,*mnj. 

a A FRH: RPA BHE RAZAR 
Si. 

1. a, DA. 

2.4; A 关 名 ,ACB, 则 oa, gn, 

3. Gays(t)=min{aa(t) ,ag 2) J YER). 

4. Qa = G ,其 中 4 A 4 WAE. 

5, a= HOA 为 概率 预 紧 集 . 

库 拉 托 夫 斯 基 概 率 非 紧 性 测度 的 概念 由 博克 
F (Bocsan,G. ) 等 人 于 1973 年 引入 . 

设 (E,F,A) 是 门 杰 空 间 .对 于 中 的 非 空子 
集 4 与 B, 定 义 A 与 B 间 的 概率 距离 Fus € DA 


Fa,g(t) = supACinf sup F,,,(s),inf sup F,,,(s)). 
sei EA yEB yEB x€A 


现 对 于 (E,F,A) 中 的 概率 有 和 界 子 集 4, 定 义 A 
DIS Sir £ CREE dE XE PEU E a € DA 

da G) —sup(e220 FE E "PER ER e & S 

使 得 Fas(t)>e} (VE € R). 

y RAR 类似 的 性 质 

fex 3 f TE A8 RÀ BJ (probabilistic set contractive 
mapping) 度量 空间 中 的 集 压 缩 映 射 概念 到 概率 
度量 空间 情形 的 推广 . 设 ( 五 , 忆 ,A) 是 门 杰 空间 ,三 : 
E— E 是 映射 ,a 表示 五 中 的 库 拉 托 夫 斯 基 概 率 非 
紧 性 测度 . 若 存在 常数 &E (0,1) 使 得 对 五 中 每 个 
概率 有 界 集 AVE ar (t) a, (t/k) (YtER), 则 称 
了 为 五 上 的 概率 a-k- RR. AT T E 中 每 


个 概率 有 界 集 4, 有 aya (t) > a4 Q/ ED (FE R), DI 


称 SAE ER BE “凝聚 映射 .在 上 述 定 义 中 , 若 
将 a RA 2E NE £ 3 W 3 EE BEBE y, 则 得 相 
SUP &- 集 压缩 映射 与 概率 少 凝 聚 映 射 的 概 

“概率 凝聚 映射 Corobabilistic condensing map- 
ping) MAREEA”. 


非 线 性 分 析 拓 扑 与 变 分 方法 


HA th Æ (topological degree) 对 算 子 方程 解 
的 个 数 给 出 某 种 估计 的 一 种 同 伦 不 变量 . 映射 了 
在 区 域 2 上 关于 点 p 的 拓扑 度 deg T', A, p) — 
个 整数 , 它 是 方程 T(zx)==p E NA 中 解 的 “代数 个 
数 ” 的 某 种 稳定 的 度量 . 1912 年 , 布 劳 威 尔 (Brouw- 
er, L. E. J. ) 对 有 限 维 空间 中 的 连续 映射 用 代数 拓 
扑 的 方法 建立 了 拓扑 度 , 它 是 整个 拓扑 度 理论 的 出 
发 点 .1934 4E, 8]: CLeray, J. ) 与 绍 德尔 (Schaud- 
er,J. P. ) 对 巴 拿 赫 空间 中 的 全 连续 向 量 场 建立 了 
拓扑 度 , 它 在 微分 方程 与 积分 方程 中 有 着 广泛 的 应 
用 ,成 为 拓扑 度 理论 发 展 史 上 的 新 的 里 程 碑 . 通过 
众多 数学 家 的 努力 , 现 已 对 许多 映射 类 (包括 集 值 
映射 类 ) 建 立 了 拓扑 度 理论 . 拓扑 度 理 论 现 已 成 为 
研究 非 线性 问题 的 基本 方法 之 一 ,被 称 为 非 线性 分 
析 的 拓扑 方法 . 

AF ACR BE (Brouwer degree) 对 有 限 维 空 
间 中 的 连续 映射 建立 的 拓扑 度 . 设 X 是 有 限 维 
( 实 ) 赋 范 线性 空间 ,2 是 X 中 的 有 界 开 集 ,了 :02 一 
X PIER. pC X\f (AD). 那么 可 定义 一 个 整 
数 , 记 为 deg《(f,Q2,p), 称 之 为 在 人 上 对 点 2p 的 
拓扑 度 . 它 具 有 下 述 基 本 性 质 ， 

1. 标准 性 . 当 pC OM .degI.0,p)=1,H 
7 为 X 上 的 恒 同 映射 ， 

2. 区 域 可 加 性 .者 2,2: 是 0 的 不 交 开 子 集 ， 
P€ XNFOONCO, U Q;)) , Wi 

degCf,Q, p) —degC/, Qi, p) +deg(f.2,,p). 


非 线 性 分 析 拓 扑 与 变 分 


3. DLA] (EAN EE. Ah: OX 10,1 J>X 连续 及 
0:[0,1]— X iE H A(t) & A, (20) (VE € [0,1]), 
HB Ah, + )=AC* yt), Wi deg Uu. 0,900058 t€ 
[0,1]: X. 

布 劳 威 尔 度 具有 惟一 性 , 即 对 于 有 限 维 空间 中 
的 连续 映射 而 言 ,具有 上 述 三 性 质 的 整 值 孙 数 deg 
是 惟一 确定 的 . 

EE 3 等 价 于 下 述 两 性 质 4 和 5: 

4. REDE. Bh: OX (0,1 J>xX ES, Dr 
& A,COQ) VE [0,1 D, WW deg(h,Q,p) 与 1 无关. 

5. 平移 不 变性 . 若 f .O— X XE. pN), 
4 giax-—fG)- b, lj 

degCf,Q,p)-—deg(g,Q,0). 

由 度数 的 上 述 基 本 性 质 还 可 推出 下 面 一 些 性 
i: 

6. PILE. Æ p & f (OQ) , Wl 

deg (f, Q, p) —0. 

7. BRE TE. Æ deg (/, Q, p) 50, MAE > € O, 
使 得 /f(z)= p. 

8. 切除 性 . RAM KCN, p & FOR) , hl 

deg C£, Q, p) —degCf, QNK , p). 

9. 边界 值 性 . 设 f 5 giQ— X 是 两 个 连续 映 
射 , 且 当 xE€90 时 ,了 f(z) 二 g(x), 则 对 任意 的 p 
fN), $ degCf/,Q, ) —deg(g.Q, p). 

10. xe EX Zero XN (QO) B] [s] — 
连通 分 文 , 则 degCf ,Q, p) —degCf,Q,q). 

11. 缺 方 向 性 质 . ETE yo NK, vest, f f (>) 
A ptty Mr At, t20), Ml 

deg(f,2,p)=0. 

12. 锐角 原理 . 设 0€ 0, f: AX 连续 . 若 当 zx 
COO Co) 2» -*0s Mil degCF 5.250) =1; 

13. PEHE E n. A / BR Q A X 的 某 个 低 维 空 
间 , 则 对 任何 P€ XN/(2D, A deg(f,2,p)=0. 

由 平移 不 变性 ,不 妨 设 p= 0 而 人 研究 度数 
deg(f,Q2,0). 阁 XzoEQ 是 了 的 孤立 零点 , 即 f (>o) 
二 0, 且 存在 xo 的 某 邻 域 UCQ, 使 得 f 在 U 中 无 
其 他 零点 . 这 时 deg(f,U,0) 有 意义 , 且 与 >, 的 充 
分 小 的 邻 域 U 的 选取 无 关 , 这 个 度数 记 为 
index| f, Xoj, 称 之 为 孤立 零点 xo 的 (拓扑 ) 指 数 . 
# f TE UB n arm. E uU 
A BR RI {x |i=1,2, k). 这 时 有 


deg(f,2,0) = 2 jindex[f,z;]. 
EFA xo 是 C 映射 f 的 正则 点 , 则 
index| f ,zxo ]-sgn det fl (zq) = C— 15^, 
其 中 8 为 线性 算 子 P GO ËJ BUS fü F AE fi. B 16 Sr 


重 数 之 和 . 由 边界 值 性 质 ,deg (三 ,2， 0) 仅 与 f 1E 
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IN 上 的 值 有 关 . 因此 ,对 于 连续 映射 f:90 一 X\ 
{0}, 令 了 为 f 在 上 的 任 一 连续 延 拓 , 则 deg (7, 
2,0) 有 意义 且 与 了 的 选取 无 关 . 这 个 度数 记 为 
YSID RZN S EIN 上 的 旋 度 . 旋 度 与 拓扑 度 
表达 方式 不 同 , 实 质 相 同 . 

孤立 零点 的 指数 (index of isolated zero point) 
见 “ 布 劳 威 尔 度 ”. 

WE (rotation) 见 “ 布 劳 威 尔 度 ” 

锐角 原理 (acute angle principle) 
尔 度 ” 

8:8 -28 18 oR FF (Leray-Schauder degree) 对 
Te FF HE Wi và, ZX FE zs |B] rh BJ 2: B E [n] et I gË vr BJ $8 
th BE. WE X 是 赋 范 线性 空间 ,0 是 X 中 的 有 界 开 
集 , 尼 :0 一 X 全 连续 ,f= 二 1 一 Ff 是 全 连续 向 量 场 ,p 
E XV ON). HA ES dist( p, f (300) =e>0. 取 
X 的 有 限 维 线 性 子 空间 X, 与 连续 映射 F, > 
X,, 使 得 pe X, , H || F(z=)—F,(z) || <e(YrE 
Q0. 这 时 , 布 劳 威 尔 度 deg dF AN X DAR 
MARX, AP, 的 选取 无 关 , 把 它 作 为 了 在 2 上 
KFA p 的 拓扑 度 deg (f ,Q,p)BJ M , k BI E- 
绍 德尔 度 . 勒 雷 - 绍 德尔 度 具 有 与 布 劳 威 尔 度 类 
似 的 性 质 ( 降 维 性 质 除 外 ), 其 中 同 伦 不 变性 为 : 
É] Ah: (2 > [ 0, ] ] > X £ SE SS, E h (x, t) Æ 
p(Vz=€COo0,V iC [0,1]), W] deg —^. Q0. p) 5 t€ 
[0,1 X X. 

x x MES E 35 BJ HA Fh B (topological degree 


见 “ 布 劳 威 


for compactly supported vector field) 
尔 度 到 紧 支 撑 向 量 场 的 推广 . 设 X BE SAR A, 
02 是 XX 中 的 有 界 开 集 ,F :02 一 X 是 连续 的 紧 支 撑 
映射 ,0& FON). RROAR CHE FED EW 
支撑 集 ,那么 |cnn:C 门 QC SER. 2 F R 
Fl. 门 Q 到 XX 上 的 全 连续 延 拓 .定义 

deg — F,0,0) = deg — F,2,0), 
其 中 右 端 为 勒 雷 - 绍 德尔 度 . 这 样 定 义 的 度 deg J— 
有 ,18,0) 是 合理 的 , 且 具 有 度数 的 基本 性 质 ,其 中 同 
伦 不 变性 表述 如 下 : 设 h:02 x[0,1]- X 连续 ,对 
BT t€ [0,1], NX RARER Hr A 
公共 的 紧 文 撑 集 C. 

hawn 75x (V (z,t) € 30 x [0,1 D. 
Whdeg 7 —A,,0,00 5 t ER. 

$Ë Hs 38 [8] I BER RARR Ju) EY, 
作为 紧 文 撑 回 量 场 的 特例 ,它们 的 拓扑 度 均 有 意 
义 , 并 分 别 具 有 其 特殊 的 性 质 , 其 特殊 性 主要 表现 
在 具有 特殊 的 同 伦 不 变性 . 例如 ,凝聚 向 量 场 的 拓 
扑 度 的 同 伦 不 变性 表述 如 下 : 设 h:0Q2xL0,1] 一 X 
ESE AR hlr) Axr t) C€a30xX[0,1 D. A 
关于 非 紧 性 测度 少 是 一 致 凝聚 的 , 即 对 4 中 的 每 
个 非 相 对 紧 集 M ,有 

Lee 


勒 雷 - 绍 德 


OU ACIDO CM, 


则 deg(2—A2,,0,00 5 t 无关 . 

$E JE a In) IE 355 BJ HA Fh BE (topological degree 
for set contractive vector field) 见 “ 紧 支撑 向 量 
场 的 拓扑 度 ”. 

凝聚 向 量 场 的 拓扑 度 (topological degree for 
condensing vector field)” 见 “ 紧 文 撑 向 量 场 的 拓 
TRES. 

2& VF XX (5) IE 2 BY $8 Fb BF (topological degree 
for ultimately compact vector field) W “Z xz F 
向 量 场 的 拓扑 度 ” 

锥 映射 的 拓扑 度 (topological degree for cone 
mapping) 通常 空间 中 映射 的 拓扑 度 到 锥 映射 情 
形 的 推广 或 变种 ,是 研究 方程 正解 的 重要 工具 . HE 
上 的 全 连续 向 量 场 的 拓扑 度 定 义 如 下 : 设 己 是 巴 
拿 赫 空间 X 中 的 闭 凸 锥 ,02 是 P 中 的 有 界 相对 开 
f .F.0—P je, Fix) Axr(VrEa) ,这 里 95 
QAO P rB üJ 38 IA. RX PHA AAR 
Q* 4878 Q' NP=2,30* (1 P—-90. i F* I X—P 
是 正在 X 上 的 全 连续 延 折 .定义 

deg — F,0,0) = deg — F* ,()" ,0), 
Er m ALLES -A 48 Z RE. 

这 样 定义 的 度 deg (I 一 ,0Q2,0) 有 意义 且 具 有 
勒 雷 - 绍 德尔 度 类 似 的 性 质 . 用 类 似 的 办 法 可 对 锥 
上 的 集 压 缩 向 量 场 . 锥 上 的 凝聚 癌 量 场 . 锥 上 的 紧 
支撑 向 量 场 等 建立 拓扑 度 理论 . 

IS i [é] RÀ St AS X. BE Cgeneralized degree 
for approximating proper mapping) 用 一 列 布 劳 
ARREBEK H. 这 种 广义 度 一 般 不 再 是 一 个 单 
值 整 数 ,而 是 一 个 由 某 些 整数 或 士 ce 组 成 的 集合 . 
w X,Y E E P Z= la], T' = Claes uus TAT 
(Q, HE CX YON — TS fevrik ERR. Q 为 XX 中 的 
4 JP E.T (> Y REF D HERA RS, p 
€ YNT COQ). 这 时 ,对 每 个 充分 大 的 n, # 2 BR ZF BE 
deg CT, Q,.Q, 0B X X. E X. T TE Q 上 对 点 p BJ 
广义 度 为 

Deg (T, Q, p) 

= (3 nj cof f$ lim deg (Tn le, p) —? 1. 


广义 度 有 下 述 基 本 性 质 : 

1. 可 解 性 . H Deg (T,0,P)A{0} WHE rE 
Q, 1818 T Cr)— p. 

2. 可 加 性 . A OQ, AQ, 是 Q BAR ET TES H 
PTAA U Q2) , M 

Deg (T, R, p) CDeg(OT ,0,. p) 3 Deg(T ,Q,. p). 

当 上 式 右 端 有 一 项 为 单 值 时 成 立 等 号 . 

3. [4E AR E FE. RH: OX[0.1]—Y 满足 条 
件 : 


1) M n SACH, H. 0, X L01 ]>Y, 连续 ,其 
中 H,(z,t=Q,H(P,z,t)(VNV x€Q,,t€l0,1D. 

2) EH nto, r, € Q, ,ts C L011 HES 

| H, Gr, 4t) — Q, p || 0, WHE n; 的 子 列 m, 
—--oo5 z€ Q K t€ [0,1 ], ee 
Zn, E DE 
H H,D-p. 
3) P&HG,DOx€230,€[0,1p, 
则 deg H,,0, 2) 5 t THK. 

A ER 2E int AZ LE RÀ $J BJ HA $^ EF (topological de- 
gree for mapping on finite dimensional manifold) 
布 劳 威 尔 度 在 有 限 维 流 形 上 映射 情形 的 变种 形式 . 
WM FIN EW 4 n ZEE In] LIE SQ 是 M 中 的 开 
集 , 太 0 一 N 连续 固有, 则 对 任意 的 PCNA E X 
拓扑 度 deg Cf. Q, p). 特别 地 , 当 M 紧 且 入 连通 
时 ,度数 deg(f,M,p) 与 p€ N 的 选取 无 关 . 常 简 
WA deg), IERRA f 的 映射 度 . 

BF ‘Ze ee FE tH RR St BY HA Fh BE (topological degree 
for Fredholm mapping) 对 巴 拿 赫 流 形 间 的 固有 
的 零 指 标 或 正 指标 弗 雷 德 稚 姆 映射 建立 的 拓扑 度 . 
设 M 与 N 是 两 个 巴 拿 赫 流 形 , 其 模 空 间 分 别 为 了 
5 Y,O M PHAR. FON 是 固有 的 零 指标 
Bjb E ERG p€ NN ON). H f 的 固有 性 及 
f 在 每 点 的 通过 局 部 坐标 变换 可 表 为 全 连续 向 量 
场 了 一 天 的 形式 ,其 中 天 为 有 限 维 值 映射 ,可 对 f 
定义 一 种 拓扑 度 . 但 由 于 局 部 坐标 变换 选取 的 不 
同 , 只 能 得 到 模 2 HE deg; CP. Q, 20. MA M AN 
还 是 定向 的 ,并 对 M 和 上 的 局 部 坐标 系 加 以 限 
制 , 即 赋 予 所 谓 弗 雷 德 直 姆 结构 ,这 时 可 定义 整数 
BE deg(/,2,p). 对 固有 的 正 指标 弗 雷 德 霍 姆 映射 
也 可 建立 度 理论 ,但 这 种 度 不 再 是 整数 ,而 是 一 个 
庞 特 里 亚 金 标 架 协 边 类 ， 

# FF (coincidence degree) 亦 称 重合 度 . 为 
了 讨论 方程 Lzx== Nz 的 解 ,利用 勒 雷 - 绍 德尔 度 来 
定义 的 一 种 度 . 这 里 Lidom LC X—Z 是 零 指 标的 
弗 雷 德 替 姆 线性 算 子 ,N :fCX2Z 是 非 线 性 算 
T.X. Z EE € jk M, E: X 中 有 界 开 集 .由 假 
定 可 知 , 存 在 有 限 维 子 空间 No C. Z 与 商 空间 Z/ 
Im L 同 构 , 且 存在 连续 投影 算 子 P:X>kerL,Q:Z 
一 和 No WE Im P—ker L;kerQ-—Im L, X—ker LO 
ker P, Z = In LG ImQ. id. Ke: Im L — dom L f) 
ker 己 为 艺 在 dom 荆 门 ker 已 上 的 限制 的 道 算 子 ,并 
A Kpo=KpU—Q):Z>domLf\kerP, X ID 
恒 同 映射 . 设 J; Im Q — ker L 是 一 同 构 ,并 令 
H,,»9—JQ--Kpq:Z-dom L. £ N Æ L Ew (EJ 
QN: 0—Z 和 Kran: Q>X 都 是 紧 的 ) 且 0& 
F(dom LANIN), ix BH F—L-— N. T Z, A M 
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Hy pg=I-A, BY A=P+J/QN+Kp.eN:0-X 
是 全 连续 算 子 , 且 0& (一 4)(9 0), 故 勒 雷 - 绍 德尔 
HE deg (1 一 4,Q2,0) 存 在 , 它 就 定义 为 在 人 2 上 关 
T LEES. D(F, 0). 可 证 D, (F , Q) 5 
P,Q 以 及 J 了 (保持 定向 ) 的 选择 无 关 , 并 具有 可 加 
性 . 同 伦 不 变性 .可 解 性 等 性 质 . 例如 ,可 解 性 指 的 
是 :车 Di(F, 人 2) 关 0, 则 Lz 二 Nz 在 dom L YQ P 
有 解 . 合 合 度 是 讨论 非 线 性 常 微分 方程 边 值 问题 的 
一 个 有 力 工具 . 

重合 度 (coincidence degree) E[ “8 RE". 

$ 2. sa - 5 fr 38 XE FE (Borsuk - Ulam the- 
orem) 关于 有 限 维 空间 中 的 连续 奇 映射 的 著名 
定理 . 设 X 和 YY 是 有 限 维 赋 范 线性 空间 , 且 dimY 
«dim X,S 为 XX 中 的 单位 球面 ,f :SY 为 连续 奇 
映射 (f( 一 x+) 二 一 f(z),YVzE5), 则 存在 xES 使 
Jf (z) = 0. 换言之 ,不 存在 降 维 的 无 零点 的 连续 奇 
一 站 连续, 则 存在 ES 使 f(x) f C— a0. 这 个 定 
理 的 度数 表达 形式 是 : 设 2 为 X 中 的 单位 开 球 (或 
X 连续 ,了 在 əQ 上 为 奇 映射 , 且 OF FAQ), D 
deg(f, 人 2,0) 是 奇数 . 简 言 之 , 即 奇 映射 的 度数 是 奇 
数 . 

上 述 定 理 首先 由 博 苏 克 (Borsuk,K. ) 于 1933 
年 得 到 , 常 简称 博 苏 克 定 理 . 博 苏 克 定 理 有 许多 推 
广 的 形式 .例如 奇 的 全 连续 向 量 场 ( 或 凝聚 回 量 场 ) 
的 度数 是 奇数 , 奇 的 逼近 固有 映射 的 广义 度 不 含 偶 
M.A. Sy BR AE BU TE RE Z, 作用 下 等 变 的 映 
J. 0E ya ZE J fi d ue EE CU Z, 群 , 户 为 素数 ， 
9 群 ) 作 用 下 的 等 变 映射 ,可 有 相应 的 博 苏 克 
定理 . 

霍 普 夫 同 伦 分 类 定理 (Hopf homotopy classi- 
fication theorem) 布 劳 威 尔 度 的 同 伦 不 变性 定理 
的 一 个 逆 定 理 . 设 Q Jé R" 中 的 单位 开 球 ,f,g: 人 2 一 
R" xE£E,0& / ON), 0 & g (30D. Zi deg (f, 2,0) 
=deg(g,2,0),W f £j g EREE , PI fr TE XE E 
映射 H,2X(0,1J>R’, 使 得 H,—f.,H,—g.H 0 
& HXODX[0,1p. i S AR" 中 单位 球面 ,f,g:S 
>S 是 两 个 连续 映射, 霍 普 夫 定理 可 表述 为 : 

deg(/) = deg(g)ef — g. 

此 定理 由 霍 普 夫 (Hopf,H. ) 于 1927 年 得 到 . 

Tt 18 Æ $E emt Dugundji extension theo- 
rem) # X (Tietze, H. ) 关 于 实 函 数 的 延 拓 定理 
到 无 穷 维 空间 中 映射 情形 的 一 种 推广 . 设 X ER 
量 空 间 ,D 为 X 中 的 闭 集 ,Y 为 局 部 凸 拓扑 线性 空 
lal, f: D— Y 连续 , 则 存在 f 的 连续 延 拓 JiX 
cof CD). 此 定理 由 杜 俊 基 (Dugundji,J. ) + 1951 
年 得 到 . 
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不 动 点 理论 (fixed point theory) WR A $j 
的 不 动 点 的 理论 . GUB RARI H, DC X> X. GAR 
+€ DEG Hoi, > RAR P F 的 一 个 不 动 
点 .确定 映射 在 某 条 件 下 存在 不 动 点 的 定理 称 为 不 
动 点 定理 . 各 种 不 动 点 定理 构成 不 动 点 理论 的 基本 
内 容 . 

不 动 点 (fixed point) 见 “ 不 动 点 理论 ”. 

不 动 点 指数 (fixed point index) 与 拓扑 度 类 
似 的 用 以 刻画 映射 的 不 动 点 的 “代数 个 数 ” 的 同 伦 
不 变量 . PRG F QC X— X 在 区 域 2 中 的 不 动 点 
指数 , 记 为 i(F, 人 2), 反 映 了 FF 在 人 2 中 的 不 动 点 的 
“ARP RO. E X 是 线性 空间 , 则 下 的 不 动 点 即 向 
量 场 /=I—F 的 零点 . 当 拓 扑 度 deet! — F.(,0) 
AEM. ASM IF OMAR M.A, 
)=deg I—F,02,0). iX. X A BB EWR YO. k FE z 
lB], dé X "PIUR ART REL F: O X 连续 ,FF 在 90 
上 无 不 动 点 ,这 时 布 劳 威 尔 不 动 点 指数 1(F, 人 2) 有 
意义 , 它 等 于 布 劳 威 尔 度 deg (1 一 F, 人 2,0).i(F, 人 2) 

1. 标准 性 . 设 FG — p. W pec QO BJ, CF, OQ) 
—]1.3:5&0HB| CF .,0)-—0. 

2. 可 加 性 . 设 2, 和 4 是 2 中 的 不 交 开 子 集 ， 
# F FE QNCOQ, U Q,) PRA Ml 

I(F,Q) = iF, R) + iF ,O,). 
3. [ALPE AN EE. i H. > [0,1]—> X BRA 
H Gt x(WrC€a3Q0,:€ [0,1]), 2CH,, 005 t 
AX. 
由 此 特别 推出 ;车 i(F ,02) 关 0, 则 在 2 中 存 
在 不 动 点 . 类似 地 ,对 于 全 连续 映射 ,可 定义 勒 雷 - 
绍 德尔 不 动 点 指数 . 对 于 集 压 缩 映 射 .凝聚 映射 、. 紧 
支撑 映射 等 , 均 可 定义 相应 的 不 动 点 指数 . 利用 不 
动 点 指数 或 拓扑 度 理论 ,可 以 得 到 许多 不 动 点 定理 
或 零点 存在 定理 ， 
巴 拿 赫 不 动 点 定理 (Banach fixed point theo- 
rem) 关于 压缩 映射 的 不 动 点 定理 . 设 (X,d) 是 完 
er Et le]. XX 是 压缩 映射 , 即 
ALEE S Ed(rsy) (Vey € X), 
其 中 AGEL0,1), 则 下 在 X 上 存在 惟一 不 动 点 z, H 
ERDE z+ C X, HER ET Ed 0510.2.) 
确定 的 序列 (x,}) 收 全 到 不 动 点 z, SPA F XR dh 
x: 

CUm e REC) ES 

dlt SRO == ky dn xu 

gq Gu yy Rat, 

P3 Sr jp AS 3JJ pa XE EJE ER Hs 48 BR AB 20 A E FB , 
H E d» (Banach, S. ) 于 1922 年 得 到 ,是 最 基本 
的 不 动 点 定理 之 一 . 
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压缩 映射 不 动 点 定理 (contraction mapping 
fixed point theorem) 即 “ 巴 拿 赫 不 动 点 定理 ”. 

非 扩 张 映 射 不 动 点 定理 (fixed point theorem 
for nonexpansive mapping) 关于 巴 拿 赫 空间 中 
有 界 闭 凸 集 上 的 非 扩 张 映射 的 不 动 点 定理 .有 例子 
表明 ,在 一 般 巴 拿 赫 空 间 中 有 界 闭 凸 集 上 的 非 扩 张 
映射 可 以 不 存在 不 动 点 .关于 非 扩 张 映射 不 动 点 理 
论 的 第 一 个 重要 结果 属于 德 马 尔 (de Marr ,R. ). 
ZANA, m A E (Browder, F. E. d 84 $8 (Go- 
hde, D. ), 3E AR s& (Kirk, W. A.), f H 8 xh 
(Petryshyn, W. V. ) 等 得 到 了 下 述 定 理 : 设 X 是 一 
致 凸 的 巴 拿 赫 空间 ,C 是 X 中 的 有 界 闭 凸 集 ,F:C 
>C FEP KM F Te C 中 存在 不 动 点 . 

克 尔 克 的 结论 指出 ,上 述 定 理 中 的 条 件 “X 是 
一 致 凸 的 巴 拿 赫 空间 ”可 减弱 为 "X 是 具有 正规 结 
构 的 自 反 巴 拿 赫 空间 ”. 

布 劳 威 尔 不 动 点 定理 (Brouwer fixed point 
theorem) R' 中 紧 凸 集 上 的 连续 自 上 映射 的 不 动 点 
存在 定理 .名 DER moiës, F: D— D 
连续 , 则 FF 在 DD 中 存在 不 动 点 .此 定理 与 下 述 任 一 
结论 相互 等 价 : 

1. R” PARR B 的 边界 S 不 是 B must. 

2. R" 中 的 球面 S IR de np 38 By. BUS 与 单 点 空 
间 的 伦 型 不 同 . 

布 劳 威 尔 不 动 点 定理 由 布 劳 威 尔 (Brouwer， 
L.E. J. ) 于 1912 年 得 到 . 

HA i A Sie e FB (Lefschetz fixed point 
theorem) 关于 有 限 多 面体 上 连续 自 映 射 的 不 动 
点 定理 . 设 | 天 | 为 有 限 多 面体 ,/:| 天 | 一 | 天 | 为 连 
RRR E f SRA w LOO 0.81] / 8 4 JJ 
A. Ut XE H H SEA IB] X Lefschetz, S.) F 1926 年 
得 到 . 布 劳 威 尔 不 动 点 定理 为 其 特例 . 

绍 德尔 不 动 点 定理 (Schauder fixed point the- 
orem) 布 劳 威 尔 不 动 点 定理 到 巴 拿 赫 空间 情形 
WHE. xX ZB SMS ACHE X PH AYE. 
F.C>C #2 MJ F 8 4 J) A. 此 定理 的 一 个 等 价 
JÉ jk i D R: X PHIESA RAGE, F. D— D 
全 连续 , 则 FEDIA. JK E PE H 28 BOR (Schaud- 
er,J. P. ) F 1930 年 得 到 . 

€ = Së SR X) R$ fF (Leray-Schauder 
boundary condition) ”为 保证 全 连续 映射 在 某 区 
域 中 存在 不 动 点 而 对 映射 在 区 域 边界 上 的 值 提出 
的 一 种 条 件 . i: 2 是 巴 拿 赫 空间 X rF BJ 8 AT 
集 ,0€E Q.F:Q-— X 全 连续 .在 90 上 加 于 下 的 条 件 
£: 

1. zxÉtF (x) (Vz € 80,1 € (0,1)), WF EA 
中 有 不 动 点 . 

上 述 条 件 称 为 勒 雷 - 绍 德尔 边界 条 件 . 类 似 的 


RFRA: 
2. (2 #k (Rothe, E. DAF: || F(x) || < || > 
| (Vx € 230). 

3. (阿尔 特 曼 (Altman ,M. )) 条 件 : || F(z) — 
r|l^mirG2Oll'—lzxli(vxeao. 

4.( 罗 铁 ) 条 件 :Q EBR, FODER. 

5. (克拉 斯 诺 塞 尔 斯 基 (Kpaenocenncekun , M. 
A. DR TIE LX 是 希 尔 伯 特 空间 ， 

(Fejs Ss zl’ We € af). 

# F REEERE —,.M|J F # O rR A rz 

点 .这 时 , 若 下 在 932 上 无 不 动 点 , 则 有 
deg(/ — F,0,0) = ¿(F ,Q5 = 1. 

吉 洪 诺 夫 不 动 点 定理 (Tychonoff fixed point 
theorem) 关于 局 部 凸 拓扑 线性 空间 中 的 紧 凸 集 
上 的 连续 自 映 射 的 不 动 点 定理 .设立 是 局 部 凸 拓 
扑 线性 空间 ,C E X PRR, FCC 连续 , 则 
F 有 不 动 点 . 此 定理 由 吉 洪 诺 夫 (Trxoaog,A. H. ) 
于 1935 年 得 到 . 

达 伯 - 萨 多 夫 斯 其 不 动 点 定理 (Darbo- 
Sadovskii fixed point theorem) 绍 德 尔 不 动 点 定 
理 到 集 压 缩 映 射 或 凝聚 映射 情形 的 推广 . 设 X 是 
巴 拿 赫 空 间 ,D 是 X PIES 8 HI 3 , F: D— D 
是 连续 的 集 压缩 映射 或 凝 罕 映射 , 则 在 DD 中 有 
不 动 点 . 达 伯 (Darbo,G. )+ 1955 年 与 萨 多 夫 斯 基 
(Sadovskii,B. N. ) 于 1967 年 分 别 就 集 压 缩 映 射 与 
凝聚 映射 证 明了 上 述 结果 . 

卡 里 斯 梯 不 动 点 定理 (Caristi fixed point 
theorem) ” 继 巴 拿 赫 不 动 点 定理 之 后 关于 完备 度 
量 空间 中 映射 的 又 一 重要 的 不 动 点 定理 . 设 (X,d) 
WES RES BJ, F. X — X Eý, o X> 
[0, +00) FFER. SZ 

dlr D (RE q(x)— FGO) (Vx C X), 
M) F # X PRADA. Uk E SE H + EM S 
(Caristi,J. ) 于 1976 年 得 到 . 


偏 序 集 上 映射 不 动 点 定理 (fixedpointtheo - 


rems for mappings on partially ordered sets) fq 
序 集 上 的 各 类 特殊 映射 的 不 动 点 定理 .下面 列 出 这 
方面 的 几 个 重要 结果 ,其 中 (X, 委 ) 为 偏 序 集 : 

1.( 克 那 斯 特 (Knaster,B. )- 库 拉 托 夫 斯 基 
(Kuratowski, K. )- 马 祖 尔 克 维 奇 (Mazurkiewicz， 
S. ) ,1929). 设 下 :X 一 X R: IR PF BR PJ (z< y= F (>) 
<F(y)). AFE b€ X 使 得 OF (OH), H Q= (r€ 
X |bzx) PIS SEAT SE LE, M F ERFAR 
动 点 , 且 存 在 下 在 X 上 的 最 大 不 动 点 . 

2. (布尔 巴 基 , 1940; 9g 4 3E (Kneser, A. ), 
19500. Z X 中 每 个 链 有 上 确 界 ,Ff:X 一 X 满足 条 
Jr, (x) (VrEX) WF EX PRADA. 

3. (HS RHE (Tarski, A. ), 1955). 完备 格 X 
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上 的 每 个 保 序 映射 必 有 最 小 与 最 大 不 动 点 . 

4. (H È (Amann, H. ),1977). iZ X PAS s 
有 上 确 界 ,FF:X 一 X 保 序 , 且 存在 x, € X 使 得 +. < 
F(a.) M) F ÆR (z€ X xo) URS B AI AR. 

锥 映射 不 动 点 定理 (fixed point theorems for 
cone mappings) 有 序 巴 拿 赫 空间 中 各 类 锥 映射 
的 不 动 点 定理 .下面 列 出 这 方面 的 几 个 重要 结果 ， 
EPX, <) R: 8 PF Es, Sw Be). > PF < H # P Ta 


1. GHA FWA S PA EB). i PIER. Laos] 
是 X 中 的 序 区 间 sE: Luova] >X 是 连续 的 凝聚 映 
射 (特别 地 ,严格 集 压 缩 映射 ,全 连续 映射 ), 且 是 增 
E F. EA u < F Ga ,FCvo) 声 vo;y 则 下 在 [uo,vo] 
中 有 最 大 不 动 点 x 与 最 小 不 动 点 Xx. , R. 

a? hm us. === hias, 
HP vu, = F (Uri) tt, = F Cun) (n= 1,250°°) 98 
É: 

Wy Uy et SL S C ER UE s= E DI SETS. 
在 上 述 定 理 中 ERE P EUIS P OC, DH F BJ 
凝聚 性 可 去 掉 而 只 要 求 玉 为 连续 ; 若 要 求 D 是 强 
极 小 的 , 则 的 连续 性 假设 也 可 去 掉 . 

2. ( 锥 拉 伸 与 锥 压缩 不 动 点 定理 ). 设 2 #l O, 
是 已 中 的 两 个 有 界 相 对 开 集 ,302, 和 90, FALE P 
中 的 相对 边界 ,OE0O Q C O, F: ANAR —>P Ze 
续 . 奉 下 是 锥 拉 伸 的 , 即 

Fx x (Vz € 30); Fz = z (Vr € N), 
BY F 是 锥 压缩 的 , 即 

Fx x (Wr € 00,); Fx = x (Nx € IN), 
I F FE OO 中 有 不 动 点 . 

映射 族 不 动 点 定理 (fixed point theorems for 
families of mappings) 关于 映射 族 的 公共 不 动 点 
存在 定理 . 设 f=={fs|a€ A}) 是 一 映射 族 ,其 中 A 是 
指标 集 , Ya€ A, f.: X>. X RH. # + € X 使 得 
f.G)= <= (Va€ A), WR x 为 映射 族 玉 的 不 动 点 . 
下 面 是 几 个 著名 的 映射 族 的 不 动 点 定理 ,其 中 X 
是 局 部 凸 险 斯 多 夫 空 间 ,CCX.F JE: C 上 的 某 映 射 
We. BD F= {fala € A}. fF.iC—C(Ola€ A). RAK F 
称 为 可 交换 的 , 指 的 是 faf. Sofa Va, B€ AD. WR 
SRF PAT TH teh PF 中 的 每 个 成 员 f:C 
>C 是 仿 射 的 , 即 f(r 十 (1 一 2)y)==tf (x) 十 (1 一 
t)f(y) (Vr,yEC, YE (0,1)). 

1. (马尔 可 夫 (Mapkob,A. A. 2,1936). i£ C 是 
X PHAGE F E C 上 的 一 个 可 交换 的 仿 射 的 
XE BEBE A DU F FEC 上 有 不 动 点 . 

2.( 角 谷 静 夫 ,1938). 设 C 是 X 中 的 紧 凸 集 ， 
FRC 上 的 一 个 仿 射 等 度 连续 的 映射 族 , 且 Ff 在 
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映射 的 复合 运算 下 构成 群 , 则 在 C PRADA. 

3. (# ZR -2 ZR 18 UE Ac Hr dE CRyll-Nardzewski , 
C. ),1967). Ut X 是 巴 拿 赫 空 间 ,C EXPRES 
紧 集 ,C 上 的 映射 族 忆 是 一 半 群 . 令 D= (f (=) 
—f(PIfEF. 2z,yEC czy}. & 0& D, WJ F FEC 
中 有 不 动 点 . 

4.( 德 马尔 (de Marr,R. ),1963). & X EE £ 
赫 空 间 ,C E: X 中 的 紧 凹 集 ,F Æ C 上 的 可 交换 映 
RAF 中 的 成 员 均 为 C 上 的 非 扩 张 映 射 , 则 FF 
在 C 上 有 不 动 点 . 

集 值 映射 的 拓扑 度 (topological degree for 
setvalued mappings) 单 值 映射 拓扑 度 到 集 值 映 
射 情形 的 推广 . 各 种 单 值 映射 的 拓扑 度 理 论 大 多 已 
被 推广 到 相应 的 集 值 映射 类 . 例如 , 布 劳 威 尔 度 、 勒 
雷 - 绍 德尔 度 、 集 压缩 与 凝聚 问 量 场 的 拓扑 度 .终归 
紧 向 量 场 的 拓扑 度 、 锥 映射 的 拓扑 度 、 副 近 固 有 了 映 
射 的 广义 度 等 均 有 相应 的 集 值 映射 情形 的 推广 ,这 
里 仅 以 勒 雷 - 绍 德尔 度 为 例 说 明 如 下 . 设 X 是 巴 拿 
赫 空 间 ,Q X PR AAAS. PO 2* 是 具 非 空 
紧 凸 值 的 全 连续 集 值 映射 , 且 pe X\U—F) ON). 
(E25 620, H B yr E FE , fr TE EE (B ÉE ER > 
X, 使 得 f (Q) C co F CQ), B. graph (f) C 
N.(graph(F)). 此 时 f 为 全 连续 映射 , 且 当 e> 0 
充分 小 时 ,有 pe 1—/0(0O "THES E Ai 
deg — f,0, p X& X. EE TEX deg —F.n, 


P) 的 定义 . 可 证 此 定义 的 合理 性 及 这 样 定义 的 度 


具有 与 勒 雷 - 绍 德尔 度 类 似 的 性 质 . 

上 述 提 到 的 诸 类 集 值 映射 均 要 求 具 凸 值 . 对 于 
具 非 凸 值 时 的 某 些 类 集 值 映 射 也 可 建立 度 理论 . 这 
方面 的 基本 结果 由 果 尔 尼 维 茨 (Gorniewicz , L. ) 5 
iit E Ze AE AP (Bopuconuu, IO. T. ) 等 给 

集 值 映射 的 不 动 点 (fixed point of setvalued 
mapping) 单 值 映射 不 动 点 到 集 值 映射 情形 的 推 
J.WDCX,FiD-2* ARR. A x, € D Wi 
É zo € F (zo) , MI) St Xo 为 F 的 一 个 不 动 点 . 

集 值 映射 的 不 动 点 定理 已 有 许多 . 

集 值 压缩 映射 不 动 点 定理 (fixed point theo- 
rem for setvalued contractive mapping) E € š 
压缩 映射 原理 到 集 值 映射 情形 的 推广 . 设 (X,qd) 是 
完备 度量 空间 .fF:X 一 2” 是 具 非 空 有 界 闭 值 的 压 
缩 映 射 , 即 存在 &<1 EIR ACF C32 ,F GO Rd x, 
(Vr. y€ X), APhARMBRES NM FAA 
动 点 . 集 值 压缩 映射 不 动 点 定理 由 纳 德 勒 (Nadler， 
S. B. ) 于 1969 年 得 到 . 

角 谷 静 夫 -机 墩 - 格 里 克 斯 伯 格 不 动 点 定理 
(Kakutani-Fan-Glicksberg fixed point theorem) 
吉 洪 诺 夫 不 动 点 定理 到 集 值 映 射 情形 的 推广 . 设 X 
是 局 部 凸 拓扑 线性 空间 ,C 是 和 中 的 非 空 紧 凸 集 ， 
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T:C-2* 是 具 非 空 闭 凸 值 的 上 半 连 续集 值 映 射 , 则 
T 有 不 动 点 . 此 定理 由 攀 壤 (Ky,Fan) 于 1952 年 得 
到 . 角 谷 静 夫 于 1941 年 得 到 了 此 定理 在 X 一 R" 时 
的 特殊 情形 . Ux W hu Bir RE CBohnenlust , H. 和 卡尔 
林 (Karlins,S. ) 得 到 了 此 定理 在 X 为 巴 拿 赫 空 间 
时 的 特殊 情形 . 

布 劳 德 不 动 点 定理 (Browder fixed point theo- 
rem) 由 布 劳 德 (Browder,F.E. ) 提 出 的 带 边 界 条 


件 的 集 值 映射 不 动 点 定理 . VE X 是 局 部 凸 拓扑 线 


性 空间 ,C H X 中 非 空 紧 凸 集 ,f :C 一 2” RE BI 
OEH EPER. id 6(C) 二 {zxEC| 存 在 X 的 有 限 
维 线 性 子 空间 ,使 得 xz 属于 CNE 在 中 的 边 
界 }. 若 FF 满足 下 述 两 边界 条 件 之 一 , 则 FF 有 不 动 
H: 

1. FIR z€ 6ó(C),ffr#E y€ FG) 5S u€C K À 
— 0 使 得 y=x+ A (u — z). 

2.4ER 2€ OC) FE y€ F(z)£j z€ C KA 
<0 使 得 > 一 z 十 4(x 一 工 )， 

此 定理 由 布 劳 德 于 1968 年 得 到 . 

泛 函 的 临界 点 (critical point of functional) 
iz BR ILE HE DU PEE] A.M E E € LAT UE , f 
€ C'(M,R), PC M. df(p)=0, WRR p fm 
临界 点 . 若 df (02220, DU EX pp 为 了 的 正则 点 . 设 c 
€R,# f OPER SHAM WR eA fH 
临界 值 . 否则 , 称 c 为 了 了 的 正则 值 . 泛 图 的 临界 点 、 
正则 点 、 临 界 值 `. 正 则 值 的 概念 是 一 般 映 射 的 相应 
概念 在 泛 困 情形 下 的 具体 化 .关于 泛 图 的 临 昼 点 的 
研究 成 果 形 成 了 颇 为 系统 的 临界 点 理论 , EA TE 
非 线性 梯度 算 子 方程 的 解 提 供 了 理论 工具 , 由 于 一 
些 散 度 型 微分 方程 的 解 恰 是 相应 的 积分 泛 函 ( 亦 称 
变 分 泛 函 ) 的 临界 点 ,因此 ,用 临界 点 理论 研究 非 线 
性 方程 的 方法 被 称 为 非 线 性 分 析 的 变 分 方法 . 

> B BJ |ñ FEB (critical value of functional) 
Ji," 17 eR BS ME FRR”. 

F 3 GE SERA (lower semicontinuous fu - 
HE 7r FUE A B $Ë BJ e C. GX 是 拓扑 
= B. f :X—R U i+ eo), f# Foo. AE z, € XH 
网 


nction) 


La > Xo limf (zo) >= f(x), 


WS 了 在 + 为 下 半 连 续 . 若 了 在 和 中 每 点 均 为 下 
半 连 续 , 则 称 了 在 和 上 为 下 半 连 续 . f .X—RU (+ 
o) DEA SM ER, f= LE AN lf Geisel EE 
X H #JB] Sept (fF) = ((z,:) € XXR|f(z)<t) 
E X XR 中 的 闭 集 . 若 在 上 述 定 义 中 ,将 网 >, RA 
序列 x,, 则 得 到 f 为 依 序列 下 半 连 续 的 概念 . 当 
然 ,在 度量 空间 中 ,此 二 概念 等 价 . 当 函 数 ( 一 了 ):X 
一 RU( 十 co )} 为 下 半 连 续 时 , 则 称 函 数 f:X 一 RU 


{一 00} 为 上 半 连 续 . 了 在 某 点 为 连续 ,等 价 于 了 在 
Ho Bh EAP EE MP IER. 又 拓扑 空间 上 的 下 半 
连续 葡 数 或 序列 紧 拓 扑 空 间 上 的 依 序列 下 半 连 续 
pk Bx HY iA BCP Hh A. 

ik Pr OI F `É E Së e HW (sequentially lower 
semicontinuous function) Ji“ P EJE Be Ag”. 

88g F ÉE XE 5EË Z Bh (weakly lower semicontinu- 
ous functional) 在 巴 拿 赫 空间 中 弱 拓 扑 的 意义 下 
AYP RIESE WIZ A. 2 X 是 巴 拿 赫 空间 , 广 和 一 R 
U{+co}. AE X 中 取 弱 拓扑 时 了 了 为 下 半 连 续 ( 或 
依 序列 下 半 连 续 ), 则 称 f 为 弱 下 半 连 续 ( 相 应 地 ， 
依 序列 弱 下 半 连 续 ). 在 临界 点 理论 中 常用 到 下 述 
结果 : 设 X 是 自 反 巴 拿 赫 空 间 ,M 是 X 中 的 非 空 
AE, f .M—RU (+0), f +o. # f J: IK PF 
J 33 PRES. H. f AE sm RJ BJ (ED, `4 z € M, 
| zj 一 十 ce 时 有 fro), N FEM E 
到 下 确 界 . 巴 拿 赫 空 间 中 的 下 半 连 续 凸 泛 果 是 绊 下 
半 连 续 的 . HA BE BG ERT BY YZ BR FE HK ad 
连续 的 . 

4k Pr 7 88 T 2E 3E BE E BI (sequentially-weakly 
lower semicontinuous functional) J “388 F Æ E 
Br 1 RC. 

om di A (coercive functional) WA yb ZË fk zs 
间 中 随 着 范 数 的 无 限 增 大 市 一 致 趋向 于 无 穷 大 的 
iz. WX 是 赋 范 线性 空间 ,MCX,f:MR. ZS 
当 zEM,|zl 一 十 co 时 ,有 jz) 一 十 co, 则 称 f 
为 强制 的 . 特别 地 , 当 M 为 有 界 集 时 ,总 认为 

艾 克 兰 德 变 分 原理 (CEkeland variational pri- 
nciple) 关于 完备 度量 空间 上 的 有 下 界 的 下 半 连 
续 泛 图 的 近似 极 小 点 的 存在 性 定理 . 设 (X,o) 是 完 
备 度量 空间 ,f:X 一 RU to F EZETA, H 
fsÉ4- oo. RA e> 0 及 x € X 使 得 

f(x) < inf(f(x)|x € X) + e, 
则 存在 点 yEX, 使 得 Jf (y.) < f (z,) Cy EE 
H f(z)> f(y.) — 0 Cyo x2 Vay). 上 述 定理 中 
的 点 ve BRA f BOXE MK s. 34 X 是 完备 的 分 斯 
勒 流 形 且 SEC’ 时 ,在 点 y 处 有 | d fy) | xe. 
Jt E X8 Bi X sa > $& (Ekeland, I.) + 1974 年 
得 到 . 

(P.S) 条 件 ((P.S) condition) gi TH 3& Hr 
Palais, R. S) 5 8 HEA (Smale, S. ) 提 出 的 一 种 对 巴 
SUM WE L TZ PREIS] RS ESE K. 设 M 是 巴 拿 赫 -分 斯 
SIE, fEC' (MR). AH (<=, CM, (fla) JAF 
K | df (z,) || 0 可 推出 {zx,} 有 收敛 子 列 , 则 称 
fik M p W E CP. S) ZRI 阁 在 此 定义 中 将 
{f(z,)) 有 界 换 为 f(x,) 一 c, 其 中 cc 为 某 给 定 的 实 
数 , 则 称 满足 (P. SO. Sit # X: BT 38 BJ IE $Z c, f 


非 线 性 分 析 拓 扑 与 变 分 方法 


HIW Æ CP. S), 条 件 , 则 称 节 满足 (P.S) ARTT. 2840] 
# (P.S) 条件. (P.S) 条 件 在 临界 点 理论 中 起 着 关 
键 的 作用 . 

(P.S), ##E((P. S). condition) 见 “(P.S) 条 
fr. 

(P. S)* && (E ((P. S)* condition) 
Ap. 

(P.S) & VF ((P. S)~ condition) 
条 件 ” 

H E [B] BE X (gradient vector field) 由 和 希 尔 
伯 特 流 形 上 的 C' ZZ BR IA] 88 BE BÉ pR, BJ UJ [n] 5c 3⁄4. 
it M 是 希 尔 伯 特 流 形 ,fECI!'CM,R), 这 时 df E 
M 上 的 余 切 向 量 场 .由 于 布尔 伯 特 流 形 M ERR 
切 丛 与 切 丛 之 间 有 着 标准 同 构 :7 CMDZET (M). 
TV f=: ° df WV f E M Enns, f 
的 梯度 向 量 场 . 当 MBE SRI. f € C' (M ,R) 
时 ,也 常 把 M EAR ln] ERES d f RA f 的 梯度 向 
量 场 . 

梯度 下 降 流 (gradient descent flow) 由 和 希 尔 
们 特 流 形 上 泛 图 的 负 梯 度 向 量 场 所 生成 的 流 . Dz 
M 是 希 尔 伯 特 流 形 , f€ C2 ° (M.R). EM EH f 
H3 fr BS BE qn] Exe — V f BrAE pk. BJ UU 7 KA f BJTR 
度 下 降 流 ,或 负 梯 度 流 , 有 时 亦 称 为 梯度 流 . 在 过 
M 上 每 点 pim PO CR SHE SOG, 
t)) Fe B8 t 的 增 大 而 递减 的 . 

伪 梯 度 向 量 场 (pseudo-gradient vector field) 
梯度 向 量 场 在 不 适合 用 来 构造 下 降 流 时 的 一 种 替 
fU. 当 M 是 一 般 巴 拿 赫 流 形 , JEC "(MM,R) 时 ， 
余 切 回 量 场 df 不 能 用 来 构造 下 降 流 . 当 M 是 希 尔 
伯 特 流 形 而 f € CiCM,R) 时 梯度 向 量 场 Vf 也 不 
能 用 来 构造 下 降 流 . 伪 梯 度 向 量 场 是 克服 这 两 种 困 
难 的 工具 . 设 M 是 C*" 巴 拿 赫 - 芬 斯 勒 流 形 ，f € 
CCM,R), 记 天 为 了 在 M 上 的 所 有 临界 点 所 成 之 
集 , 令 M—MNK. E V E M EB —- C' ° (1) I] 
量 场 , 且 满足 条 件 : 

1. IV) | <2 |l df) || (Ve € M>; 

2. (df (p) VDE || d£ (po | CV pc MD, 
WE V E: f rain c "DS" 
XS JE EfE— C' 泛 函 的 伪 梯 度 向 量 场 总 是 存在 
Bj. H —V # M EA UB EROS f 的 伪 梯 度 下 降 
流 , 或 负 伪 梯度 流 , 也 常 简 称 伪 梯度 流 . f 在 负 伪 梯 
度 流 的 流 线 上 是 下 降 的 . 伪 梯 度 疝 量 场 的 概念 及 其 
存在 性 最 早 由 帕 莱 斯 (Palais,R. S.) F 1966 年 
给 出 ， 


BL“ (P. S) 


BLS CP. S) 


伪 梯 度 流 (pseudo-gradient flow) Yu“ fj 4% 
RE [p] ty”. 
A&R (isotopy) f&TEfE— BJ 220] 15] A [e] RS I] — 


种 特殊 的 形变 . 设 X 是 拓扑 空间 ,X 上 的 一 个 形变 
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1H AY JE — ee LO, 1]x X X 使 得 m 
—idiX-X.X 上 的 一 个 合 痕 指 的 是 X 上 的 一 个 
形变 7, 使 得 ViE[L0， m 5:X-X AAE, RE 
mOr)-29G0,* ). K AC X,A # X ERE E iB 
连续 映射 7:L0,1]Xx AX, EIR 1 — id, As A. A 
在 X 上 的 合 痕 指 的 是 4 在 X 上 的 形变 7, 使 得 Vi 
€[0,1],5:A— 7 CAXAX EW. 

J£ 35 5| 38 (deformation lemmas) 研究 临界 
点 的 有 力 工具 . 指 在 巴 拿 赫 流 形 上 利用 泛 函 的 伪 梯 
度 癌 量 场 对 泛 晒 的 水 平 集 进行 所 需 形变 的 一 些 定 
理 . 这 方面 的 结果 很 多 ,下 述 是 其 中 之 一 . 

设 M 是 完备 的 C”“ 芬 斯 勒 流 形 ,fEC' CMR) 
满足 (P. S) 条 件 , 设 cER,K,.={r€EM|df (x) —0, 
f(x) 二 c}.U R K, 的 开 令 域 , 则 存在 M ED QR 
7:L0,1]XM>M 与 两 个 正常 数 e<a, 使 得 : 

1.7, | lee =a 09 mid |= 9 (V ELO, 
Rus 

SEIT CF et Iq M 

3. fa S f (z (IG [0.1]. € M). T 
中 对 实数 b, f, (€ MI fr) b}. 

特别 地 , 当 K.= @ BF , WX. (Uz. ERS Z 
BA (f+) Chee 

极 小 极 大 原理 (minimax principle) H% m 
定 沁 函 的 临界 点 存在 性 的 一 个 较为 一 般 的 原理 . 设 
M ETAB C 一 分 斯 勒 流 形 , FEC’ OM FONS E 
(P. S) 条 件 ,. E M 的 一 个 非 空子 集 族 . 记 

一 
Gc 是 有 限 数 , 且 存 在 @ > 0,1 7 XT 38 Bh 
射 族 B CO ERES BRE éi, (ERE 
的 , 则 < 是 了 的 临界 值 ,其 中 

Pi- = (elem mio 1]x MM 是 形变 ， 
jJd> c> a= c — eo, Í 7, ly, = id Pn [0,1]; 
Of fr FG c2<flx), Vee L0,1],Vr€ 
Mi, 

d. (f)= (g|g=m,7:L0,1]X M—>M BF 
Hed a<c<b,[a,b]C CGc— esc HE), h: f, — f. A 
HE» 7, Lon ease di — id [Ar Toe a JOG, 
z2))<Sf/(z),VtC€C [0,1],>€ M). 

TRK C 称 为 关于 映射 族 @ 是 不 变 的 , 指 的 
EVFE Z, YED, A gC(F)€ Z . E É J P BU 
GN S) 条 件 还 可 减弱 . 在 实用 中 灵活 选取 子 集 族 

与 映射 族 @ 可 得 到 不 同 的 临界 点 存在 定理 . 

山路 引 理 (mountain pass lemma) 极 小 极 大 
原理 的 一 个 简单 而 重要 的 特殊 情形 . 设 X 是 巴 拿 
WEES EC X,R), N X PRA EN, zx, 
GI — 

r= (g € C([0,1],X)|g(0) 
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= Tosg (l) = xj 
c = inf sup f(g(t)). 

m gET «€ [0,1] 
z 

max J (zs), f G0) < inf f(x) = p, 
AS WE (P. S), 条 件 , 则 c BS WIAA, A cS 
B. JC XE FE h [uj a # 2 SE 3 CAmbrosetti, A. ) 5 fr 
LL Ve 4E yx (Rabinowitz, P. H. ) 于 1973 年 提出 . 

环绕 (link) 拓扑 空间 中 子 集 之 间 的 一 种 特 
TRA (KAR. WX FSS EX PH 
JES PR, H ACQ, Æ ANS=O, 且 对 任意 的 连 
续 映 射 o Q X, HS ela —id la MA eon S 
SO, WEE (OO, ASS 环绕 . 在 实用 中 , 常 取 Q 为 某 
WIE» A— Q 为 其 边界 ,这 时 也 常 简称 aQ 与 
S HSE. 对 于 环绕 的 情形 使 用 极 小 极 大 原理 可 得 下 
述 环绕 型 临界 点 存在 定理 : 设 XX 是 完备 的 C ° 3 
WAME SEC X, RRE P. ODR QAS 
S HA, wT =i pEC, XD |ela—id|4). S 

c = inf sup f (9(x)), 
pEr ed 
# 
a= sup J (z) < inf f(x) = p, 
MJ c 是 了 的 临界 值 , 且 cce. 山路 引 理 是 上 述 定理 
的 简单 特例 . 此 外 ,常用 到 的 环绕 的 例子 有 

w X EES zE, X=X ax.,dmx,- 
+o R AX PUR RAD HAR, A= 3Q 为 
Q EX 中 的 边界 ,S 一 X;, 则 9Q 55 S 环绕 . 

KX EES k la], X = X,OX,,dimX,< 
FOO, gf ys Ó CSS, A r, > Py» SH (=€ 
Xill xl =e} e€ Xz, lle || =1,Q= {r=z te] 
avc Mis | X1 | <r} t€ [0,r>, ]) , A=3Q ^ Q FE X, 
Q Uuelt€ R) PHAR, N 9Q 与 S 环绕 . 

eee (category) 一 种 在 拓扑 空间 的 子 集 族 
上 定义 的 具有 指定 性 质 的 非 负 整 值 范 数 , 它 对 估计 
s EE 设 M 是 拓扑 空间 ， 

一 (4CMI4 是 财 集 }) .定义 函数 CatuC * 017 
Ear eee A= GB. Caty C220; 
D ACF AZAS, A A 可 表 为 有 限 个 在 MM 中 可 
缩 的 财 集 之 并 , 则 令 


Cat, CA) = min{m|A = U F,.F, 
i=] 


是 在 M 中 可 缩 的 财 集 ). 
否则 , 令 Caty CAD) = + oo. 如 此 定义 的 函数 
Catwv(。) 称 为 M 上 的 柳 斯 捷 尔 尼克 - 施 尼 雷 尔 曼 
BE OY, fel PK GR (E Catu APRA A # M E F) BE 
数 . 当 M 是 可 度量 的 巴 拿 赫 流 形 时 ,Catw(。) 具 有 
下 述 性 质 ( 下 面 简 记 Catw(。) 为 Cat(，)): 

1. 平 凡 性 . Cat CA) 206A Ø. 
2. 规范 性 . Cat (p}I=1V PEM). 


3. 单调 性 , A, BEF, 
AC B2»Cat CA) Cat CB). 

4. 次 可 加 性 .Y A. BC % , 

Cat CAU B) xzCat CA) 4- Cat CB). 

5. JÉ AEN BE. ACF 0: LOL1 X A>M 是 
4 在 M 上 的 形变 , 则 Cat (7, CA))SCat (A). 

6. 连续 性 . VA € Z , ff TE A TE M rp B SD bz 
U ,使 得 Cat(U) —CatCA). 

下 述 公 式 对 于 上 畴 数 的 计算 是 有 用 的 : 

Caty(A)<dim A+1, 

Cat, CMD Zecuplength CM) +1, 
其 中 dm4 WA 的 豪 斯 多 夫 维 数 ,cuplength (MD 
为 M 的 奇异 上 同调 环 的 上 积 长 度 . 

柳 斯 捷 尔 尼克 - 施 尼 雷 尔 曼 重 数 定理 (Ljustern- 
ik-Schnirelman multiplicity theorem) AIJ H BS 
XY Dit FB ES PR BJ ths FR BJ T 3 EG Y AY EE 
JE. W M 是 完备 的 巴 拿 赫 -分 斯 勒 流 形 ,EC CM ， 
FO fi i£ CP. S) 条 件 , 对 每 个 n= 二 1,2,…, 记 多, 二 {4 
C MIA 闭 ,Catv CAP 2k}. S 

UE inf sup f (z) 


€>, rcA 
(约定 当 Sn, — Ø ua =+ oo). 
行 对 某 个 正 整 数 & 与 BH 
— OO < 44, = Copp = tt = 44, = € <+ oo, 

则 Cat, (K) Sp, Kip K. = (z< € M|df (=) = 0, 
JfGe) =c). 此 时 < E: f B9 PES H. K, 中 至 少 包 
& pz 个 不 同 的 临界 点 .作为 重 数 定 理 的 特例 (p==1 
NA: GS c, 是 有 限 数 , 则 c S 的 临界 值 . 

H dE IERI HEIL A TEM EH PH. S 
在 M 上 至 少 有 Catw(CAMD) 个 不 同 的 临界 点 . 畴 数 概 
念 与 重 数 定理 最 早 由 柳 斯 捷 尔 尼克 (JocrepHrk , JI. 
A. ) 与 施 尼 雷 尔 曼 (CHIarperpMaHy,J.T. ) 对 紧 流 形 给 
出 ,后 被 由 莱 斯 (Palais,R.S. ) 于 1966 年 推广 到 巴 
拿 赫 流 形 的 情形 . 

非 退 化 临界 点 (nondegenerate critical point) 
在 该 点 处 的 二 阶 导 算 子 有 有 界 逆 的 临界 点 . 设 X 
是 希 尔 伯 特 空间 ,fEC*(X,R),zo 是 了 的 临界 点 . 
Af" (x) :X>X 有 有 界 逆 , 则 称 ze 是 f 的 非 退 化 
临界 点 .否则 , 称 临界 点 co 是 退化 的 .设计 是 C? 
希 尔 伯 特 流 形 ,FEC2:(CM,R),ze 是 了 的 临界 点 , 取 
zo 处 的 局 部 坐标 系 (U ,9). 若 p(xo) 是 泛 函 f。 e 
的 非 退 化 临界 点 , 则 称 ze 是 f 的 非 退 化 临界 点 . 否 
则 称 S 的 临界 点 zo 是 退化 的 . M 上 泛 果 地 的 临界 
点 的 非 退 化 性 不 依赖 于 局 部 坐标 系 的 选取 . 非 退 化 
临界 点 必 是 孤立 临界 点 . 

退化 临界 点 (degenerate critical point) J| 
“ 非 退 化 临界 点 ”. 


BR HS A (Morse functional) ”一 种 特殊 泛 


非 线 性 分 析 拓 扑 与 变 分 方法 


PR. 所 有 临界 点 为 非 退 化 的 泛 函 称 为 莫 尔 斯 泛 函 . 

莫 尔 斯 指数 (Morse index) 指 临 界 点 处 的 二 
阶 导 算 子 的 最 大 负 定 子 空间 的 维 数 . TX EAR 
伯 特 空间 ,FEC*C(X,R),zo 是 了 的 临界 点 .XX 的 线 
性 子 空间 VV 称 为 是 f*(zo) 的 负 定 子 空间 , 指 的 是 

(P (20959) < 0 (Y7 E€ V\{0}). 

f" Ga Bg fà zE FS [8] BJ £C A] Lë hlp FE a 
zo 的 莫 尔 斯 指数 . (zo) 的 正定 子 空间 的 维 数 的 上 
确 界 称 为 ze 的 莫 尔 斯 余 指数 . kerf" (x) RR 
为 xo 的 零 化 数 . 对 于 和 希 尔 伯 特 流 形 上 C ZZ BN / oi 
临界 点 p, 可 利用 点 p 处 的 局 部 坐标 系 (U ,9) , B 
UP fe 的 临界 点 pg(p) 的 英 尔 斯 指数 、 余 指数 
及 零 化 数 作 为 f 的 临界 点 p 的 莫 尔 斯 指数 、 余 指 
数 及 零 化 数 的 定义 . 

广义 莫 尔 斯 引 理 (generalized Morse lemma) 
经 典 莫 尔 斯 引 理 到 希 尔 伯 特 空间 中 泛 函 的 退化 临 
界 点 情形 的 推广 . 设 关 是 希 尔 伯 特 空间 ,U0 为 XX 中 
原点 的 开 邻 域 ,fEC?CU,R),0 E. f 的 临界 点 , 工 
一 万 (0) 是 弗 雷 德 霍 姆 算 子 ,X 中 的 元 zx 一 y 十 zx, 其 
H y€ ker DO. z € RCL) MFE O # X PRIS 
hk V0 在 ker CL) B JE RER W , FS 88 [s] S hi V 
U, Ra ECW .,R), E1 A(00—0,2 (0) —0, 
¢'(0)=0,H 


Oe ES PITE + gy) 


(Vz = y T z € KA 

经 典 的 莫 尔 斯 引 理由 莫 尔 斯 (Morse,H. M. ) 
在 1925 年 就 有 限 维 空间 中 的 非 退 化 临界 点 情形 给 
H. 之 后 , 帕 莱 斯 (Palais,R. S. ) , #% BIR (Gro- 
moll, D. ), 33 HË (Meyer, W. ), Æ YA ZR (Kuiper, 
C. ), BELL J (Cambini, A. ), Æ X ZR (Hofer, H. 2 2 
人 给 予 推广 . FEE SK BJ HES Ja T H # CMawhin, 
J. ) 和 威 伦 姆 (Willem , M. >. 

临界 群 Ccritical group) 用 以 反映 临界 点 性 
态 的 有 关 水 平 集 的 相对 同调 群 . 设 X 是 希 尔 伯 特 
流 形 ,JECCX,R),zo 是 三 的 孤立 临界 点 ,大 CCzo) 
=c. Rao 的 邻 域 过 使 六 中 仅 含 节 的 惟一 临界 点 
ros CO C E E DJ 
—0,1,2,* Rh H, Da 阶 奇异 (相对 ) 同 调 群 ,Q 
为 系数 群 , 则 C, Ges, JRA f BS RE Ms A DI 
q 阶 临界 群 . FEC CXR). 20 Æ f B SEI 4E ili 
界 点 ,其 莫 尔 斯 指数 为 j WA 

Clos f) == Q; C.,(z ,J) = 0 GFF). 

— fit, 2 a< b H SAA ENE, Kp 
—(r€ Xldf(z)-—0,fG2€ (a,b)) FFI X SS, 
了 满足 (P.S) 条 件 , 这 时 同调 群 HUP S FG QA 
天 [的 cg 阶 临界 群 . 

莫 尔 斯 型 数 (Morse type numbers) ”临界 群 
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的 秩 数 . 记 C, Go, f ) S 的 孤立 临界 点 ze 的 临界 
群 (参见 “临界 群 ”), 记 m,—rankC, Geo. f) , Bp s 
mom; tt m, ERA xo 的 英 尔 斯 型 数 ,其 中 m, 
PRA ze Hy q 阶 莫 尔 斯 型 数 . 当 ze 是非 退 化 临界 点 
时 ,大 其 莫 尔 斯 指数 为 j, 则 有 m=, m= 0, Vq 
Fj. 类 似 地 ,临界 点 集合 Kis 的 临界 群 的 秩 数 称 
为 K. yB) CAR HUC. 

A OR AK Sk (Morse inequalities) — Jsz fik jfi 
形 的 拓扑 性 质 与 其 上 泛 函 的 临界 点 状况 二 者 之 间 
联系 的 一 组 不 等 式 . 它 是 莫 尔 斯 临界 点 理论 的 基本 
内 容 . 设 X 是 完备 的 COHIBERE SE 
CCX, RAL CP. SOR fF, H. / RS, 
<b: f 的 两 个 正则 值 ,用 M, 表示 f 在 fi;\f PR 
尔 斯 指数 等 于 的 临界 点 的 个 数 ,B 表示 奇异 同 
调 群 Hief O WEK, MRA FERRARA: 
M, = B, (& S05 1,7 288), 


À À 
> (一 IM, xc I» cu (A=0,1,2,°%°), 
k=0 k=0 


>; (一 1) M, = EN Kc 

Rash a / # X LATA Hr 的 临界 值 集 
f ES Ba TET Bb 充分 大 , 则 在 上 述 莫 尔 
斯 不 等 式 中 ,Mi 为 了 在 和 上 的 莫 尔 斯 指数 为 & 的 
临界 点 个 数 ,Bi 为 HH;(X) 的 秩 . 莫 尔 斯 不 等 式 还 可 
用 庞 加 莱 多 项 式 形 式 表 出 ,在 上 述 记号 下 ,车 记 


Mus > MF PO» A 
k=0 k=0 


则 存在 非 负 整 系数 的 多 项 式 Q(z) ,使 得 
M@M=P@)+A+nQ@). 

群 作 用 下 的 不 变 泛 函 (invariant functional 
under group action) RÆ H Ph Xt ERIE RZ A, € 
在 群 作用 下 的 每 条 轨道 上 取 相 同 的 值 . 设 X 是 巴 
拿 赫 空间 ,VCX) 是 从 和 到 X 上 的 等 距 线性 算 子 
的 全 体 所 成 的 线性 空间 1e 是 某 个 拓扑 群 ,T:G 一 
U(X) 是 连续 同 态 . X BF X 称 为 T(G) 空 间 . UE PR 

f(T a) =a) (Vz € X ,g € G), 
则 称 fT OREN. X PHATE E fil 
IF:T,E=E(VgC€ CG), WRE d& T(G)AS EB. Vx 
€ X,[r]—(T,r|g OG) OA x WJ T (G) iE. Fixe 
—(r€ X|T,z==x,Vg € G) SR T (G) ASSI AS 
DEI 

等 T Rh Bf (equivariant mapping) #B 5 8t 4E 
用 可 交换 的 映射 . 设 G 是 拓扑 群 , 巴 拿 赫 空 间 X 与 
HEA OT 2) =T, 92) (Vz € X.g€ C, WE o 
RE (T(G), 了 了 (G)) 等 变 映射 . 

指标 理论 (index theory) 
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畴 数理 论 在 T (G) 


不 变 泛 图 情形 的 变种 形式 . 设 C 是 紧 拓 扑 群 ,X 是 
T(G) 空 间 ,5 二 {A4CXIA 是 T(G) 不 变 闭 集 ). 若 
函数 i: X— Z4 U {十 品 ) 满 足下 述 条 件 ; 
1. 平 几 性 .1(4) 二 0SSA= Ø. 
2. 单调 性 . ABC X, AC Bi CA) KG CB). 
3. 次 可 加 性 . YA ,BE X, 
i1(AUB)<i(A)+iB). 
4. St ZAC Z,h —90:,D,7[D0,1] X 
X — X R: T(G) 等 变形 变 , 则 i(h(4)) = ; (A). 
5. 连续 性 . XE A € 2,A X ,W)ff ZE A BJ 3: 4" H] 
BERN € E, 
i(N) = (A), 
则 称 :为 X 上 的 一 个 了 CC) 指标 ， 
EH i 还 具有 性 质 : 
6. 规范 性 . Vp € X. # Lp 1f Fixc = Ø, WJ 
i([p D—1, m 
[2] (T,plg € G}, 
Fix; = ix € XIT,r= z=,Vg € G), 
则 称 指标 i 是 规范 的 .者 存在 正 整 数 4, 使 对 XX 的 
dk #E T(G) ANE F [a] V^(&—1,2,:20, 只 要 
ye fa Pia cis 
RAV OS =k, BPS, AX 中 的 单位 球面 ， 
则 称 指 标 : 具有 d 维 数 性 质 . 
类 似 于 畴 数理 论 , 有 下 述 指标 意义 下 的 重 数 定 
理 : 设 M 是 和 中 的 TcG) 不 变 闭 子 流 形 , SE 
CCM,R) 满 足 (P.S) 条 件 , EX EW TCG), 
wM) = tA € X|AC M,i(A) Zn). 
C, = inf sup f (x) (n = Jayr), 


AEE (M) x 
Za XE EBM n 5j p 
一 ce < Cc, = Cag = *** = 0,454, = € <+ °, 
Wek f 的 临界 值 ,年 iK) p. 这 时 如 果 i 是 规 
WH. H K. 站 Fixe 二 多 , 则 K. PELEA p 条 不 
同 的 临界 点 轨道 . 

最 常用 到 的 指标 是 G=2Z; 45 G= S' 时 的 情 
JE. 作为 指标 概念 的 推广 或 变种 , 尚 有 伪 指 标 . 相对 
指标 等 多 种 概念 . 

Z, 指标 (Z:-index) 亦 称 亏 格 . 是 在 整数 模 2 
BE Z, fE H F BJ 38 pp. 设 X JE € # == A, 2— (A 
CXIA 是 闭 集 且 A=-—A, EX Y, Z—Z, Ú 
(十 co 如下: 

当 A= OD, 7d) =0. 

NM AEE, AŻ ØM, ZS Y(A)=minin€Z, | FF 
在 连续 奇 上 映射 9: A>R"\(0} }. 在 对 任何 n € Z, By 
不 存在 连续 奇 映射 9: A> R"™\ (0), WS YCA) 
= Le, 

这 样 定义 的 7 就 是 X 上 的 Zs 指标 . Z; 指标 最 
早 是 由 克拉 斯 诺 塞 尔 斯 基 (kpacuocenBcruii, M. A. ) 


于 1952 提出 . Z J. tH (Yang , C. T. 2, E £N CCon- 
ner, P. E. 2 $1 f& % fk $ë (Floyd, E. E. ) & jt F v 
(Svarc, A. S. ) 给 出 了 其 变种 与 推广 形式 . 

S! 指标 (Si-index) 在 圆周 群 S' 作用 下 的 指 
标 . 设 S!—R/LO,2z], X WTS!) Bila, E— (ACE 
X| A R TOO A FH FB). E X y: >— >, Ú 
{oo} UF : 

M A=ON,S y(@)=0. 

M AC Z, AZ BI. YCA) —minin € Z, | ff 
在 &EZ+ 与 连续 映射 p: AO" NCOO ,使 得 PCT ox) 
=e olr), VeE A VOES') HC AE n H ZË 
性 空间 . EEZ n KALE MIS YCA) — + co. 

如 此 定义 的 > 就 是 X EBJS 指标 .S' 指标 最 
早 是 由 拉 比 诺 维 世 (Rabinowitz,P. H. ) 等 人 引进 
的 . 


微分 算 子 与 积分 算 子 


现代 微分 算 子 理论 (the theory of modern dif- 
ferential operators) 20 世纪 50 4/Ú, H OK K 
(Mux.inn,C. P. ) EK f& (E (Calderon, A. P. ) RUE 
fit Se CZygmund , A. ) 等 人 发 展 起 来 的 奇异 积分 算 
子 理论 在 处 理 线性 微分 方程 中 显示 了 它 的 作用 . 20 
世纪 60 FR, Æ At (Nirenberg, L. 2, SR 
(Kohn,J. J. 2. aK @ #š ¿R (Hórmander, L. V.) 及 
SFAH Unterberger, A. ) 等 人 推广 了 奇异 积分 
算 子 理论 ,创建 了 拟 微分 算 子 理论 .继而 ,又 出 现 了 
傅 里 叶 积 分 算 子 理论 .它们 结合 微 局 部 分 析 方 法 ， 
在 线性 微分 方程 理论 的 研究 中 发 挥 了 “革命 ”性 的 
作用 ( 尼 伦 伯 格 的 话 ). 到 了 20 世纪 80 年 代 , 上 述 
理论 又 被 推广 及 应 用 于 非 线 性 问题 的 研究 ,其 中 特 
别 是 出 现 了 仿 微 分 算 子 理论 . 近年 来 ,又 提出 了 仿 
傅 里 叶 积 分 算 子 概念 .所 有 这 些 理论 的 出 现 , 使 得 
对 微分 方程 理论 的 研究 呈现 胃 新 的 局 面 , 并 且 已 逐 
步 渗 透 及 影响 着 数学 中 其 他 的 分 支 学 科 . 它们 组 成 
了 一 套 新 的 算 子 理论 , 即 所 谓 现代 微分 算 子 理论 . 

fi 5} BF (differential operator) 一 类 常见 而 
又 重要 的 算 子 . 它 是 微分 方程 中 研究 的 核心 对 象 . 设 
A 是 由 茶 函 数 空 间 E, 到 函数 空间 E, 的 映射 ,f= Au 
(uC E,, f€ E,). WRR f 在 每 个 点 x 处 的 值 f(x) 
由 原 像 u Odre FPR TE x 处 的 值 所 决定 , 则 称 
4 为 微分 算 子 . 当 A 还 是 线性 时 , 称 4 是 线性 微分 算 
子 . 例如 

Pimp) ator 


|a | m 


就 是 线性 微分 算 子 ,其 中 4 = (aay 
的 整数 组 ， 


,au ) 为 非 负 


微分 算 子 与 积分 算 子 


D D,—- 


dr 
Le =a d a; +a, 50,00) FEE ME n 2E EX JL EB 
得 空间 某 个 开 集 Q E BS eR. 33 a= 1 时 ,P(z,D) 
是 常 微分 算 子 ; 当 % 之 2 时 ,Pl(z,D) 是 偏 微 分 算 子 
(参见 《 流 形 上 的 分 析 》 同 名 条 ). 

常 微分 算 子 Cordinary differential operator) 
见 “ 微 分 算 子 ”. 

偏 微 分 算 子 (partial differential operator) 
见 “ 微 分 算 子 ”. 

线性 微分 算 子 (linear differential operator) 
见 “ 微 分 算 子 ”. 

(OG TR ES BX (phase function) 定义 在 开 锥 子 集 
玉 上 的 无 临界 点 的 函数 . 设 X 是 R* PA fE , T 
是 XXx(R*\(0)) 中 的 开 锥 子 集 ( 即 若 (x,0)ET 厂 , 则 
对 任意 上 六 0 Aa, ET). 若 实 值 函数 9G € 
C" QD RF 0 是正 齐 一 次 的 ( 即 对 任意 1 二 0, 有 
(xz tO=telr,O—)) HERF <x,0 无 临界 点 ( 即 在 
I Ed. OA), MR g(x,0) 是 厂 上 一 个 位 相 
PAB. id C,— (G0 € |y (5,00 —0). ER 0 XE 
9 的 临界 点 集 . a — T DLTR ERA 9r DE C, 上 的 
N 个 nN RAR dup) Gi 12 NE 
无 关 的 , 则 称 2 为 非 退 化 的 位 相 函 数 . 设 Cry 0) 
是 一 个 位 相 函 数 . 知 它 对 任 一 固定 的 z 而 言 又 是 
y 6 的 位 相 函 数 ; 且 它 对 任 一 固定 的 y 而 言 是 了 ,2 
的 位 相 函 数 , 则 称 这 样 的 (zxz,y,29) 是 算 子 位 相 函 
A. 


(x 一 y,0) = > On c Z 
=] 


fe X XR” EZ 1048 KR [BAI EERE BJ. 

振幅 函数 (amplitude function) 关于 任意 多 
重 指标 的 偏 导数 满足 某 种 类 型 不 等 式 的 函数 . 2 X 
ER mitt, neo, ës lm 为 任意 实数 . 若 函 数 
a(r,0)0€ C7 (XXR H Æ FR: IALA 
指标 a,B8 K X PHAR KSC > 01E 
4 rEK, 0ER” 时 有 

aad) e tl DECHE a 
则 称 ax, OF m 1X Co,00 H fx d A a € Sr (X 
X R^). Sz, te HR BE XR DS Bp ^o m d 
(Hórmander,L. V. ) 引 进 . 从 历史 上 看 ,最 古典 的 振 
幅 函 数 类 是 其 中 函数 a(x,0)EC”(XXR*) 关 于 8 
为 m 次 齐 次 函数 ( 它 显 然 属 于 Sr. (X XR*”)). mA 
尔 曼 德尔 所 引入 的 上 述 S”;, 其 主要 特色 在 于 用 微分 
不 等 式 代替 了 齐 次 性 . 

S25 类 是 较为 典型 的 振幅 函数 类 . 而 在 处 理 具 
体 问 题 时 ,将 出 现 一 些 新 的 特殊 的 振幅 孔 数 类 ,并 
且 还 要 对 它们 建立 一 套 与 相应 的 算 子 相配 合 的 运 
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算 规则 以 及 相应 的 振荡 积分 理论 等 . 

下 面 仍 以 Sz; 类 为 例 来 叙述 振幅 号 数 类 的 一 
些 概念 及 性 质 . 取 X 中 的 上 升 紧 集 序列 {K;) 使 

UKR xX, 

对 于 a《x,0) € S7,CX XR), 记 使 上 述 微分 不 等 式 
C1) 成立 的 最 小 常数 Ceex H baa jla] DAWCE 
成 一 个 可 分 离 的 可 列 半 模 族 , 且 用 它 装 备 申 煞 类 
S25(X X R") 后 使 得 SC(X x RY) MAP RE 
KEM. 一 般 地 , J RR a C+ , 0) 9 W W y F JT BJ 
GEN 


a(r,0) — Mia; 0). 


Bn. Gi) (7 一 0,1,2,…) 是 一 个 单调 下 降 趋 
于 一 ce 的 实数 列 . 又 设 ates?) © 55955a;€ SpA. Zr 
任意 非 负 整 数 í # Ges Hale , 0) € S75 HE 


> ais) 
7 一 0 


是 az,2) 的 渐 近 展开 . 运用 古典 的 波 莱 尔 技巧 可 
以 证 明 ,对 于 {a;(zx,0) laj€ $5,451 (j—0, 2,2, K 
im; y E, MEE a(x) € S75 EAE 


auc. 514 Ce 0; 


HAE mod; 下 此 alzx,0) 是 惟一 确定 的 . 此 处 
TS 


振荡 积分 (oscillatory integral) 用 某 种 积分 . 


表示 的 线性 形式 . 它 依赖 于 位 相 函 数 与 振幅 函数 . 
考虑 积分 
I,(au) = ffe aCe, Du Godzd6, 


Hp ue CY CX), gr, OE X XRO EI 
K A a (z,0)C€C Sr (X XR'»(0xze, 6x: D. 为 确定 
起 见 , 设 o0,0—1. 

这 个 积分 收敛 与 否 , 很 大 程度 上 取决 于 m 所 
取 的 值 . 例如 mx 过 一 和 N 时 ,此 积分 收敛 . 但 对 大 于 
— N 的 任意 实数 , 它 却 是 一 个 发 散 的 积分 . 尽管 如 
此 ,可 以 用 以 下 方法 赋予 此 积分 新 的 合适 的 意义 . 
其 主要 思想 是 像 通常 处 理发 散 积分 那样 ,在 广义 函 
数 意义 下 研究 这 个 积分 . 针对 上 述 具 体形 式 ,可 做 
如 下 处 理 . 固定 和 ,可 得 线性 形式 

l: a€S,5; (XXR*)—>l(a)=1,(au) EC. 
根据 振幅 录 数 空间 的 拓扑 结构 特性 及 p JE: fu BI 
数 ,此 线性 形式 可 以 惟一 地 拓 广 成 

Su CA XB (Spa USA 
上 的 线性 形式 ;而 且 , 它 在 任意 空间 Sr | CX X R” ) 
上 均 为 连续 的 . 记 此 拓 9 广 后 的 线性 形式 ¿Ca AH 
下 积分 形式 : 
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Ila) 一 | e=?) (z ,0)u(z)dzd60. 


显然 ,上 述 积分 形式 仅 是 一 个 符号 .但 它 可 用 
下 面 两 种 方法 具体 地 用 一 个 真实 的 收敛 积分 或 其 
极限 来 表 出 . B 


i(a) = ler? CLY Ga xc Oulx) dad, 
BY 
Oe lim [|e gepa (x Ou(x)drdd, 
其 中 
L = 机 i 30907 "oer 0s 
a por aa | 


a; € Sl o bi ac € Sr E TE L(e*) =e? BJ FEE pg k 
WE m — bt < — N,+ =min (o,1 — ó), $ (0) € 
Cy; (R HE 0=0 附近 为 1. 称 上 述 拓 广 后 的 线性 
形式 


|] ef 90(r.0)uCr)dxdO 


为 一 个 振荡 积分 . 在 现代 微分 算 子 理论 中 ,人 们 总 
是 将 原来 的 积分 (不 管 发散 与 否 )1Ty(au) 理 解 为 在 
上 述 振 荡 积 分 的 意义 之 下 . 

应 当 指 出 , 若 一 个 振荡 积分 中 含有 参数 , 则 对 
于 这 个 含 参 变量 的 振荡 积分 有 像 含 参 变量 的 通常 
积分 一 样 的 运算 法 则 (例如 在 积分 号 下 求 极 限 、 求 
导 及 求 积 等 ). 这 些 性 质 将 在 应 用 上 带 来 很 大 的 方 
便 . 最 后 ,考虑 一 种 特殊 情形 . 对 于 积 


az, Gr, y,00uCy)d yd0 


(u € CR,a € S7), 
可 以 理解 为 一 个 含 参 变量 x 的 振荡 积分 .但 是 ,也 
可 以 理解 为 如 下 的 累 次 积分 . 


| | Je "^a (r,y,0)uCy)dy|d0. 


易 知 此 累 次 积分 是 收敛 的 . 并且 可 以 证 明 , 上 述 两 
种 理解 是 一 致 的 . 通常 ,在 书写 上 常 将 振荡 积分 中 
积分 符号 上 的 波纹 ~” 上 略 掉 , 直 接 写 为 

Tac, (r,00)u(x)dxd0. 


48 +4} dp (Fourier distribution) 用 振荡 积 
分 表示 的 一 个 & 阶 分 布 .在 振荡 积分 中 国定 p(x,0) 
fila Cx ,0) ,而 将 此 积分 视 为 映射 A: 

u € C; (X0 1,(au) € C. 

可 以 证 明 , 它 是 一 个 & 阶 分 布 4E CZ CXDO' ,其 中 
k 是 使 不 等 式 m—kt<— N 成立 的 最 小 非 负 整 数 ， 
1 一 min(O,1 一 0),aES7 (XXXR Ap, de lp Æ 
位 相 . 称 此 分 布 为 傅 里 叶 分 布 . 

傅 里 叶 分 布 A 有 许多 值得 注意 且 有 用 的 性 


JR. 例如 ,singsupp AC (x|qg Gr, 60 —0 Xp 3 4 0 
OR sr) 其 中 singsupp A Æ A BS C^ a} xc $Ë (JR 
即使 得 AA C^ BJ KF SE BI ZR E). 微 局 部 地 ,有 
WF(CA) C A, = (6,9, (7,002| (7,00) = 0), 
其 中 WEA(A4) 为 4 的 C™- 波 前 集 . 更 精确 地 ,有 
WF(A) —(G,9KG.,0))| 7,00 € 
esssuppa,@(z,4) = 0), 
这 里 esssuppa 是 a (> ORELE. CH 
X x (R"N(0)) 
中 这 样 的 财 锥 子 集 ERRETES a C S. T.H 
具有 这 一 性 质 的 锥 子 集 中 的 最 小 者 .集合 A, TET 
里 叶 积 分 算 子 及 拟 微分 算 子 理论 中 极为 重要 , 且 具 
有 十 分 明确 的 几何 结构 : 它 是 余 切 从 7” (X ) BS 9E 
拉 格 并 日 浸入 子 流 形 . 

傅 里 叶 分 布 的 表示 有 多 样 性 . 著名 的 赫 尔 曼 德 
REHEAT. Al Bota th A BA AAT 
振幅 及 位 相 2,2 表 出 ,但 必须 A,= Ap. 

拟 微 分 算 子 (pseudo-differential operators) 
一 类 由 积分 形式 确定 的 算 子 ,与 微分 算 子 有 类 似 的 
E. alr, E) € S (X XR") X ER" 中 开 子 集 ， 
0<0,6<1. 为 简单 计 , 更 设 o 六 0,6<1, 则 由 积分 


A Dose fe aCe, aceae, (D 


MEAT Alz, D), 415 
u(r) € C; (X) > Au € C” (X), 
H EX) >D (X), Heh dé (2). "dé. 称 此 算 子 
是 一 个 m Br Co. 00 RETRAIT iu AC OPCS, 
CX XR). If AWER JB. S, 的 拟 微分 算 子 类 
OPG, 7) = NOP Spo)» 


且 它 由 具 C” 核 的 算 子 组 成 .因此 它 里 面 的 算 子 都 
是 正则 化 算 子 , 即 @(X)— C^ (X). Faas OE 
BS” (X XR'O GET. z€ X 为 一 致 有 界 的 象征 ), 即 
若 微 分 不 等 式 中 C 与 X 中 的 紧 集 K 无 关 时 , 则 相 
应 拟 微 分 算 子 有 有 (X) > % (X) K %' (X)— 
AX): 

在 拟 微分 算 子 中 ,适当 可 支 的 拟 微 分 算 子 起 重 
要 作用 . 所 谓 一 个 拟 微分 算 子 4 BSA SH. 
指 它 的 核 在 X x X 中 的 文集 到 X 上 的 两 个 投影 是 
适当 映射 . 或 者 等 价 地 ,对 任意 紧 集 KC X, FER 
£ K'CX, (#78 4 suppuCK BJ supp AuCK' ; 3Ë 
HÆ RK’ ku=0 AME E F Au=0. 8 4 nf oi 
拟 微分 算 子 有 CÇ CX) Ce CX) Ce (X0—C^ CX) 
H EX) >E CX) R Z2'(X)— Z! OX). AKA, 
对 适当 可 支 的 拟 微分 算 子 可 以 进行 诸如 算 子 复合 
A dt Eis. 这 类 算 子 的 重要 性 还 体现 在 如 下 性 
质 : 任 意 一 个 拟 微分 算 子 EOP(S”,) 必 可 分 解 为 一 
个 适当 可 支 的 OP (CS”;) 中 的 拟 微分 算 子 及 一 个 正 


微分 算 子 与 积分 算 子 


则 化 算 子 之 和 . 在 拟 微 分 算 子 理论 中 ,党 第 会 附带 
出 现 一 个 正则 化 算 子 .例如 ,振幅 项 数 常 以 渐 近 展 
开 形 式 出 现 , 此 时 相应 的 振幅 男 数 仅 在 mod S,; F 
惟一 . 这 样 , 相 应 的 拟 微 分 算 子 仅 在 mod 正则 化 算 
子 意义 下 惟一 . 又 如 ,在 基本 解 方法 人 研究 问题 时 ,人 
们 一 般 只 能 考虑 拟 微 分 算 子 4 的 拟 基 本 解 E, 或 
Er. RELA 
BATUR. ABS cp Rs 

其 中 Ri 和 Rk 也 是 正则 化 算 子 . 由 于 正则 化 算 子 
的 特别 良好 的 特性 ,人 们 处 理 问题 时 的 注意 力 可 以 
较 少 地 放 在 它们 身上 ,甚至 在 处 理 诸如 光滑 性 等 问 
题 时 可 以 忽略 它们 . 因此 ,通常 人 们 几乎 可 不 失 一 
般 性 地 认为 所 考虑 的 拟 微 分 算 子 是 适当 可 支 的 .或 
者 ,可 定义 ODP(S*s) 中 元 素 为 适当 可 支 的 拟 微 分 算 
子 与 光滑 (正则 化 ) 算 子 之 和 . 

将 (6) 的 健 里 叶 变 换 式 形式 地 代入 (1) 式 ,得 


Ae; Dult) = fetale, u Godyde. 
或 者 ,更 一 般 地 可 用 下 式 定 义 拟 微分 算 子 
Au(x) = Je "ae, yu dad 


RB at, ÉIER AO XY XRO,X,Y JX R” 中 
的 开 集 . 上 述 两 积分 均 应 在 振荡 积分 或 累 次 积分 意 
AT B 

显然 ,线性 微分 算 子 是 一 类 特殊 的 拟 微分 算 
Ff Ge wR SIS. 线性 椭圆 微分 算 子 的 拟 
基本 解 也 是 拟 微分 算 子 ,其 振幅 是 一 个 渐 近 展开 
式 . 和 希 尔 伯 特 变换 是 一 个 零 阶 的 (1,0) 型 拟 微分 算 
子 . 这 些 例子 表明 拟 微 分 算 子 理论 不 仅 是 处 理 问 题 
的 一 种 方法 ,而 且 它 本 和 喘 也 就 是 原 问题 中 出 现 的 研 
究 对 象 . 对 拟 微分 算 子 4, 有 如 下 的 拟 局 部 性 

sing supp Au C sing supp a. 
回忆 皮特 里 (Peetre,J. ) 的 著名 结果 :任何 连续 线 
性 算 子 4:CY (X) 一 C~(X), 若 能 拓 广 为 连续 线性 
AT 6 X >Z (X), 且 有 局 部 性 
supp Au C suppu, 

则 它 必 是 一 个 C “系数 的 线性 微分 算 子 . 对照 这 个 
结果 及 上 述 拟 局 部 性 , 拟 微分 算 子 这 名 称 也 就 容易 
理解 了 . 

拟 微分 算 子 在 坐标 变换 下 仍 是 拟 微分 算 子 . 由 
此 可 和 定义 流 形 上 的 拟 微分 算 子 ,进而 还 可 和 定义 回 量 
从 上 的 拟 微 分 算 子 并 建立 相应 的 理论 . 拟 微分 算 子 
有 许多 有 意义 的 性 质 及 广泛 的 应 用 . 

象征 (symbol) 确定 拟 微分 算 子 的 函数 . 设 4 
是 OP(szs) 中 适当 可 文 的 拟 微 分 算 子 , 则 必 存 在 
cA (1,6) =e? Ate ^") ES”, fi 


Aur) = fet Ponce iHd, 
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HS A 的 振幅 是 alz, y£) € SZ, II OA Cr, 60H BI 
Xr Ji JF 
o. G8) ~ A data Gr yh) |, 


Rion, OA 4 的 全 象征 . FM, AeA 
aCr,€), MI] o4C7,5) —a Cx, 0. 44 FH S*; 表 示 和 象征 所 
在 的 空间 . 由 于 上 述 渐 近 展 开 在 mod S75 F 1E — 968 
E. m OP(S%;) 中 一 般 元 在 mod OP(S,.3°) F HE— 
地 对 应 于 一 个 适当 可 支 元 . 于 是 可 得 线性 同 构 映射 
o, OP(S?.5)/OP (S37 0 S72,5/S,,5 .显然 人 们 可 称 
此 线性 同 构 为 全 象征 . 

上 述 渐 近 展 开 中 首 项 特别 重要 , 它 相 当 于 微分 
算 子 的 主 部 . 为 此 称 o Cr 0 TE Sr / S75 ^ ? PAE 
一 元 为 4 的 主 象征 .或 者 称 线 性 同 构 

Ga POS (ORGS) = S/O mem 
为 主 象征 . 关于 Š 为 齐 次 的 主 象征 是 惟一 确定 的 
(参见 本 卷 《 流 形 上 的 分 析 》 同 名 条 ). 

象征 运算 (symbolic calculus) ”对 应 于 拟 微 分 
算 子 之 间 的 运算 ,可 以 建立 一 套 象征 之 间 的 运算 规 
则 , 称 之 为 象征 运算 . 设 A(x,D)EOP(S”;) 适 当 
ü[ x ,0x:0- p<, WHR BA € OP (S%;) 也 适当 
可 文 , 且 有 


ou (z ,Š) ~ KS Zäre, — &), 
A 的 共 斩 A* COPCS; Í) thi botz, H. 
G, (1,6) ~ ps ap: G Cr e). 


it ACOP(S), BCOPCS73), H A, B 中 有 
— ^r fie >4 nf 3c HJ OSS — ox 1) , Wl) 
B ° A € OP(S™,'"2) 
AA 


opa(T,€) agito, 
~ >] dates D Dios (0. 


F A,B 都 是 适当 可 支 的 , 则 B。4 也 是 适当 
AY x AY. 由 此 可 见 , 拟 微分 算 子 的 象征 关于 普通 加 
AER H "乘法 是 一 个 可 结合 的 非 交 换代 数 ; 并 在 它 
上 面 有 两 个 对 合 运算 ee K HJ. 

拟 微 分 算 子 的 有 界 性 (boundedness of pseu- 
dodifferential operators) MANA TERY p 
空间 上 所 满足 的 范 数 关 系 .在 诸如 索 伯 列 夫 空 间 、 
赫 尔 德 空间 及 别 索 夫 空间 等 重要 的 函数 空间 上 , 研 
究 拟 微分 算 子 的 有 界 性 有 很 大 的 理论 意义 及 应 用 
价值 ,其 中 尤其 在 H^ 上 讨论 更 为 重要 . 设 AE 
(DR), Dee DL MOSS o<1, WA BH 
IAS ARF HHWV OD H, (X). M p=ë —1 
AY, ERA RL y 34 sm 时 成 立 . 或 者 , 若 象征 a (>, 
SRF x B9f8 Eg EAE 8 4(7,6) 的 支 集 含 在 集合 
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关于 具 非 正则 象征 的 拟 微分 算 子 有 界 性 的 研 
究 也 引起 广泛 的 重视 . 在 赫 尔 德 空 间 、H; 空间 、 别 
索 夫 空间 甚至 特 里 贝尔 (Triebel) 空 间 上 有 界 性 的 
讨论 也 很 多 . 

可 尔 丁 不 等 式 (Garding inequality) 一 个 用 
来 证 明 微 分 方程 某 些 定 解 问题 存在 性 .光滑 性 的 不 
TR. BEAR J (Garding, L. ) 在 研究 强 椭圆 微分 方 
程 的 犹 利 克 雷 问题 时 ,为 了 证 明 存 在 性 及 讨论 光滑 
性 ,导出 了 一 个 单 边 估计 , 即 哥 尔 丁 不 等 式 . 由 它 出 
发 可 得 到 许多 重要 的 先 验 估计 . 后 来 知道 ,这 个 不 
等 式 也 出 现在 其 他 各 类 方程 中 并 发 挥 重要 作用 ( 例 
如 双 曲 问题 中 的 能 量 估计 ). 从 而 ,使 得 不 等 式 具 有 
特殊 的 重要 性 . 考 尔 德 伦 (Calderon,A.P. ) MK 
蒙 (Zygmund,A. ) 将 此 不 等 式 推广 到 了 奇异 积 
算 子 情形 . 现在 则 已 推广 到 拟 微分 算 子 情形 . 此 不 
等 式 有 如 下 两 个 基本 形式 . 

哥 尔 丁 不 等 式 : 设 aC. € S. Deel, 
HX A| Razr Rear, 6) Sc |E |", WER SER, 
任意 紧 集 KCX, 存 在 Corey > 0, TUR. 

Re(a(zD)uu) Ze es || || 2, = ë, || || š 

(Vu € C (KD). 

Té AH By SPART AN A a E) € Sos 

Re a(x,5) Z0, WIDE [E SKS KCK, FE c0 fE 
Re(a(r,D)u,u) >— c || z |! ° 


(m—1)/2° 


哥 尔 丁 不 等 式 还 有 多 种 推广 及 改进 . 在 使 其 更 
为 精细 方面 , 费 弗 曼 (Fefferman,C. ) 曾 作出 系统 
的 研究. 

EHESS + (Fourier integral operator) 
由 经 典 双 曲 型 微分 方程 柯 西 问 题解 推广 而 得 到 的 
一 种 积分 算 子 . 在 求解 波动 方程 等 双 曲 型 方程 柯 西 
问题 时 , 它 的 解 量 如 下 形式 

ns Gr, y,00)uCy)d yd6, 


Eh e Al a E AB LBS fu AH K PU ERE. 这 样 就 引出 
f HH TRAE OBES. XY APRA RR rh BJ 
开 子 集 ,P(z,y*2) 是 XXXYXR AN{0) 中 实 值 位 相 函 
数 ,振幅 ae(zy,yy9)ES7s(XXYXR )，o>0,6 
<1. 对 任意 wx(y)ECPF(GY) 及 vCz)ECr(CX), 有 振 
荡 积 

T,(auv) = | e*""a(x,y,)uCy)vGo)dxdyd6. 


F fi A (Au.v) =I (auv) E BJ Au € €? (X), M, 
而 也 就 定义 了 一 个 线性 算 子 A:C? (Y) Z (X). 
人 们 称 4 为 傅 里 叶 积 分 算 子 . 

傅 里 时 积分 算 子 A 所 对 应 的 核 K.C D(X X 
YO) RE SREMA, EH OK a f Gr y)? =I laf) 


确定 . A ay OBR F [LR ER 3 M| A CS (Y) 一 
C? OO, EY) (X). ESI BB, MF or. y, 0) 
KF 06250 无 临界 点 , 则 Are’ (Y )— C° CX) GIE BJ 
K.C RZ Eis CX) 6389 
BF i RT eo A B. IT. Si AH B RC] Bor LAE 
CT. 应 用 上 较为 重要 的 健 里 叶 积 分 算 子 取 如 下 形式 


Au(r) = [e ^ac 00046, 


Kp s(x, 0) Æ X XR'NOJ E BJ y HP 32 H Cou B 
gk. 

5j — 2 4 E HSB GE £ TESA xc 
( 亦 即 振幅 是 适当 可 支 的 ), 它 有 Ce (Y) 一 CY (X), 
CY) >C” (X) R EY) e+ @' 02,200» 
c CX). IN fi Sb a $Ë 3E4y ET RI HARIM 
微分 算 子 复合 等 运算 . 当然 ,在 进行 复合 时 ,相应 的 
两 个 位 相 函 数 由 ,多 还 需 满 足 一 定 条 件 才 行 ((4 ， 
X A,) CT" (X) X diag (T* (Y)) XT" ZDEN 


点 横 截 ). 

由 于 上 述 提 及 的 光滑 算 子 与 健 里 叶 积 分 算 子 
之 间 的 关系 ,一 般 地 , 任 一 个 健 里 叶 积 分 算 子 不 一 
定 能 分 解 为 一 个 适当 可 支 的 傅 里 叶 积 分 算 子 与 一 
个 光滑 算 子 之 和 . 一 个 充分 条 件 是 此 种 健 里 叶 积 
算 子 的 位 相 也 必须 是 适当 的 . 另外 不 同 于 拟 微分 算 
子 的 是 一 个 健 里 叶 积 分 算 子 


A 的 阶 数 = mm( 振 幅 之 阶 数 ) + 人 一 


这 样 的 定义 可 保持 当 A 用 不 同 振幅 及 位 相 表 示 时 
阶 数 不 变 , 并 且 两 个 傅 里 叶 积 分 算 子 的 复合 的 阶 数 
为 原来 两 阶 数 之 和 . 

侍 里 叶 积 分 算 子 有 许多 优良 的 性 质 . 例如 关于 
奇 性 支 集 有 sing supp (Au) CC, ° sing suppu, K 
中 Cy* 是 2 关于 2 的 临界 点 集 在 XXXY 上 的 投影 . 
微 局 部 地 ,WFCAWCWF' (Ka) WF (u). 

关于 健 里 叶 积 分 算 子 的 WARE A OP äs 
RUR A 是 m OME BORSA S,. AR A 
7”(X) 是 局 部 微分 同 胚 , 那 么 4 拓 广 为 有 界 算 子 : 
His Y )> Ho (X). 上 述 条 件 :4 一 让 (X) 是 一 
个 充分 条 件 . 已 有 结果 表明 它 可 减弱 . 另外 ,关于 傅 
里 叶 积 分 算 子 在 产 及 别 索 夫 空间 上 的 有 界 性 也 有 
讨论 . 

傅 里 叶 积分 算 子 的 下 述 性 质 特 别 引 人 注目 : 设 
A 是 具 非 退化 位 相 g(x,y,0) 的 健 里 叶 积 分 算 子 . 
# H 9g 得 出 的 拉 格 朗 日 流 形 

A, = ((%,y;@, — @)|@ = 0) 
E—4 T'OO0-—T'OORUJSS X BRA z, f 48 z 
fk T" XO XT" YO E f FE 2248 29. AQ, M) z E 
则 变换 (保持 哈密 顿 场 不 变 ). 对 于 上 面 提 到 过 的 特 


n, + n, 
4 b 


微分 算 子 与 积分 算 子 


例 :位 相 为 *Cz,0) 且 (so) 满 秩 时 的 傅 里 叶 积 分 算 
子 , 此 典 则 变换 rz 为 (zs) 一 (7), 反 之 ,由 于 一 
个 齐 次 典 则 变换 r:(z,E) 一 (y,7) 必 可 由 一 个 正 齐 
一 次 生成 函数 sCz,7) 所 确定 的 变换 和 一 个 由 底 空 
间 上 变换 所 诱导 的 变换 复合 而 成 . 用 此 s(x,7) 就 可 
构 作 “惟一 ”的 侵 里 叶 积 分 算 子 . 这 样 ,通过 拉 格 朗 
日 流 形 ,将 傅 里 叶 积 分 算 子 与 典 则 变换 建立 了 对 应 
的 联系 . 由 此 出 发 可 以 导出 许多 有 意义 的 性 质 ,并 
且 可 以 建立 整体 傅 里 叶 积 分 算 子 概念 . 

在 应 用 上 ,全 里 叶 积 分 算 子 在 处 理 双 曲 问题 中 
有 突出 的 作用 ; 它 在 大 范围 分 析 中 也 有 广泛 的 应 
用 ;尤其 是 ,通过 叶 戈 罗 夫 定理 可 对 拟 微 分 算 子 研 
究 微 局 部 化 简 问 题 . 关于 具 复 位 相 的 传 里 叶 积 分 算 
子 理 论 已 经 形成 并 有 许多 应 用 . 

叶 苹 罗 夫 定理 (Egoroff theorem) $W E IR 
分 算 子 理论 中 的 一 个 重要 定理 . 设 f,G 是 X,Y 上 
两 个 健 里 叶 积 分 算 子 . 用 WEAF(F 一 G) 表 示 F—G 
所 对 应 的 核 的 波 前 集 . 对 于 点 Gros yos $7) € 
T'(X)<XT"*(Y),# A Ja F WF(F—G),WJ#ç F 
5G 在 该 点 微 局 部 相等 , 记 为 ~~G. 设 由 

Fu(z) = [ea cepa Dd 


确定 . A TE (0059) Ab a Cxo 309) 50 , WY ER Gro sss Gro; 
ging, Cxo 792 IA F NRA RS. i. e(n, Eis Cy, 
7) 是 与 下 相 联 系 的 典 则 变换 . Ep ZE Bh. D] DRA Ie 
上 的 点 《zo yo > Šo + 70) Ak CA M T Crass) = (yos M)? 
F'F—IGRF'—-F 1), REAA F om, WI 
称 F 在 该 点 是 西 的 . 

叶 戈 罗 夫 定理 断言 : 设 是 如 上 的 健 里 叶 积 
分 算 子 ,z 是 与 它 相 联系 的 典 则 变换 (x,§) 一 (y， 
7). A FET HRZ ER Cros yos Fos 7) AE Æ A R, 
而 已 是 上 适当 可 文 的 拟 微分 算 子 , 则 在 该 点 附 
近 的 拟 微分 算 子 F 'PF 的 主 象征 q Cy DEWAR 
邻 域内 是 PP 的 主 象征 pa, SA z 的 后 拉 ，, 即 
Plz, 6)—9Cy x,60,7€x,£)). FE E HE IV E. W x, 
罗 夫 定理 的 微 局 部 形式 , 它 还 有 多 种 变形 . 

微 局 部 分 析 (microlocal analysis) ”是 偏 微分 
方程 算 子 理论 中 的 一 个 重要 的 研究 领域 . 在 拟 微分 
算 子 及 傅 里 叶 积 分 算 子 理论 中 , 常 将 所 论 问题 化 为 
对 相应 的 象征 (及 位 相 ) 的 处 理 , 而 这 样 也 就 将 问题 
放 到 余 切 从 上 ((z,6)ET*(X)). 实际 上 ,现代 微 
St FF EYE ER E trop SR, TP BP 
是 一 种 谱 分 析 ( 频 谱 分 析 ), 这 种 频谱 所 在 区 域 就 是 
余 切 从 . 

还 有 许多 问题 必须 放 到 余 切 从 上 分 析 . 例如 ， 
按 维 纳 - 假 利 - 施 瓦 效 定理 ,一 个 函数 或 分 布 的 正则 
性 可 用 它 的 全 里 叶 变 换 在 无 穷 远 处 的 增长 性 来 确 
XE ; If WE Ju Pa CAT TER PTT la] BJ 638 TE X 
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对 应 着 余 切 从 上 纤维 的 各 个 锥 向 的 增长 情况 . 根据 
这 个 思想 ,可 定义 Coe K H. es 等 微 局 部 空间 . 
这 里 ,空间 Ci ,;, 是 指 :uw € Ci ,e, 表示 存在 9 € 
Co (R”), 它 在 zo 处 附近 为 1, 使 得 在 6 的 锥 邻 域 px 
CC’; 或 存在 零 次 66) ECF & 锥 邻 域 内 为 1, 使 
$ YD) (Qo EC’. BS we AY) Feta XT ME 
d K e, #8 (1+ |£ | '6 (ë) CEL. KAW jg X. 
WF GO KWF,(u ) S sp PE SR. 3x H . BIB Cr, fo) E 
WF GO EHE Cro.) & CG ey; 或 对 如 上 的 plo) K 
任意 N, E E ME SB PQ 8 1 gu (£) | < Cu (1 
HIE ~ xx EE rn] ag X. WF, Cu) A (zo, fal & 
WF (u) E48 
(ra fal Hit. e 

根据 具体 问题 的 需要 , 须 建立 这 些 空间 及 奇 性 
集 的 运算 规则 (在 “ 拟 微 分 算 子 ”、“ 侍 里 叶 积 分 算 
子 ” 等 条 目 中 已 见 到 其 中 一 些 规则 ). 

下 面 介 绍 波 前 集 与 特征 集 之 间 的 关系 . 设 4 
是 以 a(x,)ES”,( 久 XR") 为 象征 的 拟 微分 算 子 . 
它 的 特征 集 

char A = ((2,€9) € T* (X)| lima + 2) " 
“lacaste)| 0x 
众所周知 ,特征 集 在 微分 算 子 理论 中 起 着 十 分 重要 
的 作用 . 它 和 波 前 集 之 间 关 系 由 下 式 给 出 : 
WF(u) = f) char A, 


Aue C 


其 中 4 为 零 阶 拟 微分 算 子 . 对 一 般 拟 微分 算 子 A 


有 WF) CWF (Au) Uchar A. 这 表示 ,方程 Au 
一 /的 解 为 C“ 奇 性 分 布 在 非 齐 次 项 了 的 奇 性 所 在 
处 及 特征 集 处 . ak OR SB GBR CHormander,L. V.) X 
深化 了 此 结果 . 他 证 明了 若 A 是 具 实 齐 次 主 象征 
aÍ (=, 6) 的 主 型 算 子 (由 特征 点 出 发 的 哈密 顿 场 
H. 不 与 锥 轴 平 行 ). 注意 ,此 时 特征 集 即 {(z,6) | 
ao(z,)=0), W] WF (u)\WF(Au)CTCas' CO) R TE 
了 哈密 顿 场 五 ,作用 下 不 变 , 也 就 是 奇 性 沿 着 ao CO) 
上 的 次 特征 带 传 播 . 这 个 结果 投影 到 底 空 间 X 上 
就 是 经 典 的 结果 . EA 空间 内 ,上 述 结 果 可 精确 
地 表示 为 :在 上 述 假设 下 , 奉 在 次 特征 带 上 一 段 7 
上 Pu€ H'(OP€OP(GTíO REY 上 一 点 处 xzE 
HU" WERS Y Eu€H'".. 

邦 尼 (Bony,J. M. ) 利 用 仿 微 分 算 子 理论 更 将 
上 述 结果 推广 到 主 型 的 非 线 性 微分 方程 上 : 设 ww 是 
m 阶 主 型 非 线 性 微分 方程 的 实 解 ,w€ His (X), s> 
n/2 十 m 十 2, Go E) E FEE jx H AIL Cro, Fo) MK 
特征 ,w€ Ht, ey t (2s—n)/(2—m- 1), l uE 
Hy. 此 结果 称 为 低频 情况 下 非 线 性 弱 奇 性 的 传播 
定理 . 利用 微 局 部 分 析 , 还 可 得 许多 种 类 的 奇 性 传 
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播 结果 . 它们 有 一 个 共性 , 那 就 是 弱 奇 性 按 次 特征 
带 传 播 ( 非 线性 情况 下 则 较 复 杂 ). 

同样 , 微 局 部 分 析 解 的 光滑 性 (例如 椭圆 方程 
解 的 光滑 性 ) 可 以 得 到 比 经 典 更 为 精确 的 结果 ( 例 
如 亚 椭圆 性 的 研究 .次 椭圆 算 子 的 讨论 等 ). 近年 
来 ,已 开始 应 用 微 局 部 分 析 讨 论 强 奇 性 传播 (激流 ) 
问题 . 

有 许多 问题 用 微 局 部 分 析 处 理 将 带 来 相当 的 
优越 性 . 例如 讨论 现代 微分 算 子 的 有 界 性 时 , 健 里 
叶 谱 分 析 方 法 有 时 并 不 有 效 . 这 是 因为 它 对 代数 显 
得 过 分 敏感 ,而 对 几何 则 反应 不 足 . 此 时 ,人 们 常用 
李 特 尔 伍德 - 佩 利 分 解 辅助 . 这 种 分 解 在 余 切 从 上 
有 十 分 好 的 几何 特征 . 近年 来 ,在 处 理 某 些 非 线性 
问题 时 还 在 李 特 尔 伍 德 - 佩 利 分 解 基础 上 加 进 了 测 
不 准 原 理 , 构 成 更 加 精细 的 微 局 部 分 解 . 

微 局 部 化 简 是 微 局 部 分 析 中 又 一 个 十 分 优越 
的 长 处 . 它 以 叶 戈 罗 夫 定理 为 基础 . 例如 主 型 拟 微 
分 算 子 用 微 局 部 化 简 方 法 可 微 局 部 等 价 于 算 子 
D,. 为 讨论 重 特征 算 子 , 微 局 部 化 简 更 为 需要 . 在 
非 线 性 问题 中 ,还 出 现 了 多 次 微 局 部 化 简 . 

总 之 , 微 局 部 分 析 在 处 理 线性 及 非 线 性 问题 中 
发 挥 了 重要 作用 . 它 不 但 深化 了 经 典 的 结果 ,而 且 
提出 了 许多 新 的 课题 ,并 旦 这 些 课题 用 经 典 方法 无 
法 处 理 .因此 ,这 个 方法 在 其 初 具 规模 时 就 被 费 弗 
& (Fefferman,C. 22$ 9" (20 世纪 )70 年 代 算法 ” 

仿 积 (paraproduct) FEAR uv 化 为 线性 部 
分 与 光滑 性 更 高 的 函数 之 和 的 一 种 算 子 . 仿 积 概念 
H EHF X & (Coifman, R. R. 2533 SB (Meyer, W. ) 
引进 . $8 JE (Bony ,J. M. ) 则 用 来 处 理 非 线性 微分 方 
程 问题 . Kuve HRC. ENA ERE IH 48-8 
利 二 进 分 解 : 


于 是 


按 j,k 的 相对 位 置 改 写 此 和 式 如 下 : 
uv = T,v + T,u + Rlu,v), 


其 中 
Lo e »3 Hä, du 一 SES U;Vps 
R(u,v)-— > UU. 
(Els N, 


Xe No 适当 大 ,使 得 
L mm > wi Go, — SS uU.) 


也 是 一 个 李 特 尔 伍德 - 佩 利 二 进 分 解 ,并 且 可 以 证 
He RE uel”, WAR f. 7: 一 To 有 (Gs 
C.H =H; H. 


H: Hie, > Hy) HL e 
C. N CC o za N Cri 
由 对 称 性 ,线性 算 子 7', 有 同样 性 质 . 而 当 a + PO 
(5 十 :之 n/2) 时 Ri Cuv) RCu,v)B 
CX OSE CHEX H HET 
这 样 一 来 ,乘积 uv AA To tT 代替 ,而 误差 项 
Rlu,v) 是 光滑 性 更 高 的 函数 . 如 此 得 到 的 Tv K 
Tu 称 为 仿 积 ,而 T. RT. 称 为 仿 积 算 子 . 
” 仿 积 算 子 (paraproduct operator) WHR”. 
仿 微 分 算 子 (para-differential operator) BW 
代 偏 微分 方程 理论 中 一 类 很 重要 的 算 子 ,是 拟 微分 
算 子 的 一 种 推广 . 设 1z, 人 是 6 的 m 次 齐 函 数 , 当 
£Z0 AF EXC, HIER a, gll, E) XT x 
属于 C°(6>0), WWE ER SUR 2) f 
l(x,£)- oC 


其 中 aro) € C^ OH m REREH 34 8250 时 为 
C^. l|, Tis 
Tu = $T, hy(D)S Dyu, 


R'BSODCC",dHEIS|I R/2 E290,m23[8|]— 
3R/2 为 1. H EX AE BJ AFT, 在 mod Co— m IE 
则 算 子 ) 下 不 依赖 于 仿 积 T, 的 具体 取 法 及 SCO) 
具体 选取 . 称 它 为 以 ! 为 象征 的 仿 微 分 算 子 . 考察 
由 下 式 确定 的 算 子 T : 


Piney xc MIE — 2,8047, 


KO, dE Or. BUAECF x fe H nr BR. 
XE MECC 满足 
1 (|£| <e|7|, 17] 22R), 
0 Cis | == e;|71|?. 
其 中 0<a<e<1, R>0, M EE mod Co— 7 IE 
则 算 子 ) 下 ,TV 不 依赖 于 xX 的 具体 选取 ,Ti 一 Ti 也 
是 一 个 p— m 正则 算 子 .于 是 ,忽略 p—m 正则 算 子 
后 ,77 也 可 视 为 仿 微分 算 子 的 定义 , 且 统 记 为 了. 
XE MERA Th Sieg, 如 像 拟 微分 算 子 理论 中 可 和 忽 
略 一 个 C 光滑 算 子 那样 ,在 仿 微分 算 子 理论 中 可 
忽略 一 个 o 一 m 正则 算 子 . 

若 在 仿 微分 算 子 的 上 述 积 分 式 定义 中 ,% RN 
1, 则 它 恰 为 拟 微分 算 子 的 定义 .因此 , 仿 微 分 算 子 
是 拟 微 分 算 子 的 一 种 “修正 ”, 这 样 “ 修 正 ” 的 原因 可 
从 级 数 定 义 中 看 出 .事实 上 , 若 在 级 数 定义 中 仿 积 
T, 换 成 乘积 ay, 由 此 再 次 得 到 拟 微分 算 子 . 注意 到 
” 拟 微分 算 子 理论 中 系数 必须 是 C”, 故 这 种 “修正 ” 
来 源 于 此 处 a,《(z) 或 1(zx,5) 关 于 x 不 属于 C™”. 其 
直接 结果 不 能 保证 在 A 等 空间 上 的 有 界 性 . 而 由 
上 定义 的 仿 微分 算 子 Ti 却 有 HiH” kK C 


Ve.) = | 


微分 算 子 与 积分 算 子 


C”", 其 实 , 将 仿 微 分 算 子 的 积分 定义 做 适当 改写 ， 
可 知 它 是 属于 OP (S71) 的 拟 微分 算 子 , 且 其 象征 
alr) X T x eeh CEET EA e RE fE 
(pO|lal<elFI SP MMA EXUB A TEZS R. 
但 是 由 于 这 是 (1,1) 型 的 ,其 象征 无 渐 近 展开 及 象 
征 运算 等 ,因此 在 处 理 具体 问题 时 不 能 将 仿 微 分 算 
子 理 论 完 全 化 为 拟 微分 算 子 理论 , 而 必须 建立 一 套 
独立 的 仿 微分 算 子 的 象征 理论 . 尽管 如 此 , 仿 微分 
算 子 理论 毕竟 是 拟 微分 算 子 理论 的 某 种 延伸 ,它们 
之 间 有 许多 相似 及 借鉴 之 处 . 

代替 渐 近 展开 ,总 可 以 认为 仿 微 分 算 子 的 象征 
lz OAM PRAHA RMS A 

ass Ge SO Pee a aes 
FPL, ORF EHR mk RFR, EAI A 
C^ ,X T zc BF Cr WERIN x OD. 

对 应 此 象征 类 的 仿 微分 算 子 空间 OP (27) (或 
OPS gh, SINT L:CY OO > 2" (X) 
是 一 个 适当 可 支 的 , 且 满 足 如 下 条 件 : 对 任 一 紧 集 
KC X,çG) € CT, HÆK EX 1,0 Lu — gT pu 

H'(K) > H'"** (ay C"(K)—C" nte), 
则 称 工 为 以 7 为 象征 的 仿 微 分 算 子 , 记 为 LE€ 
OP (37) G OP OZ. 在 这 个 定义 中 已 经 握 弃 那 
个 可 忽略 的 2 一 m ENAT. 

由 于 仿 微 分 算 子 是 一 种 新 型 的 算 子 ,必须 重新 
建立 一 整套 理论 . 在 建立 这 个 理论 时 可 随时 借鉴 于 
拟 微分 算 子 理论 ,并 可 建立 许多 可 对 应 于 拟 微 分 算 
子 理 论 中 的 有 意义 的 性 质 . 

由 于 仿 微 分 算 子 的 特性 , 它 在 处 理 系数 不 光滑 
的 变 系数 线性 微分 方程 时 将 发 挥 作用 ,尤其 是 邦 尼 
(Bony,J. M. ) 通 过 仿 线 性 化 方法 将 它 应 用 到 非 线 
性 问题 之 中 . 近年 来 ,大 量 研 究 成 果 表 明 ,用 仿 微分 
算 子 理论 讨论 非 线 性 问题 特别 是 光滑 性 或 奇 性 方 
面 的 问题 将 有 很 大 的 潜力 . 

仿 微分 算 子 的 象征 (symbols of paradifferen- 
tial operators) ”确定 仿 微 分 算 子 的 一 个 映射 , 它 
是 一 个 线性 连续 满 映射 . H E X, xr L € 
OP(27(X)) ,存在 惟一 的 象征 /1 € 27 (X). 进而 可 
知 映射 LL 一 olL) = 1 E. OPCZ (X020 > X7 CX 的 
"ol. RER, CNN Hu" (X ) 的 连续 线 
性 映射 . 对 于 OP( 丈 (X)) 有 相应 的 结论 . 由 此 可 定 
义 仿 微分 算 子 的 象征 为 上 述 oi" 它 的 首 项 称 为 
主 象征 . 与 拟 微分 算 子 不 同 的 是 ,对 于 同一 个 工 在 
将 它 看 成 具 不 同 指标 e 的 OP (222) 中 的 元 素 时 , 它 
所 对 应 的 象征 o(L) 不 同 . 因为 bp 取得 小 时 ,需要 从 
(Ce, Ei 的 展开 式 中 舍 去 一 些 低 次 项 . H + OPCS) 
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定义 中 的 元 工 是 适当 可 支 的 ,从 而 可 进行 复合 及 共 
Bu SERE. BD 

L; € OP( O0) G = 12), 
则 

L, ° L, € OP( En*"(X)), 

H olL" 2-27) 6 LIHA C L2y S S L: G€ 
OP(X2(X)), MJ L^ € OP(S"(X)), H o(L*) = 
(o(L))*. APSR” AI x ”的 象征 运算 分 别 为 : 


D A Las 7 
LE. = 2 I PT (0, a DIC), a, 9 
la! +k, +k, <1] B 
puc, Wt gp 
lal FEKE] 8: 


诚 如 拟 微分 算 子 中 那样 ,存在 各 种 形式 的 仿 微 
分 算 子 的 象征 ,它们 适合 各 种 具体 问题 的 需要 . 例 
如 也 可 用 微分 不 等 式 代替 关于 § 的 齐 次 性 等 . 鲍 克 
麦 尔 (Boulkhemair,A. ) 更 考察 了 多 种 象征 类 , 它 
们 各 有 特色 ,有 的 在 微分 同 肛 下 不 变 , 有 的 在 典 则 
变换 下 保持 稳定 (从 而 可 与 傅 里 叶 积 分 算 子 复合 ). 

仿 线 性 化 (paralinearization) XJ T dE £X FE ER 
数 F(x,y) 进 行 线性 化 ,使 其 成 为 仿 积 与 具 更 高 正 
则 性 余 项 之 和 的 方法 . 设 F(x,y) 是 R*XR 上 的 
pu pP BX > = (Lis 2， ee am) e R”, y= Cy s Maafiiie 
y OER HENS SEEK LARK HRX 
R^ PAYER A.W uw GO € C"(U2 C970, j 
二 1,2,…,N), 有 


Co a (Vu Coeur) 
N 
= um , J 
= Av (x) + R(x), 
ap OG 


其 中 RGOC€CPÉQ('D. X wGO€ HR) G> 
n/2), 则 R(x) € H F(R"). 

上 述 结 果 表 明 XF SE Be PE eR FC ya H FE 
述 一 种 特殊 的 线性 化 方法 化 成 仿 积 及 正则 性 更 高 
的 余 项 之 和 . 这 种 线性 化 方法 称 为 仿 线性 化 . 在 处 
理 具体 问题 时 还 可 出 现 各 种 不 同 的 仿 线性 化 形式 . 
利用 上 述 仿 线性 化 ,可 以 将 非 线 性 微分 方程 经 过 线 
性 化 而 用 仿 微 分 算 子 来 表示 . 考察 m 阶 完全 非 线 
性 微分 方程 

Fr dD pus, = 0. 
W] FXTUMBAREC.iN AER gus 
18| 委 7 的 全 体 的 个 数 . 设 眉 及 各 阶 导 数 在 紧 集 天 
CR'XR^ LAR. 又 设 ulr) EDEK CUER, p 
> OCR H*",s2n/2)0 WJ FJ E X85 2k TE (k, BY RE 
程 化 为 Pu 二 RCr). 此 处 RC) EC” Hin, 
Pe du. beg) EES 
De 


Dës 
它 的 主 象征 是 


OF . 
x j£) = L— (a 2,9? ( dyer) GE, 
Dac 2 Se T u(x 
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当 方 程 为 拟 线性 或 半 线 性 时 ,ulz) 的 光滑 性 
可 减弱 ,R(X) 的 光滑 性 可 提高 . 这 样 , 非 线 性 微分 
方程 问题 就 归结 为 仿 微 分 方程 的 问题 了 . 

仿 傅 里 时 积分 算 子 (para-Fourier integral op- 
erators) 现代 微分 算 子 理论 中 的 一 种 重要 的 算 
F.i AG p ECHR xR'NODAEXT 7 AEF 
— UR) X R X. H E RAER A ERR e, 07 0, Br UA 
h Gr) = Gh, Gr 200. BC hr PREI REM- 
佩 利 分 解 , 且 限制 于 :上 ,然后 对 7 进行 零 次 延 
拓 , 可 得 

Raa = 5 EE COP 


& 一 一 1 


^ H,Cr,7)— C.H, G3) ,'E X T 7] 为 正 齐 一 
K, H E C gg. M 
Wr ER Gru. 
& 一 一 1 
id 
k -1 
Sag > Ae) 
EE | 
又 设 x(z) 的 李 特 尔 伍德 - 佩 利 二 进 分 解 为 


做 传 里 叶 积分 算 子 F: 
Fatz? = feworacr DO, 


其 中 az MEST HAH Rit REKF "e £ = 
LR. 于 是 可 定义 仿 傅 里 叶 积分 算 子 为 


Fu = > Fän, Jk, 


k0 


其 中 
[Fu js = p» (Fu, ); e 
|&— j| x N 
而 
>) Gu); 


是 Ha, 的 李 特 尔 伍德 - 佩 利 二 进 分 解 ; 对 应 的 二 进 
环 体 是 (C). 2N E (Č) 中 与 C, 相交 的 环 体 的 个 
A. 

F 4, EDANA TEHEL FUR Vr £ SEHR 
分 算 子 在 拟 微分 算 子 理论 中 相似 的 性 质 . 特别 地 ， 
也 有 了 叶 戈 罗 夫 相似 性 定理 .于 是 就 有 可 能 对 仿 微 分 
算 子 进行 微 局 部 化 简 . 用 此 方法 可 以 再 次 证 明 邦 尼 
(Bony,J. M. ) 的 奇 性 传播 定理 , 且 可 给 出 具有 常 重 
特征 的 非 线 性 的 低频 情况 下 哗 奇 性 的 传播 定理 ,从 
而 显示 出 它 在 重 特征 非 线性 奇 性 传播 中 的 潜力 . 

dB 雷 德 霍 姆 线性 积分 算 子 (Fredholm linear 
integral operators) 一 类 重要 的 线性 积分 算 子 ， 
JE n 维 空间 上 的 线性 算 子 当 变 成 无 穷 时 的 极限 


xx. d GR” 中 的 可 测 集 ， 
m(G) 天 0,RZ yy):CXC 一 R 
是 可 积 函 数 , 则 下 列 形式 的 算 子 


Kg 一 | kGs)eG0dy 


A FH a EAHA PRS k r WPA KW 
核 . WR &(Czyy) 可 以 表达 为 


Me Cr)b;Cy) 


的 形式 ,其 中 a; GO fl b, Cy) C1 xr 00 XB E n] fH PR 
数 , 则 相应 的 线性 积分 算 子 称 为 是 具有 退化 核 的 线 
性 积分 算 子 . 

容易 看 出 ,具有 退化 核 的 线性 积分 算 子 本 质 
可 以 归结 为 有 限 维 空间 上 的 线性 算 子 ， liem 
质 实 质 上 已 在 线性 代数 中 被 搞 清 楚 了 . 39 B dE I 
线性 积分 算 子 的 一 个 重要 性 质 是 它 可 以 用 具 有 退 
化 核 的 线性 积分 算 子平 均 副 近 . 根据 这 一 性 质 , 可 
以 把 有 限 维 空间 上 线性 算 子 的 性 质 , 通 过 极限 的 方 
法 ,转移 到 弗 雷 德 霍 姆 线性 积分 算 子 上 . 这 一 方法 
是 研究 线性 积分 方程 的 重要 方法 之 一 . 

沃 尔 泰 拉 (Volterra,V. ) F 1896 — 1897 F Ë 
先 开 始 了 对 弗 雷 德 堆 姆 线性 积分 算 子 的 研究 ,他 指 
出 弗 雷 德 霍 姆 线性 积分 算 子 ,是 ” 维 空间 线性 算 子 
4 n 变 成 无 穷 时 的 极限 形式 . 在 这 一 观点 的 基础 
E38 (828 ll (Fredholm, (E. )I. ) + 1900 年 提 
出 了 著名 的 弗 雷 德 霍 姆 理论 ,随后 ,经 过 希 尔 伯 特 
(Hilbert, D. )、 施 密 特 (Schmidt, E.) D Sir 
(Riesz,F. ) 等 人 的 工作 ,线性 积分 算 子 的 理论 逐渐 
系统 和 成 熟 起 来 . 正 是 在 这 一 过 程 中 , 泛 困 分 析 的 

思想 和 方法 被 孕育 和 产生 出 来 ,并 最 终 成 为 现代 数 
学 的 一 个 重要 领域 . 

3B = ear lx (Fredholm determinant) 
HH B E (ER Ee T AA Wa E BJ 4T SK. 设 
G Æ RY rpm illl & m (050. b (x y20:1GX G—R' 
连续 , 令 


A, =i) | ET EEN 
CJG G 


bt.) R(t,5t2) R(t, st, ) 


A u klt,,t) R(t» t) zx b (t, sty) 


kR (T y) = 


Am 


EG b) RC E) 
4 是 复数 , 则 

DQ) = 1 + ate 1)” “A, 
Sr DR k (x , y) BJ 38 gd a 1847 p| st. LEE y. 


行列 式 DCA) FE À BJ E BR C. DOA) F ra P FE Ja XH 3p 
Tg EAE IEE TERLA ECT PIE RES X. SHE 


k Eë d 


微分 算 子 与 积分 算 子 


ta TIA OKA REA THK. 令 
Bry) = | | =f Adtdt dr, 


其 中 
R(x sty) 
Est) 


RCE): de) 
A = kiy) RO V9 
R(t,sy) klt,,t) POT.) 
Wi Sr 


D(x,y;À) = Mx, y) + MC ES B, Gray) 


A klx, y) BH 11113 f sx. 它 在 线 性 积分 
算 子 的 研究 中 起 重要 作用 . HERBERT MH 
雷 德 霍 姆 第 一 子 式 的 概念 ,都 是 弗 雷 德 霍 姆 (Fred- 
holm, CE. )I. ) 于 1900 年 提出 的 . 

SE theory) 关于 线 
o BE? E , DOO E. 
k(x, y) K) IE REE TIR DC, y AE klar, y) 
BJ SB E EUER TEES TRK JE H k (> y) H XE B] 3Ë 
Ta fe AEA SF. BP 

Ke | kP dy. 


弗 雷 德 霍 姆 理论 由 下 列 三 个 基本 定理 组 成 : 
雷 德 霍 姆 第 一 定理 . 若 D(4) 关 0, 则 方程 


ub ame A EE 


对 任 给 的 连续 函数 f (>) ,都 有 惟一 连续 解 , 且 该 解 
可 以 表 为 
DCr,y;4) 


u(x) = f(x) + i. DOS f(y)dy. 
JB 75 08 Bs ESRB E JE. E DC(4)= 二 0, 则 必 存 在 
某 正 整 数 x( 称 为 是 4 的 指数 ), 使 得 
ulr) = A Gru G0dy 
有 > 个 线性 无 关 的 连续 解 ,并且 它 的 任何 连续 解 都 
可 以 表 为 这 个 线性 无 关 解 的 线性 组 合 . 
弗 雷 德 霍 姆 第 三 定理 . 若 D (A) 0, A 的 指数 
为 r, 则 
u(x) = f(x) + Al k(x, u(y rdy 
有 连续 解 的 充分 必要 条 件 是 
| food coda = 0 G se ue y, 
其 中 g(x)G==1,2,…,r) 是 转 置 方 程 
a) = Al Rov 2 0(ydy 
的 ”个 线性 无 关连 续 解 . 
Farm. EA AAE (Fredholm, 
CE. OT. ) 通 过 积分 方程 与 线性 代数 方程 组 类 比 的 方 
ik ( 即 把 线性 积分 方程 看 成 是 “无 穷 维 ”线性 方程 


组 ) 于 1900 年 获得 的 ,但 他 没有 给 出 严格 的 证 明 . 
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Jb dq TE 2 M EH je BJ Uk uEBH dE # ZK dH W 
(Hilbert, D. ) 在 1904 — 1910 年 期 间 给 出 的 . 当 
&Czyy) 是 平方 可 积 函 数 时 ,与 上 述 定理 类 似 的 结 
论 也 是 成 立 的 . 

弗 雷 德 霍 姆 理论 ,可 以 推广 到 作用 在 巴 拿 赫 空 
间 上 的 全 连续 算 子 方程 == Az+ y 上 ,其 中 A: E 
>E 是 全 连续 算 子 .这 一 推广 就 是 泛 函 分 析 中 里 斯 
- 绍 德尔 理论 , 它 分 别 由 里 斯 (Riesz,F.) 和 绍 德尔 
(Schauder,J. P. ) 所 提出 (参见 本 卷 “ 积 分 方程 ”有 
XR HD. 

迁 核 (iterated kernel) 由 已 知 核 经 过 逐次 积 
分 而 得 到 的 各 种 核 . 设 &(Cz,y) 是 线性 积分 算 子 的 
核 , 令 有 (rx,y) 二 k(x,y), 用 归纳 法 定义 


RICE. = | R(CZz)R (Z, y)dz 
G 
(n XE 2595*9*), 


MER k, Croy) Æ ECr 30 n KIER. ERA F al 
TEN. 


kb,(r,y) = | k(x ,z)h, ,(z,y)dz, 
G 
其 中 + 是 满足 r<n 的 任 一 正 整 数 . 对 沃 尔 泰 拉 型 
积分 算 子 的 核 上 x,y), 其 n WEI Hh 
k, (zy) = | hrs 2, Goode 
定义 .这 种 迭 核 又 称 为 沃 尔 泰 拉 型 n REH. 

解 核 (solving kernel) B n KIE Z° LK 
而 得 到 的 一 种 核 . W k, (zyy) 是 Ë (z, y) ËJ nH TRIE. 
核 ,4 为 实数 或 复数 , 则 

Pta yay = XC Gy) 

n=] 

PRH REIZ. ER oy ERE, kly) |< HM, Wu] 4 
1 
Al Spa GD 
时 , 具 线性 积分 算 子 的 方程 
u(r) = f(x) + A Grady 
存在 惟一 解 , 并 且 该 解 可 以 用 解 核 表示 为 
u(x) = f G0 +a) Gs yif dy. 

对 称 核 线性 积分 算 子 (linear integral operator 
with symmetric kernel) 具有 对 称 核 的 线性 积 
k(x,y) 称 为 对 称 核 ,由 (x,y) 确 定 的 线性 积分 算 
+ 

Mes | &Gc0eG0dy 


称 为 对 称 核 的 线性 积分 算 子 ,又 称 为 具有 埃 尔 米 特 

核 的 线性 积分 算 子 . 对 称 核 线 性 积分 算 子 理论 ,是 

有 限 维 空间 对 称 和 矩阵 理论 在 无 穷 维 空间 的 推广 . 

1904 年 , 希 尔 伯 特 (Hilbert,D. ) 从 有 限 维 空间 对 称 
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矩阵 理论 出 发 ,通过 取 极 限 的 方法 ,最 早 进 行 了 对 
对 称 核 线性 积分 算 子 的 研究 . 施 密 特 (Schmidt， 
E. ) 等 也 做 出 了 重要 贡献 . 对 称 核 线 性 积分 算 子 的 
理论 在 近代 已 经 被 抽象 和 推广 为 希 尔 伯 特 空间 上 
BY SEE TY EA REI. 

对 称 核 线性 积分 算 子 的 特征 值 (characteristic 
value of linear integral operator with symmetric 
kernel) 和 抢 阵 特征 值 概念 的 推广 . 设 X E Ë: Si 
空间 ,三 是 从 和 到 和 中 的 线性 算 子 ,了 7 是 和 上 的 恒 
同 算 子 ,AEC. 若 有 zEX,z 天 0, 使 得 (人 一 TD)7= 
0, 则 称 4 为 了 的 特征 值 ,z ERST 相应 于 4 的 特征 
元 ( 当 X 是 函数 空间 时 ,z 也 可 称 为 了 相应 于 4 的 
特征 函数 ). 对 于 具有 对 称 核 &Cz,y) 的 线性 积分 算 
+ 


Ke = | kD dy, 


WR RC. WHEGXG 上 是 平方 可 积 的 ,并 且 不 恒 
等 于 0, 那 么 天 的 特征 值 与 特征 函数 有 很 好 的 性 

LK 至 少 有 一 个 特征 值 . 

2. K 的 一 切 特征 值 都 是 实数 . 

3. K 的 绝对 值 最 小 的 特征 值 , 其 绝对 值 的 倒 
数 等 于 


max | 


| [EEDD dady 


° 


J |@2(z) |dz = Si 
G 


4. K 的 不 同 特征 值 对 应 的 特征 函数 是 正 交 
的 . 

5. 设 K 的 一 切 特 征 值 组 成 的 集合 为 {4,), 则 
{4,) 至 多 是 可 数 的 ,并 且 存 在 K 的 特征 函数 序列 
{Qn} > JU ds A, Kd, , dB GL) SL YD, tE Z BJ. Bp 

1 n =n), 
| Cote ends = 0 (msn). 
JF Hp À E K 的 任 一 特征 值 ,y EK 的 属于 4 的 
任 一 特征 函数 , 则 4 必 等 于 (4,} 中 的 某 一 个 ,而 V 
必 是 {y,} 中 有 限 个 元 素 的 线性 组 合 . 上 述 性 质 5 中 
AA PRA K 的 全 系 特征 值 , RA KHER 
就 范 正 交 特征 函数 . 

对 称 核 线 性 积分 算 子 的 特征 函数 (characteris- 
tic function of linear integral operator with sym- 
metric kernel) 见 “ 对 称 核 线性 积分 算 子 的 特征 
值 ”. 

希 尔 伯 特 - 施 密 特 积分 算 子 (Hilbert-Schmidt 
integral operator) 一 类 核 平 方 可 积 的 积分 型 算 
+f. 8R, Z, ,)JE WES KG Oe (Q >x Q, 
> 8,nxu) EMAR, FFA 


I |K(s,t) |’?de(s)du(t) <+ oo, 


n 
Goure | Rd 
D 


是 L, Z, w)R B Bnp SST UR 
L CQ. 28 , u) f& n] 4r 28 B] , JE Z E ALT ELR, Z, 
py) 上 的 希 尔 伯 特 - 施 密 特 算 子 ,因而 上 述 积分 算 子 
通常 称 为 希 尔 伯 特 - 施 密 特 积分 算 子 . 

希 尔 伯 特 - 施 密 特 定理 (Hilbert-Schmidt theo- 
rem) 对 称 核 线性 积分 算 子 的 基本 定理 . 设 天 是 
对 称 核 线性 积分 算 子 ,其 核 &Cz,y) 是 平方 可 积 的 ， 
JE E f8 SEE AE. WA) Ad, E K 的 全 系 特 征 值 
与 全 系 就 范 正 交 特 征 函 数 . 设 A CO OE REA, 


4 


f(a) = | EG 08 G0d», 


W f Cx RI ARR A Us BS JL SE 26 XJ — SX SA 18 
里 叶 级 数 
[OS >, ME ga), 


n=] 


HAG 
| kcy) dy 
G 


有 界 , 则 上 述 收敛 是 绝对 一 致 收敛 . 这 一 定理 是 希 
AR IB RF CHilbert , D. 2036 # fF (Schmidt , E. ) 所 建 
XL BJ. 这 一 定理 在 对 称 核 线 性 积分 方程 理论 中 起 重 
要 作用 . 有 时 ,人 们 还 把 关于 对 称 核 线性 积分 算 子 
的 一 整套 理论 也 统称 为 希 尔 伯 特 - 施 密 特 理论 . 

正定 核 (positive definite kernel) 一 类 特殊 
的 对 称 核 ,其 相应 的 线性 积分 算 子 的 特征 值 都 是 正 
的 . 设 对 称 核 &Cz,y) 是 GXG 上 的 平方 可 积 函 数 ， 
K 是 以 k(x,y) 为 核 的 线性 积分 算 子 . WR 天 作为 
映 L7(G) 入 Z(G) 的 算 子 ,其 所 有 的 特征 值 都 是 正 
的 , 则 称 E Cr. VW RIEL. # K DUBUB IR A I f 
特征 值 , 则 称 (x,y) 是 拟 正定 核 . 

拟 正 定 核 (quasi-positive denifite kernel) 见 
“FE”. 

£k VER AY BF BJ 2 SE (splitting of linear inte- 
gral operator) 算 子 的 一 种 分 解 .所 谓 线 性 积分 
算 子 的 分 解 , 是 指 把 一 个 线性 积分 算 子 分 解 为 另外 
两 个 或 几 个 线性 算 子 的 复合 . 这 种 分 解 ,在 许多 问 
题 中 是 有 重要 意义 的 . 例如 ,在 利用 变 分 方法 研究 
非 线性 积分 方程 解 的 性 质 时 ,线性 积分 算 子 的 分 解 
起 着 重要 作用 . 

A &Cz,y) 是 拟 正 定 核 , 由 &Gz,y) 确 定 的 线性 
PIAT K Bh L2 (G) À LGOAJIES FAR 
LOA LOREZ, AE 1<q<2,p Hg 
=], 则 必定 存在 映 LOA L’ (G) B) £ d E Zk FE 
A T H.E K 可 以 分 解 为 


微分 算 子 与 积分 算 子 


K—HC—-P,T-PoH', 
HoBH'iLUGO—L'(GGOdÉ H WJ it 3 S. f-, P 是 
Bk L(G) a] E, 的 线性 投影 算 子 ,五 是 天 的 属于 
三 4C) 的 所 有 对 应 于 负 特 征 值 的 特征 函数 组 成 的 
LORATZE T & Gr 30 AE DIE enn, E, 必 
AAF IR2E BD ,Po— I— P. SZ kly) RIE, 
则 P= 二 0, 在 这 种 情况 下 ,K FUB AE K-—HH'. 

沃 尔 泰 拉线 性 积分 算 子 (Volterra linear inte- 
gral operator) 一 类 重要 的 线性 积分 算 子 ,线性 
常 微分 方程 初 值 问题 就 可 以 归结 为 这 类 线性 积分 
算 子 的 人 研究. 如 下 形式 的 线性 积分 算 子 


Kes [ kx. eG0dy 
0 


称 为 沃 尔 泰 拉线 性 积分 算 子 . 
B k, (roy) Æ kr RREME n IER, 
则 对 任 给 4, 如 下 沃 尔 泰 拉 线性 积分 方程 


glr) = f(x) 十 Al Ge 00d 
都 存在 惟一 解 ,并 且 该 解 可 以 表示 为 
ox) = f(x) + > [Ge Opa. 


ik AR 3E hit (Volterra, V. ) F 1896 — 1897 4E Ë 
先 系统 地 研究 了 这 一 类 算 子 . 

线性 积分 算 子 的 全 连续 性 (complete continu- 
ity of linear integral operator) 全 连续 性 是 线性 
积分 算 子 特有 的 基本 性 质 . 设 &Cz,y) 是 CXC 上 
的 平方 可 积 函 数 , 则 以 &Gz,y) 为 核 的 线性 积分 算 
子 是 映 L2 (G) A, L' (G) BÀ A Ye 2k EXE ET. 类 似 
Hh ka WHEGXG 上 连续, 则 以 (zx,y) 为 核 的 
线性 积分 算 子 是 映 C(G) 入 C(G) 的 全 连续 算 子 . 
线性 积分 算 子 所 具有 的 全 连续 性 ,使 得 线性 积分 算 
子 可 以 作为 全 连续 线性 算 子 的 一 种 特例 而 加 以 研 
5E. 人 们 可 以 首先 用 泛 函 分 析 的 方法 研究 全 连续 线 
性 算 子 ,然后 作为 应 用 的 特例 ,导出 线性 积分 算 子 
的 基本 性 质 . 

克 列 因 - 鲁 特 曼 定理 (Klein-Rutman theorem) 
关于 具有 非 负 核 的 线性 积分 算 子 特征 值 与 特征 郴 
数 性 质 的 一 组 结论 . 设 G RY 中 的 可 测 集 ， 
m(G)z0, k x, 2:1G X G—[0, + co), 3F H H 
k(z,y) 所 确定 的 线性 积分 算 子 


Ky = | kedy 


映 C(G) 入 C(G) 是 全 连续 算 子 . 1948 年 , 克 列 因 
(Kpetin, M.T. 2 $0 & 3# & (Pyrman, M. A. ) 利 用 锥 理 
论 和 半 序 方法 研究 了 线性 积分 算 子 正 特 征 值 和 特 
征 函 数 的 性 质 , 其 主要 内 容 有 : 
1. MRA PEC(G)\{~EC(G) | eC r2 0) , 
实数 020 以 及 正 整数 p, EE cK’ gS, K 具有 
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对 应 于 正 特征 函数 的 正 特 征 值 . 

2. 如 果 线 性 积分 算 子 的 谱 半 径 xr(K) 关 0, 则 KK 
Wh AAR OY EFF | CK) AY TE PGE Až. 

3. 如 果 K 是 xe 有 界 算 子 , 即 存在 

Uo e {QE C(G) [262 = Dir, Cr) = 0, 
使 得 对 任 给 的 

PE (GE C(G)|e@(z) > 0), 

BI IE SEX n 及 实数 a> 0,82 0,38 E au < K"e 
<Pu N) K AFF B. DURS — T XL Yu, TF ñE PE XC. 更 进 
一 步 ,K 有 并 且 仅 有 一 个 对 应 于 正 特征 函数 的 特 
征 值 ,其 代数 重 数 为 1. 

克 列 因 - 和 鲁 特 曼 定理 对 研究 线性 积分 算 子 的 性 
质 有 重要 意义 , 它 对 于 非 线 性 积分 方程 和 非 线 性 微 
分 方程 的 研究 ,也 有 很 多 应 用 . 目前 ,这 一 定理 中 的 
某 些 结论 已 经 推广 到 非 线性 积分 算 子 . 

卡拉 西 奥 多 里 条 件 (Carathéodory condition) 
在 非 线 性 积分 算 子 理论 中 起 重要 作用 的 一 个 条 件 . 
设 C 是 R 中 的 可 测 集 ,f(z,u):GXR'>R'. 如 果 
f(x, 满足 :对 几乎 所 有 的 XEG,f(zx,w) 是 的 
连续 函数 ,并 且 对 每 一 个 ER',f(z,w) 是 xz 的 勒 
贝 格 可 测 函 数 , 则 称 f(x,u) 满 足 卡 拉 西 奥 多 里 条 
fF. 这 一 条 件 是 卡拉 西 奥 多 里 (Carathéodory,C.) 
于 1918 年 首先 提出 的 , 它 在 非 线 性 积分 算 子 理论 
和 各 种 非 线性 问题 中 ,起 着 重要 的 作用 . 


涅 梅 茨 基 算 子 (Remesky operator) 在 非 线 


性 微分 方程 和 非 线性 积分 方程 的 研究 中 起 重要 作 


用 的 一 类 非 线 性 算 子 . 设 G 是 RY” 中 的 可 测 集 ， 
mit st, f(x,w) 满 足 卡 拉 西 奥 多 里 条 件 , 则 算 
T fp 二 f(x,9(Xx)) 称 为 涅 梅 欧 基 算 子 . f RAG 
ER FT TU PR BRAY AY YI) "92 S — + 
重要 性 质 是 ;如 果 fo f (z, g(z)) RL (G) A 
L(G) C1, p;22 D, Dll] f die RT FABRA 
RAT. m / B L” (G) À. L”: (G) EAD BALE 
是 存在 常数 56>0 K a(z=)C€C L2>(G),a(z)2>0, 使 
得 
Jésus acuit 

对 任 给 z€ G.u € R' pk. X — 2 88 FT, RSR 
基 (HeĮmuukuñ, B. B. )fE 1934 年 首先 提出 并 加 以 研 
究 的 . 

ig d xx EB (w ("E (potentiality of 
Remesky operator) 涅 梅 次 基 算 子 的 一 个 重要 性 
质 是 它 的 位 势 性 . Eris d£ AEST f ik L” (G) A 
L'(G),p1.p^ cq '=1, W] L (G) ERE gë 

F(g) = | az Pease 
fr L'(G) E E 3 Fš 8K n] $à BJ SF ALA gradF = f. if 
梅 奖 基 算 子 的 位 势 性 在 非 线 性 方程 和 非 线 性 微分 
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方程 的 变 分 方法 中 起 重要 作用 . 
沃 尔 泰 拉 非 线性 积分 算 子 (Volterra nonlinear 
沃 尔 泰 拉线 性 积分 算 子 的 推 


integral operator) 


T. 形 如 
Ke = IER 


的 积分 算 子 称 为 沃 尔 泰 拉 非 线性 积分 算 子 . 数学 、 
自然 科学 和 工程 技术 领域 中 的 许多 问题 ,都 可 以 归 
Zi Ax X — 28 5 + ASE. 例如 , 常 微分 方程 初 值 
问题 

u Faw... cor] un 
就 可 以 归结 为 

u(t) = uo 十 MITES 


上 述 方程 右 端 就 包含 了 一 个 沃 尔 泰 拉 非 线性 积分 
AF. 而 且 一 般 地 ,关于 稼 微分 方程 初 值 问 题 的 一 
系列 重要 定理 ,例如 存在 惟一 性 定理 、 连 续 延 拓 害 
理 、 连 续 相 依 性 定理 和 上 比较 定理 等 ,也 都 可 以 平行 
移植 到 含 沃 尔 泰 拉 非 线 性 积分 算 子 的 方程 上 . WR 
沃 尔 泰 拉 非 线 性 积分 算 子 具有 下 列 形 式 : 


Ro M =F seas: 


则 称 之 为 卷 积 型 沃 尔 泰 拉 非 线性 积分 算 子 , 它 在 数 
学 物理 和 其 他 许多 重要 问题 中 都 有 重要 应 用 . 在 研 
究 卷 积 型 沃 尔 泰 拉 非 线性 积分 算 子 时 ,常常 要 用 到 
卷 积 的 概念 和 傅 里 叶 变 换 的 理论 . 

哈 加 斯 坦 非 线性 积分 算 子 (Hammerstein non- 
linear integral operator) 一 类 重要 的 非 线 性 积分 
算 子 ,是 积分 算 子 理论 的 重要 研究 对 象 之 一 . 设 C 
是 R^rBnu[dlJf .nO0250. f x;u091GXR'—R' il 
足 卡 拉 西 奥 多 里 条 件 ,k(x,y):GXG>R' 是 可 测 
函数 , 则 


des | kee, y) fy, go dy 


称 为 哈 默 斯 坦 非 线性 积分 算 子 ,&ACz,y) 称 为 该 积 
分 算 子 的 核 . 如 果 令 了 是 由 fru) XE BU ITE TX 
基 算 子 ,K 是 以 k(x,y) 为 核 的 线性 积分 算 子 , 则 哈 
默 斯 坦 非 线 性 积分 算 子 4 可 以 写成 A= Kf BE 
式 . 许 多 重要 的 非 线性 问题 都 可 以 导致 哈 默 斯 坦 非 
线性 积分 算 子 的 研究 . 例如 ,对 非 线 性 椭圆 型 偏 微 
分 方程 的 边 值 问题 

— Au = f (x,u), 

Ui = 0, 
就 可 以 归结 为 哈 默 斯 坦 非 线性 积分 算 子 的 研究 ,其 
中 k (=>, y) Re AB Jy BJ AB K pR $X. 

哈 默 斯 坦 非 线性 积分 算 子 是 由 哈 默 斯 坦 

(Hammerstein, H. ) 于 1930 年 首先 提出 并 给 以 系 
统 研 究 的 . 为 了 能 够 使 用 关于 全 连续 算 子 的 拓扑 度 


理论 ,许多 学 者 研究 了 这 类 算 子 的 全 连续 性 判别 ， 
并 由 此 引入 了 涅 梅 茨 基 算 子 的 概念 及 其 连续 性 和 
有 界 性 的 研究 . 与 哈 软 斯 坦 非 线性 积分 算 子 密切 相 
关 的 是 关于 哈 默 斯 坦 非 线性 积分 方程 


eG) = | kf dy D 


的 研究 . 在 早期 ,关于 方程 (1) 的 研究 ,主要 集中 在 
其 解 的 存在 性 问题 上 ,使 用 的 主要 工具 有 拓扑 方法 
和 变 分 方法 . 近 二 三 十 年 来 ,由 于 非 线 性 泛 泪 分 析 
取得 了 一 系列 重大 进展 ,为 研究 方程 (1) 的 多 解 问 
题 提供 了 强 有 力 的 工具 ,人 们 开始 把 主要 兴趣 放 在 
方程 (1) 解 的 个 数 的 研究 上 ,并 取得 了 许多 重要 结 
R. 尽管 如 此 , 哈 默 斯 坦 非 线性 积分 方程 的 理论 还 
远 不 够 成 熟 和 完善 ,为 了 使 它 进一步 发 展 和 完善 ， 
还 必须 克服 许多 困难 ,还 有 待 于 新 的 .更 强 有 力 的 
工具 的 出 现 . 

乌 雷 松 非 线性 积分 算 子 (Urysohn nonlinear 
integral operator) 一 类 相当 广泛 的 非 线 性 积分 
算 子 . 设 BG. yu0:1GXGXR'—R! Æ A M HR, W 
形 如 

Ag — | kir, y ed 


的 算 子 称 为 乌 雷 松 非 线 性 积分 算 子 . 它 是 一 类 很 广 
泛 的 算 子 类 ,包含 了 哈 默 斯 坦 非 线性 积分 算 子 和 沃 
尔 泰 拉 非 线性 积分 算 子 作为 特殊 情况 . 这 类 算 子 由 
于 过 于 广泛 ,研究 起 来 困难 很 大 ,所 以 到 目前 为 止 ， 
除了 在 该 类 算 子 的 全 连续 判别 上 有 了 较 系 统 的 结 
果 之 外 ,关于 马 雷 松 非 线性 积分 方程 解 的 性 质 的 研 
究 , 结 果 是 很 少 的 ,还 有 待 于 人 们 去 探索 . 这 类 算 子 
E AS BPS (Y puicon, HH. C.) F 1924 年 首先 提出 并 
加 以 研究 的 . 

非 线 性 积分 算 子 的 全 连续 性 (complete conti- 
nuity of nonlinear integral operator) 全 连续 性 
是 非 线性 积分 算 子 的 重要 性 质 . 如 果 RC. y wt 
GXGXR' 上 连续 , 则 乌 雷 松 非 线性 积分 算 子 


AQ E E (r,y,QQ)0)0dy 


是 作用 在 C(G) 上 的 全 连续 算 子 . 进一步 ,下 列 结 
AR BV. 4 G BARA AES WE A ARIS H 
LEG 和 几乎 一 切 y€ G,kG, yu) 关于 u 连续 ,并 
且 对 一 切 xEG,uER',kCzx,yyU) 关 于 yy 可 测 , 则 
相应 的 马 雷 松 非 线性 积分 算 子 映 CCC) 人 自身 全 
连续 的 充分 必要 条 件 是 ,对 任 给 a 二 0， 


| sup [Gro y) |dy <+ 09, 
G [|u| <a 


lim | sup Lë + h,y,u) — k(x,y,u)|dy = 0 
|h]--0 JG |u| Su 

rd-h€G 

对 一 切 z€ G 成 立 . 关 于 乌 雷 松 算 子 在 L? (G) H 
上 的 全 连续 性 ,有 如 下 结果 : 藻 k (z, y u ) WA E 


微分 算 子 与 积分 算 子 


IECr, y,u2| < RGz,y)(a + b|u |“), 
其 中 a>0,b>0,a>0, 


| | [Ry 'dzdy <+ oo, 


则 相应 的 马 雷 松 非 线 性 积分 算 子 映 L'COCOAB E 
全 连续 ,其 中 p= 二 a 十 1. 一 系列 更 细致 和 深入 的 结 
果 也 已 经 被 获得 . 

哈 软 斯 坦 非 线 性 积分 算 子 的 全 连续 ,可 以 作为 
马 雷 松 非 线性 积分 算 子 的 特例 由 上 面 所 述 的 结果 
得 到 . 此 外 , 哈 默 斯 坦 非 线性 积分 算 子 还 有 特有 的 
判别 法 , 即 , 如 果 涅 梅 茨 基 算 子 了 映 某 巴 拿 赫 空间 
E, 到 为 一 巴 拿 赫 空 间 E, 是 连续 有 界 算 子 ,而 线性 
积分 算 子 天 上 映 五 ;到 五 ,是 全 连续 线性 算 子 , 则 相 
应 的 喻 默 斯 坦 非 线 性 积分 算 子 Kf 映 E, 到 自身 是 
全 连续 的 . 非 线 性 积分 算 子 的 全 连续 性 ,在 非 线 性 
积分 方程 的 研究 中 具有 本 质 的 意义 , 正 是 由 于 这 一 
性 质 , 才 使 得 非 线 性 泛 函 分 析 的 基本 方法 一 一 拓扑 
方法 和 变 分 方法 在 非 线 性 积分 方程 理论 中 得 以 广 
泛 应 用 . 

非 线 性 积分 方程 中 的 变 分 方法 (variational 
method in the theory of nonlinear integral equa- 
tions) 研究 非 线 性 积分 方程 的 基本 方法 之 一 , 它 
主要 适用 于 对 称 核 哈 默 斯 坦 非 线 性 积分 方程 

eG) =| kz Wf gdy, — (D 


A f(x,w) 满 足 卡拉 西 奥 多 里 条 件 , 并 有 旦 存在 p 
—>2,a(z=)2Z20,a(z=)C€C L(G) (p '+q7'=1) ,使 得 
Faw (| 
又 设 k(zx,y) 是 实 的 对 称 核 ,又 是 拟 正定 的 ,并 且 以 
kz,y) 为 核 的 线性 积分 算 子 KK 上 映 LCA L* (G) 
全 连续 ,上 映 L(G) 入 LOE. HF kaw 
拟 正 定 的 ,所 以 K ERLOA LORKA TE 

在 一 个 分 解 
K=H(—P,+P.)H". 
FS Sy UWE BH PS SA P Hi JE Z PE LA h CO EF 
(-P,+P,¢ = H'fHg, (2) 
IM y e (2) BAL E X SF HET L^ (G) E BH BR 


W (Z) = sd 
+4) pycopcerds 


Hy 
sll Ja o fx,u)du (3) 
的 临界 点 ,因此 哈 默 斯 坦 非 线性 积分 方程 (1) 的 性 
质 ,可 以 归结 为 希 尔 伯 特 空间 上 的 泛 函 (3) 的 变 分 
问题 . 这 就 形成 了 研究 非 线 性 积分 方程 的 基本 方法 
"m 变 分 方法 . 对 于 正定 核 , 由 于 P. =, P, 
— I, 82 BR C3) RT 1 BK 
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V(b) = l| popada 


Hy 
-|az| Fedde GI 
G 0 


在 适当 的 条 件 下 3) GA ENKEN EE 
函 是 强制 的 , 弱 下 半 连 续 的 , 故 由 著名 的 外 尔 斯 特 
拉 斯 定理 ,可 以 断定 泛 函 (3) (或 (3 )) 在 L(G) 中 
达到 最 小 值 ,从 而 可 以 获得 哈 默 斯 坦 非 线性 积分 方 
程 (1) 的 可 解 性 定理 . 利用 近年 来 在 大 范围 变 分 学 
中 获得 的 新 成 就 ,例如 山路 引 理 等 , RT LESE më SC 
斯 坦 非 线 性 积分 方程 的 多 解 问题 ,得 到 一 系列 深刻 
的 结业. 

非 线 性 积分 方程 中 的 拓扑 方法 (topological 
method in the theory of nonlinear integral equa- 
tions) ” 亦 称 拓扑 度 理论 ,是 研究 非 线 性 积分 方程 
的 基本 方法 . 1934 4E. E E (Leray, J.) 028 $8 ZK 
(Schauder ,J. P. ?利用 代数 拓扑 学 的 发 展 成 就 , 建 
立 了 非 线性 泛 函 分 析 的 基本 理论 之 一 , 即 无 穷 维 巴 
拿 赫 空间 上 全 连续 算 子 的 拓扑 度 理论 . 由 于 非 线性 
积分 算 子 


Ag= | ace 32 f La, py)) dy, 


Ag= E (zyyPCy))dy 


在 非常 广泛 的 条 件 下 是 全 连续 算 子 ,从 而 拓扑 方法 
自然 地 成 为 研究 非 线性 积分 方程 的 主要 方法 . 早 
期 ,人 们 主要 是 利用 拓扑 度 理论 中 的 绍 德尔 不 动 点 


定理 和 勒 雷 - 绍 德尔 原理 ,研究 非 线性 积分 方程 解 


的 存在 性 问题 . 近 二 三 十 年 来 ,克拉 斯 诺 塞 尔 斯 基 
(Kpacuoce;reckuit M. A. ) 提 出 了 著名 的 锥 拉 伸 与 压 
缩 不 动 点 定理 ,阿曼 (Amann,H. ) 等 人 将 拓扑 度 与 
锥 理论 相 结合 ,建立 了 锥 上 的 不 动 点 指数 理论 ,为 
研究 非 线 性 积分 方程 的 多 解 问题 提供 了 强 有 力 的 
TR. 到 目前 为 止 , 拓 扑 方 法 在 非 线 性 积分 方程 中 
的 运用 还 是 初步 的 . 如 何 把 拓扑 方法 更 深入 的 应 用 
到 非 线性 积分 方程 理论 中 去 ,还 是 一 个 有 待 研 究 的 
重要 问题 . 

维 纳 - 霍 普 夫 积分 方程 (Wiener-Hopf integral 
equations) 由 于 研究 辐射 迁移 理论 的 需要 而 提 
出 的 一 类 积分 方程 .下 面 的 线性 积分 方程 


Tea 
en — | -odon 


(0 < z <+ oo) 
PRN HE 2-28 3E UBI AA RR. 这 一 类 型 的 方程 是 实 
际 应 用 中 经 常 遇 到 的 ,但 不 完全 满足 古典 的 弗 雷 德 
霍 姆 理论 的 方程 .由 于 研究 辐射 迁移 理论 的 需要 ， 
从 20 世纪 20 年 代 起 就 开始 了 对 这 一 类 型 方程 的 
研究 . 关于 方程 (1) 的 第 一 个 结果 是 1931 年 由 维 纳 
(Wiener ,NN, ) 与 霍 普 夫 (Hopf,H. ) 共 同 得 到 的 . 他 
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ITER EI ka) 和 未 知 函 数 glz) 满 足 一 定 的 条 件 
下 ,得 到 了 方程 (1) 的 齐 次 方程 


qt) 一 MES — s)g(s)ds = 0 (2) 


解 的 解析 表达 式 .在 维 纳 与 霍 普 夫 的 上 述 工作 中 ， 
第 一 次 利用 了 因子 分 解 的 思想 来 处 理 方程 (1). H 
研究 维 纳 - 霍 普 夫 方 程 而 逐渐 发 展 起 来 的 维 纳 - 霍 
普 夫 技巧 ( 即 因 子 分 解 的 技巧 ) ,现在 已 经 成 为 研究 
维 纳 - 堆 普 兴 方程 (1) 的 重要 的 理论 基础 ,而 且 也 是 
研究 许多 数学 物理 问题 的 强 有 力 的 工具 . 
关于 方程 (1) 的 第 二 个 重要 结果 是 由 拉 普 淡 特 
( Pannopr, H. M. ) 于 1948 年 得 出 的 . 他 在 假定 核 
kt) 满足 适当 的 条 件 , 把 方程 (1) 化 成 一 个 歼 曼 边 
值 问 题 ,从 而 借助 黎 曼 边 值 问 题 的 一 些 熟 知 结果 对 
方程 (1) 进 行 研 究 . ELAR LES BRB 
方程 (1) 在 函数 类 L?(0, 十 2) 中 的 正则 可 解 性 定 
理 , 并 且 第 一 次 指出 了 指数 
Kk = index(] — &(t)) (3) 
与 齐 次 方程 (2) 的 线性 无 关 解 个 数 之 间 的 紧密 联 
系 . 1958 年 , 克 列 因 (Kpeñn, M. T. 2 A BF Sal 
(l'ox6epr , H. Ll. 128 A 3E — 2b Az J Y 2E 3 3 oi 
因子 分 解 的 思想 ,对 方程 (1) 建 立 了 更 为 一 般 和 更 


加 完整 的 理论 . 

H 方程 (如 -equations) 一 类 积分 方程 . 下面 
的 方程 

Hasi HG)| OH de 0) 


Sr HDH. RAR One, Re 
L0,1] 上 是 非 负 有 界 可 测 的 ,而 H CO E f > nt BB 
数 . 这 一 类 型 方程 在 辐射 迁移 和 中 子 迁 移 理论 中 起 
到 重要 作用 . 

H 方程 的 研究 开始 于 20 世纪 40 年 代 . 1947 
4E, 桑 德 拉 塞 卡尔 (Chandrasekher,S. 2, w & À 
(Crum, M. M. ) 利 用 复 变 函 数论 的 方法 ,在 复 平面 
内 考察 了 方程 (1), 并 给 出 该 方程 在 半 平 面 Rez0 
内 解析 且 在 L0,1j 上 有 界 的 解 的 存在 性 条 件 . 克 鲁 
木 还 证 明 当 

| «coa < I 
时 ,方程 人 1) 最 多 只 有 两 个 解 ; 而 当 
| wd = i 

AY , 则 方程 (1) 仅 有 一 个 这 样 的 解 . 1957 年 , 布 斯 布 
E Æ (Buisbridge.I. W. ) 在 假设 9 G2 2g 2 £& mon 
条 件 下 ,简化 了 克 鲁 木 结 果 中 的 某 些 讨论 .关于 H 
方程 的 研究 现 已 有 了 许多 重要 进展 ,并 把 它 推广 到 
某 些 更 一 般 的 形式 . 

柯 西 育 异 积 分 方程 (Cauchy singular integral 
一 类 最 基本 且 具 有 广泛 实际 应 用 的 


equations ) 


奇异 积分 方程 .下 面 的 一 类 积分 方程 


aeo) + | SEP garde fo) 0 


称 为 柯 西 奇异 积分 方程 ,其 中 工 为 复 平面 上 一 光 
滑 的 闭合 曲线 ,a(t),K(t,r) 和 f(t) 是 给 定 在 LL 上 
满足 赫 尔 德 条 件 的 函数 , 而 积分 是 柯 西 主 值 意 义 下 
的 . 

这 种 方程 的 研究 已 有 很 长 的 历史 . 差不多 在 建 
立 弗 雷 德 替 姆 理论 的 同时 , 即 已 出 现在 希 尔 伯 特 
(Hilbert , D. ) Al PE INE (Poincaré, CJ. 2H. ) 等 人 的 
工作 中 . 以 后 经 过 许多 数学 家 的 努力 ,这 一 类 方程 
的 理论 已 发 展 得 相当 完善 , 它 在 弹性 理论 .空气 动 
力学 .水 力学 .量子 场 论 以 及 数学 物理 等 方面 有 着 
广泛 的 应 用 . Aid 

k@,t)=6@), b G T) = 
则 柯 西 奇异 积分 方程 (1) 可 写成 


Kess a(t)g(t) + 2f pe 


L T — t 


K(t,r)—K Ct,t) 
mi(t—t) 


H 


d | ka, Decode = f(t). (2) 


# (一 0, 则 方程 (2) 中 不 出 现 奇异 积分 ,因而 方 
程 (2) 就 是 具 弱 奇 性 核 的 弗 雷 德 霍 姆 型 积分 方程 ，; 
当 LOEO, tE L 时 , 则 称 方程 (2) 为 完整 的 奇异 积 
分 方程 . 又 函数 a(t) 和 646(t) 称 为 积分 方程 (2) 的 系 
数 . 如 果 f(z) 二 0, 则 称 (2) 为 齐 次 的 奇异 积分 方 
程 ;否则 称 之 为 非 齐 次 的 奇异 积分 方程 . 又 积分 方 


程 
K'ez att) + | PP a= sa G) 


T—í 
称 为 奇异 积分 方程 (2) 的 特征 方程 . 把 奇异 积分 方 
程 (1) 中 的 核 &(t,t)/(r 一 ?) 的 变量 1 和 7 的 位 置 互 
换 , 所 得 到 的 新 的 奇异 积分 方程 


KJ= a(090) — =| ECCE) de 


mij T — Í 
+ | &cDécode = ho (4) 


称 为 积分 方程 (2) 的 转 置 (或 相 联 ) 方 程 ,而 特征 方 
程 (3) 的 相 联 方程 为 


K"9 —aQ)9() 一 zl DI Sede = Aren, (8) 


当 积 分 方程 (3) 中 的 系数 a G) b G E ZR fF 
a(t)d-b02250, aG)—b5G)2Z0 GEL) (6) 
时 , 则 称 数 


- lag a(t) — er 
onl 8 aG) + b) I, 
为 特征 方程 (3)( 或 特征 算 子 天" ) 的 指标 ， 
柯 西 奇异 积分 方程 与 弗 雷 德 霍 姆 积分 方程 之 
间 有 着 本 质 的 不 同 . XP BË E ER yr 23 E IÑ s o 
如 果 齐 次 方程 有 异 于 零 的 解 , 则 非 齐 次 方程 一 般 来 


微分 算 子 与 积分 算 子 


说 无 解 ; 而 当 齐 次 方程 无 异 于 零 的 解 时 , 则 非 齐 次 
方程 对 任意 自由 项 总 有 和 解 .但 对 柯 西 奇异 积分 方程 
而 言情 况 就 不 一 样 , 如 果 齐 次 方程 有 异 于 零 的 解 ， 
则 非 齐 次 方程 对 任意 的 自由 项 也 是 可 解 的 ;而 当 齐 
次 方程 只 有 零 解 时 , 非 齐 次 方程 一 般 来 说 是 无 解 
的 .此 外 , 柯 西 奇异 积分 方程 的 系数 AAA 
零 , 只 要 满足 条 件 (6) 就 可 以 求 其 解 .但 对 弗 雷 德 霍 
姆 方程 来 说 ,如 果 积 分 号 外 不 出 现 未 知 函 数 ( 即 为 
第 一 种 积分 方程 ) ,一 般 地 , 它 是 不 适 定 的 . 

关于 柯 西 奇异 积分 方程 , 诺 特 (Noether,F.) 
建立 了 下 面 的 三 个 基本 定理 ,这 些 定理 起 着 与 弗 雷 
德 霍 姆 积分 方程 的 弗 雷 德 瞧 姆 理论 相同 的 作用 : 

1. 齐 次 奇异 方程 

Ke= 0 和 K'g=0 

的 线性 独立 ( 非 零 ) 解 的 个 数 是 有 限 的 . 

2. 奇异 积分 方程 (2) 可 解 的 充分 必要 条 件 是 满 
É 


| reo, codi =0 (J= 1,2,.…,k ), 


HP ó G) (j= 二 1,2,…,k') 是 相 联 齐 次 方程 K'9—0 
的 线性 无 关 解 的 完全 组 . 

3. 齐 次 奇异 方程 K —0 的 线性 无 关 解 的 个 数 
k 与 其 相 联 齐 次 奇异 方程 K'o—0 的 线性 无 关 解 的 
VBR 2H KFA TS K 的 特征 部 分 , 且 等 于 
K? 的 指标 «, Bl < 一 & 一 有 . 

弗 雷 德 霍 姆 积分 方程 的 弗 雷 德 霍 姆 理论 与 柯 
西 奇 异 积分 方程 的 诺 特 理论 的 主要 差别 在 于 :在 弗 
雷 德 霍 姆 积分 方程 中 , 齐 次 方程 与 其 相 联 齐 次 方程 
线性 独立 解 的 个 数 相同 ,而 对 柯 西 奇异 积分 方程 ， 
两 者 的 个 数 一 般 不 相等 ,其 差 等 于 奇异 积分 方程 的 
指标 <. 特别 地 ,如 果 «= 二 0, 则 诺 特 诸 定 理 就 是 弗 雷 
德 霍 姆 理论 的 诸 定 理 . 


# fa (EN he DBA FAR HEAR 
HER YE 林 RRB WES ROR 
IRF JII 
S d] MAR BM RAH KAE WK 
v» Wi WKH 
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4 57 54 (calculus of variations) 亦 称 变 分 学 ， 
研究 泛 函 极 值 的 一 门 学 科 . 变 分 法 主要 研究 泛 果 的 
变 元 函数 使 泛 函 达到 极 值 的 必要 条 件 和 充分 条 件 ， 
并 研究 求 得 该 变 元 函数 的 方法 及 其 性 质 . 变 分 法 的 
研究 方法 有 直接 法 与 间接 法 . 直接 法 是 直接 由 泛 孙 
去 求 得 极 值 或 判断 相应 极 值 问题 是 否 有 和 解 ; 而 间接 
法 是 先 给 出 泛 郴 达到 极 值 的 必要 条 件 : 欧 拉 - 拉 格 朗 
日 方程 ( 亦 称 为 欧 拉 方程 ), 然 后 在 满足 欧 拉 - 拉 格 朗 
日 方程 的 解 中 ,利用 各 种 充分 条 件 来 判断 变 分 问题 
是 否 有 解 . 

变 分 法 的 历史 可 追溯 到 古 希 腊 , 那 时 就 有 了 所 
请 等 周 问 题 ;在 长 度 一 定 的 封闭 曲线 中 , 找 出 围 出 最 
大 面积 的 一 条 封闭 曲线 . 另 一 著名 的 问题 即 最 速 落 
径 问 题 是 由 伽利略 (Galilei,G. ) 首 先 提 出 的 .但 对 变 
分 法 实质 性 研究 还 是 从 1696 年 ,约翰 第 一 。 伯 努 利 
(Bernoulli,Johann 1) 公开 向 欧洲 数学 家 给 出 该 问 
题 的 解 开 始 , 洛 必 达 (1’Hospital,G.-F.-A. de), 3E 
Ay EE (Jacobi, C. G. J.) Z4 8 98 — * (ABSA HAE 
次 (Leibniz,G. W. ) #F dij (Newton, I. 2 Hj í AN Is] fj 
方法 解决 了 这 个 问题 . Ja oe Eb Euler, L. 0l j f& 
BH H (Lagrange,J.-L. ) 对 这 一 类 问题 的 研究 奠定 了 
变 分 法 的 理论 基础 . 变 分 法 这 一 名 词 由 拉 格 并 日 首 
次 提出 来 ,一 直 沿 用 下 来 . | 

人 们 研究 变 分 法 ,是 因为 社会 和 上 自然 诸多 领域 
都 存在 变 分 原理 的 实际 背景 . 社会 追求 效益 ,投入 一 
定时 ,希望 产 出 最 大 ;或 产 出 一 定时 ,希望 投入 最 小 . 
某 些 现象 中 ,自然 也 依 最 简单 最 有 效 的 方式 运行 . 牛 
顿 在 《4 自然 暂 学 的 数学 原理 ) 中 写 到 :“ 自 然 不 做 任何 
徒劳 无 益 的 事情 ,浪费 愈 多 ,服务 傅 少 . 自然 喜欢 简 
单 性 而 不 为 浮华 所 动 ”. 现代 科学 早期 就 依 最 优 原 理 
表达 某 些 自然 规律 . 这 一 原理 看 来 在 一 定 程 度 上 反 
映 了 宇宙 的 先 验 的 和 谐 性 ,特别 吸引 那些 为 知识 的 
统一 性 和 简单 性 而 奋斗 的 科学 家 .事实 上 ,确实 有 许 
多 目 然 规律 可 用 极 值 原理 来 表达 . 第 一 个 发 现 这 种 
类 型 的 原理 是 公元 前 100 年 ,亚历山大 的 海伦 
(Heron , CA)) 提 出 的 ,他 用 光 总 走 最 短路 径 解 释 光 
的 反射 定律 . 1662 年 , 费 马 (Fermat,P. de) 从 光 总 是 
依 最 快 的 路 径 从 一 点 传播 到 另 一 点 这 一 假设 推导 出 
光 折 射 定 律 . 这 一 假设 现在 称 为 费 马 原理 . 大 约 80 
年 后 XA ilg ( Maupertuis , P. -L. M. de ,普鲁士 科学 
院 院 长 ) 上 断言 ,如果 自然 发 生 了 什么 变化 ,那么 对 这 
一 变化 所 付出 的 作用 量 必然 是 最 小 的 . SHE A JE FMT 
作用 引进 量 纲 是 "能量 X 时 间 ”, 按 照 普 朗 克 
(Planck, M. ) 的 量子 原理 (1900 年 ), 这 个 量 是 基本 
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量子 有 的 整数 倍 .在 莫 佩 带 的 著述 中 ,作用 原理 含糊 
不 清 ,不 十 分 令 人 信服 ,受到 伏 尔 泰 (Voltaire ) 的 无 
情 嘲讽 . 这 或 许 使 得 拉 格 朗 日 将 1788 年 的 “分 析 力 
学 "建立 在 达 朗 贝尔 原理 的 基础 上 而 非 最 小 作用 原 
理 的 基础 上 ,尽管 他 早 在 1760 年 对 这 一 原理 已 有 了 
相当 明确 的 一 般 数 学 提 法 . 很 晚 以 后 ,哈密 顿 
(Hamilton, W. R. ) 和 和 雅 可 比 才 给 这 一 原理 以 令 人 
满意 的 形式 ,大 概 是 交 姆 霍 兹 (Helmholtz,H. von) 
把 它 提 高 到 最 普遍 的 物理 规律 的 行列 . 20 世纪 前 半 
期 ,物理 学 家 主要 热 表 于 用 空间 时 间 微 分 方程 描述 
自然 规律 ,现在 最 小 作用 原理 又 明显 回潮 . 
古典 变 分 法 已 有 近 300 年 的 历史 . 微 积 分 创立 
不 久 , 变 分 法 便 开始 发 展 . 赢得 国际 声望 的 研究 首先 
是 约翰 第 一 。 伯 努 利 1696 年 解决 了 最 速 落 径 问 题 . 
他 和 他 的 哥哥 雅 各 布 第 一 ， 伯 努 利 (Bernoulli,Ja- 
cob 工 ) 是 这 一 新 领域 的 葛 基 者 ,虽说 莱 布 尼 获 、 牛 
im. A E r Huygens, C. ). 洛 必 达 也 都 有 不 俗 的 贡 
BR. 在 欧 拉 和 拉 格 朗 日 的 手 里 , 变 分 法 成 了 解答 许多 
物理 和 几何 问题 的 灵活 有 效 的 理论 . 变 分 法 的 第 一 
阶段 ,人 们 推导 变 分 问题 的 最 大 或 最 小 函数 满足 的 
必要 条 件 , 比 如 欧 拉 方程 . 欧 拉 用 折线 通 近 曲线 的 一 
种 粗放 方法 导出 它 , 而 拉 格 朗 日 则 用 高 雅 的 变 分 导 
出 它 , 欧 拉 随 即 把 这 一 学 科 命 名 为 变 分 法 . 在 变 分 法 
发 展 的 初期 阶段 ,保证 欧 拉 方程 的 解 具有 极 小 性 的 
充分 性 条 件 尚 未 涉及 ,只 有 约翰 第 一 ， 们 努 利 1718 
^F. B^] — fi DC sz D] P AIA XC TE 200 年 中 被 忽视 . 
50.4) VE IR] S BI IX TE S] 1E $8 (Legendre, A. -M. ) 
1788 年 的 文章 “Sur la maniere de distingues les 
maxima des minima dans le calcul des variations" 
(关于 区 分 变 分 法 中 的 极 大 和 极 小 ) 中 被 系统 研究 . 
勒 让 德 在 该 文中 用 二 阶 变 分 处 理 这 一 问题 . 尽管 拉 
J B] H Æ 1797 年 指出 了 该 文 的 一 些 错误 ,但 雅 可 比 
1837 年 重新 探讨 这 一 问题 时 发 现 该 文 的 思想 是 富 
有 成 效 的 . TE u] E, fk RA x "Zur Theorie Varia- 
tions- Rechnung und der Defferential-Gleichungen" 
ET" Br 3 Be. RP 1d f BJ E 6 E 
点 理论 ,但 所 有 的 结果 只 有 叙述 而 本 质 上 没有 证 明 . 
这 需要 整整 一 代 的 数学 家 添补 细节 . 高 斯 (Gauss， 
C.F.) 首 先 在 1830 年 的 文章 “Principia generalia 
theoriae figure fluidorum in statu aequilibrii” 中 考 
虑 了 目 由 边界 问题 ,继而 有 误 松 (Poisson,S, -D. 2, 
奥 斯 特 罗 格 拉 茨 基 (OceroporparckHi,M. B. 2, IBA 
(Delaunay, C. Ei. K $S Hf (Sarrus, P. F. ) 和 柯 西 
(CCauchy,A.-L.). 施 依 佛 (CScheeffer, L. 7) 和 外 和 尔 斯 


Ke br Bir (Weierstrass, K. (T. W. )) 发 现 使 二 阶 变 分 
具有 正定 性 的 平稳 画 数 一 般 只 取 弱 极 值 , 即 只 是 在 
切线 很 接近 的 曲线 之 间 比 较 而 言 的 极 值 . 为 研究 强 
极 值 充分 条 件 , 外 尔 斯 特 拉 斯 在 1879 年 建立 了 场 
论 ,把 平稳 曲线 能 人 到 适当 的 平稳 曲线 场 , 这 大 大 简 
化 了 平稳 曲线 与 邻近 曲线 的 比较 . 

变 分 法 理论 的 发 展 与 力学 、 光 学 、 弹 性 理论 、 电 
磁 学 等 学 科 密 切 相 关 . 同时 变 分 法 的 理论 成 果 又 能 
应 用 到 这 些 学 科 . 现代 变 分 法 在 各 学 科 的 应 用 愈 来 
愈 广 ,并 发 展 成 为 优化 和 最 优 控制 理论 . 

变 分 学 (calculus of variations) 即 “ 变 分 法 ” 

$ g om (Dido problem) 最 古老 的 变 分 问 
题 .对 xy 平面 上 连结 原点 和 zx 轴 上 一 点 (x1,0) Gri 
>0) ,位 于 第 一 象限 内 的 一 条 长 为 :的 曲线 C, 问 C 
是 什么 形状 时 ,C 与 zx 轴 围 成 的 面积 最 大 ?这 就 是 仿 
多 问题 . 黛 多 问题 的 答案 是 C 的 形状 为 半圆 . 

等 周 问 题 (isoperimetric problem) 历史 上 出 
现 较 早 的 一 个 变 分 问题 . 用 一 条 长 度 一 定 的 平面 曲 
线 在 平面 上 围 成 一 个 凸 区域 , 求 使 区 域 面积 最 大 的 
闭 曲 线 . 这 是 最 简单 的 等 周 问题 , 它 的 解 是 一 个 贺 
周 , 这 是 由 雅 各 布 第 一 ， 们 努 利 (Bernoulli, Jacob 
I ) 于 1701 年 解决 的 . 

牛顿 问题 (Newton problem) 现代 变 分 法 的 
一 个 著名 问题 . 设 物体 垂直 于 速度 向 量 的 最 大 截面 
的 形状 OC R° ,物体 表面 形状 是 函数 u: OR 的 图 
JÉ ,那么 牛顿 (Newton,I. EWN EB ES & fh 
得 到 物体 受 的 阻力 为 

dadas 
760 = | e 


— | SEM) pae 
Du = [ee TELE 


E Q 是 以 原点 为 圆心 ,R 为 半径 的 圆 盘 ,并 且 物 体 
是 旋转 对 称 的 , 即 


pp Se) =. el SH Ne ee s 
ARRAY RJ Gu) AKAN 
K (z) = zl 


R rdr 


ol ter) 
T FEE ji qa] SC e SR EZ R J GO KK (z) 355 BR) 
[B BJ ER EL PR C. 该 问题 是 牛顿 (Newton,I. ) F 1685 
年 提出 的 . HL E K EL H E P) REY DAA n ë zJJ 
的 物体 具有 什么 形状 可 使 所 受 的 阻力 最 小 . 

费 马 原理 (Fermat's principle) 光 的 传播 原 
JE, 光 总 是 沿 最 快 的 路 径 从 一 点 传播 到 另 一 点 ,这 就 
是 费 马 原理 . 费 马 (Fermat,P.de) 在 1662 AM EGR 
假设 推导 出 光 的 折射 定律 . 如 果 光 速 v=vlr, zp), 
则 光线 传播 所 需 时 间 为 


Js [eG Gr) t Ge) EE Tuto Idas 


其 中 o(z,u (z) ,u!' (zx)) 为 速度 的 倒数 . 费 马 原理 断 
A TEAS SE By BR A IZ PRT GO BOF TR B. 

E tk (brachistochrone) 亦 称 最 速 落 径 . 一 个 
著名 的 极 值 问 题 . TE Y ÉD E EW A A.B 之 间 要 连 
一 条 曲线 ,使 得 不 受 摩擦 的 质点 在 重力 的 作用 下 沿 
这 条 曲线 由 4 运动 到 B 所 需要 的 时 间 最 少 , 这 条 曲 
SS It Fe Be UR YEE. 当 A= (ar, 0), B= (zi,y1) 时 , 求 
Ix XE Y& 15 AY [0] BS ffr T >K TZ PR 


du. isst 
Ity) = |. JH 

的 极 小 值 ,边界 条 件 是 y Gn) =0, y GO = yi 求解 相 
应 变 分 问题 的 欧 拉 - 拉 格 朗 日 方程 ,不 难得 出 最 速 落 
径 问 题 的 平稳 曲线 是 摆 线 ( 旋 轮 线 ). 捷 线 是 约翰 第 
一 。 伯 努 利 (Bernoulli, Johann I )F 1696 年 首先 
解决 的 一 个 问题 ,由 此 推动 了 变 分 法 的 建立 . 

最 速 落 径 (brachistochrone) BPR”. 

Ax XE BE £k (curve of steepest descent) 
XE YR f". 

Ml ithe (geodesic curve) 亦 称 短程 线 , 指 曲面 
上 两 点 之 间 沿 曲面 路 程 最 短 的 曲线 . 设 曲面 为 
| r—x(u,v), y— y(u,v), z—z(us,v), 
其 上 两 点 A H uo vo 确定 ,B 由 His 所 确定 ,在 这 
曲面 上 求 过 4,B 两 点 的 测 地 线 等 价 于 在 曲面 上 求 
PRA v = vlu) fT PR 


E = | ESRB d 


取 极 小 值 . LOO 表示 曲面 上 A, B 沿 曲 线 的 弧 长 ， 
E, F, G 是 微分 几何 中 曲面 的 第 一 基本 形式 中 的 系 
W. EW X= (rlusv) sylusv) ziv), Wl 

Eo Xo eX y FH XX, GX. X. 

28 #2 tk (geodesic curve) 即 “" 测 地 线 ” 

极 小 曲面 (minimal surface) ”一 种 特殊 曲面 . 
张 在 给 定 的 空间 闭 曲 线 忆 上 有 最 小 面积 的 曲面 称 
为 极 小 曲面 .在 非 参 数 情形 下 , 求 极 小 曲面 的 问题 可 
以 化 为 求 曲面 面积 泛 BRI 

GO = | VITTTDeTdzdz 


的 极 小 值 ,其 中 O 是 曲面 在 xc 平面 上 的 投影 ,zx 
是 曲面 上 的 点 到 22, 平面 的 距离 ， 


BD “最 


由 相应 的 欧 拉 - 拉 格 庆 日 方程 可 以 推出 极 小 曲面 的 
1873 年 , 普 拉 托 (Plateau,J. A. F. ) 曾 用 实验 的 
方法 显示 极 小 曲面 .在 空间 内 以 给 定 的 闭 曲 线 为 边 
缘 张 以 肥皂 膜 时 ,表面 张力 使 膜 稳定 在 表面 积 为 最 
小 的 状态 . 这 刺激 了 数学 家 对 极 小 曲面 的 研究 . 因 
此 , 极 小 曲面 问题 又 称 普 拉 托 问题 . 
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普 拉 托 问题 (Plateau problem) 见 “ 极 小 曲 
m”. š 

18 48 Tu R 22 BB (Douglas functional) 道格拉斯 
(Douglas, J. ) 为 解决 极 小 曲面 问题 引进 的 一 个 泛 


D DEE 
DANS 去 | j 4sin?| (0 一 9/2 ar 
Xk Fl) SS EEG (Dirichlet functional) — JR ERA 
里 克 雷 积分 . AUR S FE RE AE BEI re OS 
膜 形状 为 


0 


CCS) c (2), 


u = ur,y) 
其 形变 能 为 
J(u) = >l (u? + ut )dzdy， 
2 JJa 


HE BI jk FI sa 88 Z BR. 狄 利克 雷 积分 的 欧 拉 - 拉 格 朗 日 
方程 为 拉 普 拉 斯 方程 
EEN 
dr? du" 

A Fl) se E FAS} CDirichlet’s integral) 
克 雷 泛 函 "(参见 本 卷 《 位 势 论 》 有 关 条 目 ). 

HE PS (distance) ”两 个 水 数 接近 程度 的 一 种 度 
SS. 对 定义 在 [xo,Xxij 上 的 两 个 连续 函数 ya), 
y. z), E X F IF 

dy(yi, y) = kd |y1 C7) — y; (x) | 


和 一 级 距离 
d (yi y22 


= dat äus y + sup. [S GO Fas 
zë [nz ND 


HP DRI y 和 >y，* 的 间断 点 的 集合 . 类 似 地 对 
任意 整数 Al n 维 欧 氏 空间 中 的 区 域 2, 可 定义 函 
数 之 间 的 m 级 距离 . 

Æ tp RE N (distance of 0-order)” 见 “距离 ”. 

一 级 距离 (distance of 1-order)” 见 “距离 ”. 

se hó 邻 域 (neighborhood of order 0) — F} pR 
数 集合 . 设 已 知 函数 us GO ,6 为 一 正 实数 , 则 与 给 定 
函数 uo Car) FAS RB OO 的 函数 xCz) 的 集合 称 
为 xzo(Cz) 的 零 级 ó 邻 域 (参见 “距离 ”). 

一 级 6 邻 域 (neighborhood of order 1) — #} eR 
数 集 合 . W DL ARR uor), ð 为 一 正 实数 , 则 与 给 定 
PRA uo(x) 的 一 级 距离 小 于 6 的 函数 w(x) 的 集合 称 
为 zxo(Cz) 的 一 级 9 邻 域 (参见 “距离 ”). 

变 分 问题 (variational problem) 

变 分 积分 (variational integral) 
2t BJ EZZ PR. JÉ XU 

diu) | Fula), Dula) de 


的 泛 J (u ) BK DY E Ap AA SD, PRR F Cr z p) PRAE 
Ay ABC TR, PRU Be br 3⁄4 BA H ew. O 是 R" 中 的 区 域 ， 
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见 “ 变 分 法 ” 
变 分 法 中 研 


z— (2!,25,-*,2 ER”, p Gp) = (pl plo pl. 
spy pp 2) € R KC BM u 对 各 自 变 量 的 
Wa SS DAR Bi 28 P BJ i S J GO TJ 8 IX — TA 
分 .这 里 xz +B, n] LA E in] BE fB PR C. 24 u ETM 
数 时 , 则 用 y 表示 ,J OIA Cy) ,并 称 为 最 简 变 分 
积分 . 

dr 4r 4 FR ph BW (Cvariational integrand function) 
见 EAS AR SY”. 


ju # BH H WE (Lagrangian function) J“ 
分 积分 ”. 
容许 函数 (admissible function) 一 种 特殊 图 


数 , 指 变 分 积分 J (a) 中 满足 一 定 条 件 的 函数 z. 容许 
函数 的 集合 称 为 容许 函数 类 . 例如 最 速 落 径 问题 中 
BJ EET PE CIE S AE 

y(0)=0, yarı) = yı 
B — IK n] #% e& FAC, M He Z [8] ER rH pA VF R E = 
v(u) 要 使 相应 曲线 在 给 定 曲面 上 等 . 

本 质 边 界 条 件 (essential boundary condition) 
一 种 边界 条 件 . 指 预先 对 容许 函数 所 加 的 边界 条 件 . 
例如 狄 利 克 雷 条 件 和 ”" 横 截 性 条 件 ?” 中 的 (1) 等 (参见 
“Be BK TE RP”. 

定 边 界 变 分 问题 (fixed boundary variational 
problem) 一 类 变 分 问题 . 指 容许 函数 在 其 定义 域 
的 边界 和 边界 上 的 值 已 给 定 的 变 分 问题 . 比如 最 速 
降 线 问题 就 是 此 类 问题 . 

极 值 Cextremum) 变 分 法 的 一 个 基本 概念 . TZ 
盟 在 容许 函数 的 一 定 范围 内 取得 的 最 大 值 或 最 小 
值 , 分 别称 为 极 大 值 或 极 小 值 , 统 称 为 极 值 . IZ ER 
达到 极 值 的 变 元 函数 称 为 极 值 郴 数 , 若 它 为 一 元 函 
数 , 通 常 称 为 极 值 曲 线 . 极 值 也 称 为 相对 极 值 或 局 部 
极 值 . 

极 值 函数 (extremum function) JL" (RH. 

极 值 曲线 (extremum curve) 见 “ 极 值 ” 

强 极 值 (strong extremum) 在 连续 函数 集中 
取得 的 极 值 . IU AR IZ BR Cy) TE S BR yo 的 某 个 
零 级 邻 域 上 取得 极 值 ,那么 这 个 极 值 称 为 强 极 值 . 

弱 极 值 (weak extremum) EF] PR ALE AOR 
得 的 极 值 . UR PR J(y) 在 容许 函数 类 中 某 个 函数 
yo 的 某 个 一 级 邻 域 上 取得 极 值 ,那么 这 个 极 值 称 为 
弱 极 值 . 

相对 极 值 (relative extreme value) 见 “ 极 值 ” 

局 部 极 值 docal extremum) 见 “ 极 值 ”. 

绝对 极 值 (absolute extremum) 亦 称 全 局 极 
值 , 泛 函 在 整个 容许 函数 类 中 取 的 最 大 值 或 最 小 值 . 
A RZ R J(y) 在 曲线 (或 函数 )y(z) 上 的 值 不 小 于 
(或 不 大 于 )J(y) 在 某 个 DD 类 曲线 (或 函数 ) 中 其 他 
一 切 曲线 (或 函数 ) 中 的 值 ,就 称 J (y) FE D 类 曲线 
(或 函数 )y(z) 处 取 绝 对 极 大 (或 极 小 ) 值 ,统称 绝对 


极 值 . 

全 局 极 值 (global extremum) 即 “ 绝 对 极 值 ”. 

BS XE Ay 2 p (variation of function) X— ZEIT 
函数 的 整体 改变 . Xp yo = yo GO Jie £ VF RR COS Y 中 
固定 的 一 个 函数 ,> AY 中 男 一 函数 , 则 函数 6y 
—y— MRA yo 的 变 分 . 变 分 经 党 写成 含 参 数 a 的 
JÉ 3X :0y = a. AFE, RJO E y 的 值 即 可 写成 
J (yotay) ,固定 7 时 ,这 是 a 的 数值 咀 数 , 便 可 运用 
一 元 函数 的 极 值 理论 探讨 泛 函 的 极 值 问 题 . 

一 阶 变 分 (first variation) W PR TE ££ — KKA 
向 的 一 阶 微分 .2 元 数值 项 数 

u = Grm.) 

在 点 x = (m, root ,Xr) 取 极 值 的 必要 条 件 是 对 于 
Vida; dz; ,dx,) ER”, 


df (°) = Fade + Temas 
Ir dr, 
rasha, eus etx 
Ub. 
Bp 
TM EE- s 
SE = SE = — (z°) = Q. 


点 ort 称 为 了 的 稳定 点 . ef POE via 
dr = (de sda. dz) 


的 微分 也 可 表示 为 一 元 函数 的 导数 形式 , 即 
df(x?) = f(x" + adz) |... 


为 了 研究 泛 函 极 值 的 必要 条 件 ,就 要 引进 与 函数 一 
阶 微分 相应 的 一 阶 变 分 概念 . 28 XE TZ ER 


J (y) = INS )d<x, 


FA yag GOTH y, 得 
j(a) = | Foo + a(r), 


y' Cr) + ay! (x))dz, 
其 中 a 为 数值 很 小 的 参数 ,7(z) 是 在 区 间 端 点 处 为 
零 的 任意 可 微 函 数 . 
JOE a— 0 处 的 导数 7 (COPA ER J 的 一 阶 
AE SY IDA OS. 2 X2 W ER C y(z) 的 一 阶 变 分 , 记 为 
Oy. 显然 


óJ = LF yoy Jn 二 i o =s =E, ôydz. 


y Go E PR BAM (B OK Je óJ =. 

db 4> ik S A 5] FZ (fundamental lemma of the 
calculus of variations) HJ — A Zi 5E; — 2É RM PLE 
— PR BJ EPA BA FH St AJ SRF Br X — ER CT: TH SF 
于 零 的 定理 . 该 定理 断言 :者 了 是 R" rh BJ 2 Pk E 
的 连续 函数 ,对 任意 在 ON 附近 为 零 ,在 Q 内 无 穷 次 
FY X BJ PRIA 7(z), 有 


| Fada E, 


WE Q p f(r) =0. 

杜 ， 布 瓦 - 雷 蒙 引 理 (Du Bois-Reymond lemma) 
由 一 个 函数 的 导数 满足 某 个 积分 等 式 导 出 该 阻 数 为 常 
数 的 一 个 定理 . 该 定理 断言 : 若 m(z):[z , z, ]—>R' 是 
给 定 的 分 段 连续 也 数 , 且 对 所 有 满足 7(x0) 二 7(x1) 二 
0 的 分 段 光滑 函数 7, 有 


[mco Leide St, 


Jil] m Cr) = «$3 Gr € [oi D. 
欧 拉 必要 条 件 (Euler necessary condition) — Së 
局 部 极 值 的 一 个 最 基本 的 必要 条 件 . 知 y= y (z) e 
JCy) = | Fsy y dex 


Tr JE VF PR ROS Y = (y | y 分 段 光 滑 ,y(Czo) 一 yo， 
ya) — y) P Oé Ja) OH ER Ah, WC TES 28 C ,使 得 


F; lzy, y) = | FG, yG),y' Cs) ds + C 


(ace Rove apo 
这 一 条 件 可 由 一 阶 变 分 OJ = 0 和 杜 ，。 布 瓦 - 雷 蒙 引 
理 导 出 . 
Ex Fy -ivT& BH E 7; ££ (Euler-Lagrange equation) 
# ULLA JE zÇ BJ TZ R AR EL BE 28 E ESI GO} 23 EE fd 
称 欧 拉 方程 . WIZ PR 


ye s | RC Ys 


其 中 y(z) 满 足 边 界 条 件 
y(zo) = Yos YX) = Ms 


且 有 直到 二 阶 的 连续 导数 . BEF y Ca) € C 使 
J(y) 取 得 极 值 , 则 y(Cz) 必 定 满 足 微 分 方程 
d 
4 一 一 0 (1) 
方程 (1) 称 为 欧 拉 - 拉 格 朗 日 方程 . 
iP J 的 形式 不 同 , 其 欧 拉 - 拉 格 朗 日 方程 的 形 
式 也 不 同 . Er UE BR 
TCM yao ttt Yn) 
a | Fay o Mayet Yn Vyda 
满足 边界 条 件 
y, Gro) = Nes yp (2) = AT (k = 152555 m). 
则 相应 的 欧 拉 - 拉 格 朗 日 方程 为 微分 方程 组 
d 
P We dz», 
fii PR 
J Cy) = | Fas» LLL y? dx 


0 


= 0 (k = 1425**492). 
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满足 边界 条 件 
y (x) = Hire : YO (x) = yt? 
(k = 0,1,-,n— 1), 
则 相应 的 欧 拉 - 拉 格 朗 日 方程 为 2n 阶 微分 方程 


d ,. „ d” TE 
P = CES 十 … + (— 1) jo, = 0. 
HEEJ 为 重 积分 

J(u) = [|F cæ, ysurus u, )dzdy, 


2 


Pu Cn y) AH Bl — BT E 2 d SP Be 在 边界 90 
上 的 值 是 已 知 的 , 则 相应 的 欧 拉 - 拉 格 度 日 方程 为 偏 
微分 方程 
x gd. 
F, — acl s — CR = 0. 
对 一 般 变 分 积分 
| FG Ca), Du(z))d= 


BAUR us FECU), U H R*>x R” XR ri B 
JER, C€ C' CORP) , WU u 满足 微分 方程 

D.F, (z,u(z),Du(z))— F.i(m,u(z),Du(z)) = 0 

C er = N). 

这 里 及 后 面 均 采用 爱 因 斯 坦 (Einstein,A. ) 对 重复 
指标 求 和 的 约定 . 例如 , 求 何 种 旋转 曲面 的 面积 最 小 
时 ,可 设 母线 为 y=u(z),a<z<b,u(z)>2>0, ER x 
轴 旋 转 所 得 旋转 曲面 的 面积 


b 
A (u) = 2n] u V] + u*dz, 


则 问题 相当 于 求 -x 的 极 小 值 . 解 相 应 欧 拉 - 拉 格 朗 
日 方程 可 得 


y = cicosh 


uw — Co 
H 
Cy 


BIF Fa BH zx; Oye Fe BH TBI PJ BE 2 Ji dc EK. 

Bx fr-fr f BJ H 77 ë J Ex hi (Euler, L. ) fk 1736 
年 得 到 的 ,不 过 这 里 采用 的 是 拉 格 朗 日 (Lagrange， 
J.-L. ) 于 1755 年 给 出 的 至 今 仍 普 遍 采 用 的 形式 . 

欧 拉 方程 (Euler equation) Bl "Kk jr-fu 4& BA 
日 方程 

欧 拉 - 拉 格 朗 日 方程 的 不 变性 (invariance of the 
Euler equation. ) ”刻画 变换 前 后 欧 拉 - 拉 格 天 日 方 
程 的 关系 的 一 个 概念 .已 给 的 变 分 问题 中 ,对 容许 也 
数 的 自 变量 做 一 变换 ,变换 后 的 泛 图 推出 的 欧 拉 - 拉 
格 六 日 方程 与 原来 的 欧 拉 - 拉 格 朗 日 方程 等 价 , 这 就 
是 欧 拉 - 拉 格 朗 日 方程 的 不 变性 . 

3E #Š BRE (stationary function) 变 分 法 中 的 
一 个 概念 . 满足 欧 拉 - 拉 格 朗 日 方程 的 函数 称 为 平稳 
盟 数 或 平稳 点 ,而 它 相应 的 图 象 称 为 平稳 曲线 (一 个 
变量 ) 或 平稳 曲面 (二 个 变量 ). 泛 函 ( 变 分 积分 ) 在 平 
稳 函 数 取 的 值 称 为 平稳 值 . 
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BI “AF Te pa BL”. 
De gd Fi PROC. 

见 平稳 函数 ” 
JL "3 $3 BR 


3E $8 (stationary point) 

3E $8 fÉ (stationary value) 

3E $Š HH Ze (stationary curve) 

3E fà EH H (stationary surface ) 
8. 

内 24} (inner variation) 变 分 积分 相对 于 未 
知 函数 的 自 变 量 的 变化 的 变化 率 . 对 一 维 情形 , 设 
AC CI), T= xn mno)-—rdeAGO,.x€l, 
|e| te; Ceo. Æ E S/W IE RM), din Sz, 
= ° z; 1, # yd 

J(y) = | Fez,y,y)dz 


BY T IË EN, 0] y 8 
d 
de 
WR EN AY PE J E y 的 沿 4 方 向 的 (一 阶 ) 内 变 分 ， 
记 为 3J Cy, 2). 
若 一 个 函数 y 使 对 任意 AC Cg DA aJ Cy A) 
— 0, WU PR y Æ J 的 内 平稳 函数 . REIS AF TS PR y 
€ C* Q,FO fS E Jy E 


NM | 
dz C Fy eee F, a, y, y ) = 0. 
这 个 方程 称 为 诺 特 方程 .对 一 般 的 变 分 积分 
Jes | puma Dudes 
Nn 


BEER ERE Faz p) E Q> RY XR" 上 有 一 阶 连 
续 微 商 . 令 

Ely) = é(e) = y + eAly) AC CS COQ,R). 
这 时 称 


JC 0 


aJ u, à) = IC eke) ess 


Wis A J fE u IE i A€ CE CQ,RO B9 C— Et) 8 
AF ^r. EH 
Ti = pF m ó F 
定义 哈密 顿 张 量 ( 能 量 一 动量 张 量 ) 
d Ob. ED = (Ti(x,z,p)), 


则 
ad Cu IEN 
Ss | UT Gru Du), — F, Gu, Du) Jàz. 
I : 

哈密 顿 张 量 (Hamilton tensor) 见 “ 内 变 分 ” 

诺 特 方程 (Noether equation) D," Paul Zr". 

典范 方程 组 (canonical form ofthe variational 
problem) 与 欧 拉 - 拉 格 朗 日 方程 组 等 价 的 一 阶 微 


分 方程 组 . 以 最 简 变 分 积分 J Cy) (参见 “ 变 分 积分 ”) 
为 例 ,做 变换 

r= Fy, HG,y,n) = ny — FGs.y,y), (1) 
则 与 J(y) 相 应 的 二 阶 欧 拉 - 拉 格 朗 日 方程 可 化 为 以 


y ON AS Al R BA) Fräi 
dz dy 


q TH, = 0, q H, = 0. (2) 
I MA 
方程 组 (2) 正 是 两 个 未 知 函 数 的 变 分 积分 

Jo) = | [rE — ny Ms (3) 


的 欧 拉 - 拉 格 表 日 方程 . 
一 般 地 , 设 一 元 向 量 消 数 的 变 分 积分 的 拉 格 朗 
日 函数 (zx,z,p) 满 足 detFp (rsz 0750, Cx z, p) 
EQ={(r,z,p)| Crs) EG, PEB(r,z)), B(r,z) 
AER" 中 的 开 集 ,下 ,,(x,z,p) 是 以 
oF 
Op Ap; 
FITC 3 BJ N X N 矩阵. 做 勒 让 德 变 换 
SN — R x R" x R>. 
r= zx, Zz =Z, Yy = F,(z,z, pb), 
Cr eza). Se aUe V5. 
H = (p * F, — F) ° \. 
& na) =F (rua) sul G0), 称 为 矩 , 二 阶 欧 拉 - 
拉 格 朗 日 方程 转换 化 为 一 阶 方程 组 


o LH, ER E E 
teen 
dq as LULL) NLX 


这 个 方程 组 称 为 典范 方程 组 或 哈密 顿 方程 组 ,如 Sr 
Jy n& 2E dt PRU XC. 光 程 水 数 S (参见 “平稳 曲线 场 ”) 满 
足 哈密 顿 - 雅 可 比方 程 

S. + H(zx,z,S,) = 0. 
哈密 顿 方 程 组 是 变 分 积分 


IG) = Tag — Hauda 


或 


dd == z i CG yas 


To 


的 欧 拉 - 拉 格 朗 日 方程 . A PARE PR 38 ÀS E S =, WIJ 
H 是 运动 常量 , 即 沿 任何 解 <(z), 互 是 和 常数. 

勒 让 德 变 换 (Legendre transform) 见 “ 典 范 方 
程 组 ”. 

哈密 顿 方程 组 (Hamilton system) 
程 组 ”. 

n& sZ: dim ER š (Hamiltonian function) 
方程 组 ”. 

雅 可 比 定理 (Jacobi theorem) 用 哈密 顿 - 雅 可 
比方 程 解 哈密 顿 方程 组 的 一 个 方法 . 设 G 是 RxXR” 
FHERR, P? ER 中 的 区 域 . 若 n 十 1 个 变量 1,x 
二 (Xx!l,X Vea E n TER a= (laast OT DÉI m 
数 SG ,zx,a) 满 足下 列 条 件 : 

1LSEC(GXF), 


见 “典范 方 


见 “ 典 范 


det(S 4) £0 (G,x,22€ G X 2). 

2.90 dsa) H at reg ) =0 

(G,x,a30€C GX 52), 
则 称 函 数 SC(,x,a) 是 哈密 顿 - 雅 可 比方 程 
S, + HG,x,S.)=0 (1) 
的 完全 解 . 
ARTE 2 中 的 方程 换 成 方程 
S, rsa) + H(t,z,S.G(t,z,a)) 
= @(a)(G,z,a) € G X P), 
其 中 oc CC) , WIRES SG, r,a) Eh E 
5, Ose E ER 
的 完全 解 . 

RE EER: A Sza) JE r 8 -E HT 
比方 程 (1) 的 完全 解 , 又 设 == XG a, D. y=Y lta, 
5) 是 满足 方程 

S,0,X0,a,0),a) =— b, 
Y@,a,6) = S,G0,X(t,a,b),a) 
AY CZ, XC + asb), YC. oa, po) 是 依赖 2n 
个 参数 a 和 2 的 哈密 顿 方 程 组 
z= DH Ct z yy), y —— Hasty) (2) 
num fn] à , Exc x e ZK FE YZ PHI 


f UON T dr. 


] 
V 2g(h — x) 
的 平稳 函数 . 拉 格 时 日 函数 是 
L(z,v) = wz) VI Fv, 
而 哈密 顿 函数 是 
H Cx , y) 
哈密 顿 - 雅 可 比方 程 
S, = Vwi(x) — St, 


] 


wlr) = 


= 一 Vw - y, 


w’ (x) = 


2g(h — x) 
有 解 
S(t,x,a) 
t ] 2 ] 
NINE UE RCRUM 
ae E pr a 


进而 解 得 t—b+ag—asing,x=h—atacos¢ 
哈密 顿 - 雅 可 比方 程 (CHamilton-jacobi equati- 
on) 见 " 典 范 方 程 组 "和 “ 雅 可 比 定 理 ” 
典范 变换 (canonical transformation ) 
范 方程 组 不 变 的 变换 . 对 典范 方程 
e, E (1) 
JW FY f [8] H: 2E ER 
JR? — R”, 
4n 7r fe CO ERA 


保持 典 


(r.p) ae (6, m), 


变 分 法 


E = Hi, t =— Hř, (2) 
其 中 五 (ECzp),rz 0) — H Ct, x, b), l PK y 
为 典范 变换 . Ey 满足 


E Fy! dm y Br 
TE ú Gp? x: ore M 
E E eae i 
ax ap Ox Ox 
则 多 是 典范 变换 , 典范 变换 用 来 简化 典范 方程 . < 
7 "1 
E, 0 
其 中 E, J n Br BE WD eh 
(9439 DU =] 
成 立时 yy 是 典范 变换 . 对 每 一 典范 变换 ,有 
det Dy=1. 


# u€C 是 典范 变换 ,写成 x 二 XX(x,y),y 
=Y (x,y) MFE, y), 1E 
YdX’ = ydz' + dy(x,y) 
(这 里 前 两 项 用 了 爱 因 斯 坦 和 式 约 定 , 即 表示 相应 于 
i M1 S n KAD). 
自然 边界 条 件 (natural boundary condition ) 
一 种 边界 条 件 . 指 对 容许 函数 在 固定 边界 上 的 值 不 
加 限制 的 情形 下 , 极 值 函数 由 于 使 得 一 阶 变 分 为 零 
而 在 边界 上 必须 满足 的 条 件 . 设 拉 格 朗 日 函数 
Fie Du) € C°(U), 
u € C'(Q,R") N C0,R’), 
6J(u,9) —0 (V9 € C'(Q,R”)), 
Nj u 在 3Q2 上 满足 的 自然 边界 条 件 为 
VF pi (z. Du) = 0 G = 1,2, ND, 
H HP yr) = (u (z), (z), yu, (x) ) A0 # x 
SA BJ 5 LSPA 8] - fJ HH , Ak A v PR FA 25 


D(u) ES [Du |?dx 
N 


Dm (EE R R AL HJ BL A LA TR TE IE E 90 上 


Ou 
z H 


Jt BD IP Se ARE (SS LAS S AD 7; ya I0] 4 28). 
Bi EX ME & {F (transversality condition) 4 & 
许 函 数 在 固定 边界 满足 一 定 的 约束 的 情形 时 ,由 变 
分 为 零 导 出 的 极 值 函数 在 边界 上 满足 的 条 件 . 变 分 
积 
Ju) == | panne, Duda 


的 积分 区 域 Q ER 中 的 有 界 区 域 ,90EC ,w 满足 
边界 条 件 
G(r,u(x))—0 (z € af), (1) 
RB GGO,z)—(G'G z), GG, 2) G € RP 1 
<r<N—1). i G: TER'"XR" EB C*,G.— (Ge) 1E 
集 
202 


(G,2)|z € à0,G(G.z) = 0} 
的 每 点 秩 为 ~. 对 每 一 +€ 30, 集合 
M(x) = {z € RF|G(x,z) = 0) 
是 R^ 中 的 (CN 一 ”>) 维 流 形 , 法 向 量 场 是 Gi (z, z) 
(1<¿<). 
# <€ C!(Q.,RN) C 02, R BER J 在 边界 
约束 (1)( 即 u(x)E M(x)) 下 的 平稳 函数 , 则 w 满足 
边界 条 件 


(v ° F,) (z) ES T, M (z) (x € 30), (2) 


其 中 是 IQ DI B. fr Sb E ju] FE, 的 分 
SS 

F p, 

gp, ^' 


T. MORER M(z) 在 x(z) 的 切 空间 .条 件 (2) 表 
明 在 OQ 上 分 量 为 
Zi (x) =v. x) F yi Cr ula), (Tr)) 

BJ Il EZ (2 =Z (32, Za (2 Zu GOD IE FT Hf 
JE M (x). 2& E CAO PRA BRE ZR TE C W, ÀK S Cf f 
分 方程 ) 同 名 条 ). 

例如 , 设 J(w) 是 某 路 径 z= 二 w(t) G SOR T 
权 距 离 , 则 


J(u) = [oco lu |dt, 


D w(z)>0 并 且 是 C' (R")28 B. 此 时 横 截 性 条 件 
(2) 等 价 于 正 交 条 件 . 即 连结 R^ 中 一 固定 点 P A 
RY PERE M 上 的 某 点 的 最 短路 径 必 和 M 交 成 
BA. 

自由 横 截 性 条 件 free transversality condition) 
由 变 分 为 零 导 出 的 极 值 函数 在 变动 边界 上 满足 的 条 
件 . WIZ PR 

J(y) = [Foy y de, 


(Zo, Yo) 为 固定 端 , (xi,y1) 为 变动 端 ,在 曲线 A 上 移 

BA 的 斜率 为 了 , 极 值 曲线 的 自由 横 截 性 条 件 为 
Psy) FO = VIE ey ) = 0. 

这 一 等 式 建立 了 平稳 曲线 的 切线 斜率 与 曲线 4 的 切 

线 斜率 的 关系 . 这 里 的 自由 端 在 曲线 4 上 移动 , 称 为 

变动 端点 ,相应 变 分 问题 称 为 变动 边界 变 分 问题 . 
对 于 一 元 向 量 值 函 数 xEC (a6 ROSE F 

C C',u 是 


b 
J (u) = | FGrsuGo Leide 


的 极 小 函数 (或 平稳 点 ), ub) ALE T Ca su Ca) 
在 R*1! 中 的 正则 曲面 -上 移动 ,A:G(x,z) 二 0， 
则 曲线 + =u (x) HI -在 曲线 的 左 端 点 Pi 
— (a,u(a)) 自 由 横 截 , 即 满足 下 列 横 截 性 条 件 : 

1. G(a.u (a)? —0, Bl PEZ. 

2. 向 量 sN (a) = (F—u' * F,,F,) |. EX F 


A 在 Pi 的 切 空 间 Té. 
变动 边界 的 横 截 性 条 件 称 为 自由 横 截 性 条 件 . 
[ijt dE F(z,z,p)=o(z,z) VIF |ó |? (w>0), W z 
=u (z) fil 4 fE z==a 的 自由 横 截 性 条 件 就 是 曲线 
一 wz) 与 曲面 -到 在 己 =(a,x(a)) 的 正 交 性 . 这 
是 因为 
(F — p * F,,F,) = 


W(L,z) 

Loree 

变动 边界 变 分 问题 (variable boundary varia- 
tional problem) 见 “ 自 由 横 截 性 条 件 ”. 

自然 约束 (natural constraint) PR TE dy 
于 使 泛 函 变 分 为 零 而 满足 的 条 件 . 

艾 德 曼 - 外 尔 斯 特 拉 斯 角 条 件 (Erdmann- Wei- 
erstrass corner condition) Z PK AY TR (EL HH £X TE H 
角 点 处 应 满足 的 条 件 . nn, y — y GO dé 1 PR 


JCy) = | I yy dz 


的 极 值 曲线 ， (r,, y Cr 2) dé yy 一 y(Cz) 的 一 个 角 点 , 则 
有 


(1,5). 


Ep p sy Cre=0>) 
=F; (rsy tay (zi 0)). 

FG sry (=, —0)2) 

— y! (x, DA, Cr.» y x2 sy (m,—0)) 
=F (z=., y(m.),y' (m. +- 02) 

— y! Gr, +0) F, Cx , y r2 , y! €z.+0)). 

e 4448 (& (conditional extremum) Z A J € 
某 附加 条 件 下 的 极 值 . 例如 , 泛 函 


J(y,z) = | F(x,y,y ,z,z dz, 


Tg 


PRÉC y, z 除 满足 固定 边界 条 件 
yCGr))— yo y(2i)= yi zin-z ZX1) =z] 
之 外 还 满足 一 个 附加 条 件 
Q(T Vy Vu). (Ns 
或 
| Hez,y,z,y ida = I, 


0 


这 种 问题 的 极 值 称 为 条 件 极 值 . 附加 条 件 称 为 约束 . 
不 含 导 数 的 约束 ,如 G(r,y,z) 二 0, 称 为 有 限 约束 或 
完整 约束 ; 含 导数 的 约束 ,如 GG, y,z,y ,z )-—0, 
称 为 微分 约束 或 非 完整 约束 . 

约束 (constraint) W “RRE”. 

有 限 约 束 (finite constraint) “A/F 487. 

微分 约束 (differential constraint) ” 见 “ 条 件 极 
IB”. 

完整 约束 (holonomic constraint) 
值 ” 

非 完整 约束 (nonholonomic constraint) 


件 极 值 ”. 


见 “ 条 件 极 


见 条 


广义 等 周 问题 (generated isoperimetric prob- 
lem) 古典 等 周 问题 的 一 种 推广 . äm, Er 
数 ( 或 相应 的 曲线 )y(z), 它 满足 边界 条 件 
ya) = Max Yr) = KA (1) 
和 附加 条 件 


J, =| Gz,y,y)dr=C (常数 )， (2) 


JF f e 
g = | FGsy y de (3) 


取 极 值 ,就 是 一 个 广义 等 周 问题 . 

广义 等 周 问题 是 一 个 条 件 极 值 问题 ,条 件 (2) 为 
该 问题 的 约束 , 称 为 等 周 约束 . 

等 周 约束 (isoperimetric constraint) 
等 周 问题 ” 

x1 48 TERR (duality property) 
的 一 种 性 质 . 在 条 件 


R= [Gay yd 二 常数 
之 下 求解 
J(y) = rte = 稳定 值 


的 问题 ,与 在 “7(Cy) 王 常数 "条 件 下 求 “ 天 (>y) 王 稳定 
值 ”* 的 问题 ,具有 相同 的 平稳 曲线 族 , 这 类 似 于 周 长 
一 定时 面积 最 大 的 和 矩形 和 面积 一 定时 周 长 最 小 的 矩 
形 的 解 都 是 正方 形 . 

欧 拉 - 拉 格 朗 日 定理 (Euler-Lagrange theorem) 
把 条 件 极 值 化 归 为 没有 约束 条 件 的 极 值 的 一 个 定 
理 . 欧 拉 - 拉 格 朗 日 定理 中 诸 符 号 与 条 件 均 取 自 词 条 
“广义 等 周 问题 ”. 

欧 拉 - 拉 格 斋 日 定理 断言 : 若 函 数 ( 或 曲线 )y(z) 
在 条 件 (2) 及 边界 条 件 (1) 之 下 ,给 泛 函 (3) 以 极 值 ， 
AG y GO E iil PAE (2) B IZ PR J 的 平稳 函数 ( 参 
见 “ 广 义 等 周 问题 ”>), 则 存在 这 样 一 个 常数 1, 使 
y GO ZE A 


见 “广义 


广义 等 周 问题 解 


a | "Hr, y, y dx 


的 平稳 函数 ,其 中 H — F+ G. 常数 4 称 为 欧 拉 - 拉 
tA BH H RA. 

EX hr-fv 4h BH A 3E BC Euler-Lagrange multi- 
plier) 见 “ 欧 拉 - 拉 格 庆 日 定理 ” 

拉 格 朗 日 乘 数 (Lagrange multiplier) 
- 拉 格 朗 日 乘 数 ”. 

博 尔 查 问题 (Bolza problem) JR & HRA 
一 种 特定 形式 的 条 件 极 值 问题 . 由 博 尔 查 (Bolza， 
O. ) 于 1913 年 的 一 篇 研究 迈 尔 问题 的 文章 中 提出 . 
混合 型 泛 函 形 如 

JGyisyasttt Mel = GG. yis yao ttt Ja) la 
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即 “ 欧 拉 


=] 
+] Fr yy ty Vitry y dz; 
To 


约束 条 件 是 
Qi(r.yisyasttts Yas Y as Y ast» ) — 0 
(7 = 1,2,*** m;m <n), 

边界 条 件 是 

Bros yi yos *** 5 409) =O (一 1, 2，…9)， 

BiTi Yn Yas" Yn) =O 

CGj=qtloqt2s,p,pR2n+2). 

当 C=0 时 , 称 为 拉 格 朗 日 问题 ;当天 三 0 BF RA 
AR In] RR. 

捕 尔 查 问题 . 拉 格 朗 日 问题 与 迈 尔 问题 可 以 互 
相 转 化 ， 

迈 尔 问题 (Mayer problem) 
题 ” 

拉 格 朗 晶 问题 (Lagrange problem) XJ SS VE PK 
数 加 以 逐 点 约束 的 泛 函 条 件 极 值 问题 . 如 果 目 标 泛 
PE JÉ 


见 “ 捕 尔 查 问 


J(y) = NEE (1) 


ER Y WA ES BIA RUS). ATOR PRX y 及 其 
导数 加 上 在 诸 点 z€ (z, zi) WS E X # 
Q(r,y,y/)—0, 
TEix PK AARP , x REPE ACE B BE 
称 为 拉 格 朗 日 问题 . 
关于 拉 格 朗 日 问题 的 极 值 曲 线 有 以 下 两 个 结 
i£: 
1. Zr HA Ciy — y GO FEBAR 
Q(r,y)-— 0 (x € Gn) 
及 边界 条 件 
ya) = Mos Yr) = yı (2) 
Z FMZ E WRIA, HS BH zx C EO, 
则 存在 函数 4(x) ,使 C MAY PR 


log Hey, ax (3) 


的 极 值 曲线 ,其 中 
H (z,y,y' 5A) = F(z=,y,y') + AGOPG,»y). 
2. # HH Cs y= y z) fe dE BA RR 
Q(r,y,y') = 0 (x € (,2))) 
I3 RRID Z F BIZ B (1) YR A, H 23 BH 2X 
C, A~0 , WY FF fE EC AC, f C LUZ ER (3) BAF 
稳 曲 线 , 其 中 
H (z,y,y A) = Fx, y, y ) FL Atzhdëtz, ysy). 
二 阶 变 分 (second variation) %2 PR FE — PR 
方向 的 二 阶 微分 .2 76 — IK RI A SC B PR C y m Gn 
aere JE AE RA T = (zl, zz, *** cn) WAR Ah fB RS 
必要 条 件 是 黑 塞 矩阵 
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2° f (z°) 

IX; OX; 
半 正 定 , 而 此 黑 塞 矩 阵 正 定 是 了 在 稳定 点 x^ 取 极 小 
值 的 充分 条 件 . SAW, AWE XZ A BY OF AB PRK 
Ti BAS P E FRE A T Od AR VE , tB, Sa S ELE PAK) — BY 
AE AY, VA Be AA u ZZ PEU TE F fa pR 324 BR E AY 2E 9] 3E OST 
T 25 E AY K 

yo | FGsy y de, 

如 果 用 y GO tag (a) [RA PH J 的 被 积 表 达 式 中 的 
y Sa) Iñ 本 的 二 阶 变 分 相应 于 J(a) 按 a 之 的 


展开 式 中 含 a° 的 那个 项 的 系数 . 记 J 的 二 阶 变 分 为 
GJ, Bil 


Pj = BG aye E : 


da’ 
Wiz RI WA 
s] = NS + 2077 + R7!*)dz, 


其 中 P=F, .Q=F,,,R=F,,. SÉ 
ss = |r + Ry dz, 
d 


S = By — d 


对 于 泛 本 
J(u) = | F(x,u,Du)dz, 
N 


ONE d EE 
(2 


其 中 
Qr,z,p) 


= T (Feet + 2F iz pg + Fi pipi)» 
F aa = Fis(x,u,Du). 
' 11-5 K 
Bv) = | Qva) , Du (z=))d<x 

对 应 的 变 分 问题 称 为 附属 变 分 问题 . 

附属 变 分 问题 (accessory variational problem) 
见 “ 二 阶 变 分 ”. 

$) iL f& & fF (Legendre condition ) 
一 个 必要 条 件 .平稳 函数 y Go EZ PK 


J(y) = J FG,y,y dx 


取 极 小 值 (或 极 大 值 ) 的 必要 条 件 是 
Foy ZORE pg = 0) 5 
称 其 为 勒 让 德 条 件 . 此 外 , 若 沿 着 场 的 平稳 曲线 满足 
ARTE 下 ,之 0, 则 称 为 严格 勒 让 德 条 件 . #r 
Fy,r,y,2) > 0 (x € [a,b),?p € R), 
则 称 为 强 勒 让 德 条 件 . 


弱 极 值 的 


对 一 般 的 FG z p), E 
F yi gh Gru Go) Du (z) ) 881, > 0 
(z € Q,š € R”,7 € R"); 

对 强 勒 让 德 条 件 ,“ 宇 ” 改 为 “二 ”. 

E ik AE LE fŠ Legendre, A.-M.) 于 
1786 年 得 到 的 . 

严格 勒 让 德 条 件 (strict Legendre condition) 
TL BNL BARE”. 

of Sy it  & IF (strong Legendre condition) 
TL gb fs. 

HE FY bk 14 (Jacobi condition) 由 附属 变 分 问 
题 的 欧 拉 - 拉 格 朗 日 方程 导出 的 一 个 取 弱 极 值 的 光 
Pet PRI BX Ti AE BY RAF. "TI e 


J(y) = [°F ayy de 


HIIR IE PR B y Coe) MSR BE y [P] E B) 18 fB DT Je HE 
可 比方 程 


CRu) — Su = 0, (1) 
x 


其 中 


R= F; (2,5,7), 
^ = x) d v.v 
s= F @ y ) CES dz ov Go» E 


而 下 式 


X 
称 为 雅 可 比 算 子 . 对 一 般 拉 格 朗 日 函数 下 (zy,z, 户 )， 
雅 可 比 算 子 是 
JF ,í.CTQQ,RI) > C°(Q,R*%), 
Fp = Fa * g+ ba: De 
— div(F,, * p+ F,, * Dg), 
或 用 分 量 写 出 
(FD: = Fs! + F... Deg" 
_ D, (F, ¿g Xe F j Dag] , 
F. Fi Fo PREE: 
(z,u(2),Du(z>)), 


uD) =a) a et s 


Due) = 


Wal 1<i<N,1<a<n. 

若 却 是 雅 可 比方 程 (1) 在 Lzu,z*]j 上 的 一 个 解 ， 
&(zo) 一 5(zz) 一 0, 在 (zo,zz) 上 zz) 天 0, 则 称 z; 是 
ro BU — ^ 3E WE fB. HL OG Cass y Cai FROM og 
Gro y Gn,00 B] — TZ oO, A0 SEET co) EA TE TE 
xo B 3E 9e (EL. DUI ER y W8 EA WH PR. E 
[zo ai J EAR EE E xo BJ 3S8 f8 , MU PR y 满足 强 雅 可 
比 条 件 . 这 个 条 件 是 勒 让 德 条 件 发 现 50 REF Ja HE 
Hf Eb (Jacobi, C. G. J. 2 YE 1838 年 的 一 篇 文章 中 提 


出 的 . 

共 恩 点 的 几何 意义 : 设 平稳 曲线 y — y GO LR 
AAR B. 从 A 出 发 的 中 心平 稳 曲 线 场 y — y Gro) 
的 包 络 与 曲线 > 一 y(Cz) 的 切 点 4 Bü dE A WH 
点 . 

为 验证 x. AE HB , pa ECKE RI EZ; FR BY) 
通 解 . 雅 可 比方 程 既然 为 线性 齐 次 方程 ,为 求 其 通 
解 , 只 需求 两 个 线性 无 关 解 即 可 .关于 雅 可 比方 程 的 
解 , 有 下 列 结果 : 

1. ze AY FE BELA HK RM OE TE A R. 

2. Æ y(x) EZ PR 

Io) = | F æy, y dz 


EY) Ek pr-prte BH H 7; fe F3 PE» y G0 = g Gro D a, 
BER, RBM aM CE P 90 I ZR F : 

yo = ETa", P), 

yi — gGo2* 0 )， 


则 
| m) = g.Gsa* A"), 
7, xr) = Bali) 
是 雅 可 比方 程 的 两 个 线性 无 关 解 . 


TH 638 PRL y (YZ BR 
J (y) = [Foy dx 


在 yy 上 取 极 小 (或 极 大 ), 又 设 沿 > 满足 严格 勒 让 德 
条 件 

B ig (Bs) Ve) 0: GG fae). ER 
(对 于 极 大 ,不 等 式 (2) 反 向 ), 则 不 存在 zo 893588 B 
zs a CHI y 8j EE RT H ZR 44). 

HE RJ EE. 7; f£ (Jacobi equation) 
件 ”. 

雅 可 比 算 子 (Jacobi operator) 
件 ” 

强 雅 可 比 条 件 (strong Jacobi condition) WM 
“ 雅 可 比 条 件 ”. 

HHA (conjugate point) 见 “ 雅 可 比 条 件 ”. 

+ tA (conjugate value) Jy “HEAT ELAR”. 

弱 极 值 的 必要 条 件 (necessary conditions of 
取 弱 极 值 的 函数 必须 满足 的 条 


见 “ 雅 可 比 条 


见 “ 雅 可 比 条 


weak extremum) 
IF. Xp 
J(y) = | Fay yd 


在 曲线 yoCz) 上 取得 弱 极 小 , 则 有 以 下 必要 条 件 : 
1. yo (z) ZE 74y) 的 平稳 曲线 , 即 满 足 7(y) 的 欧 
拉 - 拉 格 朗 日 方程 . 
2. 沿 yo C I E BL S TR EF yy 0. 
3. 如 果 沿 yo APF yy 770 W yo C W = JET E. 
条 件 . 
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88 iR fü BJ 76 4 SE (sufficient condition of 
weak extremum) 保证 平稳 点 取 弱 极 值 的 条 件 . A 
某 平稳 曲线 满足 强 勒 让 德 条 件 F. >00 F, <0) 
与 强 雅 可 比 条 件 , 则 该 平稳 曲线 使 泛 函 7 取得 弱 极 
小 值 ( 或 弱 极 大 值 ). 上 述 条 件 称 为 弱 极 值 的 充分 条 
件 . | 

弱 极 小 的 特征 值 判别 法 (eigenvalue criteria for 
weak minimum) 判别 变 分 积分 的 平稳 函数 的 弱 极 
小 的 一 种 方法 . AE DA BJ H AB F(x, ei Mt 
的 雅 可 比 算 子 Z, 在 9 上 是 强 椭 圆 的 . 若 雅 可 比 算 
F A. 的 最 小 特征 值 ALSO SUI SER BEC u 取 不 到 


Jc | Gv Go. DvG)dz 


的 弱 极 小 . AY. WR) REE A120, Wu IE J 的 
弱 极 小 函数 . 上 述 方法 称 为 弱 极 小 的 特征 值 判别 法 . 

3E fa Hi £& SE variety of stationary curve) — 
组 平稳 曲线 . 对 于 一 维 变 分 积分 


Jg) | F(z,y,z,Du)d<x, 
a 


当 (ciycz) 在 R’ 中 某 集合 C 变化 时 ,依赖 两 个 参数 
(ci,c2) 的 平稳 曲线 组 
Y = yGzrn,,06, Z = FL yy C2) 

互 不 相交 地 填 满 三 维 室 间 的 某 个 区 域 C, 这 个 平稳 
曲线 组 就 是 一 个 平稳 曲线 簇 . 

I Cas L5) = Cy' (qoc EE (X ,61565)) 
PRA xx POF Fa HH 2k £ BJ Bh PRI C 

斜率 函数 (slope function) W,"3E HAR”. 

J 长度 (J-length) 由 变 分 积分 确定 的 长 度 . iz 

l 一 ieee Gr) ECTO) uy aq m ay 
是 空间 的 某 条 曲线 . 称 积 分 
J = | FG». y vy Ug 


To 


沿 着 曲线 LBS LS ¿ BJ J RE. 由 连结 两 点 的 曲线 / 
的 /长 度 的 下 确 界定 义 的 两 点 间 的 距离 称 为 / EE 
离 . 

J 距离 (J-distance)  DL"J KE”. 

平稳 曲线 场 (field of stationary curve) WAH 
究 强 极 值 充分 条 件 而 引进 的 平稳 曲线 簇 . 设 S, 是 三 
维 欧 氏 空间 中 的 某 个 曲面 ,利用 横 截 条 件 , 从 S。 中 
的 每 一 点 M. AB u] fE th E BR 

J (u) = | Feo se dr 
的 平稳 曲线 与 S, 横 截 相 交 , 这 样 就 有 依赖 于 两 个 参 
数 的 平稳 曲线 簇 . 每 一 平稳 曲线 上 从 Mo 到 M 的 弧 
MM ,使 得 沿 平稳 曲线 从 Mo 到 M B3 J 长度 为 给 定 
值 p, 点 M 的 轨迹 给 出 了 某 个 曲面 5S. 在 So 的 邻 域 
A SEES BH £x SESS 横 截 相交 ,这 个 平稳 曲线 艇 就 是 
平稳 曲线 场 . 曲面 S 称 为 场 的 横 截 曲面 . 沿 平 稳 
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曲线 从 M。 到 M BS J ERR M A eS $X, ië ON 
Ox y, z) PRA EA PR OEE. 


横 截 曲面 S 的 方程 为 
(m y z) = p. 
由 横 截 曲面 $ 的 方程 与 横 截 性 条 件 可 推出 
9p =— il(r,y.z,v,w), X zu. Bd = Ww. 
Ox dy dz 


从 上 面 三 个 方程 中 消去 vow 183115 WJ 3 2 MAH 
方程 , 即 哈密 顿 - 雅 可 比方 程 
0. + H (x, y,z,0,,0,) = 0. 

XAH eikonal) 见 “ 平 稳 曲 线 场 ” 

场 的 基本 函数 (fundamental function of field) 
见 “ 平 稳 曲 线 场 ”. 

场 的 横 截 曲面 (transversal surface of field) 
见 “ 平 稳 曲 线 场 ”. 

希 尔 伯 特 不 变 积分 (Hilbert invariant integral) 
只 依赖 曲线 端点 的 一 个 积分 . H Z ER 


J(y) = | Fc de 


中 的 函数 已 和 平稳 曲线 的 斜率 函数 表示 的 一 个 与 
路 径 无 关 的 曲线 积分 


JCAB) -| (tan 


+ Ë FTT tuy) |F, (ryt) dz, 
这 个 积分 称 为 希 尔 伯 特 不 变 积 分 . 其 中 Ge y) OE 


稳 曲线 场 的 斜率 函数 ,4 是 平稳 曲线 场 中 的 某 条 井 
线 . 这 个 积分 只 取决 于 起 点 4 与 终点 B 的 位 置 ,而 
与 A 至 B 的 积分 路 径 y 二 y(z) 无 关 , 这 是 因为 被 积 
函数 是 场 的 基本 函数 0(z,y) 的 全 微分 . 
外 尔 斯 特 拉 斯 五 函数 (Weierstrass 瑟 -func - 
tion) XXXB GRA (EL E ZR CF B] — “PRK. 12 PRI 
J (y) = Trier 


0 


的 外 尔 斯 特 拉 斯 五 函数 (4 个 变量 的 函数 ) 是 
LTE EE TE ys) 
5 
MP E E. FF yo E Ffa BRE oco sci 为 yo 端点 的 横 
坐标 ,t 为 平稳 曲线 场 的 斜率 函数 , 则 五 函数 与 变 分 
积分 的 增 量 有 关系 


J (y) — SO) = [EG yt» de. 


xF F —2u 19 & eR BAY pr d BS H PH 3 F(x,z， 
P) ,外 尔 斯 特 拉 斯 上 函数 
Er(rszsqsp) =“FCrszip) =~ EG.) 
= 
外 尔 斯 特 拉 斯 条 件 (Weierstrass condition) 


变 分 积分 取 强 极 值 的 一 个 必要 条 件 . 若 y^ [IZ Gë 
Jess | FGsy y de 


取 强 极 小 值 , 则 对 所 有 >€ Gori 4€ RR 
Schär E 函数 满足 
EGr,yG),y' (z),q) Z 0; 
相应 地 ,对 强 极 大 值 有 
lyr Cr y q yi O; 
ix + 2 E FE Ah OR Bir PF j Bir (Weierstrass, K. (T. 
W.))T 1879 年 提出 的 . 
Xt — Jú [n] & PLC x(z) 对 应 的 拉 格 朗 日 函数 ,外 
尔 斯 特 拉 斯 条 件 是 对 任意 >€ QO 和 秩 为 1 的 矩阵 x, 
Er(ru(r), Du(r) + z) > 0. 
关于 Er HR ELSI ATARI E RC 
IB RIB (Mayer field) A rhe — J h) E AR 
变 分 积分 取 强 极 值 充 分 条 件 而 引入 的 一 种 概念 . 对 
一 元 数值 函数 , 迈 尔 场 就 是 通常 的 平稳 曲线 场 . 基本 
思想 是 把 一 个 平稳 函数 放 在 一 簇 平稳 孙 数 中 考虑 . 
如 果 一 维 变 分 积分 
Jv) = [Fv „v (z))d<x 


中 的 函数 v(Cz) 是 N E |n] E EE PR Wm ku, 
RERXR 的 一 个 单 连通 域 C 上 给 定 一 个 场 
f:T>G,TCRXR” HE: 

1. 映射 f 有 形式 flr. =(2,¢02,c)) TA 
AX = ((z2,c)|cec€ L, cE l(c)},1, Æ R^ 中 的 非 空 
参数 集 ,7(c) 是 数 直线 上 的 区 间 ,端点 为 z Co) RIT 
x(c). | 
2. 偏 导 数 P Crec) f, (2,08 C' RN. g 
=P PBA f BB CORO. 

# Ap PR BX AB Ae pde BH H BS 2% x:F Dy B9 F eg 
数 , 则 称 场 f AREH. 

场 f: T' > G 称 为 迈 尔 场 , 如 果 其 斜率 函数 
P GR 满足 一 阶 偏 微分 方程 组 


9 — 9 ou Kai 
: 4 (1) 
=F; = Fy, 


Rb F=F(zr,z,@ (z ,z)). FRA P 28 — 4" 
方程 相当 欧 拉 - 拉 格 朗 日 方程 . 当 N= 1 时 第 二 个 方 
程 自动 满足 ,因此 每 个 极 值 场 自动 地 是 迈 尔 场 . 4 
N> 1 时 , 极 值 场 类 远大 于 迈 尔 场 类 . 
由 方程 组 (1 可 推出 存在 数值 函数 S: GR 满 
E 
[NES DEP S MEET A (2) 
方程 组 (1) 和 (2) 称 为 卡拉 西 奥 多 里 方程 . 设 
we C'(a, 6] Ry 
WEH f, 即 它 满足 graphu CG 和 


u' (z) = @(xz,u(z)) (a< = < DE 
则 有 FCrsuCr) sul (z2))—=dS(zx,u(x)), 


[Fou ou’ Cr) dx 


= S(B,uCB)) — S(a,u(a@)). 
把 d$ — Kontz, u (x) dx 看 做 芬 斯 勒 度量 , 则 积 
分 


| Faz 
可 看 做 两 点 P = (e,u(a)),P.,(8,u (8))2Z B] Wr “ >G 
线 ” 的 距离 ,而 公式 
| Fdz = SC — SP) 


表明 这 个 距离 可 用 数值 函数 S 来 计算 . ER S 为 光 程 
(图 数 ) 或 场 的 基本 函数 . 令 

M(x,z,p)-— §,(@,2) + p*5,Cu,2), 
积分 


wo) = | Mc ,U(XT) ,Vv (x) )dx 


称 为 希 尔 伯 特 不 变 积 分 ,其 值 只 取决 于 vv 的 端点 值 ， 
pv) = S(6,v(b)) — S(a,v(a)). 
HXH a € Ca, b] R (Graphs C6) Sp AK Bir 

RF LIT ZEN Z: m 
J(u) =S(6,u(b)) — S(a,ula)) 
十 [EG GO Paw (r)),u' Cr) da. 


从 这 个 公式 容易 导出 强 极 值 的 充分 条 件 . 
G 上 的 迈 尔 场 f 称 为 最 优 场 ,如 果 变 分 积 


J(v) = [Fava v'(xr))dx 


Xt IX IBI La, b] MEA v€ D Ca, b], R Cab] 
>R” RJ ot BOCH PRE ) (graph v C GO W E 
J (Qv) > S(6,v(6)) — S(a,v(a)). 
EAIA 了 满足 强 外 尔 斯 特 拉 斯 条 件 
Bi L429 E52) 5p) > 0 
((a5z) € Gap ER pue oC z), 
则 称 场 f 是 外 尔 斯 特 拉 斯 场 . 
外 尔 斯 特 拉 斯 场 必 是 最 优 场 . 作为 外 尔 斯 特 拉 
斯 表示 公式 的 直接 推论 有 殉 纳 塞 横 截 性 定理 : 设 
f:T>G 是 一 个 迈 尔 场 , 其 斜率 函数 < EC 上 满足 
RE E ) 0. 
LI. = sé Tel fC 。，C) :7(Cc) 一 C 〇 
与 c^, 8 S^ MZ). 
1. E c € li. MRM Ho 和 SZ AH BH SS 
f( 50) ER Fl. 2 (c), 


= Fdz = 0, — 0. 
2. 设 m 是 所 有 端点 在 SZ, 和 S^, LAC) 曲线 
取 的 值 
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[ Futa) ul (x) )dx 


的 下 确 界 . AT, JES A f 是 最 优 场 ,这 个 下 确 界 是 
0, — 0, ,并 在 所 有 被 Ao I SZ, SX IS SA" CO (cE 
LI...) E38 8| E f 是 外 尔 斯 特 拉 斯 场 , 则 下 确 界 仅 在 
这 些 弧 上 达到 . 

Úr detF,, (m, z, p 40,4 == F, (x,z, p), 
H (z, z , m) JJ OG # W PR 32% , MJ yë e PRK S 与 哈密 顿 
PR C H 满足 哈密 顿 - 雅 可 比方 程 

S, + H(z,z,8,) = 0. 

极 值 场 (extremal field) PL “RH”. 

卡拉 西 奥 多 里 方程 (Carathéodory equations) 
见 “ 迈 尔 场 ”. 

外 尔 斯 特 拉 斯 表示 公式 (Weierstrass represen- 
tation formula)” 见 “ 迈 尔 场 ”. 


强 外 尔 斯 特 拉 斯 条 件 (strong Weierstrass con- 


dition) Wa", 
外 尔 斯 特 拉 斯 场 (Weierstrass field) 见 “ 迈 尔 
Ty”. 


m k ie (optimal field) Wi KH”. 

Se £5 3E He EX PE E EE (Kneser transversality the- 
orem) 见 “ 迈 尔 场 ” 

中 心平 稳 曲 线 场 (central field of stationary 
curve) ”从 一 固定 点 出 发 的 平稳 曲线 构成 的 场 . 设 
M, 是 空间 的 一 个 定点 ,由 这 一 点 引出 泛 孙 


b 
| F(x,y,z,y oz! dx 


的 平稳 曲线 束 ,它们 在 Mo 的 某 个 邻 域内 成 为 平稳 
曲线 簇 . 在 每 一 条 平稳 曲线 上 取 一 点 M, 使 在 所 有 


HHA EMM AY J -长度 等 于 同一 个 数 os ix Pe 
的 平稳 曲线 簇 称 为 中 心平 稳 曲 线 场 . 而 点 M 的 几何 
轨迹 是 一 个 曲面 ,这 个 曲面 为 场 的 横 截 曲 面 , 即 平稳 


— 


EY DS quib E vb E NE E IMM 
的 J 长度 是 点 M 的 函数 , 记 为 0(x,y,z), 故 横 截 曲 
Ti BJ Jy RON OG y 22 — p. ËR 96(x,y,zx) 为 中 心平 稳 
曲线 场 的 基本 函数 . 由 横 截 曲面 方程 与 横 截 条 件 

— Hx + vóy + wóz = 0 


可 以 推出 
30 ag 30 
ES = EE = ESL — — wW. 


由 上 述 三 个 方程 中 消去 vow, ME $13 BJ 3k 2 PR 25 
的 一 阶 偏 微分 方程 , 称 为 哈密 顿 - 雅 可 比方 程 : 
0. + H (x, y,z,0,,0,) = 0. 
X] — ARTI UE OIERXxR'rm-—pxii.FG,z, 
DE QxR" ER C, m u:La b ]-R^ EZ A 


b 
J lu) = | FG! da 


ERRA, Fu Cru Gru! (Xx)) 对 所 有 x € [a,b] 
Je up 3i 9. Lila b] PEE u B3 MX S8 dB. 则 可 
把 < eA BUDE ARH £D CGU Pos P 
Ao (aqo e Ps i XI ede [a bi 1, 
asas bZ bos e= el e=; eT e> 0 fOe) 
= (x,u(x)) xE [a,b]. f Æ P => IL (e) BJ BB i 
(I= (as,b,)) Ë G= fU» ENGR. 

28 th (& AY d^ X SK (fF (necessary conditions of 
strong extremum) JI PK BRR B BJ PH Br DD ZM 
满足 的 条 件 . 例如 ,对 于 典型 泛 函 


JC) = | FG dda, 


fii J Cy) FL SR AR ` BY BR BL y(Cz) 必 须 满足 下 列 必 要 条 
fF: 

1. yo (z) ZE J Cy) BOE BH 2k , BI P A Cy) KS EK 
拉 - 拉 格 朗 日 方程 . 

2. 沿 yo aO I E LE QR AR EF y, 0. 

oe 如 果 沿 yo (OA F y 270, Wi] yo Ca P E TE uj 比 
条 件 . 

4. 沿 极 值 曲线 y= y GO ,对 任何 7 值 恒 有 

EQ E Z 05 
其 中 上 ON ERR BH Zk 3⁄ BJ Ph A PR C. 

强 极 值 的 充分 条 件 (sufficient conditions of 
strong extremum) 保证 平稳 函数 取 强 极 值 的 条 
件 . 车 有 固定 端点 的 平稳 曲线 y(x) 可 被 场 围 绕 , 日 
存在 y(x) 的 这 样 的 邻 域 ,在 这 邻 域 中 的 每 一 点 对 任 
何 实数 7 满足 不 等 式 

ECryvy ta) 0s 
WU YZ PR 
Jo) = [Fy y de 


TE y(z) 取 得 强 极 小 . 上述 不 等 式 称 为 强 极 值 的 充分 
条 件 . | 

要 使 外 尔 斯 特 拉 斯 函数 五 为 正 , 只 要 对 任何 值 
7 有 不 等 式 Foy (z,y,7) 之 0, 这 个 不 等 式 也 是 强 极 
小 的 充分 条 件 . 这 个 充分 条 件 是 外 尔 斯 特 拉 斯 
(Weierstrass, K. (T. W. )) F 1879 年 获得 的 . 

Xf — Ju [n] E (Ë PR C [8] XE Wa sa, BE > [R] A y Zh FR 
WMF: FGG,z.pfEla.b]xR'xR^ EBC 类 的 ， 
F 对 应 的 平稳 函数 :La,5j 一 R* 满足 下 列 条 件 : 

1. F XF (pi, pos o po 89 BEBE Fu, 
ulr) u (x) PA x € Lab EA 3689; 

2. E(x ula) u (=), p) 0 

(Vr€ [a,b ],V p€ R“); 

3. [X lB][ a^ JR EJ u BINE FESTA; 
则 u 取得 (严格 ) 强 极 小 . 

对 多 元 向 量 值 函数 的 固定 端点 的 变 分 积分 有 下 
JAR: i G Æ RXR 的 一 个 区 域 ,C=GXR””, 其 


REC zp) p= P) ISISKN, 1 Kan. E Fi 
足 超 椭圆 条 件 
FAC z PED > |£ 
(V(m,z,p) € GE € R), 
则 相应 平稳 函数 是 强 极 小 函数 . 
TAR PATE Ce Zum < 上 并 且 固 定 
而 左 端点 Po 在 曲面 C4 F oh BJ) R 
J (ç) = i F(xr,v,Dvo(xr))dx 


的 自由 边界 变 分 问题 ,这 里 S A C 类 的 法 向 量 场 
(rs 

则 有 下 列 定理 : 设 

Ea = graphite = {(z,z)|z = E < = < b) 
是 相应 平稳 函数 u 的 图 象 (P, 二 (a,u(a))), 它 满足 
下 列 条 件 : 
LÆR ZXR 中 的 一 个 区 域 上 ,F 对 所 有 变 

量 三 次 连续 可 微 ,对 所 有 (x,z,p)€ V XRY, 
F(z,z,p)#0, 
Fl(rz,p)—p* F,CGrz.p)70, (1) 
det F,,Cr,z, 2750, 


g?F 
DP OP i] nxn 
2. 对 所 有 x € Lab], F,, Cru x2 pike. 

3. 选择 YO B.CPO RS — + C* 类 参数 表示 : 
PSO, m Sm P e yy E © 
(B,(P.) E A Po 为 中 心 e 为 半径 的 RY 中 的 开 球 )， 

HR C08 P.—OGGO. EG). 


Ir S.) = | 


定义 入 参数 平稳 曲线 族 
z = @(x,c) (xw € IC(Gc),c € L,), 
它 满足 初 值 条 件 
REO sc) S00) oP CO se) = éng 
这 里 r(x,z) 满 足 
vr,z) 


TEN F,(x,z,n(r,z)) 
F(2,z,x(Tz,z)) KS MCL yz) ? F,(r,z,nGr,z)) j 


由 条 件 1, 这样 的 函数 On 20 TENE FED) e, E 
2 站 BCP 内 必然 存在 ,并 且 rP) — u Ca). 在 
六 :一 XB(Po) 上 没有 点 使 
A(r,c) = deto. (x,c) = 0, (2) 

则 存在 €, 的 在 RXR” 中 的 一 个 零 级 开 邻 域 Cu, 使 
对 连结 SY Hl P WJ T G, 的 所 有 分 段 光滑 曲线 e 
二 graphv # J (EDJ C). 满足 (2) 的 值 to PRO 
平稳 函数 u= er co B] S B TB ZB Cr gr c2) 
GEES RR PR u— Cr OM fE A. 

焦 值 (focal value) 见 “ 强 极 值 的 充分 条 件 ”. 

焦点 (focal point) ” 见 “ 强 极 值 的 充分 条 件 ”. 

Fil H BE BE SE FE (Lichtenstein's theorem) 多 


JU $X EL BRI AX AE Ap FAY F Fa pR A EV pe Ft së B 18 BU TE 
分 条 件 . 设 € C^" (OD GE Q 上 二 阶 导数 满足 e W 
霍 尔 德 条 件 的 函数 类 ) 是 变 分 积分 


J (v) ES F(r,v Dv)dx (1) 
a 


的 平稳 函数 ,FF 满足 下 列 条 件 :R”" 的 有 界 区 域 2 的 
边界 INEC 3 局 部 地 有 形 如 
ase f nmi". Xu.) 
的 表达 式 , SECOLO XR prO yu 
二 1)), 对 某 一 常数 00, 
F, Gru Gr) Du (z))7 > e|) 
(Y7 € R';> € Q), 
F(z,z,p) fE OXRXR" BAC. 又 设 雅 可 比 算 子 
F= beet Fap + De 
— div (F, sët F,,* D¢} 
fr Q 上 是 正定 的 .最 后 假设 使 得 外 尔 斯 特 拉 斯 五 PR 
数 对 所 有 满足 LEN, |z—ul xr) | EE WEE 
的 xz. pog A 
Elts pa) =F tag) = On. p) 
== Cg p] * FP mp) 
20, 
其 中 & 是 不 依赖 z€ O 的 一 个 正 数 . Wu 是 变 分 积 
分 (1) 的 严格 强 极 小 函数 . 
”参数 变 分 积分 (parametric variational integral) 
自 变 量变 换 时 保持 不 变 的 一 维 积分 . 其 形式 是 
JG) = | PCO) ede, 


] 


其 中 c:[ti,tsj 一 M E N RB M 上 的 一 条 参数 曲 
线 ,c 是 c GRRE. F 满足 齐 次 性 条 件 : 
F(x,Àv) = AF(x,v) (A Di. 

WG HRY 中 的 区 域 ,定义 在 GXR ”上 ,FF 是 
C* (GXR?) f1C* (GG x (RX — (010028 f. RE F Sr 
为 参数 拉 格 朗 日 函数 . 

设 z:7 一 C 是 一 个 相应 F 的 平稳 函数 ,z 关 0， 
€ Ix 不 含 共 罗 点 , 则 x 是 强 极 小 函数 . 

单 侧 极 值 (one sided extremum) Ait wR 
足 不 等 式 条 件 的 极 值 问题 . 车 变 分 问题 中 待 求 函数 
或 它们 的 导数 服从 某 个 不 等 式 , 这 个 变 分 问题 的 极 
值 就 称 为 单 侧 极 值 . 例如 ,如 果 狄 利克 雷 积 

+ | (De dz 


的 容许 函数 满足 u(r) — 0r € 90) 和 不 等 式 u(x) 
Zee) Gc € 00 , HIR mz Bx br -br 38 BH R Jy FE rc Ws Ae. 
变 分 不 等 方程 

| Du “Dw — u)dz > 0 


(Vv = Q,v(x) = 0,x € AQ). 
线性 变 分 问题 (linear variational problem) 一 
209 


类 变 分 问题 . 指 欧 拉 - 拉 格 朗 日 方程 是 线性 方程 的 一 
类 变 分 问题 . — X IE BR 

K(y) = | [pay + RG)'* Jdz 
的 欧 拉 - 拉 格 明 日 方程 是 线性 方程 


Py 一 (Ry) = 0; 


考虑 等 周 问题 :在 条 件 
EZE = 1 

下 求 泛 函 天 满足 端点 条 件 y(a) = y(b) = 0 的 平稳 
曲线 . 用 拉 格 朗 日 乘 数 法 ,平稳 曲线 是 斯 图 姆 - 刘 维 
尔 问 题 

CS = Py 一 Ry) — Ay, 

yla) = yb) = 0 

的 属于 特征 值 4 的 特征 函数 .天 (y) 在 条 件 


EE = ] 
和 y(a)=y(b)=0 之 下 的 最 小 值 是 最 小 特征 值 À. 


Z R K 所 有 特征 值 可 以 排 成 一 个 上 升 的 无 穷 序 列 
ÀA S& Àj S SASS ,相应 满足 


b 
| >dz = ] 


FS FF AE PR BX E: yy 那么 对 于 每 个 n , FF 
征 值 A, 是 泛 函 K(y) 在 条 件 

| >dz Ew. | yydz ex 

(2 = 1,2,°%*,n — 1), 

yla) = yb) = 0 
BRYA s. ifi SE BI 43 DY) PRI y(Cz) 是 ys 

REIRA minimax) 极 大 中 的 极 小 值 . 设 f 

为 给 定 多 元 函数 ,固定 这 些 变 数 中 的 某 几 个 (组 成 变 
数组 4) ,把 f 看 成 其 余 变数 (组 成 变数 组 BO B ER 
数 . f 关于 变数 组 B 求 上 确 界 C==C(A4A), 再 对 C 求 
关于 变数 组 A 的 下 确 界 , 即 得 f 的 极 大 中 的 极 小 
值 . 类 似 地 定义 极 大 化 极 小 . 例如 ,函数 了 的 n 次 多 
TA REE ¿r 


EJ = min: max lf (z) 
Coige TE [a,h] 


— (c z" + er"! + ++ eil, 
又 如 斯 图 姆 - 刘 维 尔 算 子 艺 OB n NWE A. 
可 用 极 小 化 极 大 来 定义 . XT TZ PR 


b 
Kc | (Ry + Py)dx 
在 条 件 
b b 
| dz == i| y,CGz)y(z=)d<x = 0 


Ci = 1,2,**,n — 1;y(a) = y(b) = 0) 
之 下 的 极 小 以 4(yyy tt Vai) RZA » WA M yr Eš] 
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姆 - 刘 维 尔 算 子 
d 


Ly = Py 一 i; (Ry) 


的 齐 次 边界 条 件 下 的 第 ”个 特征 值 为 


A, = max dans yos *** s Ya—12- 


Np rst] 


xr nf F E X A. Be zile) GOD tz GO XJ La 5] 
上 个 线性 独立 的 C? 类 函数 ,满足 条 件 

z(a) = z(b) = 0; 
DA (zio zo tttm) EAN Wi E. AR TE 


b 
| yd E l, 
并 有 形式 
jc) 
i=] 


DI Ze IK PRA y GO, mV Ay (z15sZ25*** 2,2) BEAN K (y) 
的 极 大 ,其 中 y GORUB (zz z.) ABA 
aue: uu 

a ¿y R EB (variational principle) 变 分 法 的 基 
本 概念 . 所 谓 变 分 原理 ,是 指 把 力学 、 物 理 、 工 程 等 方 
面 的 问题 的 解 归 结 为 某 一 泛 聘 的 极 值 或 稳定 值 问 
题 . 变 分 原理 为 不 同 领域 的 规律 提供 了 一 种 统一 的 
表述 和 统一 的 解决 方案 (参见 本 卷 4 偏 微分 方程 ) 同 
名 条 ). 

Æ I) RI (virtual work principle) Jm BRE 
法 的 力学 背景 . 连续 体 V 受 力 的 密度 为 了 ,可 能 发 生 
的 位 移 为 >, 则 虚 功 为 


w= || £ rav. 


虚 功 原理 断言 :力学 系统 在 作用 力 及 已 给 的 几何 约 
束 条 件 下 处 于 平衡 , 则 由 外 力 和 系统 内 力 所 做 虚 功 
之 和 的 变 分 为 零 . SJAA RSU 时 , 虚 功 原理 即 
为 最 小 位 能 原理 SU = 二 0, 如 果 平 衡 状态 是 稳定 的 , 则 
U 取 相 对 极 小 值 . 

哈密 顿 原 理 (Hamilton principle) 亦 称 最 小 作 
用 原理 . 力学 中 的 一 个 变 分 原理 . 拉 格 天 日 函数 志 
是 质点 组 的 动能 与 势能 之 差 , 即 LL 二 7 了 一 V,T AD 
能 ,V 为 势能 . 

哈密 顿 原理 断言 ;在 一 切 容许 的 运动 中 ,质点 组 
的 真实 运动 满足 积分 

J = i (T — V)dt 


to 


有 极 值 的 必要 条 件 óJ — 0. 

如 同一 般 变 分 原理 一 样 ,从 哈密 顿 原 理 可 以 等 
价 地 推出 相应 的 质点 组 的 运动 方程 ,通常 是 微分 方 
程 . 如 果 力 学 系统 处 于 静 力 平衡 稳定 状态 , 则 因 动 能 
为 零 ,位 能 与 时 间 无 关 , 哈 密 顿 原理 转化 为 最 小 位 能 
原理 : 


3| vd = 0. 


在 力 是 保守 力 的 情况 下 ,对 任何 有 限 粒 子 组 ,对 
于 更 一 般 的 动力 系统 以 及 连续 介质 ,这 一 原理 的 推 
广 同样 适用 . 哈密 顿 原理 还 可 推广 到 电磁 学 、 量 子 学 
说 以 及 相对 论 中 的 基本 定律 .量子 学 说 的 创立 者 普 
BB ya (Planck, M. ) 这 样 评价 哈密 顿 原理 ,“ 物 理学 中 
最 崇高 且 最 为 人 们 般 切 追求 的 目标 ,是 把 业已 观察 
到 并 行将 观察 到 的 一 切 自 然 现 象 缩 并 成 单独 一 个 原 
RE 在 那些 标志 着 过 去 几 百 年 物理 科学 成 就 的 ， 
多 少 带 有 一 般 性 的 定律 中 ,最 小 作用 原理 ,就 其 内 容 
和 形式 而 论 ,可 能 最 接近 于 理论 研究 上 这 一 理想 的 
最 终 目标 .” 

最 小 作用 原理 (least action principle) 
密 顿 原理 ”. 

最 小 位 能 原理 (least potential energy princi- 
ple) 见 “ 哈 密 顿 原理 ” 

弹性 理论 中 的 最 小 位 能 原理 (least potential 
energy principle in elastic theory) 用 应 变 变 分 表 
示 的 弹性 力学 变 分 原理 . 对 于 给 定 的 弹性 体 ,真实 发 
生 的 位 移 使 体系 总 位 能 的 一 次 变 分 为 零 . 记 位 移 为 
u= Cui us sus ,应 变 为 


OU: 


t cht, du; ` . 
cm 0 REC TS (1 = 3), 


应 力 为 0; Tk $8 7] 28 REA F= (F, Fi, F.) REJ 
密度 为 P=(P,,P,, P.) ,体系 总 位 能 为 


1] 
J -[| 2 (utu + 0565; + O33233 
V 


I“ 


+ 012e12 + 013e13 + G, e; dV 
— Ii (Fu, + Fou, + F,u,)dV 


V 


— | aus + Pu, + P3u,;)dS. 
Š 
以 位 移 变 分 表示 位 能 的 变 分 , 则 有 
óJ -| 5 (210€, + 0506, + 031063; 


V 


+ diei + 0136e1s + 0230e23)dV 
— H (F ën, + F,0u, + F40u,)dV 
V 


— f Pru + P,du, + P,du,)dS = 0. 


弹性 力学 中 的 最 小 余 能 原理 (minimal remain- 
用 应 力 变 


des energy principle in elastic theory ) 


分 表示 的 弹性 力学 变 分 原理 . 总 应 变 能 为 
U = gl (e11011 十 ezzGz 十 €33033 


+ e12012 十 e13013 十 €53055) dV, 


界面 S 上 的 位 能 为 
W* = |] car, + uP, + u;,P;)dS. 
3 


RRA J =U—W*. EW E Bh JJ Ea 2 fi 

904 , Win , Wis 

ar, an ars TO 

G = 1,2,3; T£ V A), 
及 界面 $ 上 已 知 外 力作 用 条 件 
on; = P, G = 1,2,3;#E S E) 

( (mini ns) 为 Š 的 单位 外 法 向 量 ) 的 所 有 容许 应 力 
状态 中 ,真实 应 力 状 态 使 余 能 J IRE AS, 
Bl óJ * =. 

弹性 理论 中 的 广义 变 分 原理 (generalized varia- 
tional principle in elastic theory) 最 小 位 能 原理 和 
最 小 余 能 原理 的 无 条 件 极 值 的 形式 . 引入 拉 格 朗 日 
因子 ,把 弹性 力学 中 的 最 小 位 能 原理 和 最 小 余 能 原 
理 中 的 条 件 极 值 转化 为 无 条 件 极 值 ,这 样 得 出 的 相 
应 变 分 原理 称 为 广义 变 分 原理 . 

变 分 问题 的 直接 法 (direct method of variation- 
al problem) 求 变 分 问题 的 一 种 方法 . 指 不 通过 求 
解 欧 拉 方 程 ,而 直接 求 得 使 泛 图 达到 极 值 的 函数 的 
方法 .经 常用 到 的 直接 法 有 里 茨 法 与 加 廖 尔 金 法 . 从 
变 分 问题 的 解 的 存在 性 、 惟 一 性 的 理论 方面 来 看 , 直 
接 法 起 着 重要 的 作用 . 同时 直接 法 又 能 给 出 一 些 行 
之 有 效 的 近似 解法 (或 数值 解法 ). 对 于 一 个 即使 与 
变 分 法 无 关 的 微分 方程 ,只 要 能 够 作出 一 个 泛 函 ,以 
此 方程 作为 相应 的 欧 拉 方程 ,直接 法 也 可 以 用 以 解 
这 个 微分 方程 . 

变 分 问题 的 反问 题 (inverse problem of varia- 
tional problem) 变 分 法 的 一 种 概念 . 求 以 给 定 的 
微分 方程 为 其 欧 拉 方程 的 泛 消 的 问题 称 为 变 分 问题 
的 反问 题 . 由 于 与 数理 方程 有 关 的 某 些 泛 函 常常 代 
表 能 量 , 所 以 习惯 上 把 解 微 分 方程 的 问题 转化 为 泛 
函 极 值 问题 的 求解 方法 称 为 能 量 法 ,相应 泛 函 称 为 
该 微分 方程 的 能 量 积分 . 

BE E (energy method) 
m”. 

BÉ W AR 4 (energy integral) 
问题 ”. 

. BRAK (Ritz method)” 变 分 问题 的 一 种 直 
接 解法 . 设 J Cy) AE RPK PRK y GO BIZ PR TE C FE BR 
BT POR IZ PRI J 取得 最 小 值 的 函数 . 给 一 个 函数 ,7 
就 有 一 值 ,对 应 于 C 类 中 所 有 函数 ,J 有 无 穷 多 值 . 
Rd 是 这 无 穷 个 值 所 成 集合 的 下 确 界 ,由 下 确 界 的 
定义 ,总 能 在 C X FRANA R RRA yC), 
n— co) J(y,) 有 有 限 极 限 d. IX FE BJ PRT Cy C2] 
就 称 为 极 小 化 序列 ， 

里 茨 方法 的 基本 思想 就 是 构造 出 极 小 化 序列 ， 
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见 “ 变 分 问题 的 反问 


见 “ 变 分 问题 的 反 


= 分 法 


AY LAGE F b LR E H E RRI unr) ): 
1. XFCE n. (u(r) | Hin) ZR FE XS BJ. 
2. {z 是 完全 的 . 


SS yr) = > au, (x), 
IEN 


IC AA PR J 得 到 J Gai, as, (2,2 ,适当 选取 Q1*02* 
…,a 使 了 取 极 小 值 ,这 样 就 能 构造 出 极 小 化 序列 
{yn《7)}, 即 变 分 问题 的 近似 解 列 . 当然 还 应 证 明 里 
次 方法 的 收敛 性 (参见 本 卷 4 偏 微分 方程 同名 条 ). 

瑞 利 -里 茨 方法 (Rayleigh-Ritz method) HÆ 
分 问题 的 直接 法 求 特 征 值 的 方法 . 例如 对 于 狄 利克 
SI BR 


J(u) = +| Gë + ub ddedy su lan = 0, 
2 
TB D 3m $1 27 PR 
R(u) = 2/G0/| u'dxd y 
2 


TE u E€ H i((),u 0 上 的 最 小 值 是 特征 值 问 题 

一 Au = A (FE QA), 

u = 0 (fE AD E) 
EM) Ex /] RE EE , FH B % )y PK ok TREE (EL. BD E: Sia Fi 
GU J s 


极 小 化 序列 (minimizing sequences) Ji“ H e 
方法 ” 
加 雇 尔 金 方 法 (Galerkin method) ” 恋 分 问题 


的 一 种 直接 解法 . 虚 功 原理 提供 的 平稳 也 数 x 往往 
满足 变 分 方程 
u € V,a(u,v) = (f,u) (Vv € V), 

V 为 某 一 函数 空间 ,a(。，,。) 为 VXV 上 的 双 线 性 
ZRS AV EA RR EYE PR). JN BER ST HK BY 
WR AE 

l. AN sg 4h ^5 bR REAL A wow wh. 

2. 取 近 似 解 为 


u,— aw, 
满足 
aCu,,w;) = (f,w;) G-—1,2,*,2). 
IX FE La.) 2k PE y P £H «f Z fŠ un. 

此 法 由 苏联 数学 家 加 诀 尔 金 (T'aieprnn,B. D. ) 
首创 (参见 本 卷 《4 偏 微分 方程 ) 同 名 条 ). 

坎 托 罗 维 育 法 (Kantorovitch method) HR 
方法 的 一 种 变形 . 多 用 于 多 自 变 量 情形 ,本 质 上 与 里 
次 方法 相同 ,但 近似 解 中 的 待定 系数 改 为 某 一 自 变 
量 的 待定 函数 . 由 于 系数 已 不 限于 常数 ,因而 增加 了 
灵活 性 ,一 般 可 望 获得 更 精确 的 结果 . 对 于 两 个 自 变 
量 来 说 ,这 种 方法 又 称 为 化 为 常 微分 方程 法 ,因为 求 
解 的 后 一 阶段 归结 为 求解 春 干 个 党 微分 方程 . 此 法 
由 苏联 数学 家 坎 托 罗维奇 (karopoBru,J 咱 . B. ) 首 创 
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(参见 本 卷 《 偏 微分 方程 ) 同 名 条 ). 
ee BK GK (Trefftz method) 
种 直接 解法 . UE AR (Ë PROBUS 


Q, = w + Slaw, 


Hh w dé W8 ig cr 7r $2 8) FE — PR 2% , SU SR ZZ pR BS) EX 
hi J; f£ d JF X ñ) , DU] XC co = 0. BR E — AA Er PHAR 
Wy ,都 满足 齐 次 欧 拉 方程 . 总 之 ,要 求 @ 满足 
欧 拉 方程 ,然后 再 适当 选取 w ff & 近似 满足 边界 
条 件 . 该 法 是 由 特 雷 夫 沈 (Trefftz,E.1. ) 提 出 的 . 

欧 拉 法 (Euler method) 求 变 分 问题 近似 解 的 
一 种 方法 . 指 用 折线 斜率 代替 切线 斜率 求 变 分 问题 
近似 解 的 一 种 方法 . 这 是 欧 拉 (Euler,L. ) 最 初 推导 
欧 拉 - 拉 格 庆 日 方程 采用 的 方法 ,但 因 论 证 不 够 严 
密 ,而 普遍 采用 拉 格 朗 日 的 变 分 方法 来 论证 . 后 来 由 
于 直接 法 的 发 展 , 人 们 又 重新 对 欧 拉 的 有 限 差分 法 
给 予 重视 . VAS P 


FG) = [Fay dy 
为 例 . 等 分 [zu,zi] 为 二 等 分 ,每 个 小 区 间 长 度 


Lı — To 
n 


变 分 问题 的 一 


AZ = 


RII ER A (zo tisz, y) 00,1, MATAR 
y | X AT J Cy) = e@(yi yo "sy JE Vis 25s 7 s Me 
的 n—1 Jú PR 2C. AY yis yas EES e Yao T 48 GL Ni ys 
… ,ys_1) 达 到 极 值 , 即 由 方程 

dg de IG 

LE -一 0, 一 上 一 - e ER = 0 

dy, dy; du, — 


确定 YIy，y2， ”9，yn 一 1， 一 般 地 v n— + Cop 8 moe iz 
PE E AR EL. 更 方便 的 是 用 积分 和 


d x Ay; 
2j (tis Yis Ar 


代替 GL yi» yos*** s ya-1)- 


H EMEN E 
# op] Rt 


杨 家 新 


Bw 


ER 3B i if (approximation theory of func- 
tions) ”研究 用 简单 的 或 可 计算 的 函数 近似 表示 一 
般 函 数 ,以 及 这 种 表示 的 偏差 与 被 表示 函数 本 身 的 
构造 性 质 之 间 的 关系 问题 的 一 门 学 科 . 根据 函数 通 
近 论 在 20 世纪 的 发 展 情况 , 它 大 致 可 以 分 为 实 变 函 
数 副 近 论 和 复 变 函数 逼近 论 两 大 方面 . BG 38 ZZ PR AY 
析 的 发 展 , 抽 象 空间 的 逼近 理论 也 成 为 一 个 重要 的 
WRD m. 

KA RRE ERARA T 19 世纪 中 叶 ,19 
世纪 50 年 代 , 俄 国 数学 家 切 比 雪夫 (He6puues, IT. 
省 ) 结 合 机 械 设 计 间 题 的 研究 提出 并 讨论 了 这 样 的 
极 值 问题 :对 于 闭 区 间 [a,5] 上 的 连续 函数 f(x) 和 
给 定 的 整数 ”之 0, 要 寻求 极 小 值 问题 


min max |f(x) — p(x)| 
p€ P, versch 


的 解 , 这 里 P, EKES 的 代数 多 项 式 全 体 所 成 的 
合 . 常 称 能 使 此 极 小 值 实现 的 多 项 式 为 函数 ACD 
EA PR f(z) 的 Br TE SB XE B. 切 比 雪夫 不 
MAF FE [Ea XT AUC PE Rf Hee Y S 
f 3B t £ Ji zÑ BJ FF EXE PH. 1885 年 ,德国 数学 家 外 
尔 斯 特 拉 斯 (Weierstrass ,K. CT. W. )) EB , P] IX [8] 
[a.b ] E BA FE fa] 8 2 R 32 f(x) 都 可 以 用 多 项 式 以 任 
何 预 先 指定 的 精确 度 在 La,bj 上 一 致 地 近似 表示 ,也 
即 当 nn 一 co 时 ,E,(f) 一 0. 切 比 雪 夫 和 外 尔 斯 特 拉 斯 
DIF FE Pa) BY T AROE Tie A Se. € T EOS YD 
项 式 的 存在 性 ,以 前 人 们 认为 是 明显 的 ,直到 1905 
年 ,法国 数学 家 波 莱 尔 (Borel , CF. -É. -J. -)É. ) 才 给 
出 了 严格 的 证 明 . 20 世纪 初叶 ,由 于 伯 恩 斯 坦 
(Bepuurreitu , C. H. ) 7 5g # (Jackson, D. 2), R. % ° 
36. 3& (Vallée-Poussin,C. -J. -G. -N. de la) 等 杰出 数 
E R BJ RAK Z: Jl, JF 8) / eS XB rie BJ xk D Z Je 
阶段 . 
fE Sc AP p GR XE TO BJ EE CP LER T fe BLUR 
Tj Sh 38 UE EE BE PRU 2X Ib , z: A lB BJ A BE PRG EE 
Zi PK f BJ = f. A Jl zÑ 18 Ur JE] RH e 22 PRÉC FH 
JÉ ilan z) Fai z) +a,g,(z)BJJ S XU 
338 UE EE BE PR CE. xx HL (@ GO iode — j" ZR E 
的 函数 组 . jx Rh y” X E B E e 1918 年 哈 尔 
(Haar, A ) 首 先 开 始 研究 ,后 来 得 到 了 很 大 的 发 展 . 
在 这 些 通 近 中 ,人 们 都 需要 研究 最 佳 晕 近 多 项 式 或 
者 更 确切 地 说 是 最 佳 允 近 元 的 存在 性 、 惟 一 性 以 及 
其 特征 等 问题 ,它们 构成 函数 允 近 论 在 20 世纪 的 一 
个 重要 内 容 定性 理论 . PR $X IE IIe AT 


iE ie 


要 内 容 是 定量 理论 ,这 就 是 研究 当 *~ce 时 ,函数 的 
最 佳 通 近 互 ,( 方 的 性 态 与 被 逼近 函数 jz) 构 造 性 诸 
如 连续 性 、 可 微 性 .光滑 性 、 解 析 性 等 之 间 的 关系 . 这 
方面 ,代数 多 项 式 台 近 的 问题 要 比 三 角 多 项 式 盘 近 
周期 消 数 的 问题 复杂 得 多 ,常常 要 涉及 逐 点 的 允 近 
情况 ,一些 重要 的 问题 直到 20 世纪 50 年 代 后 才 解 
决 . 定 性 和 定量 问题 并 非 仅 对 连续 函数 空间 ,同样 也 
对 p FE AT AR ER Be Z= [8] LA — J BJ WK à, £X TE z= [a] 
提出 . 

最 佳 通 近 多 项 式 虽 然 存 在 且 惟 一 ,但 与 被 逼 近 
陆 数 的 关系 大 都 是 非 线性 的 ,要 找 出 它 很 困难 . A 
此 ,针对 不 同 的 情况 构造 一 些 远 近 方 法 就 成 了 函数 
Minin RRA. 线性 算 子 特别 是 正 线性 算 子 的 
盟 近 、 插 值 逼 近 、 傅 里 时 级 数 部 分 和 及 其 某 些 线性 平 
均 的 通 近 ,以 及 最 佳 逼 近 多 项 式 的 数值 近似 计算 等 ， 
都 成 为 近 几 十 年 的 重要 研究 方面 ,其 中 主要 是 研究 
每 种 方法 的 适用 范围 与 功能 . 此 外 ,用 逐 段 多 项 式 通 
近 闭 区 间 上 的 连续 孔 数 ,用 指数 型 整 函 数列 近 全 实 
轴 上 的 有 界 连 续 函 数 ,以 及 抽象 空间 中 的 逼近 等 也 
在 不 断 发 展 . 

多 元 艺 数 的 允 近 要 比 一 元 函数 的 逼近 复杂 得 
多 ,20 世纪 50 年 代 , 尼 科 利 斯 基 (Huronbpcrknii,C. 
M. ) 等 在 这 方面 做 出 过 很 大 贡献 ,完成 了 借助 三 角 
多 项 式 或 指数 型 整 函 数 对 孔 数 的 最 佳 允 近 与 沙 数 的 
构造 性 之 间 的 关系 的 工作 . 而 多 元 函数 的 算 子 逼近 、 
插值 通 近 以 及 用 一 元 函数 的 赤 加 与 复合 来 逼近 多 元 
函数 的 问题 , 近 几 十 年 来 一 直 是 为 人 们 所 重视 的 . 

复 变 函 数 通 近 论 ,最 早 也 要 追溯 到 1885 年 龙 格 
(Runge,C. D. T. ) Br 3 8 BJ XE FE AEBS EF 
是 复 平面 上 的 有 界 闭 集 , 其 余 集 是 个 区 域 , 则 对 于 下 
上 的 解析 图 数 , 总 可 以 用 多 项 式 在 环 上 一 臻 逼近 该 
解析 函数 到 任何 给 定 的 程度 . 此 后 人 们 不 断 发 展 这 
个 定理 ,并 且 建 立 了 种 种 定性 和 定量 的 结果 以 及 通 
近 方 法 ,形成 了 20 世纪 函数 逼近 论 的 一 个 重要 方 
面 . 复 变 函数 通 近 的 一 个 特点 是 男 数 定义 域 的 性 态 ， 
除了 紧 集 、 闭 集 之 外 ,一 些 边界 具有 一 定 光滑 性 的 特 
殊 区 域 一 直 是 受 人 们 关注 的 问题 . 至 于 逼近 的 方法 ， 
除了 用 多 项 式 `\ 有 理 上 男 数 、 插 值 函数 逼近 之 外 ,还 有 
FB LE pR C. E 2 PROB T SET 1E. 

BL EUN ED JE EJ YE ELA 1E Wb, 8 
PR ROB JT 16 BY Ac JE + ER X BJ 88 D. 现代 数学 的 众 
BAY x AE R ROE ie A % UJ BJ X A , Il PR 27 18 1 
论 又 为 某 些 数学 分 支 提供 了 理论 与 方法 的 基础 . Bl 
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TE , ER RUE VE TE CAMA TRS P dE E T EK] 3f 
具有 一 定 综合 特色 的 一 门 学 科 . 

函数 构造 论 (Cconstructive theory of functions) 
VA pki RUE VT 1E P BY IE E RA WE HA EB ARH 
iE. AMT ae FF pa 32% B) e Be FE ` 26 18 FE AD Ga HE 2 3 28 
PK $X EAT xi PE Jot. FT VE xE EE JE: dH Ei PECES TA S FE 
质 导 出 用 n X £ Z zÑ ( EK ft BS CARO EAR, 
AR EB J 2 BS PE BE. 所 谓 逆 定理 是 指 由 
PCR n KRR E Di sh Ca HC. pa a AR) a UE RJ BJ s 
xl VE (EDS P] T £ BR EE , Se H eR À Pk BJ RJ o FE 
质 . ORE. DEAE pR 21 B F YE FE I 53 EE PCI Px FB 
近 值 趋向 于 零 的 速度 常常 有 可 能 互相 转化 . 下 面 , 用 
代数 (三 角 ) 多 项 式 逼 近 连 续 函 数 的 典型 情况 加 以 说 
Bj. 

A g (z) E UL 2x2 为 周期 的 实 轴 上 的 连续 函数 ， 
T, 是 阶 不 超过 的 三 角 多 项 式 全 体 所 成 的 集 , 则 用 
n 阶 三 角 多 项 式 副 近 g(x) 时 的 最 佳 副 近 值 定义 为 
hen) Ste). 


Eš (g) = min max 
IT, — oo < r—< 十 co 


又 定义 g(x) 的 连续 性 模 为 
w(g,d) = max lIg@ + h) — g(Q) |. 


A <b, — co < r< + c< 


KF = ffl £ Zh zÑ iB KA BU TE ZE JE J vk 
(Jackson, D. ) 给 出 的 ,这 就 是 :和 藻 周 期 为 2r BJ aR 
g(r FERS EA 户 阶 连续 导数 g” C Wl £r dE TX 
与 p 有 关 的 正 数 C, ,使 得 


E; G) < Sol ef 
这 里 p20 是 整数 ,并 认定 g(x) 二 g(x). 道 定理 是 
由 伯 恩 斯 坦 (Bepamrefa,C. H. ) 建 立 的 ,这 就 是 :对 


于 周期 为 2T DI PS AX g (z), 如果 存在 ac (0,1 ] e # 
BX -之 0, 使 得 


(n = 1,2,5% ), 


ESL CGC 
Xf n=1,2, AE SE. gA r Bre SK 
g GO, E.TETEDUS r.a 有 关 的 正 数 C,。, 使 得 
C, ,6 (0 =a< 1), 
C.i0|lnó| (a = 1). 
这 里 a 二 1 的 情况 有 点 特殊 . 后 来 ,人 们 证 明 此 时 
g^ ORE WICH. tw BIX F ASO, 
lg? Gr d d == 2g? (x) + g(x = h) | «C, 
f£ C— oo, -- co) rB So E, Ur. 
KF FARR E B rm XB) Lab] E BJ š 22 
PK A IF XE P EE UY). 20 XE A A Er fn] A Iy 
能 对 开 区 间 (a,5) 中 的 任意 的 闭 区 间 上 建立 上 述 结 
论 ,而 且 此 时 和 常数 C;,, 还 与 此 闭 区 间 有 关 . 后 来 ,20 
世纪 50 年 代 , 季 曼 《Tuman,A.@. ) 等 人 才 彻 底 解决 
了 这 个 问题 . 从 季 曼 等 人 的 工作 可 以 得 到 如 下 的 结 
论 : 设 r 宇 0 是 整数 ,0 二 a 二 1,fECL 一 1,1j], 则 £ (>) 
在 区 间 |[ 一 1,1] 上 有 7 阶 连续 导数 SO OA f” € 
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w(g’,0) x 


Lipa 的 充分 必要 条 件 是 对 于 n=1,2, … ,都 存在 n 


次 代数 多 项 式 p,(x) ,使 得 在 [一 1,1j] 上 
2 ee 
|f£G) — p,(z)| < C, aS l 


这 里 C, 是 一 个 仅 与 + 有 关 的 正 数 . 因此 ,期 望 单 用 
iE LB E, OOR ZI Pw / 在 整个 定义 域 上 的 
光滑 性 是 不 合适 的 . 


实 变 函数 逼近 论 


Se Ze ey Eb iB Xr it (approximation theory of 
functions of real variable) 用 代数 (或 三 角 ) 多 项 
式 \ 有 理 函 数 等 比较 罕 的 函数 类 中 的 函数 逼近 闭 区 
间 上 实 的 (或 且 为 周期 2r 的) 连续 函数 、 可 微 函数 等 
比较 广泛 的 函数 类 中 的 函数 的 理论 .这 时 函数 是 实 
变数 的 实 函 数 , 具体 发 展 情况 详 见 “函数 通 近 论 ”. 实 
变 函 数 逼 近 论 研究 的 主要 内 容 为 ， 

1. 定性 问题 . 它 是 对 用 广义 多 项 式 逼 近 连 续 函 
数 展 开 的 ,讨论 的 是 最 佳 盘 近 广义 多 项 式 的 存在 性 、 
惟一 性 及 其 特征 等 . 

2. 定量 问题 . 讨论 的 是 用 代数 多 项 式 通 近 闭 区 
间 上 的 连续 函数 ,或 用 三 角 多 项 式 远 近 和 定义 在 全 实 
轴 上 的 有 周期 2= 的 连续 函数 时 的 最 小 偏差 的 性 态 ， 
以 及 这 种 偏差 的 性 态 与 函数 本 身 构 造 性 质 的 关系 . 

3. 线性 算 子 的 通 近 亦 是 一 个 重要 方向 .因此 , 正 
线性 算 子 逼近 显得 很 有 研究 价值 ,其 他 还 有 插值 副 
Ar. A So XT OR PJ iB r. F BY. S FL 8 — 6 2) 
RARE IS XT A. 

AR Sj der jq BT e JE (Weierstrass theorems ) 
Zen LA FOROS = £8 AX zÑ 2G ËR 38 Yr E 2 PS ACE] Hk 
本 定理 . 1885 Æ, JR ZR Ur RE Pr Er (Weierstrass, K. 
CT. W. )) 建 立 了 如 下 两 个 定理 : 

1. 设 f(x) 是 闭 区 间 [a,6] 上 的 连续 函数 , 则 对 
"us 全 定 的 正 数 e, MBA RA MK p GO fELa.5] 
上 满足 |f (a) — p(x) |<e. 

2. 设 f(x) 是 周期 为 2r 的 连续 的 周期 函数 , 则 
对 于 任意 给 定 的 正 数 s, 都 有 三 角 多 项 式 CHES 
实 轴 上 满足 |f (x) 一 i:(x) <e. 

这 两 个 定理 在 分 析 数 学 中 具有 重要 的 地 位 ,后 
人 常 依次 称 之 为 外 尔 斯 特 拉 斯 第 一 定理 和 第 二 定 
H. 它们 表明 用 多 项 式 副 近 连 续 哺 数 是 可 能 的 .后 人 
有 着 种 种 不 同 的 证 明 . 

Bir 3E iB XT XE JE ( Stone's approximation theo- 
rem) 外 尔 斯 特 拉 斯 定理 的 一 个 重要 推广 . id 
C(XX) 为 紧 的 豪 斯 多 夫 拓 扑 空间 X 上 的 连续 函数 的 
全 体 . 奉 以 自然 的 方式 对 CCGX) 中 的 元 素 了 上 和 8& 和 定 
X. S 1E Sg) (=f (a) g(x) M C OX IR — 4 fX 
数 . 所 谓 代 数 就 是 一 个 线性 空间 ,其 中 定义 了 元 素 之 


间 的 乘法 ,此 乘法 满足 如 下 的 公设 : 

tig + h) = fg + fh, 

(f+ gph = fh + gh, 

f(gh) = (fg)h, 

a(fg) = (af)g = flag), 
这 里 f,g,h 是 此 线性 空间 中 的 元 素 , 而 a 是 数 .在 
CLa,bj] 中 ,代数 多 项 式 的 全 体 构成 CLa,5j] 的 一 个 子 
代数 . 作为 外 尔 斯 特 拉 斯 定理 的 推广 ,1937 年 ， s 
(Stone, M. H. )£& yr Y 3x FE BJ a Xr AE FE :C CX ) HS 4E 
何 子 代数 A 在 C(X) 中 稠密 ,只 要 它 具 有 两 个 性 质 : 
1.1€ A;2. 4 分离 X 中 的 点 , 即 对 X 中 任意 两 个 相 
BAN Sc 5 y AA SCA 使 得 f(x) 关 f(y). 

函数 空间 ClLa,b jj(function space C[a,5]) X 
变 函 数 和 逼近 论 中 的 基本 空间 之 一 . 记 Cta ,5 为 
[a,b] 上 连续 的 实 函 数 的 全 体 ,对 于 ECL, b] ic 
PAN Il F || cta 4 = max |f (x)|, 


BI SIA SAR, TE Gs ,6] 是 一 个 赋 范 线性 
空间 . 在 不 引起 混淆 的 情况 下 , 常 把 上 了 iciis 简 记 
Ay | fll. 

A == BC, (function space Ca) Sk pR Ris 
近 论 中 的 基本 空间 之 一 . 记 Cox 为 定义 在 
(一 co0, 十 co) 上 有 周期 2r 的 连续 实 函 数 的 全 体 . 对 
于 JE Cons RUE ZA 

| fle, = max |f(x)|, 


于 是 Cs 是 一 个 赋 范 线性 空 sig. 

AHAL [a.b] (function classes Z/[a,5]) 区 
IB [a.5] F 28 BÉ AJ p Fe AT BRAY n| UU p 22 ae. 设 
P270. f z) E X. TE X la] [a ,b ] E BJ AW eR C s 
f(x) |^ YE [a6 ] E RT AR, WRK f(r) dE Lab] E BJ p 
#E n] AR RR Hid 


(et = [ioo az)". 


id L'La.b ] A la.b] E p EDA BERI A Ik. # p 
S1 Hid | fil EA f 的 范 数 , 则 LLa,bj 是 赋 范 
线性 空间 . 当 0 二 p 过 1 时 ,L*[a,b] 虽 然 不 是 赋 范 线 
性 空间 ,但 是 ,此 时 函数 逼近 问题 依然 存在 ,并 且 有 
某 些 类 似 于 C[ a ,oj 中 的 函数 逼近 理论 . 

函数 类 Lf (function classes L%,) 定义 在 
(一 co, 十 cc) 中 有 周期 2x. H YELO.2x ] E 28 xB p 
S np # BJ np sm X y 2 Ik. de f a=) Es XE 
(—co,+°o) E H. R.8 RW 2r HRM. 0 0. A 
J =) n] WY H. 


«MAI Ke? [| ZG [Pde P < L oo, 


Wl Sk PBK f(x) € Lir 
XE ££ PE (modulus of continuity) ”简称 连续 
ÉES , Zl Ill PHBE SE HEY) REE. 2 f e) RE BJ Lab] 


o, Cf, 0) = mer. 


上 的 连续 实 函 数 , 称 


w(f,d) = max fx +h) — f(x) | 
x,xthE€[a,6],|hA|<é 


为 f(x) 的 连续 性 模 ,其 中 SEL, ba] 4 f(x) 是 
周期 2r 的 连续 的 周期 函数 时 ,6€E10,wj. 连续 性 模 
wf ,9) 有 下 列 性 质 : 

1. 344 0—0 时 ,w(f,6)—0. 

2.o( 太 9) 过 0 而且 是 ó 的 增 函 数 ， 

3. e (f, 00 AFA mp, BI XT Ye, 270 HA 
+ó,<b—a,#8 wolf, +H) xCoCf 01) d- Cf ,0,). 

这 三 条 人 性质 是 本 质 的 .事实 上 ,一 个 定义 在 
[0,7j 上 的 函数 w(6), 如 果 它 满足 上 述 三 个 条 件 , 那 
么 它 必然 是 L0,ljJ 上 的 某 个 连续 函数 f(x) 的 连续 性 
Bi. ERR IAHBE MOH, OW, Zu 是正 
SEC, Ml wf nd) X ne Cf 0) i # A290 A8 BB, W 
c Cf ADS (A+ 109 (f ,0) ; Afi e) IL f, (2 & [a] — 
Al b E [a,b]. E By xk BE PR S MUJ wl(fi 十 fi,6) 
«Co Cf, ,8) + e Cf, ,8) so CF f,, z) < || f, | e Cf ó) 
+ dE ett, 90. 3X E || f || a PR | f Cc) | #E 
[a,b | EJ KB. Bor) E L0,1] EIE SEHE ERR, 
o0)=0, NM H Æ MCE DM, Wor) E Lo] E 
某 个 连续 函数 的 连续 性 模 . 但 是 ,连续 性 模 w(6) 未 
必 是 各 的 . 然而 对 于 每 个 连续 性 模 w(6)(0 委 6 委 /)， 
AALO] ERIE PRA o (6) ,使 得 

wd) < w* (0) < 29 (0) (0 < ó < DD). 

对 于 s 维 长 方 体 ( 即 s 4 B] X B] a, < Lb. CR 
一 1,2,…,s) 的 乘积 )4 EH s CEE EE RB 
J Go xs ttn 人 们 定义 此 函数 的 连续 性 模 为 

LF 122579 — Fa xa 2.) | 
FE | y.— x | 8E —1,2, 0 BH FARK, 
JR XX H a xu, ym, (8 二 1 ,2,*…… ,5s). 

SS S (modulus of continuity?) 
Ei. 

X t (modulus of smoothness) 连续 性 模 的 
一 种 直接 推广 . 设 r 是 正 整 数 ,对 于 [a,5] 上 的 连续 


函数 f(x), Str 
为 的 7 阶 光滑 模 . d e 
l. Xy n dE IE BRM, Meo, C £n) me, Cf i). & 
AZ 0A ETE CIC Mw, (f AOA +A)’, Cf 0). 
2. # r MI s 都 是 正 整 数 , 则 
o, (J ,0) < 2a, Cf ,0), 
e, Cf, «c ero C Dg, + fl 


HeC CHS f 及 6 都 无 关 的 常数 .特别 有 
2 CE ei Matt, AE O<d< "i "A 


即 “连续 性 


AE 
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但 其 中 M 是 与 有关 的 常数 .车 GO TE La. b] EH 
r 阶 连续 导数 , 则 o Cf, 00 0 Cf 8). 

IiE iF (best approximation) #E fj i yr 
VE ë p= (ori € C[a ,b ] RRE ERA Uk 
的 线性 组 合 


d 
为 关于 更 的 广义 多 项 式 .对 于 f€Cla.].H 
d Yon | = max |f (x) 一 Maec] 


dëi 


表示 Dap 对 了 的 逼近 偏差 . 称 


A |Z 2o | 
为 关于 更 的 广义 多 项 式 对 了 了 的 最 佳 逼 近 值 ,或 简称 
最 佳 逼 近 P E SUB XT. 

最 佳 一 臻 逼近 (best uniform approximation) 
BD ^ Ex (E36 VT". 

R EB K X 2 IN (generalized polynomials 
of best approximation) AA RIEBE x Ze 
X. 设 $= (@) pgp C C[a,b], GHEKF MI 
义 多 项 式 


pU =) mu 
k=1 
使 得 
E At l UE gel 


WRP OX SAF © ABET LAK 
里 
P = 2,25 

RKTOmBJXZXuUi.a,AXa.C—1.2,:.04B 
是 实数 . 

存在 性 定理 (existence theorem) JJ BH e BE eR 
数 都 存在 最 佳 通 近 广义 多 项 式 的 定理 . 设 0— 
(aiia €Cla.bl. zr f€Cla.b],W| rt ÈK 
iki r] X £ K E ff fE BJ. RAZ AKATO 
的 广义 多 项 式 

PCF) = 3 


k=1 


使 得 
|r- fera ~ |7- Ben 
k=) Re der alla 


其 中 系数 a (R — 1.2. n 88 R SE 28. 这 个 定理 对 
于 代数 多 项 式 或 三 角 多 项 式 在 18 世纪 曾 被 认为 是 
无 需 证 明 的 ,直到 1905 年 , 波 莱 尔 (Borel, CF. -E. - 
J. OE. ) 才 建立 了 存在 性 定理 ,所 以 常 称 为 波 莱 尔 定 
H. 对 于 更 一 般 的 情况 ,也 有 类 似 的 结论 . 
哈 尔 条 件 (Haar condition) 代数 多 项 式 零 点 
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9 


性 质 的 一 个 扩充 . 设 gE Cla,b](R1,2, 5) FR 
KRH Co) TELa b] ET E D AR ZR TE ,是 指 其 不 恒 
为 零 的 关于 @ 的 广义 多 项 式 


2,24 G) 


在 La,6bj] 上 至 多 有 nn 一 1 NFA KrPaG—br, 
n) 是 任意 给 定 的 实数 . 哈 尔 条 件 的 等 价 形式 是 每 个 
P(X) 都 在 La,6b5j] 上 连续 并 且 每 n TE A 
(OX), DIT), PT)) 

的 向 量 的 集合 都 线性 无 关 . 换 句 话说 , 称 函 数组 
{Ge im TE La ,oO 满 足 哈 尔 条 件 , 是 指 每 个 函数 由 (CZ) 
在 La,bj 都 连续 并 且 由 [La,6] 上 个 相 异 的 点 xix, 
ns 做 成 的 行列 式 


ACT) fx) QD, Cri) 

Q, (xr; P(X,) 9, (£2) 

Qr) pr) 9, (=, ) 
都 不 等 于 零 . 


切 比 雪夫 组 (Chebyshev system) 满足 哈 尔 条 
件 的 函数 组 . 2 8 — 4R ER C691. € Clas5 ]. F 
在 [Le ,2 上 不 恒 为 零 的 广义 多 项 式 


2,24 7) 


在 La,bj] 上 至 多 有 nn 一 1 ARAW A- Elab] 
上 的 一 个 切 比 雪夫 组 . 

马尔 可 夫 系 统 (Markov system) WEERA 
iy .Óee€cCla.s]G-1.2, 0 AA M= 
(1:959 SAVE i] BT n T 763 005959 t$) 
(2 一 2,3,…) 都 是 一 个 切 比 雪夫 组 , 则 称 M Elab] 
上 的 一 个 马尔 可 夫 系 统 . 对 于 给 定 的 正 整 数 ”借助 
于 马尔 可 夫 系 统 前 n PIC RR BJ #k FE £H A XT pR 32% BJ 38 
近 称 为 马尔 可 夫 系 统 的 逼近 . 

ORK KBE BIA (approximation by Mar- 
kov system) 见 “ 马 尔 可 夫 系 统 ”. 

交错 定理 (alternation theorem) 最 佳 通 近 广 
义 多 项 式 的 特征 刻画 . 设 6—(a):54é[a.5] EW— 
^ 9 Hm 8 X28, SEC a b] 不 是 一 个 关于 更 的 广义 
多 项 式 , 则 广义 多 项 式 


a 
是 函数 GO Ela b] EXT P 的 最 佳 逼近 广义 多 项 
式 的 充分 必要 条 件 是 ,偏差 函数 
r(z) = f(r) 一 Sara) 


Ela sb] Ep HE nti K 2848 SA BOTE Lao ] E 
ELÄ nti 个 点 z G-0.,1..0,.f818 >< x, 
Lie <a er (aj) = —r(aj_-1) (j=1,2,° sn), |r(m;) 


|= | r. jit DEK n+ 1 个 点 处 正 负 交 
蔡 地 达到 最 大 (小 ) 值 . 人 们 称 上 述 结论 为 交错 定理 ， 
对 于 代数 多 项 式 的 情形 ,这 个 定理 早 在 19 世纪 50 
年 代 已 为 切 比 雪夫 (He6prues,11. 71. ) 所 建立 . 

柯 尔 莫 哥 洛 夫 定理 (Kolmogorov theorem) 
BEI r] X £ i yÇ BJ FE E BE. 设 P= (GQ hier, 
& € Cla;5]G 1,2, n), AT /CC[a,b], KF 9 
的 广义 多 项 式 


poppe atari 


是 f 0 BEJB EIS A Pk E: X 
于 每 一 个 关于 @ 的 广义 多 项 式 


Q(x) = diag (x), 
k=} 


都 有 
max ( Cf (z) "(OR 2205 


其 中 

A,—irpmrelle;blH 

on enm opere op, 

1948 4E, f] ZR SE BE 38 XK (Konmoropos, A. H.O ÈY T 
上 述 定理 . 这 个 定理 给 出 了 一 般 情 况 下 最 佳 逼 近 广 

惟一 性 定理 (uniqueness theorem) 阐明 每 个 
连续 函数 仅 有 一 个 最 佳 逼 近 广 义 多 项 式 的 定理 . 12 
P= {p} @ € Clad]. AD a,b] É W ZR 28 
件 , 则 对 每 个 fe Cla b] RX T OS MRE x 
多 项 式 


是 惟一 的 ;在 对 每 个 SEC b] RT OS KREE 
近 广 义 多 项 式 
Zi 

KI on, DU]  TE[ a.5 ] E W8 É në ZR AS TE. 这 一 结论 
是 哈 尔 (Haar,A. ) 于 1918 年 建立 的 ,所 以 常 称 它 为 
哈 尔 惟一 性 定理 ， 

哈 尔 惟 一 性 定理 (CHaar uniqueness theorem) 
即 “ 惟 一 性 定理 ”. 

om ME — FE ZE EË (strong uniqueness theorem) 
惟一 性 定理 的 强化 . Vt PHA D= iala b] E 
Wig ARAR.Á€Clab]XP (OE f <+ OH 
RIAU MAMA WEN SARKA X 
>>0, 使 得 对 任 一 关于 多 的 广义 多 项 式 书 ,都 有 
ld EI cC esa pe y s 

弗 洛 伊 德 定理 (Freud theorem) RAHA 
子 的 连续 性 定理 . 设 p= {ah TELA. 6] EW mër 
It. SECLa, b] w f XT ONRMEMET LAM 


HAT f. Z 是 CLa,o 到 CLa,o 中 的 一 个 连续 

算 子 .不 仅 如 此 , 弗 洛 伊 德 (Freud,G. ) 在 1958 年 还 

证 明了 这 个 算 子 在 每 点 都 满足 李 普 希 茨 条 件 , 也 即 

对 于 每 个 六 ECla ,0 ,都 存在 常数 4 盖 0, 使 得 对 所 
有 的 JE Ca ,5] ,都 成 立 着 

| E 7 == f A | b 

3E 153 i VI (approximation in the mean) 


范 数 的 逼近 . 设 f(z) 在 [4,5] 上 可 积 , 称 
Ba = | ifa) lax 
为 的 工 ' 范 数 . 常 称 
= l: 


HSD Elab] ERF. 虽然 L' 范 数 对 于 较 
ClLa,b 广泛 得 多 的 一 类 函数 都 有 意义 ,但 在 函数 通 
近 论 中 的 某 些 重要 问题 都 仅 与 连续 函数 有 关 . 设 P 
是 CLa b 的 一 个 n 维 子 空间 ,f € Cla,b ],# ff #E 
q' EP 了 ,使 得 对 每 个 g€P 了 ,都 有 
| lix I Sg 

MER q' S E P 中 的 最 佳 平均 表 近 元 素 , 也 简称 f 
TE P rj A EO EM. 

i P JE CLa,b JJ f i.f €Cla.5]: RK ai 
E 忆 , 它 与 了 至 多 只 在 有 限 个 点 上 重合 , 则 9 BS 
在 PP 中 的 最 佳 平均 允 近 元 素 的 充分 必要 条 件 为 ,对 
THE] ge PBA 


b 
[asg ra) 二 


fL 


其 中 
sgn( f(x) — q^ a2) 
I (J (z) — q* (x) > 0), 
-|- ] f = g Ca) 09s 
0 (f (z) — Or) = 0). 
i P E Cla blh n $E Z B| AOBRP PR-A 
有 n( 或 更 多 ) 个 零点 的 元 素 , 则 称 P JE: Cl|a ,b ]BJ— 
个 哈 尔 子 空间 . 对 于 每 个 了 ECLa,6bj, 它 在 哈 尔 子 空 
E P 中 都 具有 惟一 的 最 佳 平 均 逼 近 元 素 . 这 是 由 杰 
T5, £k (Jackson , D. ) 所 证 明 的 定理 . ix cos 9 二 x, 则 
sin (n 0 
[C m mor De 
是 一 个 首 项 系数 为 2 的 代数 多 项 式 , 其 次 数 为 n. 可 
以 证 明 , 在 [一 1,1] 上 , 按 L' 范 数 与 0 有 最 小 偏差 ， 
或 者 说 按 L' W 2 Bz E 8 ur J 0 的 首 项 系数 为 1 的 
n 次 代数 多 项 式 是 2-"U, (x). 换言之 ,x 一 2 "U, (2) 
是 函数 z" 在 [一 1,1] 上 的 n 一 1 次 最 佳 平均 通 近 代数 
Z X. 
ae f SE 15 5B i (best approximation in mean) 
OPENB”. 
哈 尔 子 空间 (Haar subspace) 
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RA Ina ir (approximation by algebraic 
polynomials) 用 代数 多 项 式 近 似 地 表示 连续 函 
数 . id z, 为 次 数 不 高 于 的 代数 多 项 式 ao 十 aiz 
+H +a 的 全 体 , 这 里 ai(k 二 0,1,…,n) 是 实数 . 
对 于 函数 JE Cr[a,o], 称 

E,(f) = inf | £—P| 


K n 次 代数 多 项 式 对 fE[a.0] E BJ Be E38 iz fü 
( 度 ) ,也 简称 最 佳 有 逼近 . 这 里 的 下 确 界 是 能 够 达到 
的 ,并 且 只 有 一 个 次 数 不 高 于 7 的 代数 多 项 式 达 到 ， 
WER P? (了 用 ), 并 称 它 为 函数 / CRT: b] ER n 
Ux Bog T A XX. 

Be EJE ur lui (polynomials of best approxi- 
mation) JL" (CR Br". 

切 比 雪夫 定理 (Chebyshev theorem) RS 
近代 数 多 项 式 的 特征 定理 . 设 fECLa,6bj,z An 
次 代数 多 项 式 全 体 ,QEz, 则 @ 为 f 在 [a,5] 上 的 n 
次 最 佳 逼近 多 项 式 的 充分 必要 条 件 是 ,在 La,5] 上 存 
在 n+2 TS ZI< «nass 使 得 

£i) —Qo|— || — Q | 
(R=1,2,°,n + 2), 
而 且 对 于 & 王 1,2,… 7， 

F(a) — Qn) —— C Gau — QGua»). 
这 个 定理 是 18 世纪 50 年 代 由 切 比 雪夫 (JUe6pueb， 
LU. JL ) 建 立 的 .后 人 称 它 为 切 比 雪夫 定理 . 作为 其 应 
用 是 : 设 fECLa5b] P Er Ela bI EA nti 
D use ee te (EAR 

Jp) =P Gp = Can — EAR 

(k = 1,2,:,.02, 
则 
min fcm — P(xz,)| < 5x75 


1<£&=<n+ 2 


其 中 E COSE n IK TUR IRAE f WJ CE B yr fB. 

AS s (£ E (Jackson theorem) 用 函数 的 构 
ie PE Za] i Fc Ec Hog xc Të BJ Er BJ E BE. E / € C La. ]. 
w(f,6) 是 了 的 连续 性 模 ,E,(f) 是 n 次 代数 多 项 式 
对 f By EB i (A. Win 


EP) < 120| f, = 
WR JE C[la,b ]#8 r 阶 连 续 导 数 f” €Cla.b]. ABA 


: s (Ó — a) o em 
E.G) SC, nr "on — r) 
这 里 C, 是 一 个 仅 与 r+ 有 关 的 正 数 . 这 是 杰克 和 森 
(Jackson,D. ) 在 1912 年 建立 的 ,人 们 称 之 为 杰克 森 
定理 . 

伯 恩 斯 坦 不 等 式 (Bernstein inequality) 关于 
多 项 式 的 导数 估计 的 一 个 不 等 式 . 设 P, (z) E: n 次 
代数 多 项 式 , 则 在 (一 1,1) 上 ， 


HP CE s 


b 


a 


° 


max |P,(x)|. 


n 
af] 一 一 x° —]zrxl1 
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iZ t CO d n Br = $8 A Xv zÑ , WI 


lez) | < n max |t, |. 
Dezem 


上 述 两 个 不 等 式 都 称 为 伯 恩 斯 坦 不 等 式 ,它们 是 由 
{A FA Bir (Bepuurretin, C. H. ) 首 先 发 现 的 . 后 一 不 等 
式 的 一 个 重要 的 推广 形式 是 1948 年 斯 捷 奇 金 
(Creukun, C. B.) Z& E B9. Br Sl. Ul Xp F h 
€ (0, x/n]B8 


I (a) | e 


\ a 


n 


2sinnAÀ | At, | 9 


这 里 


Aj.) = 9 (C— 1 * S t,(x + kh). 
k=0 


马尔 可 夫 不 等 式 (Markov inequality) 多 项 式 
导数 在 财 区 间 上 的 整体 估计 . 若 Po) fin 次 代数 多 
项 式 , 则 在 [a,bj 上 


(PI Gil < 


2n* 
Cen 
xx E. Dy AK H| X CMapkos, A. A. ) 发 现 的 . 由 此 得 到 对 
任何 正 整 数 m —n UR 
Hp e ag < 5 cds 
e (n — m + 1)” max |P (z) n 


然而 更 精细 的 不 等 式 是 由 马尔 可 夫 的 兄弟 (MapkoB， 
B. A. ) 建 立 的 : 


| P? (x) |< 


max |P (x) |. 
QA arch 


2 n? (n? — 1?) (n?— (m—1)*) | P || 
(b— a)" (27 —1)!! 


(as ps. b). 

Bee RSX ODzjadyk inequality) 多 项 式 导 
数 的 点 态 估 计 不 等 式 . 设 w(t) TEETER, Hl w(t) E 
定义 在 L0,2] 上 有 如 下 性 质 的 阻 数 ; 当 :>0 时 ,w(t) 
—0;:0)220 而 且 是 1 AY Se ew MT tp € L0.2 ]G, 
十 ty 志 2) ,成 立 不 等 式 wo, t o C) eo (t). X. 
设 P,(zx) 是 次 数 不 高 于 的 代数 多 项 式 ,r EER. 
如 果 在 [一 1,1] 上 有 

Poo] 


7 EG 
m 
n 


n 


则 在 [一 1,1] 上 成 立 着 
a EE 


Lë Gi | SC, 


这 里 C, 是 仅 与 > 有关 的 正 数 . 这 个 不 等 式 是 贾 德 克 
(Jlaazpik,B. K. ) 于 1956 FBIM, C EB Xr ie HJ 35 
定理 研究 中 起 着 重要 作用 . 

季 曼 定理 (Timan theorem). 代数 多 项 式 通 近 
xk SE PRU IE RE HR. BE fe C[ —1,1 JB. fA ro 阶 
连续 导数 , 则 存在 一 列 次 数 不 高 于 2” 的 代数 多 项 式 
PCz)(Cz 一 1,2,…), 使 得 对 于 一 1 委 z 委 1 M nr, 
都 有 


| f x2— P.C] 


pi of fo, HE ED 
KB of ORS GO B E ZETETR C. 是 仅 与 + 有 
X BJ iE 2. 这 个 定理 是 季 曼 (Tuvan,A. 0. ) F 1951 
PEN 38 e PR OU 2: RE EE , “= EIU BE 
Xe 2 BR CEA] TE XE 38 Tse" gi — zF B T 
论说 明 ,(1) 中 的 连续 性 模 可 以 用 不 阶 光 滑 模 代替 ， 
这 是 一 个 方面 的 发 展 . 另 一 方面 是 (1) 中 的 
lcm 
n 

[J J (1 — 2?) /n RE. 这 是 可 本 高 斯 Conenrays, 
Jl. E. ) 于 1967 年 得 到 的 结果 . 

代数 多 项 式 和 逼近 的 逆 定 理 (inverse theorems of 
approximation by algebraic polynomials) 由 远近 
阶 推出 函数 构造 性 质 的 定理 . 设 jECL 一 1,1j,w() 
是 连续 性 模 , 即 上 >0 Bo) > 0,0) 20 是 上 的 增 
PR RC. m Datt, +e.) Se (D +o.) OSK tt + 
t2 都 成 立 . 若 存 在 整数 r> 0 以 及 代数 多 项 式 序 
列 (P o RP P,(Cz) 的 次 数 不 高 于 ”使 得 在 
[一 1,1] 上 成 立 着 

|/ G) — P, (=) | 


«c. V ] — z 
n 


1 
T 


=o? Kë 
«[XL— d 


MJ f(x) 在 [一 1,1] 上 有 rx 阶 
t€ (0,1/2), 有 


Cal C du (r = 0), 
A h. | 
c, | Sa + | Pay (r2 0), 
这 里 /% = f, E r> 时 ,还 应 假设 
! w(u) 
| 2 du <+ oco. 


fr w(u)-—u'(0cac1),Wocf/"?,0xC,..t^. 这 方面 

WJ T fE R: ER (Tuman, A. 0. 0 J- 1957 年 开始 的 . 上 

mH C, 与 C..., 都 是 仅 与 其 下 角 标 有 关 的 正 数 . 
有 polynomial) 形 如 


LG) = S Yes kx + b,sin Ez) 


E 0,1, 22,5, (&— 1,2, 
…,7) 为 实数 ,倘若 as. 不 全 为 零 , 则 称 为 此 三 角 
多 项 式 的 阶 数 . tn eee KPLZ XX 


cos kx = I (e Le, 


导数 ,而 且 对 


sin kx — 7, (e! e"), 
RT ELE 6, Cr2 53 pk. 
ED yee 


n 阶 三 角 多 项 i 式 在 长 为 2x 的 半 开 区 间 中 最 多 只 US 


2n 个 零点 . EPI n Br = ff £ i sk fE K ON 22 的 半 
JF EX IR] FF. 2n+1 个 相 异 的 点 上 取 值 相同 , 则 它们 
完全 相同 . 关于 在世 中 的 范 数 , 尼 科 利 斯 基 
C(Huko/rsckui ,C. M. 2 & v. f Un F WJ SENI Ip 
< p'< d oo , I 


1 1 
lz. ae < Qu)? AEZ 


|z, | < TAPAS 
xH |; |, == lz, | c. 

车 vv 是正 整 数 ,z; E RAE =0,1,2,- m, 
MEE 是 仅 与 足 码 有 关 的 复数 , 则 称 


iCk z TËz, + ER Ee 


ES Ci ds docet 
E sk s< 
为 关于 变量 a ym 的 相应 为 Vj s 12 > ° WE br AY . 


三 角 多 项 式 . 

= f8 £ IN Xt BIE (approximation by trigono- 
metric polynomials) WM= £M xal ur AAW 2n 
的 连续 函数 . i. T, AAA T n 的 三 角 多 项 式 


F C) == > 十 2 (a, cos &x + b,sin Br) 


"v" C ume Zare 
3, …,n) 都 是 实数 . 设 S € C,, , F 
Ex (f= inf | f — 6] 


An 阶 三 角 多 项 GU /的 最 佳 通 近 信 ( 度 ) ,简称 最 
FE xr. 这 个 下 确 界 是 能 够 达到 的 ,并 且 只 有 一 个 阶 
BaF 的 三 角 多 项 式 达 到 , 记 为 ti (O), W PR E 
为 函数 的 n BY Be FE UE = A BN. 对 于 f € C,, K 
IESE AX nt € T, Æ f H3 n Bri Ë 18 OE — ffl S 
的 特征 是 :在 L0,27) 中 存在 Zn-r2 个 点 m te 
rss E | fC) —t, (an) |= || ft, ||. Wi B. 
PQQ) 1 ay = — (f Gee) b. Ga) 

(k = 1,2,.:,2n + 1). 
xxr i6 A f Bz EB AERA FF AE. AI] 
亦 称 它 为 切 比 雪夫 定理 . 其 应 用 之 一 是 : 设 CC 
nET EELO, 20 HE 2n 2 EE 
Lon CE 

f (x1) — t,(z,) 一 一 


n) b; (= 1.2, 


(f Cra) = Gas 
则 
E; (J) = = min |f Gi) 
ay [£38 yr es Ji x (trigonometric polynomi- 
als of best approximation) JL" — ff Js ilr". 
= f8 £ Imi I BJ E ZE JE (direct theorems of 
approximation bytrigonometric polynomials) JR 
称 杰 克 森 型 定理 . HH p CSI FJ 2 FE a Za] Se Hol 
UT [B We oe T AE B9 EE BJ E FE. SZ f € Cu. k JE IE E 
£V, M| n 阶 三 角 多 项 式 对 f Bud Em xr f 


E; CO < G| f. 


= t EA 


(n = 1,2,°%*), 
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其 中 C, EDS k 8 RH IER oo, (f OF f BJ k BT 
光滑 模 . 这 个 结论 在 =1 FF, RRR EB. R1 
时 是 斯 捷 奇 金 (CCreaknH,C. E. ) 于 1951 年 建立 的 . 对 
于 可 微分 函数 还 有 进一步 的 结论 : 若 r 宇 1,fECzx 有 
r 阶 连续 导数 f(x), 则 存在 仅 与 r+ 有 关 的 正 数 C,, 
使 得 


Nä 995 
Ei CÓ < Gi — EE: KE 


杰克 森 型 定理 (Jackson-type theorem) 
ffl £ Thi yK UE BJ F E EE”. 

三 角 多 项 式 逼 近 的 逆 定 理 (inverse theorems of 
approximation by trigonometric polynomials) 由 
最 佳 和 逼近 值 收 敛 于 零 的 速度 刻画 函数 的 性 质 的 定 
JE. 设 1/€ Czr,k 为 正 整 数 , 则 函数 了 的 & 阶 光滑 模 
适合 如 下 不 等 式 


nl 5l ES Se CED E JI 
APC OOMG RAR. Ar fr fE E E r, E 8 
5n E; (f) <+ œ, 


则 函数 了 上 有 > 阶 连续 导数 ,并 且 存 在 仅 与 > 8 XB 
C,250, (HRT 2 之 1, 有 
ER 


即 “三 


+ >] RTE). 
k=n+} 


ZH i Et BT HE AT £: (Creuxug, C. B. ) 于 1951 年 建 
,其 特殊 情况 ,之 0 是 整数 ,0 二 a 过 1, 由 


të = 


可 推出 fO € Lipa. X E: H 1Å A ET JH (Eepuurreñn, C. 
H. ) Bi ^E S Sr E]. Br À J E RS ZE EE S (A FL Ur JH 38 
定理 . 上 述 定 理 在 ==1 时 是 不 成 立 的 , 亦 即 从 


EC 


推 不 出 f € Lip 1. 1945 4E, Ze f Z9 CZygmund , A. ) 
证 明 此 时 有 EZ, MFE M> 0. fX E— h, 
ieee) E eae) = Mal 
反之 也 成 立 . 于 是 E* (了 )= 二 0O(1/n) 的 充分 必要 条 件 
是 o, Cf ,0) —OCGD , BI f 是 亚 光滑 的 .不 仅 如 此 ,还 
A E; C 二 0o0(1/n) 的 充分 必要 条 件 是 w(f,0) = 
0(6), 即 f£ 是 光滑 的 ， 
伯 恩 斯 坦 型 定理 (Bernstein-type theorem) 
BO = ffi £ m is yr m xg EU. 
SUE R (equivalent relations) JA HA PR 24 Z 
[BJ "P eR 2C B TI Zh FE 53 R: Bx Hal m BE A BJ < # HZ 
4Qu)2»0d& [0.1] F BJ JH e Be. (00 = 0. SI 
论 中 的 一 个 重要 问题 是 :如 果 fE€EC:, 那 么 对 于 怎样 
的 o. E; (了 ) 二 OCy(n ')) 等 价 于 
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<= (n = E. 


wl fish) =O) )? 
1& #E Bir AE CJlosuucxun,C. M. ) E Ẹ (Bapu , H. K. 2, 斯 
E áf £ (Creukun, C. B. ) 20 世纪 50 年 代 给 出 了 这 
个 问题 的 回答 .他们 指出 ;车 存在 正 整 数 & 和 常数 C 
>1, 1848 


(ct) 
| =. lim inf "o x lim sup 一 一 一 一 


my 4 jee r 阶 连续 导数 时 ,下 列 关 系 是 等 价 的 : 
E; (f?) = O| on™) Ee 
On, CÁO ,£) = OQU90)) 6G —0,1,2, 7, 7). 

+ gp eh $Ç iB Xr (approximation of conjugate 
function) Hj PR ZB iB jr Peso fi HA He PR CR 
i xr PEA. Se TELC 

DES > (a, cos bx + b,sin bx) 
REM, 如 果 
一 Y (b,cos bx — a,sin Ax) 
是 某 一 函数 了 (zx) 的 储 里 叶 级 数 , 则 称 了 为 f SESE 
函数 . 熟知 f € Lipa(0 二 a 二 1) 等 价 于 了 ELipa. 人 
们 关心 的 是 用 不 高 于 nn 阶 的 三 角 多 项 式 对 f 的 最 住 
1& xz fA KA SE p E Eo r Ë EZ PWS. 
HEBES E (Creuxun, C. B. ) 的 深刻 结论 是 : 设 SEC. 
p 是 整数 ,和 
2n PAB Cp) e es 

则 7 € C,,# r 阶 连 车 续 导 数 , 且 

E; FO) «& C,[ (n + YES) 


SE A}, 
其 中 C0 仅 与 有 关 . WHR CZygmund , A. ) 还 发 
现 了 一 个 特别 的 结果 ,者 f € C,., M| f € Lip 1 的 充 


分 必要 条 件 是 
l2, 0 -了 | = o| Hi ; 
HPT DETO n Erf H Z RI. 
值得 提 及 的 是 LL >11) Price Se wae 


近 是 失去 必要 的 . 因为 熟知 的 里 斯 定理 说 明了 这 一 
点 . 里 斯 定理 断言 : 若 f € ZL 加 (1), 则 


[Fw hdr SM [fe laz, 


R'PM,01X5»8-X. 

L? 度量 下 的 逼近 (approximation in L metric) 
函数 类 L^ rn B — ABI. 设 wGOdésE X. fel a.o] E 
Bj AY M PRA oo (72220. | 

[wada 1505 


则 称 vo Cr) d [a b] EBS MAM 83k. 对 于 La,5j 上 的 


TNS wlr), L La b] 73 XE XE [a 6 ] E i 
足 条 件 


| ere doa Sd die uas 


Din Meer 的 全 体 , 这 里 pO 是 给 定 的 正 数 . 设 
@% + ttt, RE L^la.b F H RENK PR AA saos ai 
à; tà, 是 任意 给 定 的 实数 ,人 们 常 讨论 用 其 线性 


组 合 


S (2) == 


Saa 
KEAR fe LsLa,6bj], 并 用 
| | f(x) — S, (x) |?2*u(z)d= 

表示 其 逼近 偏差 . #F X #h 18 IA TE LL SEP Bd 
W. 特别 在 vw (>) —1 时 ,就 简称 L^ 度量 下 的 过 近 . 

L' EME Hj (approximation in L? metric) 
eM v OAH LZ BER F Bg T. 2 AN 
论 用 代数 多 项 式 在 L^ BER F wt L^ 中 的 函数 .在 
周期 函数 的 情形 ,讨论 用 三 角 多 项 式 在 L^ BE EE F 1 
yr Z 灵 中 的 函数 . 意 即 对 于 fE 7 如 ,考虑 用 三 角 多 项 


2T I 
(Lan — (Go rdz 


AN H £O VE CC LES F eM 
而 建立 类 似 于 CaF Bu rH. 
平方 珊 近 (LL*-approximation) Li, BR F Bui 

XE. WE wr [a,b] ERJ— S NCC 0 Lš a,b]2J 
定义 在 La,b5] 上 的 且 满 足 条 件 

NI (an (dx <+ co 
Ay np jl eg ACD A Ae. dE GGG Rob 
中 的 线性 无 关 组 ,对 于 任意 给 定 的 实数 组 {ai)x-。, 记 

S, (z) = 21a). 

对 于 f€ Li[a.5].FH 

| [| 


表示 S, (20) E Lola b ]BE 8 PME f Buil yr 25 , 2 Fh 
逼近 常 称 为 平方 逼近 . 对 于 每 一 个 JE Lula ,oO ,都 
有 惟一 的 S* (zx) 实现 对 f B se RESP 77 o8 yr , El 


Í. FCG = Si Ce) Fats 
= min | | f (e) — E AE TEE 


ay k—0,1,2, "= n a 
其 特征 是 BEE =S, (z) 与 每 个 o Ck — 0,1, 2) 都 


关于 权 wc) EE tb Bl 
b 
| Gia 8 Ye Ae 
(k — 0,1,*` n). 


倘若 o 是 关于 权 wr) Ela b] EPI PP 1E 2 85 , Bt 
f =) I d FE SE 7; i i 26 S; (z) MB f (z) X + 
(ota-o HIE H HT F TT zÀ , BI 

So Na), 


k=0 


S (2) = 
其 中 
b b 
Cf) = | f Go GXwoodz[ | g Cr)wG)dz, 


HRONA SAT (pik HB np AR. 
IS UP, GO HeLa b] EXT RAM w(xz) 的 
规范 的 正 交 多 项 式 系 (参见 “ 正 交 多 项 式 ”). 对 于 
JE LsLa,6j, 称 


Cre [FDP GowGodz (k = 0,1.) 
Ay SKF P,CG))2 Á BJ S E np ZR V Sr 
S,(f,z) = Ze COP, G) 
为 f BJ n E SENI, 它 是 fF Ca) BJ n IK ig Hor 758 
近 多 项 式 , 而 且 最 佳 平方 逼近 值 为 > Ci OD ,也 即 


min [ | f(r) — S,CQO | ^wCGo) dx 
ay rR=Osl tran a 


| Br ER 


> HOD 


k=n+1 


其 中 Sa) = DaPs(2). 此 时 n—0oll N 


>) Cif) 0. 


k=n+]1 


虽然 在 CLa,bj 中 的 情况 下 ,S,《f DRDLR 
对 f A — Bow. Bl f€ CLa,6j 不 能 保证 
max |f (z) — S,Cf,x2| > 0 (n — œ), 


但 是 ， 此 时 对 CL[a ,b ]rP BJ — RRK SCS 528 
是 个 很 好 的 逼近 工具 . 

IE 3 & WX (orthogonal polynomials) 由 代 
数 多 项 式 构成 的 正 交 函数 系 的 通称 . 设 w(x) 是 [La， 
bl] EB — TAL PRR. BI w(xz) 宇 0 R. 


| wr)dz > 0. 
UR E V XELa.5] E BJ ul ea f (>) 5 g (x) 满足 
| f@e@w@de E 


WWE ETE Le FIER FA PRR wr) EEH. ic 


b 
p= | r"uw(r)dz, 


Ho £4 i Hn 
A: = Hy Zi: Pi 
Hn Dat: H2 
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Ho Zi LEE 1 
eee 5 M ái 

ee Ei #2 H 
fn [2E P22—1 a 


lp, E n KERR, mE (p o PEREAT 
项 式 在 [a,b5] 上 关于 权 函 数 zo (z) E IE ZH. AMT 
Ups La bl FE £ T BUS w(x) 的 正 交 多 项 式 
系 . 又 记 


l Ditta 


N AA 


P (x) = 


则 有 
办 
| b. GO b, GO God =] »—0,1,2,:-). 


FRU V La bl EXT BURG GO MI IE 26 89 £ 
项 式 系 . 如果 认定 ó, (z) BS B JM # £N IE B3. MH 
(P, code H AV PR Ho Cx HE — 968 EA. 倘若 再 记 


Zum 
DICT = APO), 


M 5, (zx) 的 首 项 系数 为 1, 并 有 如 下 的 递 推 公 式 
Pie = (x cC €, 15) Puoi Cx) NE Aca CE). 
这 里 A xo Ae AS 
b 


b 
n s Em J rpo wada] | Pny (z)eo (z)d<x. 


应 当 指 出 , 任 给 一 个 次 代数 多 项 式 都 可 以 表 
成 pbi GO p Cx urn ,p(x) 的 线性 组 合 ,而 p, (x) 在 
[a,b 中 有 个 零点 ,并 且 p,(zx) 的 两 个 相 邻 零点 之 
间 必 有 pi ODDE. 

正 交 多 项 式 系 (orthogonal system of polyno- 
mials)  W"ipaz m. 

X SE TE XS £ IW x3 Corthonormal systems of 
polynomials) 见 “ 正 交 多 项 式 ”. 

雅 可 比 多 项 式 (Jacobi polynomials) 在 [一 1， 
1] 上 关于 权 zw(z) 一 (1 一 z) (1 十 z) WERL TR. 
B a—1,82—1,i8|—1.1] EXT RAR 

wir) = (0 — xY(G-c 2)? 

DI IESE £ Ji zÉ # UP Gm. RICP IA n 
阶 雅 可 比 多 项 式 . 此 时 有 表达 式 


` l d" LG? 一 1)"wxr) | 


n12" w(x) da" 
(n = 0,1,.…). 

FAD Eo SLT TE CREEP GO o CARER 

at Btn t1 


get b+ 


SCG?) = 


J ve 


Gi + DEG + B + n + 1) H 


(a. f) 
[p rel s. 


如 记 


Jue (x) = Ca SR B EH n 十 1) n 


CR AE (a, B) 
LCa | 8 | 2n | BL n1J; (x), 
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则 有 递 推 公式 
IOC) = Gag) OO Aa SG), 
其 中 


_ ET: 
TEE arpe On + 2) Ck EB 2c D 


i sr Diem a E, 
pus (a + B+ 2n + 1) 


l Ce PF 8 Ln FDEN 
(a+ B + 2n + 2?* Ca + B+ 2n + 3) 

J 中 (Xx) 是 个 n 次 代数 多 项 式 , 它 在 (一 1,1) 中 及 n 
个 零点 . 人 们 常 取 这 个 零点 作为 插值 结 点 . 

勒 让 德 多 项 式 (Legendre polynomials) oz 
= 0 WY AY HE A H A&M. 在 [一 1,1] 上 关于 权 
w(x) 三 1 的 正 交 多 项 式 系 {X,(x))o 称 为 勒 让 德 多 
项 式 系 . X, GB Kik sk 


X (2) 二 | cz +7 /] — x*cos 0)"d0 
0 


(ope ase 9 

(参见 “ 雅 可 比 多 项 式 ”). ERR X, (>) A n Br ib e 
多 项 式 . 

切 比 雪夫 多 项 式 (Chebyshev polynomials) a 
=B=—1/2 的 雅 可 比 多 项 式 . 在 [一 1,11] 上 关于 权 

] 
JÁ1-— x 
BJ IE A £ I SK # CD, GEO y> Á #K 28 UJ EC 8 SAN 
AR. 此 时 有 表达 去 

T,(xr) = cosn(arccos zx) (— 1 < z < 1). 
BRT, (z) A n Br UJ I, š REAR, 8 Bf , dU ER 
T.) n 阶 第 一 类 切 比 雪夫 多 项 式 .7T,(x) 是 n 次 
多 项 式 , 它 的 零点 是 

Lin COS ak — l 
2n 

(ze 是 插值 逼近 中 常用 的 结 点 .7(z) 还 有 一 些 
: m Pe PE: RO | T, | —1.m d T | Sn. X Hl 
2 “7T,(Xx) 是 在 [一 1,1] 上 首 项 系数 为 1 的 与 0 d 
小 偏差 的 n 次 代数 多 项 式 , 也 即 对 于 任何 次 代数 
多 项 式 


(— ] < z < ]) 


wlr) = 


X (k = 1525*5*3713. 


n—] 


PG) = 2" + Mas 


k= 0 


都 有 
max (2 4 (2 | < max IG») |. 
EES r<! 


EES a 


HAZ ÆL—1, l1] ENEE A (z) EE 
二 x 的 n— 1 REAR AK, FE Be EE Ë j (B 
J E,()= 2 ". 5 (CBR) H RB UA A XT 
应 ,人 们 称 


EE 


SE up 
为 第 二 类 切 比 雪夫 多 项 式 , 它 是 a 二 B= 二 1/2 时 的 雅 


(— ] < = < 1) 


可 比 多 项 式 , 而 U, (zx) 是 n 次 代数 多 项 式 ， 
(U,GO)zjdéTEL— 1,1] EX T£ M1 一 xz 的 正 交 多 
项 式 系 ,U,(zx) 的 零点 亦 常 作为 插值 结 点 . 当然 ,人 
{th AU, (WE nom 


—R (b ==] 25,**,n), 


再 添加 xo 1, 2,45 —1 作为 插值 的 结 点 组 . 

第 一 类 切 比 雪夫 多 项 式 (Chebyshev polynomi- 
al of first kind) 见 " 切 比 雪夫 多 项 式 ” 

第 二 类 切 比 雪夫 多 项 式 (Chebyshev polynomi- 
al of second kind) 见 “ 切 比 雪夫 多 项 式 ” 

立 盖 尔 多 项 式 (Laguerre polynomials) 指 
[0, 4-09) EXT BOR Cw (a) =e “的 正 交 多 项 式 . 
Ww(r) =e 一 (0 委 z< 十 ce), 称 L0, 十 ce) 上 关于 权 
PK Rw (x) HY IE 28 £ LA (L, (z) i-o Eu TR £ 
项 式 系 , 而 称 L,(x) 为 n 阶 拉 盖 尔 多 项 式 , 它 有 表达 
式 


X} = COS 


d" Ho t 
dz Ee 7). 


L, (x) En 次 代数 多 项 式 ,其 首 项 系数 为 (一 1)". 因 
此 ,相应 的 规范 正 交 系 {L, (x)) 总 ,与 首 项 系数 为 1 
BS IE AE # UL, Cx) 7 RASA 


L,(x)-—e* 


Las = JI e 54 
L(x) = (一 D” L, (x), 
而 且 
L... (a) = (z — 2n — 3)L,, — (n + 1YZ,(G). 


Hn SB Ath HELO, +00) >, AF d fB iB XE tH BJ 
结 点 . 

埃 尔 米 特 多 项 式 (Hermite polynomials) 在 
[0, 十 co) 上 关于 权 函 数 w(z) 一 e 7 的 正 交 多 项 式 . 
ju 


H,(x)— e fe ; 
H,(x)— ED Hj, 
2"np4 x 
1 n 
H (z)= | — 5] JL Gy, 


则 (H, Cr) Zo BI, too) E 3€ B BM z (z) 
-的 正 交 多 项 式 系 , (A, (z))2 4200, too) FE 
Ar Beta) =e * MPMI IE SE ARA. H, (zx) 是 
首 项 系数 为 1 的 n 次 代数 多 项 式 , 而 且 
HG) = zu GO) — LÁ B, o. 
WRLH, CX) is elcid ee 


Hn BRI KATA, CEO +00) AA n hE 
点 ,常用 作 插值 逼近 中 的 结 点 . 


埃 尔 米 特 多 项 式 系 (system of Hermite polyno- 
mials) 见 “ 埃 尔 米 特 多 项 式 ”. 

哈 尔 正 交 系 (Haar orthogonal system) I ZK 
(Haar,A. ) 于 1910 年 所 建立 的 一 个 正 交 函数 系 . 定 
X. 

xz (z#)=1 (0<<x=<1), 


a == D 


—] (<<. 
对 于 正 整 数 m MI än, 
1 
Jom bai SC 
Lil 
z9(r)-4— v2" a di 
2” E 
l 
ó `... 
SER lsle2"53 
在 (0,1) 的 其 他 点 上 ,定义 z; (C+) Ze Atk ËR BJ 
算术 平均 值 . MEM cP C0) xiPOOTECO,1/2"*)) 
AYA XPOExPGOfEO-1/27!,1)8ffü. 
你 xs GUB rer, XAPBMENLD.1)ERJ—T 
完备 的 规范 正 交 系 , 称 为 哈 尔 正 交 系 .对 于 
f€ L[0,1], gr 


Cx (x) gi S Y cos Cz) 


m=0 k—]1 


为 jz) 的 哈 尔 展 开 式 ,也 称 为 f Cc) RF SIR # AY 
傅 里 叶 级 数 , 这 里 


CS | faa? ada. 
0 


f(z) 的 哈 尔 展 开 式 不 仅 在 L0,1j 上 几乎 处 处 收敛 于 
f) MEE f(x) 的 连续 点 上 一 定 收 钱 于 f (z). 此 
收敛 于 f(x). 

IEA ERX n, W n=” HROS"), HK 


E EEDI AIE 


r=0 j=l 


S, CF my = 


+ beu» 
为 jz) 的 哈 尔 展开 式 的 第 n 部 分 和 . S,(f ,x) 是 一 


#hig LA. # f€ C[0,1], 10 e (f 00 7g f Ca) BJ EË 
BE HERR , W| fF E HE OC 0 , (EE 


SUP, |f Ge) — S, (fsx) | < Ceo| f, — zl 


ER A% (Haar function) JL" ne KR IF ë A. 
E Z BZ JF zÇ (Haar expansion) M “R ¿K IE 
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AB ZU. 

KAR Ht IEE (Walsh orthogonal system) fi 
# L d OR PA R I0) SE HL. id Un Cr) aco AES jh 
AR IE 36 FRCS WL AS # al A OP BB) “ hz L k R eR 
数 系 ”), 即 


r,(x) = signsin tie 
(Oc as nes"). 
EX W .G(z)=1(0<x<1). 对 于 正 整 数 n, E — Zk 
Jr BRIN FE n—2^ 4-25 - E25 0c b RI, 
这 里 8,250 是 整数 , 则 定义 
W,(z) = r, Orr Tr Cr) (0 < z < 1). 

BR W, Cr) K AR F BC mër W, GO LL IK IR ÍT 
正 交 系 . 沃 尔 什 正 交 系 是 由 美国 数学 家 沃 尔 什 
(Walsh,J. L.) F 1923 年 建立 的 , 它 不 仅 在 [0,1jJ 上 
是 规范 的 正 交集 ,而 且 在 L*[0,1j 中 是 完备 的 . 此 
外 ,对 于 任何 f€ LL0.1] WRIT &—0.1, ,都 有 


| SOW de — 0, 


则 f(r) ZELO.1 JE JLAP AER AE T AR. 
沃 尔 什 正 交 系 与 哈 尔 正 交 系 xS (z) ro (z), 
2 (x) (m= 15250 ,一 1,2, ,2") 有 如 下 的 关系 : 
Cr Ws CW 
ES 
oo 
EM 
/2 
一 般 的 关系 是 由 归纳 法 给 出 的 . 如 果 记 
2"—1 
7g 22 ak Won 
(b = 1,2,::,2" 5, 
其 中 at = +1,B 


(W(x) + Wir), 


Fa) = 


(W(x) LS Wir). 


qiue) 


Ë 
a (a) E 


g(a) = 


i iss quo ds 20% 
其 中 矩阵 (Co 入) 是 用 如 下 方法 得 到 的 :依次 将 
(ai 1-17 BRE RUP BO" 98 2" 
行 的 矩阵 , 它 恰 好 是 (ai ) 的 左 半 个 . Ra EA 
延伸 2^ ' 列 ,延伸 的 奇数 行 就 是 左 半 和 矩阵 的 奇数 行 ， 
延伸 的 侦 数 行 就 是 左 半 和 矩阵 的 偶数 行 的 相反 符号 . 
例如 

(1) xa SES 

a= a 
ni 
de dm e cap 
We at se uem 
|. E d 
+ 
X 


(ag?) = 


十 一 一 十 
人 们 又 称 上 述 定义 的 沃 尔 什 正 交 系 为 按 上 自然 序 
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排列 的 : 
W,Cr), WG), Wolo), oe, WC). 
在 工程 上 为 了 应 用 方便 ,还 有 一 种 列 率 序 排列 的 . 对 
集 {0,1} 引 入 伪 加 运算 (如 
图 所 示 ): 
omo0=0, 
o@1=1, 
1090-1. 
1091-0. 
一 个 正 整 数 n WEK 


NAE 


Hn — Kä ae 


j=—-N+4+1 
WU ER -wti manger ttt sma 09) 为 n 的 二 进 代 码 . 约 
AE n vc HJ ER 

(o vn A mt NS NA ae non a) 
为 n 的 格雷 代码 ,相应 的 二 进位 表示 的 数 是 
ES (n; ia, 22 °, 


j2—N41 


定义 Wal, Cz) = Wom (z) (n = 0,1, =+), FR 
Wal; (z) ,Wals (z), + Wal, x2, 28 9 S FE BJ TK 
尔 什 正 交 系 . (Wal, Cx2 5-9 BABE LL0,1j 中 的 
规范 且 完 备 的 正 交 系 , 而 且 它 与 三 角 函 数 系 有 看 更 
相似 的 性 质 . 例如 有 Wal, CXOWal; Cx) —Walig; Cr), 
这 里 ROI 的 含义 是 设 & 和 7 了 有 二 进位 表示 


G (m) = 


0 0 
Ku UN past dem D aG 

oN GNA 

则 
0 
ROi= DD («08B8227. 
v=—N+] 
沃 尔 什 函数 (Walsh function) IW“ X /R fF IE AE 

A”, 


格雷 代码 (Gray code) 见 “ 沃 尔 什 正 交 系 ” 

沃 尔 什 逼近 (Walsh approximation) ZK {Tt 
正 交 系 中 函数 线性 组 合 的 允 近 . BW, C pro TK 
尔 什 正 交 系 ( 参 见 “ 沃 尔 什 正 交 系 ”). 对 于 
fccC[0,1]s8k f€ L'[0,1], 人们 首先 考虑 展开 f(x) 
为 沃 尔 什 - 傅 里 叶 级 数 


xÇ | | 
SG COW.G) (An = | few, adz 


B W SPE , EA BG Mo CECI BB 27 #l 
S.C) = > COW O) 


k=0 


对 f(D CLo0.1 ]RE RR L’L0,1J<q<t+o) RE 
BL Fg XE TES. 其 次 是 对 于 任意 给 定 的 数 ( 实 的 或 
复 的 )ao,al,*…… sa) ES 


n—] 
L, (x7) mE Saw, (>) 


k=0 


Ain 阶 沃 尔 什 和 多项式 , 记 其 全 体 为 7,; 设 
f€L[0,1] a < q <+ œ), 
考虑 用 了 7, "PRUTEL'LO.1]89 EB FB r f. Hid 
EC inf a tus 


这 里 
PAL (| ey las. 


易 知 当 n— ooh, E, (f) HRS pk ^b CST 2E. 与 三 角 
2 Jo e TRU ER RIEA PAM KD MOE 
n 阶 沃 尔 什 多 项 式 对 函数 PY EIR E, (f MCN 
于 零 的 速度 与 图 数 f(x) 的 构造 性 之 间 的 关系 ,诸如 
三 角 多 项 式 并 近 的 正定 理 与 道 定理 等 ,也 已 为 人 们 
所 建立 . 20 世纪 80 年 代 以 来 ,这 方面 的 研究 颇 受 人 
们 重视 . 

上 面 介 绍 的 沃 尔 什 正 交 系 是 从 二 进位 表示 出 发 
的 . 对 于 任何 正 整数 p> 2 JR RT JA p 进位 出 发 ,建立 
新 的 沃 尔 什 正 交 系 .只 是 此 时 对 于 函数 的 诸如 连续 、 
可 徽 以 及 李 普 硕 菊 条 件 等 的 定义 都 应 适当 改变 . 此 
外 ,也 已 有 人 研究 多 元 的 沃 尔 什 函数 系 . 这 些 理论 在 
信息 论 .线性 系统 .通讯 等 方面 已 有 或 将 有 广泛 的 应 
用 . FRAT F ABOCA AY PR RAR TT IEC AAT 
H Se — ffl PR AA EU XC] TE BE. 

i OR AT & IN CWalsh polynomial) 
tI". 

£k TES iB (approximation by linear opera- 
tors) ”网 数 逼近 论 的 一 个 重要 组 成 部 分 . Lled] 
C [a,b], L Æ C[a.5] 8] CLc.d ] B3 R F: S FT, 
f€Cla.b], id L (f) Æ A x€ [ed] &b B5 AA 
L(f,z),#|[c,d] E IL (f 2098 f (z) ËJ B XE Er > £X 
TESET- iR. AER T JE Xr BE PROB rie m — 
个 重要 分 文 . 其 原因 大 致 是 线性 关系 简明 ,线性 算 子 
RA SD Pa. II Ax DEB YT £ Y zÀ ES 48 B YT PR CS 
间 一 般 又 不 具有 线性 关系 . LRL PR CEA] R CC RJ 
部 分 和 、 传 里 叶 级 数 的 部 分 和 及 其 种 种 平均 、 种 种 插 
Palio s S í 一 般 地 ,假设 六 
是 一 个 函数 空间 (例如 C,L” SEO, (L, E X 到 其 自 
号 的 一 个 线性 算 子 序列 ,在 考虑 用 LN fex 
BF, SCOTS BJ EE n— coll , L, (f ) E: dd h XX 
收敛 于 f, RK EE EACUS J w FE 5 al Xr FEF 

| f — Got, 

[8] BS < AA , X 18 dr JE 38 cp UC SX FE XE EË GELT IS IE XE. 
理 与 逆 定 理 来 实现 的 .但 是 ,对 于 某 些 线性 算 子 来 
说 ,其 逼近 度 是 有 限制 的 , 即 不 会 因 男 数 性 质 好 而 增 
WA ELER. 因此 ,人 研究 具体 算 子 的 允 近 功能 也 是 
一 个 重要 的 问题 . 

Con PAY ta FN FE (saturation in Ca) 周期 函数 
空间 中 线性 算 子 逼近 的 一 个 属性 . 设 有 CoB Coi) 


见 “ 沃 尔 


一 个 线性 算 子 序列 {ZL,}%21, 如 果 有 一 个 收敛 于 零 的 
正 数列 {9,) 守 :使 得 
L. Æ f€ Cx, 则 当 且 仅 当 上 了 是 常数 时 
|f ee EIC es 
D NK sa 
2. 存在 不 恒 等 于 常数 的 函数 fo € Con» 1845 
| fo — Lafo Hc, = OA); 
则 称 {Li) 这 1! 是 饱和 的 ,其 饱和 阶 为 (8) 交 1, 又 称 满 
足 条 件 2 的 函数 fo BER SK ULL ILS BS TUR 
类 . 这 里 上 fo 一 L,(fo) Ic, =O(@,) NE MARES 
n 无 关 的 正 数 M ,使 得 | 
| fo — LCD le, < Mg. 


By 38 Vr Et (optimal degree of approximation) 
见 “Cz: 中 的 饱和 性 ”. 

CLa,b] 中 的 饱和 性 (saturation in C[a.^ D H 
区 间 上 连续 函数 空间 中 线性 算 子 逼近 的 一 个 属性 . 
W (Lre Æ Cla, b] A) Cle, d ] MARE TIFA, 
La 5 ]C [c,d ]. WR EE Led] E— tk Sk T EA 
TE (c, d ) P J& TE BJ ER RUF alen, DI K E 2 
T CL) fi $3 

1. SARS SET, BÉ 

lim "| JG) TL | = 

Or) 
2. 存在 函数 fo € Cla ,oj ,使 得 f. & T (LDIF R. 
(GE) — Lf osx 

| = a -| = 0%, 
则 称 (L, ÆLcsd] E Æ NRR. 5$ #K (o, G2 28 
(Ly dre A As TL SAA UL) e BA 
平凡 类 与 饱和 类 ,这 里 S(L,) 是 符合 上 述 条 件 2 的 
图 数 的 全 体 . 而 条 件 1 和 2 中 范 数 | 外。 | 一 般 是 指 
Lc,dj 中 的 上 确 界 ,而 当 PCz) 在 区 间 [c,d 的 端点 处 
的 值 为 零 时 , 则 理解 为 开 区 间 (c,d) 中 的 上 确 界 . 

正 线 性 算 子 逼近 (approximation by positive 
linear operators) —2& 45$ MEEN. fe C[a.5], 
TIR XE— Ur € a.b ERA f(a) 2:0. Mid 20. 3 L 
是 CLa ,bj 到 CLc,adj 的 线性 算 子 ,Lc,djCC[a,bj, 如 
Ap f=0 8 L(/)20,MWJ#ç L AIEZETESET. 此 
时 ALOA DELcd ] F Bi f(x) 称 为 正 线 性 算 子 
i yr. 设 L, 是 CLa,bj] 到 CLc,dj 的 正 线 性 算 子 ， 
Led ]C [a6], 如果 对 于 JE C[a.5]. L.C BE<n 
次 代数 多 项 式 , 那 么 L, KA n 阶 正 多 项 式 算 子 .用 
这 种 算 子 在 tc,dgj 上 逼近 函数 ,其 临界 阶 是 DO(z °). 
事实 上 , 记 f(x) 二 x'(1 一 0,1,2), 那 么 至 少 有 一 个 1 
使 得 n— oR , 

max |, (z) cp ag gota °), 
这 是 科 罗 夫 金 (kopoBkHH IL IL ) 证 明 的 . 对 于 Cz: 的 
Zoo 


— 0; 


情形 ,有 类 似 的 概念 与 结论 ,只 是 代 蔡 n 次 代数 多 项 
式 是 ” 阶 三 角 多 项 式 , 而 三 个 试验 函数 是 1,cosz 及 
sinz. 正 是 由 于 正 多 项 式 算 子 的 允 近 阶 不 高 于 n， 
所 以 正 多 项 式 算 子 虽 然 是 一 种 良好 的 逼近 方法 ,但 
其 应 用 还 是 有 局 限 性 的 . + BE f FORCE D CABLE 
BE PR CAB FE , H S E E Ur BY E; Z E 48 B VT PR ROG 378 
性 增加 而 提高 . 

H S k£ (Korovkin theorem) 正 线性 算 
子 序 列 通 近 的 基本 定理. 20 世纪 50 年 代 , 科 罗 夫 金 
(Koposkun, IL. I. ) 建 立 了 如 下 的 定理 : 设 {L,)21 是 
Cla ,bj 到 CLa,6j 的 正 线 性 算 子 序列 ， (fi CO Meo Te 
[a,6bj 上 的 一 个 切 比 雪夫 组 . 如 果 n 一 oo 时 ,LL, Siz) 
在 [a,b5j 上 一 致 收 钙 于 f(z) 二 0,1,2), 则 对 于 任 
何 f€ECLa,6bj， `42—coBF, L, Sr) E E La b] E — 
致 收敛 于 f(x). 常 称 这 个 定理 为 科 罗 夫 金 定 理 . X 
T xx — 4 PROC fe (z), Si CO LA (z) 2 PK 539 PLC. 对 
T PR EC La b] m E fi) — 2x (i 二 0,1,2), 而 
对 于 函数 空间 Cons FH NC fo —1, fi (x) = cos x, 
f; G0) = sin z. ERP RE SE PE th , ( f, GOLES EY 
一 个 切 比 雪夫 组 这 个 条 件 是 必要 的 .因为 科 罗 夫 金 
还 证 明了 如 下 的 结论 : 设 LE CLla,b JG =0,1,2). 如 
果 对 于 每 个 CLa,6bj 到 ClLa,6bj] 的 正 线 性 算 子 序列 
Ubi Mn oot L, (f; ,z=)G=0,1,2)# [a,5] E 
— S SX SABE TE Hi ou TETI f € CLa b JEA n> D 
Lafo Elab] E— SUBE. f£ Go, WI ÉL EE 
切 比 雪夫 组 . 

试验 函数 (test function) DL EL K Qp EH”. 

48 E #r 18 $8 + i Xr (approximation by Bern- 
stein operators) HB É Er JH Z m gas yr. i f 


CCla,.b].ff 


B,Cf ,7) = > = 
k=0 


为 f BJ n 阶 伯 因 斯坦 多 项 式 . 它 是 CL0,1] 到 CL0,1] 
的 一 个 正 线 性 算 子 ,也 称 为 伯 恩 斯 坦 算 子 . n> 
时 | B,C — f || —0. RF FE PII B, Z- RES TRURI BE , E 
和 阶 是 


k 
n 


fon = 2p 


而 饱和 类 是 {f1fECL0,1] 且 f €Lipl). E f du 
说 ,存在 正 数 C, 对 于 任何 f€ECL0,1j] 及 x€[0.1], 
都 有 


|B, fsz) — fG) | < Co, H Fide. 2| | 
n 


mE /€Lipl 等 价 于 
BD Dien e MTI 
(n m 1,2,,0xc rm 155 
这 里 of DE f 的 二 阶 光 滑 模 . 
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4A A Br IB £ IN zÇ (Bernstein polynomial) W, 
‘A AAR TE”. 

48 E HEB BF (Bernstein operator) 
HOH A TR XT". 

3t HE OR BEF iB Vr (approximation by Feier oper- 
ators) {fe E nt A B] $ Á E PJ Bo ir. 2 f € Coe 
S, Cf z) JE f Cc) RS E OY RAB A+ 1 项 的 和 . PE 
傅 里 叶 和 的 算术 平均 


o, Cf ,7) = (GV ux) +S F,r) 十 … 


十 EL S) 
为 费 耶 尔 和 . o, (PE C48] Cz 的 一 个 正 线性 算 子 ， 
其 范 数 


JL" B S. 


| o, | = sup. la (y|: = 1, 
并 有 表达 式 


2 
Lap 
2 
M4 2 一 co 时 o, Cf, DECL 09, +00) EAS 4X — RM 
于 f(x) MAA 
Ign + 2), 


eee A i202] «Ca f. 2. 


其 中 C 是 一 个 与 x 及 nn MEAN ER. 线性 算 子 序 
列 {o,}2! 是 饱和 的 ,饱和 阶 是 {mn SP A Sé 
(FIF € Can B 7 € Lip 1), 
这 里 了 表示 SECA FEE RL. 
费 耶 尔 和 (Fejer sum) JL“ FERRE Fis Ut”. 
7R gk + IB (approximation by Jackson 
operators) WHEA emp — 4 xm TR. 设 
n 是 正 整 数 , 称 


ad yes SH fq) 
TJ —x 


sin 


. n(t — x) Y 
sin 一 一 一 一 
Ë 


为 杰克 和 森 核 , 式 中 
n(n 十 1) 
是 由 条 件 
| Kan = 1 
确定 的 数 . 对 S E Cu ERR 
J, Sz) = | foc DK, ox 


为 杰克 森 算 子 ( 或 积分 ). 称 用 Tf z) Bi f(x) 为 
杰克 和 森 算 子 的 通 近 . 此 时 有 


IF- JAI < Gell 


作为 一 个 GIS BJ REE FF PIER IE 
TE) AAS). TELA ET E (pO) = >x °)  , RR E: 


(flf € Co El fec Lip 1j. 


杰克 森 核 (Jackson kernel) M RERA SI 
ir. 

18 E H $0 3E dr (approximation by Fourier 
sums) 用 傅 里 叶 级 数 部 分 和 的 通 近 . 设 f € Lon Sr 


an 
a, = i| flr)coskrdr (k = 0,1,.…), 
0 š 


b, = L| fGaosinkzdz (k = 142 se) 
— E 而 称 
> (a, cos kx + b,sin kz) 


Af e 此 级 数 的 前 n +1 项 之 和 为 了 的 
n MR BIT AL. 记 为 Da d ads 它 有 表达 式 


EE E 1f fIG + t)D, dt, 


其 中 


sin 


á In| n + il t 
2 ,cos kt — COO E ENER 
Kex 2sin —t 
2 
称 为 狄 利 克 雷 核 . 而 称 
1 x 

RE L| pu de 

为 勒 贝 格 常数 . S HBAR CFejer .L. ) 8 BH 
= log T O(n), 


实际 应 用 时 还 有 
L, < 2 + log(n + 1). 
SCA Laf) Lahn Br = ffi £ Th BIZ TEST , H 
范 数 为 L, 对 于 任 一 nn NALETE) KRA 
S,G,,z) =t, (2). MF f € Ci S, CFL RAM SET 
f(x), 但 是 ,对 于 fEC,， 则 有 
max |S, fr) — f) | 
< (2 + logia + DOE; CD, 
这 里 E; OO E n 阶 三 角 多 项 式 对 f mad. 
AEA 3B 3 BJ — 4 = E IRL BLISS] — 28 PR 
ToU E1945 Æ, JE BUR BITE (Huxorrcxuñn, C. 
M.) E BH: Z o G) Ec EO B5 EE, ic HZ 
—(f|f€ C, Bo 0) oC) , Bt] 
sup max |f (z) — S.C(f ,x) | 


feu? 
logn t 
= = IE dl a 1 sin xd 十 Oo 二 | 
这 个 结果 已 被 推广 到 可 微 函 数 的 情况 . 1985 年 , 谢 庭 
UE. JEC: 有 > 阶 连续 导数 , 则 
max I fx) — 8,02) | 


Du E Se 


Ss L max [Sf (fsx) E f°? EY + o| LE; Go). 


Ak F Se E A (Dirichlet kernel) WR HM AI 
"ime 

勒 贝 格 常 数 (Lebesgue constant) 见 “ 傅 里 时 
Ai UE”. 


FE 3⁄2 + $E A MEE (approximation by Vallée- 
Poussin sums) 同时 具有 傅 里 叶 和 及 费 耶 尔 和 的 性 
RZ AM” BIE. SECA SS OBEN n ES 
里 叶 和 , 称 


V,( jz) = Zus, (fst) + Sus. 


A A 
Af HS n BRS + PRAMAS PAE. 显然 ， 
VCS. D ÆN 1p = fi BM. EECa SIC; AE 
算 子 , 而且 具有 性 质 : 
1. 对 任 一 n 阶 三角 和 多项式 t Go UR 
V(t) (x): 

2. 当 n 一 oo 时 , || V, CV) — f || 0. 

进一步 的 结论 是 瓦 莱 。 普 桑 (Vallke-Poussin， 
C. de l) Æ 20 世纪 初 建立 的 不 等 式 : 

LF =A N SEA 
对 任何 f€ Cor n-1,2,:- AB RIT. 

RS, MBH CVallée-Poussin means) Jl 
"PUE * FARA IB XT. 

Wte = X AR BS $038 Vr (approximation by 
partial sum of Chebyshev series) 一 种 代数 多 项 式 
算 子 的 逼近 . 设 fe CL— 1.1]. {T,(x)) 避 ,是 切 比 雪 
夫 多 项 式 系 , 即 7T,《x) 二 cos (narc cos +). BRM f(x) 
fi UP, Go y Á J JF AD EB RAAT ”十 1 项 之 和 


S Gas i6 + MONT 


k= 


称 为 夺 的 切 比 雪夫 级 数 的 第 n 部 分 和 ， 其 中 
(CY y s= 2f f (cos 0)cos k0d0. 


TU Hi S. Cf z) 3 XE f Ce ECCE ZU e ERRER A 
HBO B yr. 可 以 证 明 ,S,《f ,zx) 是 次 代数 多 项 式 . 如 
RWE, NÄ n KREMAI f 在 CL 一 1,1j] 度 量 
下 的 最 佳 通 近 值 ,那么 在 [一 1,1j 上 ,就 有 

[FG Sf a] S G + loge) EC». 

= fA T IË 2 IN zÇ IE approximation by tri- 


gonometric interpolating polynomials) 具有 插值 
PEAY = ffi Iz BJ B UT. 设 
X, = ri" = LE (k = 0,1,:,20)2, 
对 整数 020, i 
Tx Cf um) 
1 2n si £pl x) 
— 1 [al s 
2n 1 2,f 00) dnt à 
2 
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则 Ts CF z) RA SB PE En 
Tuum mE JG Ck = 0, am I). 


MAVEB T, Ft f GO AGB. ae ERE 
TIS vr AR AE WZ. 而 
ins = 1 ES 
DEC) = SH p AIV Vu 
十 … + T, G2) 
U6 BW Be HË OR RB XT PR 22 BJ PE n. 特别 地 ,者 
f) € Cs, WKAR 
| 2 al fort ED 
FI 7 
LT. Jess — |- fo | 
e + 2x + ae) E? CÓ t| fi 一 


tu #8 BB H fd f& $e IN a i Vr (approximation by 
Lagrange interpolation polynomials) % HJ BJ B ur 
LR. I r, — mne Q xem Æla b] En MEL 


HELE LSU] EM BOE ICO E 处 的 值 


fxr) 二 1,2,…,n) 是 已 知 的 ,那么 存在 惟一 的 次 
RA Fon 的 代数 多 项 式 L,(f,x) ,使 得 L,(f ze) 
—fG(-—1,2, n). WER 
W, (x) = (4 一 xix Ce X.) 一 E 
" WG 
ha Gn) E CT — iD) Cx) i 
则 有 
DL. Go. (x (1) 


等 式 (1) 中 的 也 ， fs) FH F(a) BJ hr #8 BA H 1⁄8 (ë £ 
JUK, HERR Ur CE REB , T] BR Lus 《x) 为 拉 格 朗 
日 插值 基本 多 项 式 . 若 f z) E C 3 Si F n—1 的 代 
Sr uS L. Cf ,z)= f GO. L, CFz) 的 几何 意义 
是 有 且 仅 有 一 条 一 1 次 代数 曲线 通过 平面 上 预先 给 
XE RS n 个 横 坐 标 互 异 的 点 . XF [a ,b ] E BJ EE 2 eK 
f z), L, (f ,7X7) 是 一 个 可 计算 的 允 近 工具 . GOA 
r 阶 连续 导数 , 则 


Jor =L, dar) = 
其 中 是 La,5bj 中 一 个 与 z 有 关 的 点 . 
对 于 给 定 的 结 点 组 {zi)*-1, 称 
2 His C 
THE GT = max, (z) A 


By LAS AN. 如 果 记 已， (让 为 次 数 不 高 于 1 的 代 
KLR ARS E CCa, b RIEBE, WMA 
reped no CL Ae E 
(Oc qx. 195 


T P ), 


A. (x) = 
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MAA | £—L.00 | 20 AOE (O). At, xe E 
(E A, 取 值 小 的 结 点 组 是 一 个 重要 的 工作 . 但 是 ,对 于 
E b] EBIEE— £85 «B Gn St [BH (Faber,G. ) 5 B 
Bl SL JH CBepuurreitu, C. H, ) 分 别 于 1914 4E 5 1916 年 
证 明了 

logn 

gfx 

于 是 人 们 只 能 选择 阶 接近 logn 的 结 点 组 . 最 常用 的 
是 在 [一 1,1] 上 取 切 比 雪 夫 多 项 式 


T, <) = cos(narccos x) 


A, 之 


的 零点 全 体 
Tin = COS i “gp 2,95) 
作为 结 点 组 ,此 时 相应 的 勒 贝 格 常数 不 超过 
8 + 和 logn. 


因此 ,只 要 fECL 一 1,1j 的 连续 性 模 of ,6) 适 合 条 
件 


wf, jlog + — 0, 


就 可 以 保证 n> oof, L,(f.2) HEL—- 1,1) E— Bek 
BFF Cr). 如果 JEC[L 一 1,1j] 有 > 阶 连续 导数 ,那么 
不 等 式 


VGL G my || = C, 


成 立 ,其 中 C> 仅 与 + AX. 

关于 插值 多 项 式 的 通 近 不 仅 考 虑 一 致 丙 近 ,还 可 
BEF IB. L BER PE BUS. 关于 插值 结 点 
组 ,不 仅 限 于 切 比 雪夫 多 项 式 的 零点 ,而 且 还 可 取 一 
般 正 交 多 项 式 的 零点 . 这 里 零点 的 分 布 情况 是 十 分 要 
紧 的 . 然而 ,倘若 取 均 匀 分 布 的 结 点 ,那么 其 结果 往往 
是 不 好 的 . 例如 ,即使 对 于 像 

fix)2—|2x—a—b| 
这 样 很 好 的 函数 ,其 等 距 结 点 组 上 的 拉 格 朗 日 插值 多 
项 式 也 不 能 在 La ,上 实现 对 它 的 通 近 . 

拉 格 朗 日 插值 多 项 式 (Lagrange interpolation 
polynomial) 见 “ 拉 格 朗 日 插值 多 项 式 逼 近 ” 

# 页 格 函 数 (Lebesgue function) "up BH 
H fii (a de D B TU. 

1% 1E BJ ju 28 BH H d Ië & IN a i Xr Capproxima- 
tion by modified Lagrange interpolation polynomi- 
als) FAG BS die Z U gas. H T + BH H fü 
(B £ Ji zÑ Bog xr BE 5 i [is yr Bre el S ^b Be A 32 — 
个 对 数 因子 ,因而 人 们 就 在 想 如 何 修 改 拉 格 朗 日 插值 
多 项 式 , 使 之 用 于 允 近 消 数 时 能 使 得 此 对 数 因 子 消 
失 . 修改 的 方法 很 多 ,线性 平均 的 办 法 是 常用 的 一 种 
方法 . 例如 ,对 /e CL 1.1), 
2b — 1 

2n 


gn (r) I. 
Ne 


x (k= 152,057), 


dx. — COS 


7 = £080 0 g = T), 
W L, (f, z) A nsa f JA ZH BJ hi 1⁄4 BB H LER 
多 项 式 , 定 义 


G,Cf x) TS 3 (dal feos 0 十 ks | 
2 2n 
ER 
+ L,| f ,cos 7 — 2n T 


R.G 2) = +) Gau) + 2fGLu) 
k=] 


+ Jp C2) , 


这 里 Lo,n X 1,.n Re of ws Ill 
W Cr) 
Wr, mm Lind | 


MEC) imme E E 
则 存在 常数 C>>0, 使 得 在 [一 1,1j 上 


GG —f@}< Cu j= s 


by) = 


š |= eil 


IR,(f,z) — Ee) <cel f, i E x SE 


它们 表明 ,这 种 修改 对 于 低 度 光滑 函数 是 有 效 的 . 
Je OK i A SS Iu zi d XT (approximation by 
Hermite interpolation polynomials) 拉 格 上 明日 插值 
多 项 式 lË YT 的 M 种 jh E Wea supi s wee qu 是 
[a ,oj 上 的 互 异 的 点 ,给 定 一 张 数 表 
y oy yi 


(0) (1) 


Kë Kë EE yi? 


— 1) 
—1) 


(1) 


(0) a) (a, —1) 
7L 


Yn Yn ee E 
id m=a +a, +e +a, 1878 年 , 埃 尔 米 特 (Hermite， 
C. ) 证 明了 存在 次 数 三 mm 一 1 的 代数 多 项 式 瓦 ,(Cz) 使 
得 
HEO (a) =v (k—1,2,:,n:5—0,1,*:,0, 4). 

TER H, (x) 为 表 (1) 的 以 {zi)i-1 为 结 点 组 的 埃 尔 米 
特 插值 多 项 式 . 

设 f€ECLa,6b],; 且 ff 在 Xp 处 有 2 一 ] 阶 导 数 , 厂 
Hi ye? 二 f(zxs), 则 称 相应 的 埃 尔 米 特 插值 多 项 式 
H, FD) 29 f =) RIVA (az, A A AA Co ,as ，…， 
om ) 阶 埃 尔 米 特 插值 多 项 式 . 借助 于 H,(f ,x) 对 f(x) 
TE Lab] E Bis c C038 — SB Xr SF PIE YD . AB RK 
为 埃 尔 米 特 插值 多 项 式 的 逼近 . X f C Cla b] E 
[a ob] EA m 阶 导 数 , 则 

f) — H, (f ,z) 
= IO EE A EE A 

埃 尔 米 特 插值 多 项 式 (Hermite interpolation 
polynomial) 见 “ 埃 尔 米 特 插值 多 项 式 逼 近 ”. 

{Abe Æ X fh fü % UW zX iB is (approximation by 
埃 尔 米 特 插 


Birkhoff interpolation polynomials) 


值 多 项 式 允 近 的 一 种 推广 . 如 果 在 埃 尔 米 特 插值 过 程 
中 放弃 在 某 些 点 处 的 菜 些 阶 导数 取 值 的 要 求 ,那么 就 
称 这 种 插值 多 项 式 为 们 殉 霍 夫 捅 值 多 项 式 . 研究 这 种 
多 项 式 对 函数 的 逼近 , 称 为 伯 克 和 霍 夫 持 值 多 项 式 通 
Ur. 其 中 最 简单 的 是 (0,2) 插 值 , 它 是 常见 的 缺 项 插值 
的 一 种 . 具体 地 说 : 设 {xi)?-1 是 La,5j] 上 一 组 相 异 的 
点 ,要 求 一 个 次 数 委 22 一 1 的 代数 多 项 式 S,(f ,x), 使 


H 
可 


^ 


= 


Sst) =I as. SIO say = F "Gas 
并 考虑 S, CF ,Xx) 对 f Cx)BJ31l u ES. 

4B oe Æ X ih [B 2 Im = (Birkhoff interpolation 
polynomial) 见 “ 伯 克 堆 夫 插 值 多 项 式 通 近 ”. 

DE 2R Æ fii f& jm ur (Pall-type interpolation ap- 
proximation) 挨 尔 米 特 揪 值 通 近 的 一 个 应 用 性 拓 
T.R Wée Lët ene pn a ) EE 
[a,b] 上 具有 个 互 异 实 根 的 代数 多 项 式 , 记 W C) 
的 零点 为 x (4 二 1,2,… ,ni 一 1), 称 符合 下 述 条 件 的 
次 数 最 低 的 代数 多 项 式 P,(f BREL E CLa ,po 的 
由 尔 型 插值 多 项 式 : 

Pi(f ste) = fG) (&—1,2,7:,0), 

PLS.) = f' Gi) (k = 1,2,*,n — 1), 

这 里 当然 要 求 f (>) E H] SP BJ PRR. 考虑 P, (f, z) XT 
jz) 的 通 近 性 态 称 为 由 尔 型 插值 逼近 . 

Me OR OK AS - 329 HB OR dd [£i e I sh iB Vr approxima- 

tion by Hermite-Fejer interpolation polynomials) 
X ZÉ 2K Rr ME [EL E Ur BJ — #h Fp ER IS DU. 设 (>, Ha JE 
[一 1,1] 上 的 一 组 互 异 的 点 , 记 
Wr) Se = 2) ae a) ae Sas 
W x 
WO = Wes = 
对 于 fECL 一 1,1j, 称 
FC) 
W (zx) 


BU 

T Zelt W' (z,) 
为 函数 FC REA Cn b= ON E ri SH BJ SR ROK Fr BE HB 
尔 插 值 多 项 式 . F. (f ,x) 是 一 个 2n—1 次 代数 多 项 


式 , 它 满足 如 下 条 件 : 
F (J ,x,) == JG (k = 1,2,." ,71) 


(k = 1525***,2). 


(£ 一 Xe) |; (z) 


K 
FLCÉ,x,)—0 (k = 1,2,*** ,n). 

20 址 纪 70 年 代 以 来 ,人 们 对 F, OORE f 的 研究 其 
多 HPAP, dE RRR A BED OR Hi 
Zo IB. 对 于 这 种 通 近 ,通常 取 ?” 阶 切 比 雪夫 多 
JW T, Gr)-—cos(Garccos x) HAE ji 
2k —'] 

2n 
作为 插值 结 点 组 ,并 讨论 其 相应 的 埃 尔 米 特 - 费 耶 尔 
ESIA EN. 


X, — COS T (k = 1,2,» ,n) 
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埃 尔 米 特 - 费 耶 尔 插 值 多 项 式 (Hermite-Fejer in- 
terpolation polynomial) 见 “ 埃 尔 米 特 - 费 耶 尔 插值 
Zo AGED. 

WIR ZR 2KRE- 38 HB OR SH 2 IC B i Capproxi- 
mation by quasi-Hermite-Fejer interpolation poly- 
nomials) Sri 3X HE 2R dii IB £ rB zÇ B rm p 
3. AE (— 1, DR T EA: 

— | ww mi E Ame one 
对 于 /ECL 一 1,1j, 称 满足 下 列 条 件 的 2nd- 1 次 代 
数 多 项 式 Q,(f r) ARRS CX BLA Gn A 
的 拟 埃 尔 米 特 - 费 耶 尔 插 值 多 项 式 : 
Qf x) = f Cr), 
(fT) = 0 (k= 1,2,.,n), 
GEREENT 
H Bj Q, CF a0 3B YE PRG f(z) 称 为 拟 埃 尔 米 特 - 费 耶 
AR dé (8 2 IB r. Aw 
Wem = Gs a sa Cr. 
W Cx) 
W' Gu) — x) 
M Q,(f,x) 有 如 下 的 表达 式 : 


(or) (k = 1,2,.,:,.n), 


Q,(f ,x) 
1 + z W (z))° 
= F,(f ,z) + QUOD KA 2 wal 
l1—x Wer) )° 
EE W(— ij i 


ste F,(f xdi BRE SOA e A7, EAR 
尔 米 特 - 费 耶 尔 插值 多 项 式 

I : W'(z,) 
F.) = Dfe- We 
Etym) 的 结 点 组 { PE BL 


2k — ] 
2n 


n (k = 1,2,°%* sn) 


X, 一 COS 


或 
kx 
Hcr 
拟 埃 尔 米 特 - 费 耶 尔 插 值 多 项 式 (quasi-Hermite 
见 “ 拟 埃 尔 米 特 - 费 


(k TIS 1.2,*,n). 


Ty = COS 


Fejer interpolation polynomial) 
耶 尔 插值 多 项 式 通 近 ”. 

线性 逼近 (linear approximation) 对 逼近 工具 
的 一 种 划分 概念 . WE /€Cla.b],6—(a Ala) € 
CLa ,0 ]. 讨论 用 $ 的 元 素 的 线性 组 合 

UP, + a,@% To 1 an, 
对 f AUT » HE W RR A RE PH, (RAIMA SK 
Xd yr. = ffl AAA a I. 这 是 线性 通 近 的 
—#h , WI — Rh JE: fi BL EVE TT BJ 38 Ur. , tB, BY FJ GR 
Xr PR CS] T. R. pq CO] K R ERTER , NITO RE A 
线性 逼近 . 例如 , 傅 里 叶 和 及 由 其 产生 的 种 种 线性 平 
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E == 2) Cz). 


JJ BJ a Jr ASA BJ IR. 除去 上 述 两 个 方面 
E938 Xr. ACE] PRZLO EZ EB XT. BA, A FER Ur. 
RR CK = FA) £ S AY Rz pal vr T 2 AB dE Z% FE 
的 . 

非 线 性 逼近 (nonlinear approximation? 
reis UL”. 

EX & ( fal FF ) iB yr (simultaneous approxima - 
tion)  [HJE 38 FR PR 3k K RE. SCR HH — T PR C |F] BJ 18 
Xr & ^ PRC AY a r. 同时 逼近 函数 及 其 导数 的 问题 是 
可 解 的 . SECA r 阶 连续 导数 , 则 有 不 高 于 x 阶 
的 三 角 多 项 式 t, (x) ,使 得 

I 
(2 605] $5 e. 
[SEE Xp fe cl —1,1], URS Ar 阶 连续 导数 , 则 有 
ABC n KARAS IA 已 ,Cz) ,使 得 
|f? (x) — P9? (z)| 


Fee | | 
«c, CHE +4 Sy Sef”) 


(710 ly = ISS], 
其 中 C, 是 仅 与 + 有 关 的 正 数 . E, CO (E; Pen K 
《 阶 ) 代 数 ( 三 角 ) 多 项 式 对 f 的 最 佳 逼近 值 . 
Fi —4 R 3k [rd BJ 38 sr JL A" e 32% sk, — 9] PR 2X A) AR 
OA ARE SIT-1.1] FAY nim eg fuia 


en, (f Fras}, 


me fd,--oB) PE ADEiBAL.X 
Occ px oo. M p- -FooB[p, 5 REOS € CL— 1.1], 
JFL sd fl. RE L 的 一 个 子 集 S, 对 于 ZL? 中 
HI — F] PR 27 fifa A;Z20, REA: 


见 “ 线 


> END SA, EL. 
j=l j=l 
üRfriks' € S 使 得 
sup || f; —5* ||, = inf sup || f; — sl; 
或 
| sup|f;(2) —s* GO |, 
=e inf | sup | f;(x) ESCH | p 
或 
> Aes | 5.5 inf > À, | f; — s || 2 
j=l s€5 j=] 
或 


| 25414 GX sally 
j=l 


- inf | SSA LF Cx) — s(x) | IH, 


则 称 * 为 相应 定义 下 的 S 对 了 了 的 最 佳 联合 逼近 元 ， 
并 称 等 式 左边 的 值 为 相应 意义 下 的 最 佳 冯 近 值 . 自然 


有 一 个 S 的 取 法 ,以 及 在 $ RETH s 的 存在 性 、 惟 
一 性 及 其 特征 等 定性 问题 . 亦 有 由 函数 方 (z) 的 性 质 
来 佑 计 最 佳 逼 近 的 定量 问题 . 

最 佳 联合 逼近 元 人 (element of best simultaneous 
JLK Cal BY) GB". 

EF (rational approximation) ĦA% 
Xt ESE PEG BJ B ir. WE P (z) n 次 代数 多 项 式 ， 
Q(z) 是 m 次 代数 多 项 式 , 称 P(x)/Q(z) 为 一 个 
(n,m) Bi fi EB pR 2 FF 


Rela,b] = [S | G Em 阶 有 理 函 数 且 不 


approximation) 


WA, 4x € [a,b] C) > 0). 


车 fEC[a,6b], 则 存在 惟一 的 7 CA ER [a,b], 

使 得 | 

fr fil = inf |f-—rl, 
r€ R7 [a,b] 


FK rs CON AR f B On mO Br Ec ER LXI BAR, 
Fg ISS rn N lA F Ra, m) KREA BIB B. 

Ez f= iB i 8 FE p BW best approximation ratio- 
nal function) L“ 8 HHB yr". 

JES EIB TA E (character of best rational 
approximation) PK E m= A 3E 38 i pR $ AY FEE 
定理 . 设 x Nn 次 代数 多 项 式 的 全 体 , 对 于 Rala, 
中 的 一 个 给 定 的 元 素 r AL AMME”) IE 

x, + rz, = (P + rQ |P € TQ € nn}. 
设 fECLa,bj, 则 ri,€ RiLa,b]E f BJ n mo Bri 
佳 逼 近 有 理 函 数 的 充分 必要 条 件 是 ,没有 e€ x, + 
r; m BSC) Tin OEE 
(yilf@ = zi = If pi 
上 具有 相同 的 符号 . RIT SAS BU. AA 
如 下 的 交错 定理 : 


y = 


5 E R’ [a,b | 
是 JECLa,o 的 (22) 阶 最 佳 逼 近 有 理 函 数 的 特征 
是 :在 La,2j 上 至 少 存在 
= 2 + maxín + £2Q,m + DP} 
个 点 z i (R=1,25°°° u), 
QE Ge »—— qos b, 

使 得 

lf) —r@)|= ||Ff—rll> 

LG = ta === FST a) 

(j = 1,2,." ,1), 

这 里 CP 表示 代数 多 项 式 书 的 次 数 , 并 按 常规 规定 
WOE — oo. 

ZS H iB ur BW Corder of rational approxima - 
tion) PR AXA R E EE E EE pR CL [BJ BS] EA 
it. 定义 RDL—RLD—1,1]08 “Be i”) ,对 f € 
C[ 一 1,1j, 记 


R,(f)= min|f—r|, 
r€ R: 


FR R, (f) f£ BS n BREA BBB rB CHE). 显然 ， 
R, NSE, P), K H ECOSSE n 次 代数 多 项 式 对 f 
Wax fea Xr. 已 经 发 现 对 Cl 一 1,1j 中 的 某 些 函数 
f # R,(f) 二 E,(f) ,其 而 

EDP 。 

R,P) 
[E Ti TE SEI BR CES JR] CL 一 1,1j] 中 ,这 种 使 得 R, (了 ) 
<E, MR RZ f 却 是 很 少 的 . iU 

R,(f) 


MJ E 是 CLa,5bj| 的 一 个 剩余 集 一 一 即 某 贝尔 第 一 范 
暑 集 的 余 集 . 与 代数 多 项 式 逼 近 一 样 ,人 们 也 研究 逼 
近 的 正定 理 和 逆 定 理 . 
纽曼 定理 (Neuman theorem) 揭示 有 理 通 近 
xeu I T A mid UE BJ E J. 1964 年 ,纽曼 (Neu- 
man, D. J. ?证 明了 如 下 的 定理 :对 之 5, 人 存在 (2 ) 
阶 有 理 函 数 ( 人 参见” 有理 逼近 ”) 盖 (z) ,使 得 
||z=| —75GO|sz3e " (—1szzxL. 
BE.RC(rDs3e "'.fRiE[—1.1]E E,.CIx IH 
阶 是 n“, 即 存在 与 无关 的 正 数 C ,使 得 
Cm e E. C eer 
HE, R, (| z |) YE n— eo AY Ue oe RE AY s BEF BE EG 
E,C| x D IK 9k T AE BR BE DS Ae. 循 着 纽曼 的 途径 ， 
人 们 发 现 了 许多 E,.(f) 与 R,(f) 不 同 阶 的 函数 f. 38 
洛 伊 德 (Freud,G. 238 4, TEL — 1.1] E f€ Lipa 并 
BAA FEE, W 
R,(f) =O 


UC (Popov, V. A. ) 指 出 ,对 导数 的 全 变 差 小 于 1 
的 绝对 连续 函数 f, 有 RC 00). 由 此 可 以 推 
BEL 1.1] E fE€Lipl, 则 
nR,Cf) > 0 (n > eo), 

这 原 是 纽曼 于 20 世纪 60 年 代 提 出 的 一 个 猜想 . 

单调 有 理 逼 近 (monotone rational approxima- 
tion) 对 于 分 段 单 调 的 函数 用 具有 相同 单调 性 质 的 
有 理 函 数 的 逼近 . 例如 ,存在 (”z) 阶 有 理 偶 函数 
r(x), 它 在 [0,1j] 上 单调 增加 ,并 且 在 [一 1,1] 上 有 

| lzl — 7) || —9(e-—-]. 

如 果 jz) 在 [一 1,1j 上 单调 增加 且 属 于 Lipe(o<ae 
<1) , MFE n, D Br SEPA r) ,使 得 


2 
| ZG) — 7G» || «c, p BE, 


其 中 C。 ENS a 有关 的 正 数 . 

多 项 式 的 倒数 逼近 (approximation by re- 
cipocals of polynomials)  / EE Jr II REP TB OU. 设 
f(x) 之 0 H f 在 [一 1,1j 上 连续 , 则 当 n 宇 1 时 ,存在 
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log?n 
n 


n ETL P, ,使 得 
|£— 5l <col f]. 
BURGEDE ERWA , e En ic i. 


IH iB it (Padé approximation) 一 种 特殊 的 


RE, 设 具有 复 系数 的 级 数 
px Se 
EEKE ERIKS EER n Mn ERA 
个 多 项 式 
P,,(z) = D Q, (z) = Sues 
使 得 Q, (2350 n B 


Y Pj 《7 一 0,1, m), 

Ca —- 

rr ` 0 (J=m-+ l, ,m + n). 

式 中 约定 Eu 时 q = 0, X Ek H Pan AQ, 虽然 
— Hepes) 


却 是 惟一 的 . AMIER Rna COA FO) Gn on) RAE 
IE GE ios Lol pereo pen 


i "7? 
称 为 帕 德 表 . 帕 德 逼近 已 有 多 种 算法 ,但 帕 德 逼近 序 
列 的 收敛 性 问题 的 困难 又 引 人 关 注 . 一 般 地 , 帆 德 表 
中 的 主 对 角 线 序列 逼近 性 较 好 . 例如 , 设 a0, no 
一 列 正 整数 . 如 果 

F(z) = Sd 


在 A, — (> | |z| <k, k>0) HE4, H. 


> (max ( [a;| |n, < 7 < 2n,)"*) <+ oo, 


则 F GO GB RU | | | 在 A, 的 每 个 紧 子 集 
DNE E—388 ATF F GO (hoo), i E Æ— A a 
YE SC Mj de ED BE SE. UE REB Vr de 1A élu RH 48 
(Padé, H. ) 发 现 的 . 

WAGs Re (Padé table) TM ng ur". 

& yg iB yr (monotone approximation) 用 具有 
同样 单调 性 质 的 多 项 式 对 有 一 定单 调 性 的 连续 孔 数 
REN. WA s +1 个 点 

Ms as yars a x el 
Y Aix sclT^mBmc$.iAqo-iflfe 
CL—1.1 BF A EL ys» yz)-1j 上 增加 ,在 [yzj41,yz;] 上 
减 小 ,j==1,2,…). Rid zm, Q0 zx (1 ACY). X H x, 
AL—1,0]Esn 次 代数 多 项 式 的 全 体 , 常 称 用 x,,《Y) 
中 的 元 素 对 JE AGY) 的 通 近 为 单调 通 近 ,也 称 共 单调 
通 近 或 分 段 单 调 逼 近 . 记 
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e (P) = inf | f—pll, 
per (Y) 


WA e; (A) <Cyo, (fin!) RE Cy04 5 Y 8 
X. 但 是 ,这 里 二 阶 光滑 模 不 能 换 作 三 阶 光滑 模 , 事 实 
上 ,存在 这 样 的 函数 S. ECAY), E 


n o 
Egy i 


其 中 五 ,( 广 FE n KRAER A. REE Tñ. 
SRT Pa ups ir Pp pij s=1 的 情况 下 较 受 人 们 关注 . 
有 时 人 们 说 及 单调 逼近 就 是 指 这 种 情况 . 
对 于 单调 通 近 ,也 成 立 点 态 估计 : 设 r 是 正 整 数 ， 
f€ A(Y)48 r 阶 连 续 导 数 , 则 当 n 宇 r 十 1 时 ,有 
p€nO0,f518 
If x— p(x) | 


conus vl =a d LI, Jai SE 3E = ; 
n n n n 
其 中 By, >OMBY K r AR. 
共 单 调和 逼近 (comonotone approximation) J 
“ PS VL. 


EK E 26 IQ IB Ut (approximation by piecewise 
polynomials) BAR £i zÑ eR GB U. E BE PHA. 记 
Sn kKÀL—1,1] E X FÉ BJ EE PR. EE 

-ixH,-1. ELE 
n n 
中 是 上 次 多 项 式 , = 0,1, n — 1. EJE 
C[ —1;.1]. Hl 


inf | fs) — s(z) |! <Ce| f. | , 
s€ Sn. 4) n 


KB C045 £ SX (J ,6) 是 了 的 & 阶 光滑 模 ， 
且 有 类 似 于 三 角 多 项 式 对 周期 函数 允 近 的 理论 . 

强 性 逼近 (strong approximation) 源 于 级 数 强 
性 求 和 的 一 种 逼近 . 设 f € Co S, (f ,Xx) 为 了 的 健 里 
叶 级 数 的 前 ”十 1 项 之 和 . 20 世纪 60 年 代 , 亚 历 克 西 
ym CAlexits,G. ) 8 7675 äus, E 


| 221900 — fo] 
的 阶 与 jz) 的 构造 性 之 间 的 关系 问题 ,此 即 所 谓 强 
FEjB Yr [n]. 一 些 结果 表明 , 某 些 和 逼 近 和 定理 是 可 以 强 


化 的 ,例如 对 于 je Lipa(0<a<1), 则 费 耶 尔 和 的 通 
近 和 定理 


436.2 - fe | = 0a 
可 以 强化 为 


1 ~ Ge 
| SET da ISH fiz) — ftl | = O(n"). 
EE XE RAAB Vr E MA Lae (eA 


2n—1] 1 
31502 22570 12 | SOEs 
" k=n 


这 里 p>0.C, EMS p 有 关 的 正 数 . E; COS n Er 
三 角 多 项 式 对 了 的 最 佳 通 近 值 . 至 于 逆 命 题 , 则 有 :对 
tl, 

ELA) < | Toa EE fox 


Xt O<p<1, wans DEET 
CE; CF LE fy vr 


erm AERES = f(r) ¿j 
38 PEST 14) 53 Il E xF EU] (A) ,考虑 
ZMäutei- fi»? 


的 收敛 性 与 函数 了 的 构造 性 之 间 的 关系 . 例如, 当 p 
2] 时 ,由 不 等 式 


KENE (D 


可 推出 f€ Lip C1/20. ifj 34 0< pl AY, Mind /p) 
—r-Fa, HB >> 0 为 整数 ,0 二 a 二 1, 则 当 0 二 a 过 1 
时 ,由 不 等 式 (1) 可 推出 ff”ELipa; 当 a==0 时 ,由 不 
等 式 (1) 可 推出 f° “(zx) 是 亚 光 滑 函 数 , 即 有 常数 C 
二 0, 使 得 对 一 切 x AA 都 有 

Jer CR 

BJzxiByr(Müntz approximation) 代数 多 项 式 
EE GES Rb & Jë. 设 A= (Aa ETE, 
OS 71 Ra DTD SS SR. 又 称 其 前 个 
元 所 作出 的 线性 组 合 


> ja 


Ay n BP eB ATK. 对 于 Peel 0; Pi ue 
对 f UEP nat. 如 果 O—A AGB 
RAR Un IV EA E BOCH 
必要 条 件 是 


ecl 
zt 
EW n Br jr md one OO. Xi 
1 ` z — A, 
z zll z + À, | ° 
AF Rez 为 复数 z 的 实 部 , 则 对 任何 fECL0,1j, 有 
ini. | f(z) — r(x) || < Ceolf ,e(À,)), 


其 中 C>0 为 常数 ,w(f,6) 为 的 连续 性 模 . 

IZ 8 Se (Müntz system) Wy“ E] T. 

闵 茨 多 项 式 (Miintz polynomial) J“ E] Rik 
ir". 

Sh Im £ Iq st iB iA (approximation by lacunary 
polynomials) JŽ E VT BJ RR IB DU. Olai, E 
正 整 数列 的 真子 列 ,用 函数 系 11，z” nx. SY 
前 ”个 元 素 的 线性 组 合 通 近 连续 函数 , 称 为 缺 项 多 项 


SE = max 
=1 


A OBR t $E ER BW E Vr (approximation by entire 
functions of finite degree) — ffi Nix yr EA PR 
数 的 拓 广 . 设 f z) EA SF E E BJ 88 Pr PROC 10 

Mir) = max | (2) |. 
如 果 


lim sup 


= o <+ oo, 
r— + c° 


那么 称 f(z) 为 o Br BH SE pR Be. BI. f(z) 是 指数 型 整 
PRAG o 为 其 指数 . ATL ICE RE f C) J JF A FEB 


Jf (z) = 1.7 ° 


logM(r) 
r 


D 


lim sup U DANI 
而 且 
SUP. IF| Soa Sup HAGO. 
记 b= (Ff RAE Jo Te A HS pR AY). # f (>) 


€ CC— oo, +o) FARK, MEK 
Af) = inf sup (f(z) — g(r) | 
g€ B, —oo«r«-Foo 


Ao 阶 整 函数 对 f Wee Gs vee. 可 以 证 明 ,存在 常 
数 C.>0, 对 于 任何 在 (一 ce, 十 ce) 有 > 阶 连 续 导 数 


dest 


— —A,(f™) ° 
G 
而 且 
AC) KCal fE, 


这 里 o, (f , o ) ZE 了 f(z) 在 全 实 轴 上 的 二 阶 光 滑 模 . 

Bay # + 2-21 4E 1H BR 4y iB VT (approximation by 
逼近 全 实 轴 上 连续 
,十 ceo) 上 的 有 界 且 


Achieser-Levitan integrations) 
PK AC EA) — RR LR. i: f c) E: ( — co 
XE SE AY ER C 020.07 0, IJ EE 


十 co 
tl ra) = i| HE T E 


+f(2—-% | eee LI do; 


为 f BI RIJG .Ui BE GTDe/r 
的 指数 型 整 函数 ,而 且 若 f Go JéTEC— 09, 4-09) KA 
FN H. +B SX <o NBR uo (f or z)= f (z). A 
SIDEC, 4-09) LA WS, WP us Cf orc) Mt 
J Cx) BS 38 Ur BRON BY is + AR 791] EE EUR Sp BJ GRE MT 5 Jr, bf 
还 有 


Sup Lëtze? = t C ur. SC AXI 
— enee Lee 


其 中 C045 rT AKANE c WERKT f BJ 
Ea] 35 + 2 - Fi 2E JE FR SP CAchieser -Levitan inte- 
见 “ 阿 硕士 尔 - 列 维 坦 积分 通 近 ” 


gration) 
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E Hr AE AY iB Xr Br Corder of approximation of 
function class) 一 类 函数 对 男 一 函数 类 中 的 函数 最 
IIE EA. 设 A 是 C2 的 一 个 子 集 , 称 量 

E; (R) = Sup E; CÓ 


AS A f BJ n Br = BUTE r BJ BT. X HUE; CA 
fen B; = fi BUTE RA / AY Be EIB (A. 一 般 地 ， 
RAMA BEEP EBS |H] BJ Bj + f # , WES 
空间 中 的 任 一 元 素 SER 
Eg Cf) = inf p(f.g) 
为 f 借助 集 "IU i pois yr eC g) É 
WIR f 与 g 之 间 的 距离 . ALTER 
E4020) — Sup E, Cf) 
为 集 A 借助 集 A’ 逼近 的 阶 . 
法 瓦尔 定理 (Favard theorem) ZIIH HJ 4 eg Ze 
FE i UE BT BUE m E 3. 对 于 p 一 1,2,…, 记 Wj 为 C2 
中 有 p— 1 Greate RSE U” (z) B. 
FPS] 
几乎 处 处 成 立 的 函数 f(x) 的 全 体 . 1937 年 ,法 瓦尔 
(Favard,J. A. ) 建 立 了 如 下 的 定理 : 


EL WD = Ko @ = 52, 


这 里 
E; (W) = sup E,W), 
few; 


Ej QNE n—1 阶 三 角 多 项 式 对 了 了 的 最 佳 逼 近 值 ， 
而 


4 S 1 : 
2 "2 (m 4 pF P ETIO, 
, (— D" 


4 pee: 
säi äert prr P RAAB. 


此 外 ,对 每 个 n 和 pp 一 1,2,…, 都 存在 极 函 数 广 ,(Cz) 
CW;,BDE/A4Cf,,)—E;4QF;). 

类 A B3 Vr (approximation of class A.) 连续 
性 模 不 超过 给 定 的 连续 性 模 的 函数 类 的 逼近 . 设 w(6) 
是 一 个 给 定 的 凹 的 连续 性 模 . 记 A 为 C;: 中 连续 性 模 
cef 0) 委 wo(0) 的 图 数 了 的 全 体 , 这 里 0< ¿< x, 
则 有 


T 


EAs) —maxE (f) ig 
feA, 2 


(n = 1,2,."), 
RE (Dwi n—1 Br —f8 NE f Nae EBT 
值 . 对 于 非 四 的 连续 性 模 , 上 述 结论 未 必 成 立 . 但 是 存 
在 常数 CI 0. [E18 
E; (A. < Cal ae 
1962 E, Ej TH m CKopnettuyn, H. TT. ) 证 明 ; 对 于 所 
有 的 FE Cons 
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E(f) < d f.— 
其 中 %(f,6) 是 /的 连续 性 模 ,而 且 车 MUR 
Ez) < Mol f, 


不 能 对 于 所 有 fECs 及 所 有 的 n= 二 1,2,… 都 成 立 . 

宽度 (width) 描述 一 个 函数 类 “ 宽 狭 ”的 数量 特 
征 . 设 X 是 巴 拿 赫 空间 ,4 是 X 内 关于 原点 对 称 的 子 
集 ( 即 当 rE4 时 ,一 zE4),X, 是 X Hn RAF 
ASA]. Xf cE AK | 


By Ce) dnt |a] 
n uc X, 


为 x 到 X, 的 距离 或 X, XI x By EB UA. 又 称 
pCA,X,) = sup Ex Cz) 

为 4 与 X, 间 的 整体 偏差 . 人 们 称 量 
d,(A) = inf p(A,X,) 


AAW n 维 宽度 . 确切 地 说 ,是 集 4 在 空间 X 内 的 
宽度 . AAS X = L^ 时 , 它 是 1935 4E H in] ZÉ ERE T 
X (Konmoropos, A. H. ) 首先 提出 的 ,所 以 也 称 d CA) 
为 柯 尔 莫 哥 洛 夫 意 义 下 的 二 维 宽度 .上面 定义 C,(4) 
时 的 下 确 界 是 对 X 的 所 有 维 子 空间 取 的 . 倘若 有 
— X BJ n 维 子 空间 X7 PEAR OCA, XS) =d,(A), 
则 称 X; HR 4 在 空间 X AB n 维 极 子 空间 或 2E 
最 优 子 空间 . 

fr PR OB Yr ie F + X EG Ea, CAD MA GT 
d, (A), UR f Hi Br 48 BEE % BE d, CAD SC ELI] n AEF 
空间 X,. 这 些 问 题 的 研究 不 但 有 其 本 身 的 理论 价值 ， 
而 且 也 有 其 实际 意义 , 它 将 会 引导 人 们 找 出 更 好 的 到 
近 方 法 . 另 一 方面 ,不 论 用 代数 多 项 式 通 近 函 数 ,或 者 
用 三 角 多 项 式 盘 近 周 期 郴 数 , 抽 象 起 来 看 ,都 只 不 过 
是 一 种 特殊 的 逼近 方法 . 人 们 自然 可 以 去 考虑 寻找 其 
ftt, PRK AK fE Dua m LR, T r Sik he Tam dr I RB 
Fx [JG 89) 388 UT. PRI CS BJ) [R] Ei a Im AE. 这 大 致 是 宽度 
概念 产生 的 背景 . 宽度 的 系统 研究 始 于 20 世纪 50 年 
代 ,70 年 代 以 来 发 展 很 快 . 

最 优 子 空间 (optimal subspace) ”实现 整体 偏差 
最 小 的 子 空 间 . 设 X 是 巴 拿 赫 空间 ,A 是 X 内 关于 原 
点 对 称 的 子 集 ( 即 z€E A 时 ,一 z+E A) XS JE X BJ n 
维 子 空间 . 如 果 


sup inf | x — «|| = inf sup inf | r — «l|, 
=€ A ex X, rea “EX, 


(n = 1,2,**5, 


则 称 X; 为 集 4 在 空间 X 内 的 维 最 优 子 空间 ,上 
式 右 边 的 下 确 界 是 对 X 的 全 部 维 子 空间 取 的 ( 参 
见 “ 宽 度 ”). 

线性 宽度 (linear width) — FH£X TES f jB Mr À Se 
最 佳 逼 近 的 宽度 . dr 4 是 巴 拿 赫 空间 X 的 子 集 ,X， 
E. X Wn RATS. LEA 的 线性 包 到 X, 的 有 
界线 性 算 子 . 称 量 


E'x (A) — inf sup | 2 — LG | 
为 4 在 XX 内 借助 于 X, 的 最 佳 线性 通 近 值 , 又 称 
d' (A) = infE'x CA) 
X A fE X Wit n 维 线性 宽度 , 若 有 X; 使 得 
RE ve (A) = d',CAD, 
WK X, 为 d, (A) BR T 25 i]. 


极 子 空间 (extremal subspace) W “ZÉ FE ZS 
ER. 
M (entropy) AME Ses a] rn RR KR 


“粗细 ?的 不 变量 之 一 . 设 X 是 巴 拿 赫 空间 ,zEX， 
| z || 表示 z 的 范 数 ,4A 是 X BJ ë f £ e> 0 是 给 定 
的 正 数 . 如 果 Ui U23 Un E. X 的 一 族 子 集 ， 每 不 
U, 的 直径 都 不 超过 2e, 亦 即 

sup |z— y| S2e (k =1,2,* n), 


而 且 
A CU, 

ABZ PRISE IU, bia FE A 的 一 个 € Hu. 对 于 给 定 的 € 
>0,A BB e HESS (Uia HP £ U, 的 个 数 n 是 与 这 个 
集 族 的 选取 有 关 的 .但 ”的 最 小 值 NLCAD — min s $ 
是 一 个 仅 与 < 有 关 的 关于 集 4 的 不 变量 . 即 当 A 给 
定 后 ,N.C(4) 是 一 个 仅 与 < 有 关 的 非 负 整数 . 人 们 称 
数 H.(A)=logN. (A) A A WI. 或 者 区 别 于 概率 
论 中 的 同名 概念 RH DAR 4 BS BE CRI. 在 函数 
逼近 论 中 ,人 们 关心 的 万 是 当 60 AY ACA) B B E 
性 态 . 这 里 之 所 以 不 直接 考察 数 Ne(4) 而 考察 其 对 
数 五 (4), 是 因为 一 般 地 e—0 时 ,N:(C4) 急 剧 递增 ， 
而 且 往 往 很 大 ,不 便 处 理 . 

Aii BU Sy 8 22 — FREE. 因为 上 面 定义 的 度量 
NS HAE €>0 AEN. MRR FRR A À Er Cini 
若 把 4 看 做 一 个 度量 空间 ), 而 不 依赖 于 包含 4 的 大 
空间 X. 8 — RIUBLIS DUBURCT AR A , 亦 与 包含 着 
A 的 大 空间 X 有 关 , 人 们 称 它 为 4 关于 X WH. 其 
定义 如 下 : 仍 设 X 是 巴 拿 赫 空 间 ,A E: X 的 紧 子 集 ,e 
— 0 是 给 定 的 正 数 , 如果 X 中 存在 有 限 个 点 Tits 
… ,Xp， 使 得 对 于 每 个 点 ZE4, 都 至 少 有 zx 使 得 
| z— x, || e hhc D z, 的 距离 p(x,zi) 不 超过 
EPCL x, ) e, WHE G4 AWA Dt e IN. # A 
Bg e 网 中 点 的 个 数 p 在 c0 给 定 后 ,自然 与 这 些 点 
的 取 法 有 关 . 但 是 p 的 最 小 值 P.(4A) 二 minp 却 是 集 
A 的 一 个 不 变量 . 它 当 然 与 空间 X AK, RAH? CA) 
一 log P.(4A) 为 A 关于 X HA. HAA SHAH 
一 个 简明 的 关系 :对 于 每 于 60 K X 的 每 个 紧 子 集 
A,H.(A)<H: (A). 

粹 在 函数 到 近 论 中 的 应 用 研究 开始 于 20 世纪 
50 年 代 , 以 后 逐渐 得 到 发 展 . 


E metric entropy) DL" Aj". 


DUE CM 


e Æa (e-covering) 

ee 网 (Ce-net) J “HR”. 

容量 (capacity) 刻画 巴 拿 赫 空间 中 紧 集 的 “大 
小 ”或 “粗细 ”的 一 个 不 变量 . 2 X 是 巴 拿 赫 空 间 ,4 
JE X 的 一 个 紧 子 集 . | < | E z€ X 的 范 数 ,是 给 定 
的 正 数 , yi x2 09 9 Ym 是 A 中 的 mx 个 点 ,如 果 它 们 中 
每 两 点 之 间 的 距离 都 超过 e. dd» Boi, 
k=1,2,,m)H 时 poly;, ya) = | Ni Me | >e, MRA 
ZH (uri dé E -分 离 的 . B ER BEN 620.6 -分 离 
的 点 组 (ye 入 :的 点 的 个 数 与 这 些 点 的 取 法 有 关 . 但 其 
最 大 值 M.CA) — maxm RS A 的 一 个 不 变量 ， 
C.(A) =logM. (ABA 4 的 容量 .C:(4) 关 于 4 是 
单调 递增 的 而 关于 e 则 是 单调 递减 的 . 在 函数 通 近 论 
中 ,主要 是 对 一 些 函 数 类 考虑 其 容量 在 e— 0 时 的 渐 
近 性 态 及 其 应 用 . 它 开始 于 20 世纪 50 年 代 . 

Zi Lj i (Z DL 8 Z B| 8 hl F 5 ACE X X 
巴 拿 赫 空间 ,4 是 X 的 紧 子 集 , 则 对 e>0 有 不 等 式 

C,(A) x H,CA) x; H2 CA) SCA), 

其 中 C:(4) 是 4 的 容量 ,H.C(4) 是 A WI, HT CAD 
A £ T X Whi. 


复 变 函数 逼近 论 (approximation theory of fun- 
tions of complex variable) 复 平 面 集 合 上 某 个 比较 
广泛 的 函数 类 中 的 函数 被 此 集合 上 比较 窄 的 函数 类 
FP BS ER 338 XT BS EIE. 这 里 比较 广泛 的 水 数 类 是 指 连 
续 函 数 类 ,解析 也 数 类 等 ,比较 罕 的 函数 类 是 指 多 项 
式 类 .有 理 函 数 类 等 . 从 20 世纪 的 发 展 情况 来 看 ,大 
致 有 如 下 四 个 方向 : 

1. 能 否 被 逼近 到 任意 预先 给 定 的 程度 . 这 里 “ 通 
近 ” 一 词 有 一 致 逼近 、 按 区 域 面积 平均 通 近 、 按 区 域 边 
FP FY UE. WB A a A I] BY d 

2. 定性 问题 , 即 一 个 函数 被 比较 罕 的 函数 类 中 的 
一 些 子 类 (例如 半 次 多 项 式 ,” 阶 有 理 函 数 类 等 ) 逼 近 
时 ,最 小 偏差 函数 的 存在 性 .惟一 性 以 及 其 特征 性 质 
等 . 

3. 定量 问题 ,车 最 小 偏差 函数 存在 , 则 需 讨论 所 
能 达到 的 通 近 速度 以 及 由 此 速度 来 研究 被 逼近 函数 
的 构造 性 质 . 

4. 制定 一 些 算法 ,以 求 逐步 达到 最 小 偏差 函数 ; 
此 外 ,还 需 研 究 这 些 算法 本 身 的 误差 及 收敛 的 速度 . 

复 变 函 数 通 近 论 既 有 广泛 的 实际 背景 例如 数字 
滤波 器 的 设计 、 保 角 映 射 的 近似 计算 、 某 些 软件 的 实 
现 等 ,也 有 其 本 身 的 理论 问题 . 由 于 复 平面 上 点 集 的 
复杂 性 ,使 得 复 变 函数 允 近 会 比 实 变 函 数 通 近 产 生 更 
多 的 难处 ,但 得 到 的 结果 也 在 某 种 意义 下 显得 更 
深刻 . 
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龙 格 定理 (Runge's theorem) XT ftr eR CBE 
fH f PE eS IE XE. 如 果 天 是 复 平面 上 的 紧 
集 , 而 f(z) 在 KK 上 解析 ,那么 对 于 任意 正 数 e, ff. fE 
AER R(z), 其 极点 位 于 的 余 集 之 中 , 且 满 足 
ASK | f(z) — R(z) |<e (€ K>. 

1885 4E, JE RS (Runge. C. D. T. ) 建 立 了 这 一 定 
JH EERE ROBO UOTE ten — REPE RE FR. 

PA 性 质 (PA property) 区域 的 一 种 性 质 . i G 
是 复 平面 上 的 一 个 区 域 , 如 果 多 项 式 全 体 在 L(G) 中 
稠密 , 则 称 G 具有 PA 性 质 . 目前 还 没有 一 个 刻画 区 
RERA PA 性 质 的 很 好 的 几何 特征 ,但 以 若 尔 当 闭 曲 
线 为 边界 的 有 界 单 连通 区 域 必 具有 PA 人 性质. 

伯 恩 斯 坦 引 理 (Bernstein’s lemma) 关于 多 项 
式 模 的 增长 的 定理 . 设 P 是 n 次 多 项 式 ,C 是 某 个 若 
R AKRA R HR, ACC |P, 
zECr Maz |PGO| < R", HH Cr 是 C 的 外 等 势 
zk, Kl. 

梅 尔 捷 良 定理 (Mergelyan’'s theorem) 关于 多 
项 式 序列 一 致 收敛 的 定理 . 设 K 是 复 平面 上 的 紧 集 
AK Ree R.A GOTEK 上 连续 ,而 在 天 
的 内 点 处 解析 , 则 对 任意 正 数 s, 存 在 多 项 式 已 (>) ,使 
18 | f(x) —P G2 | «e (zE 天 ) 成 立 . 1951 年 , 梅 尔 捷 
B (Meprestan, C. H. ) 建 立 了 这 一 定理 , 它 是 复 变 范 数 
逼近 论 方面 关于 多 项 式 通 近 的 最 一 般 性 的 结果 之 一 . 

4B * S dX HRS XE (Bergman kernel function) 
L(G) 中 的 一 个 再 生 核 . G 是 复 平 面 上 的 一 
SCG 是 一 个 定点 ,因为 对 于 任何 f(z) € L° (G), 
f(&) 是 一 个 有 界线 性 泛 函 ,所 以 存在 惟一 确定 的 
Kz O€ L (G) ,满足 

S&H = || re K (z ,&)do,. (1) 


FR CL PRY K (z , DENR T G BAR = RR, E 
与 极 值 问题 


intl || Lisi de LG) € LG), fO = 1 


f) K (z,&) Kitz, EI = J G) 


i Ie i If GO de, 


AG 是 异 于 全 ( 复 ) 平 面 C 的 单 连通 区 域 时 , 它 
与 C 到 单位 圆 盘 的 保 角 变换 F(z) 之 间 的 关系 为 


F' (z) = LAS g; K (z š). 


EE (E ER dE & Ist (Bieberbach polynomials) 一 
种 极 值 多 项 式 . 设 G 是 若 尔 当 区 域 ,和 EC 是 一 个 给 
定 的 点 ,所 有 满足 已 ,(6) 王 0,P' C0 —1 BJ n K En 
式 中 有 惟一 的 多 项 式 使 得 


{| | P. (G2 (de, 
G 
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达到 最 小 , 称 此 多 项 式 为 从 属于 G 和 4 的 比 伯 巴 赫 多 
项 式 . 

赛 格 多 项 式 (Szeg6 polynomials) 曲线 上 的 正 
交 多 项 式 . 设 C BAKKHAAK 4 B] HH Zk , An 次 多 
项 式 

Piz) = az" La, Si + + + az + a, 
WE an>0, H 


0 @m= m), 
| PG PO del = 1s 
则 称 P, (z) (n 一 0,1,2,…) 为 从 属于 C 的 赛 格 多 项 


式 , 其 中 |C | 表示 C 的 长 度 . 

费 伯 多 项 式 (Faber polynomials) 一 种 特殊 多 
项 式 . Wt C 是 复 平 面 上 的 若 尔 当 闭 曲 线 ,w= 二 BC(z) 是 
将 C 外 部 映射 到 {wj| |w | 21) B dE oo AE RL AR th BJ TK 
ARI BA | GO |" # o #F48 T8 BRETT S 

[G(z)] =a,z" +a, g" 1 + - 


+ aiz + a, + Ya. 


称 其 中 的 次 多 项 式 i 
F,(z)-a,z--a,,z | + + + az + a, 
为 从 属于 C 的 费 伯 多 项 式 . 它 的 另 一 定义 形式 为 
1 E 
27i js EIL 
其 中 Cx X CRIER, R>, - Ce HAR. 
费 伯 展开 式 (Faber expansion) ”一 种 图 数 项 级 
数 . 设 C 是 若 尔 当 区 域 G WA c= Vw) EH 
{ww | 721) BRT SI C 的 外 部 且 在 ce 处 规格 化 的 保 角 
映射 ,f(z) 在 G 内 解析 ,在 G 上 连续 , 则 称 


a, = ES i - f[ Cw) Jw" dw (n = 0,152,*-) 
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F,(z) = 


为 f GOBS UE TIERS an Fy 2) f GO 80 dË 
级 数 ,其 中 F,H n KALTER. 而 


f(z) = »jaF,G) ( € D) 
称 为 fe BJ BIR JFK, E rh D E CG TS. 


费 伯 系数 (Faber coefficients) — 0," 29 B B JF 
A. 
费 伯 变换 (Faber transform) JRER BS. 


一 种 特殊 的 线性 映射 . 设 C 是 车 尔 当 区 域 ,其 边界 曲 
线 C 是 若 尔 当 可 求 长 曲线 ,w= 二 @(z) 是 将 C 的 外 部 
区 域 映射 到 闭 的 单位 圆 盘 D = {w | |w | CA) OSB 
EN PR FA BRT. HTE CORD RAR Hh z = F (Ow) BE DI 0 WE 
Bt. 设 ACD) = (fw) |f(w) E D 内 解析 ,在 马上 连 
2⁄1, A(G)= (f (z) | f z=)#E G 内 解析 ,在 G 上 连 
续 }. 称 如 下 线性 映射 了 :4(D) 一 4(C)， 


(TIS = i | AO tae GEG 
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为 费 伯 变 换 ( 费 伯 算 子 ) ,其 中 fw) € ACD). iZ 


P,(w) = > au 
k=0 
那么 
(TP,)(z) = »ja,FiG), 


其 中 Fi(z) 是 次 费 伯 多 项 式 . 费 们 变换 是 单 射 . AC 
是 具有 有 界 旋转 的 曲线 时 费 伯 变换 ( 费 伯 算 子 ) 是 有 
界 的 ,并 称 使 得 费 伯 变 换 ( 费 伯 算 子 ) 是 有 界 的 区 域 为 
费 伯 区 域 . 

费 伯 算 子 (Faber operator)” 即 “ 费 伯 变换 ”. 

费 伯 区 域 (Faber domain) 见 “ 费 伯 变 换 ”. 

广义 费 伯 多 项 式 (generalized Faber polynomi- 
aD 一 种 特殊 多 项 式 . 设 C 是 复 平面 上 的 硅 尔 当 闭 
曲线 ,w= 二 Bl(z) 是 将 C 的 外 部 映射 到 {wlw| 二 1} 且 
FE COND RNAS (LAD RAR PR zc = Vw) A RY. 设 
pa aX 


no 


3) (co 天 0) 


n=0 


glw) = 


ww" (w) Gg 
V (w)- 一 > ST 
的 洛 朗 展开 式 为 
zo! (w) ERST LAC, 
Ww) Zee g 2; w^ ^C 
称 其 中 的 次 多 项 式 


m,(z) = cF, (z) + c,F,_.(#) + oT c,F ,Çz) 
为 从 属于 C AR RR g(w) 的 广义 费 伯 多 项 式 , 其 中 
的 F(z) din 次 费 伯 多 项 式 . 函数 

wl" (w) 

V(w)-—z 
又 被 称 为 广义 费 伯 多 项 式 m, Cz) BY AE pR R g ( sk BF pR 
BO). e, ON AE LIBRA 


gw) 


TCS) m 


其 中 Ca AC WFR R>, 位 于 Ca 的 内 部 ， 

页 德 克 核 (Dzjadyk kernel) 一 种 多 项 式 核 . 该 
核 是 一 个 卷 积 核 ,函数 与 它 的 卷 积 是 一 个 多 项 式 , 这 
种 多 项 式 对 了 消 数 的 允 近 效果 非常 好 . 它 是 类 似 于 实 通 
近 中 杰克 森 核 通过 广义 费 伯 多 项 式 而 构造 出 的 一 种 
多 项 式 核 , 其 具体 表达 式 相 当 复 杂 . 

斯 米尔 诺 夫 区 域 (Smirnov domain 一 种 与 多 
项 式 系 完备 性 相关 的 区 域 . Ut G 是 有 界 单 连通 区 域 ， 
其 边界 曲线 C E ZK 4 B] >K TK HR. z= W Go ) BH 
[w| <1 RHA] G ETE w=0 点 规格 化 的 保 角 映射 ， 
w= Pz) AAR GT, 0, 


E’ (G) = (f(z) f(z) 在 G 内 解析 ， 


sup | LIF Ce» |^ [dz] << 4-60), 
Ocrc] C, 


其 中 C, 是 C 的 内 等 势 线 . 4 p Cu TR JE 
In |" Cw) | 
]—r 


m zl. L eer | == 2760860 = 05 spar" 
RB were" ,0scr« 1. RR G 为 斯 米尔 诺 夫 区 域 . 

使 多 项 式 系 在 E*(G) 中 完备 的 充分 必要 条 件 是 ， 
区 域 G 为 斯 米尔 诺 夫 区 域 . 当 p=2 时 ,这 个 定理 首 
先是 由 斯 米尔 诺 夫 (Cuupaoa,B. 1. ) 证 明 的 ,后 来 克 
OR £ fF (Kemm, M. B.) 5E du X iE E HE X 
CJlaBpenTbeB, M. A. ) 把 它 推广 到 一 般 的 520. 

埃 尔 米 特 插值 公式 (Hermite interpolation for- 
mula) 区 域 上 解析 函数 的 拉 格 朗 日 插值 多 项 式 的 
积分 表示 式 . 设 有 界 单 连通 区 域 C 的 边界 曲线 C 是 
若 尔 当 可 求 长 的 ,f(z) 在 G 内 解析 ,在 C 上 连续 ， 
esr Se 是 插值 节点 ,那么 在 (zx 上 插值 Foe) 
E hr 8 BH A dé (E 2 Yi zÇ 


Lx > cf. 
k=0 
其 中 
w,(z) 
li(z) = mie jee (k = 0,1,*,2), 
w, (z) = H (z 一 z). 


_ 1 fw, GC 《 GEI 
LG L DEE ZO dE G €G) 


称 为 jz) 在 (zx 和 -oo 上 的 埃 尔 米 特 插值 公式 . 利用 该 
公式 可 得 到 
w,(z) f(E) 

fe -LG.O- S E ECL G € G). 

— 84> fg (uniform distribution) 插值 节点 的 
一 种 性 质 . 设 K 是 复 平面 上 的 一 个 紧 子 集 , 其 余 集 是 
单 连 通 区 域 . 设 

z = Vw) =c +e + + 
FE < |> 1 映射 到 天 的 余 集 中 且 在 ce 处 规格 化 的 
保 角 映射 . 2 (z) CK, 


[| (2 z), 


M, = max(|W,(z)||z € K), 


lim LM = Gs 


则 称 节 pape ie te K 上 是 一 致 分 布 的 . 
卡尔 马 - 沃 尔 什 定理 (Kalmar-Walsh theorem) 
关于 插值 多 项 式 收敛 性 的 定理 设 天 是 复 平面 上 的 
一 个 紧 子 集 , 其 余 集 是 一 个 单 连通 区 域 ,f(z) 是 K 上 
Zot 


(c > 0) 


Wz) = 


£ 


的 解析 函数 , (ze }ino CK »L.C fz) EE (z: ti- 上 插值 
f(z) BJ bra BA H 188 Z SK. 该 定理 断言 :要 使 对 任 
何在 天 上 解析 的 函数 f(z) ,极限 
lim ILC um) 

在 天 上 一 致 成 立 的 充分 必要 条 件 是 节点 阵 Cz bo TE 
K 上 是 一 致 分 布 的 . 

过 收敛 (over convergence) ”描述 多 项 式 序列 收 
敛 性 的 一 种 现象 .已 知 其 在 一 个 给 定 的 点 集 C EM 
敛 得 足够 快 的 某 些 多 项 式 序 列 , 必 在 一 个 把 C 包含 
在 内 的 点 集 上 收敛 ,这 个 现象 就 称 为 过 收 伍 . 

费 耶 尔 节点 (Fejer node) ”一 种 插值 节点 . 设 天 
是 复 平 面 上 的 紧 集 ,其 边界 曲线 C 是 若 尔 当 曲线 或 
FRAM, z=Vw) EH |w|>1 映射 到 MS 
H dE oo FLAS ACA DR ffi RT , WIPRO A 

z, = West) (k —0,1,2,,n) 

为 天 上 的 2 十 1 个 费 耶 尔 节 点 . CHK 上 是 一 致 分 
布 的 . 

费 克 特 节 点 (FEekete node) 一 种 插值 节点 . ix 
K 是 复 平 面 上 具有 无 穷 多 个 点 的 紧 集 , 若 定义 在 天 
上 的 具有 2 十 1 NEEE pR 27 

Sf 252552, = ll |=; — | 


JER 


D E (zi yoo CK ER BR AE. We Oe 
zi io K EWR RETA. CEK 上 是 一 致 
分 布 的 . 

Bay aR AR SE FECAL per condition) 一 种 描述 区 
域 边界 光滑 性 的 条 件 . 设 G 是 复 平 面 上 有 界 单 连通 
区 域 ,其 边界 曲线 C 是 闭 光 滑 曲线 ,90(s) 表 示 C 上 的 
点 s(s 23 C 的 弧 长 参数 ) 处 切线 与 正 实 轴 的 光 角 ， 
eC ,t) A0CGOBJ XE SETR doo (0 , t) WA E 


NES wo, 216212 i sides. 


则 称 C aie te, 其 中 |1C| 表 示 C 的 弧 长 . 
它 由 阿尔 佩 尔 (Aprep,C. $8. ) 给 出 . 


抽象 逼近 


抽象 逼近 (abstract approximation) 抽象 空间 
中 的 逼近 论 问 题 . 在 泛 函 分 析 的 框架 下 ,应 用 巴 拿 赫 
空间 几何 、 非 线性 分 析 等 理论 来 讨论 度量 空间 中 某 一 
子 集 的 元 素 对 某 一 确定 的 元 素 的 远近 , 称 为 抽象 通 
近 . 设 X 是 距离 空间 ,其 元 素 ( 或 者 称 为 点 )z 与 y 之 
间 的 距离 记 为 p(x,y). 设 G 是 X 的 一 个 子 集 , 称 
E(x) = inipGz ,g) 
Ax5SC ZAMS. C ARDEA GO z WIR 
程度 , 常 称 它 为 G XF z WEI. XE G 为 逼近 
集 . ia G 中 有 元 素 So 使 得 ozygo) 一 GcGCz)， 则 称 
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go 为 x TE G 中 的 最 佳 通 近 元 . SRE ARB 
With BABU. AM BARBARA 
Sc(z). 但 通常 仅 限 于 对 具体 的 和 和 C 来 进行 这 个 
工作 . 而 在 一 般 的 距离 空间 中 ,人 们 研究 的 通 近 理论 
主要 还 是 定性 问题 . 这 就 是 如 下 四 方面 的 问题 : 
1. x Æ G PN 2 Pol E Jú B) EE TE FE RE. 也 就 是 
Ui. iPox = (gloCGrg)— 6G) BlPoxdé x # G 
"BE VEU) ARS, Por BARES ET 
2. r E G PB EIB VEETE TE I) i e S2 这 
就 是 常 说 的 惟一 性 问题 . 
3. SR gu BJ RPE SI. 
4. WRH Po BUM X 中 元 素 x BX WER Pex 
的 一 个 映射 ,那么 一 个 重要 的 问题 是 集 值 映射 Pc 有 
些 什 么 性 质 . 
MOX PAWN-AA TREN ARNE 
€-(F) = sup c(t) = = sup inf or), 
它 是 集 G WE F BIRKS WER, pt G 对 集 
F 的 最 佳 逼 近 值 . 倘若 X 中 有 一 族 集 r= (Gea 8 
一 个 G. 都 可 以 对 集 F 进行 通 近 , 那 Aud č - 中 挑选 
一 个 最 优 的 Gas tt; BD SE 3 Hi Gao) ,使 得 
Gu Ch y = int dc CF). 
作为 逼近 集 G, 有 时 取 作 X 的 线性 子 空间 ,这 时 
的 逼近 称 为 线性 逼近 ;有 时 为 X 的 凸 集 , 则 称 为 三 副 
近 . fl HII Sc AE pR GB ur nn Bi JE ER TRE 18 E Se #Ë E ru E 
i. 
在 巴 拿 赫 空 
对 非 巴 拿 赫 空 


逼近 集 (approximation set) 


间 中 抽象 逼近 已 有 较 丰 富 的 成 采 , 而 
s 间 中 的 研究 尚 在 发 展 中 ， 
BL HHR UE”. 
[NjB if (convex approximation) J ^38 28 3E 
近 ”. 
太阳 集 (sun set) "EFSER wun rg 
要 概念 . eX ASRS A.C A X 的 子 集 . 如 果 对 
TOWN ce XA go Ær EG PR B iron E 
出 对 任何 a0, g, 也 是 x. go telr—g TE C 中 的 
Ik £38 Ju, ID BINT > € X. H px 
HX, Zo) = inl peg) 
成 立 可 推出 等 式 
p(Xa, 80) = ink pGr,,g) 
对 任何 a0 d p sr WK ge 是 C 的 太阳 点 .者 C 中 
每 个 点 都 是 G 的 太阳 点 , 则 称 G 为 太阳 集 . 太阳 集 与 
凸 集 有 如 下 关系 ， 
1. 凸 集 必 是 太阳 集 . 
2. M X 为 光滑 空间 时 , 若 C 为 X 的 一 个 太阳 
集 , 而 且 对 任何 xEX,z 在 G PRA REBI, M 
G 必 为 凸 集 . 这 里 GC X 为 凸 集 的 含义 是 :对 于 C 中 
任何 两 点 re, H0C[0,1], MA 0f (1—00g 


€ G. X 为 光滑 空间 的 含义 是 :X 是 赋 范 线性 空间 , 而 

AMF X 中 任 一 范 数 为 LMA z. EX 上 存在 惟一 

的 范 数 为 1 REZ R / [E18 (Co) = 1. 
太阳 点 (sum point) YL“ KPA”. 

切 比 雪夫 集 (Chebyshev set) 8E— gii II U X 
都 有 惟一 的 最 佳 逼 近 元 的 逼近 集 . 设 X 是 距离 空间 ， 
GC X. 如 果 每 一 zEX 在 G 中 的 最 佳 逼 近 元 都 存在 
而 且 惟 一 , 亦 即 对 每 一 zEX, 有 且 仅 有 一 个 s. € G. 
使 得 

pCr.g,) = inf PCz,8)， 
则 称 G 为 切 比 雪夫 集 , 这 里 co(z,g) 表 示 工 与 g 之 间 
的 距离 . 切 比 雪夫 和 集 与 太阳 集 有 如 下 关系 : 

1. 巴 拿 赫 空间 中 有 界 紧 的 切 比 雪夫 和 集 是 太阳 集 . 

2. I BE— Bo OS 35 == [8] rh ali RAKE 
是 太阳 集 . 这 里 局 部 一 致 凸 巴 拿 赫 空间 X 是 指 这 样 
的 巴 拿 赫 空 间 X IF ee Xr HR | x || =1,.V 
及 e>0, FE O>0, ERF € X, ly] =1 H. 


| =>] >1-06 


BEA | eyi «e Bal] X 中 的 集 G 是 X 中 的 
有 逼近 紧 切 比 雪 夫 集 的 含义 是 :G 是 一 个 切 比 雪夫 集 ， 
而 且 对 于 z€ X UB (g) cc. EF 
lim "aum um inf pCr,g?, 
则 有 g, € G 使 得 
lim 0(g,.g9) = 0. 
s ee r B. ) 曾 对 Lo,1j 上 的 连续 的 


2a 
puc (a > 0), 
0 (a — 0). 


S G-lg.lazzo), M] G 是 CL0,1j 中 的 切 比 雪夫 集 ， 
而 非 太 阳 集 . 因此 巴 拿 赫 空间 中 的 切 比 雪夫 集 未 必 是 
KBAR. 

几乎 切 比 雪夫 集 (almost Chebyshev set) Wk 
雪夫 集 的 一 种 拓 广 . 设 G 是 距离 空间 X 中 的 闭 子 集 ， 
id Uc= ix |< € X AE G FUR TE — B) ie EIT}. 
WR X\U 为 第 一 范畴 集 , 则 称 G 为 几乎 切 比 雪夫 
E. Heat 4 (Creuxan, C. B. ) 曾 证 明 : 若 和 为 一 致 凸 
的 巴 拿 赫 空间 , 则 X 中 的 财 集 是 几乎 切 比 雪夫 集 . 一 
个 赋 范 线性 空 m 如 果 对 于 e>0, 


tf (ls letal | € X, 11 


=|yl s= T I z =s Be} = 0, 

则 称 X 是 一 致 凸 的 . XI Lau, K.S. ) 证 得 : 若 X 为 局 
部 一 致 凸 且 自 反 的 巴 拿 赫 空间 , 则 X 中 的 财 集 是 几 
乎 切 比 雪夫 集 . 局 部 一 致 凸 的 含义 见 " 切 比 雪 夫 集 ” 

克利 猜测 (Klee conjecture) 关于 切 比 雪夫 集 


是 凸 集 的 猜测 . 设 X 是 希 尔 伯 特 空间 . 1961 年 ,克利 
(Klee, V. L. 2 888 | X. 中 的 切 比 雪夫 集 必 为 凸 集 . 
当 X 的 维 数 有 限时 ,这 个 猜测 是 成 立 的 ; 当 X 是 无 穷 
维 空间 时 ,约翰 逊 (Johnson,G.G.) 已 在 一 般 的 内 积 

空间 中 作出 非 凹 的 切 比 雪夫 和 集 . 然而 对 于 希 尔 伯 特 空 
间 , 这 个 猜测 成 立 与 否 , 尚 属 未 知 . 

柯 尔 莫 哥 洛 夫 特征 (Kolmogorov character) 

E AE E UT J Sit lm D X 是 巴 拿 赫 空间 . 
B* 是 定义 在 XX 上 的 范 数 不 超 过 1 AE RS 
体 . wext B*={f|JEB°, Æ f55€eB'&ae(0, 
1) 使 得 f=afi 十 (1 一 2)f;, 则 fi — f,= f). 

设 GCX 是 X 的 线性 子 空间 , 则 用 G 作为 逼近 
集 时 ,关于 最 佳 逼 近 元 有 如 下 的 柯 尔 莫 哥 洛 夫 特征 刻 
IB]: r€ X,go 是 T £ G B EB Ir u, BI 

P(X sZ0) = inf p(x,g), 


其 充分 必要 条 件 是 存在 f € ext B* ,使 得 f (z — go) 
= || =—g ||, H Ref (go 一 g) 之 0 (EG). 这 里 
| °` Ü 表示 X 中 的 范 数 ,Rez EM z 的 实 部 ， 
plr,g)= lz—gl. 
WE G 不 是 X 的 线性 子 空间 , 则 上 述 结论 未 必 
成 立 . AS RARE (Brosowski, B. ) 曾 证 明 : 对 于 巴 
拿 赫 空间 X 的 子 集 C, 上 述 柯 尔 莫 哥 洛 夫 特征 刻画 
成 立 的 充分 必要 条 件 是 G 为 太阳 集 . 


BE mE REX HHA AMF RER WEB 
E B Mob fW GES 
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调和 分 析 harmonic analysis) 亦 称 傅 里 叶 分 
Jr. 原先 是 研究 函数 及 其 傅 里 叶 级 数 ( 或 变换 ) 的 一 
门 学 科 , 它 与 许多 学 科 互 相 渗 透 而 发 展 起 来 . 现代 调 
和 分 析 内 容 相 当 丰 富 , 它 与 偏 微分 方程 论 、 复 变 函 数 
论 . 概 率 论 、 代 数 及 拓扑 等 许多 数学 分 支 都 有 密切 联 
系 . 它 也 是 工程 技术 、 经 典 物 理 及 量子 力学 等 学 科 中 
的 重要 工具 . 

经 典 调和 分 析 ,通常 也 叫 傅 里 时 分 析 , 其 主要 内 
容 是 健 里 叶 级 数 和 健 里 叶 积 分 的 理论 与 应 用 . eR 
的 三 角 傅 里 叶 级 数 展 开 是 将 复杂 的 函数 分 解 为 正弦 
与 余弦 汞 数 的 全 加 ,调和 分 析 一 词 即 由 此 而 来 . 单 变 
元 调和 分 析 的 理论 经 过 一 百 多 年 的 发 展 已 经 日 至 完 
善 , 人 们 已 逐渐 转 到 对 多 变 元 以 及 群 上 的 调和 分 析 
理论 的 研究 . 

把 函数 关于 一 个 非 三 角 的 正 交 函数 系 展 开 的 理 
论 和 方法 称 为 非 三 角 傅 里 叶 分 析 . 例如 沃 尔 什 分 析 
CB WL PR BGR Yr 15 2). 这 方面 的 研究 同 三 角 傅 里 叶 
分 析 平 行 , 不 仅 有 重要 的 理论 意义 ,也 有 重要 的 实用 
价值 . | 

在 经 典 调和 分 析 理 论 的 建立 和 发 展 的 基础 上 ， 
具有 代数 .拓扑 结构 的 抽象 集合 上 ,根据 经 典 调和 分 
析 的 思想 方法 ,也 建立 了 相应 的 调和 分 析 理 论 ,形成 
一 个 重要 的 分 支 , 称 为 抽象 调和 分 析 . 例如 典型 群 、 
李 群 . 阿 贝 尔 群 上 的 调和 分 析 以 及 局 部 域 上 的 调和 
分 析 等 . 

由 于 偏 微分 方程 . 非 线性 分 析 等 其 他 领域 发 展 
的 需要 ,现代 调和 分 析 用 它 独 特 的 观点 和 方法 对 也 
数 进行 了 分 类 处 理 ,导致 各 种 函数 空间 的 专门 理论 ， 
如 哈代 空间 、 索 伯 列 夫 和 别 索 夫 空 间 的 理论 等 . 其 
次 ,由 于 与 傅 里 叶 展 开 有 关 算 子 的 理论 和 应 用 的 进 
一 步 发 展 , 导 致 各 种 算 子 的 理论 . 特别 是 建立 了 李 特 
尔 伍 德 - 假 利 理 论 和 考 尔 德 伦 - 赞 格 蒙 算 子 理论 . 古 
典 一 元 的 李 特 尔 伍德 - 佩 利 理论 是 从 1930 年 至 1939 
年 期 间 由 李 特 尔 伍德 (Littlewood ,J. E. )、 佩 利 (Pa- 
ley, R. E. A. C. ) #4 £ (Zygmund , A. ) 及 马 钦 凯 
维 奇 (Marcinkiewicz,J. ) 等 人 完成 的 . 多 元 的 李 特 
尔 伍德 - 佩 利 理论 则 是 于 1958 4E rH B JH. (Stein, E. 
M. ) 建 立 的 . 还 有 奇异 积分 算 子 理论 . 考 尔 德 伦 
(Calderón, A. D. ) 和 赞 格 蒙 于 1952 年 为 研究 常 系 
数 偏 微 分 方程 引进 了 卷 积 型 的 奇异 积分 算 子 , 亦 称 
第 一 代 奇 异 积 分 算 子 . 他 们 又 在 1956 年 为 研究 变 系 
数 偏 微分 方程 而 引进 了 带 可 变 核 的 奇异 积分 算 子 ， 
亦 称 第 二 代 奇 异 积分 算 子 . 1978 4E , 科 伊 夫 曼 (Coif- 
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man,R. R. fü f& HB Meyer. R. ) 提 出 了 非 卷 积 型 的 
奇异 积分 算 子 , 亦 称 第 三 代 奇 异 积分 算 子 . 到 此 , 实 
质 上 已 经 建立 了 整个 考 尔 德 伦 - 赞 格 蒙 算 子 理论 的 
基本 框架 .应当 指 出 , 李 特 尔 伍德 - 佩 利 理论 和 考 尔 
德 伦 - 赞 格 蒙 算 子 理论 不 仪 在 现代 调和 分 析 的 研究 
中 有 着 基本 的 重要 性 ,而 且 它 们 也 是 建立 “小 波 分 
析 ”《 新 兴学 科 ) 的 理论 基础 . 

健 里 叶 分 析 (Fourier analysis) BB déi Pi At fr, 
A f& E ud CFourier,J. -B. -J. ) 开 创 了 将 函数 用 三 角 
级 数 展开 的 方法 而 有 此 名 .有 时 特 指 有 关 健 里 叶 级 
数 和 傅 里 叶 积 分 的 理论 与 应 用 . 

经 典 调和 分 析 (classical harmonic analysis) 
见 “ 调 和 分 析 ”. 

韭 三 角 健 里 叶 分 析 (nontrigonometric Fourier 
analysis) PRIX KF dE = £8 BJ E 2 BRL BC J JF 8] B 
论 , FLFR : IE 28 pK BX AR #ll IE 20 & LCS] — J EE 1⁄2 , PR 
数 关 于 特殊 正 交 函数 系 的 傅 里 叶 级 数 展开 ,一 般 的 
正 交 也 数 级 数 的 理论 等 ,例如 关于 沃 尔 什 清 数 系 展 
开 , 关 于 勒 让 德 多 项 式 系 的 展开 等 . 


muss BRT SP at 


$ EHR (Fourier series) 一 类 特殊 的 三 角 
级 数 . 设 f fE T"= {r5 (mu, zx, **", Z,) | — z< x; 
之 x,j 二 1,2,…,n) 上 勒 贝 格 可 积 , 对 每 个 变 元 都 以 
2r 为 周期 的 实 值 函数 (函数 取 实 值 的 限制 不 是 本 质 
BJ). 定义 


esa y =s - | fide "dz 
( TU 


AT) 
AS BJ S BO HBX om = (mi, m, sm) FE n 
元 整 点 ,其 全 体 记 为 Z',m s Z= m z, + mz, +e 
十 mx. 三 角 级 数 
S e Oye (x) 
mez" 


称 为 地 的 傅 里 叶 级 数 , 用 Á Rm. 24 n2 时 , 常 
BK o C Ay £ ER EHE np 22 RM. 在 单 变 元 的 情形 (> 
=D, W fB o NER YSSOEX 


alfy = > T 2, (neos kz + b,sinkx), 
其 中 


da; i| f G) cos ktdt (k = 0,1,2,"°°), 
1 f 
es. 


f(t) sinktdt (k = 1,2,°), 


a, 和 b, 分 别称 为 f BIRIA E SR 8 E tT AR. 

Æ HER EE (rearrangement function) 5 ol W) eg 
数 等 分 布 的 单调 函数 . 设 ÁO d R" 上 的 可 测 函 数 . 
对 o>0, BR Aj (GO =m ULER" | | f(x) | >a) WF BB 
Ay Fi PRAG. XE 220, ER f" GO Sinf lal AjCO SEE f 
AY) He HE PRA. IE TE CO +o) EEEN AEE eg, 
BSS fGO R.8 B fs] BJ 43 fi PRÉC. 

洛 伦 兹 空间 (Lorentz spaces) L^ 空间 的 一 种 
推广 . 8 fX = FB] L (p, q) (1 < p < + °°, 
1<q<—- 99o)5E X. HJ 

Le” ={f [WN | | fll, <+), 


其 中 
, l/q 
Let, -(E | eer org]. 
LOR f OBS IL HERR”), 4 q=+o 
4E zk lle MALS = (f ARM! fi, 
Wet sup t7 f* (0) A < p <+ oo). 


洛 伦 兹 空间 L*“ 同 L’ 的 关系 是 LHL’ WR 
LPL (q> p). 

洛 伦 兹 空间 在 调和 分 析 中 的 重要 作用 在 于 : 首 
先 , 在 某 种 意义 下 , 它 是 勒 贝 格 空 间 L” 的 有 效 的 蔡 
(As [B]. 某 些 算 子 ,如 哈代 - 李 特 尔 伍德 极 大 算 子 ,不 
是 六 到 天 有 界 的 ,但 却 是 六 到 元“ 有 界 的 .7 
(也 称 弱 L 空间 ) 便 是 一 类 洛 伦 兹 空间 . 其 次 , 它 也 
是 L 空间 的 一 种 插值 空间 . 例如 ,如 果 线 性 算 子 T 
是 L* 一 L? 有 和 界 , 且 是 L! IL ARRATE 
L A LARK, Hp 


po: o GER 

p eC ee 

d qupd e ee etu. 
5 q 

1. 1-8 

q i 


这 里 LEERE A). 最 后 ,借助 于 洛 伦 兹 空间 
iB nT 5 Hi — 38 85 ñ (X. Z= |B] ,而 这 类 空间 在 研究 算 子 
的 尖锐 性 问题 中 有 重要 作用 . 

卷 积 (convolution) ”分析 数学 的 一 种 重要 运 
算 . 设 f€ L'(RO,g€ L'(ROGs px oo) ff 


J fi — weCy)dy 
at 


为 了 与 g 的 卷 积 , 记 为 f* g. WES * g€ L? (Rr). 
E fg€eLT Wk 

NS — y)g (y)dy 
D f Ej g MBA, tB i SN f * g. RBE f * g 
CLT"). 卷 积 与 傅 里 时 级 数 ( 积 分 ) 有 密切 关系 ,两 
个 函数 的 卷 积 的 健 里 叶 系 数 ( 变 换 ) 等 于 各 自 健 里 叶 


一 元 傅 里 了 时 分 析 


系数 (变换 ) 的 乘积 . 

fa SE iB ik (approximations of the identity) i 
近 于 恒 等 算 子 的 一 类 带 伸缩 参数 的 卷 积 算 子 序列 . 
ix KCL'(RO,K.(r)—e€ "K(z=/e), K F€L'(QU(CI 
fb Loi, Aris TE SER Xr IR BLUE SPEAK Br 
足 的 条 件 , 致 使 在 此 条 件 下 ,成立 K, * fof, He 
一 0 十 ,其 中 收敛 是 按 L^ 范 数 或 几乎 处 处 ,或 其 他 确 
AE ER X. F BJ. 如 果 恒 等 逼近 问题 的 结论 成 立 , 则 天 
FF IB AE B UK. 

ZS EB H # AW (Fourier coefficient) 
级 数 ” 

余弦 傅 里 时 系数 (cosine Fourier coefficient) 
见 “ 傅 里 时 级 数 ” 

正弦 傅 里 时 系数 (sine Fourier coefficient) 见 
“ 傅 里 叶 级 数 ” 


JL" f EE ap 


Ak Fl vg E (Dirichlet kernel) —2É gi — ff ep 
数 表 示 的 积分 核 . 三 角 多 项 式 
sin | É + e x 


D(x) = + + 2 jeos jz = — 
i=] 2 sin ? 
称 为 狄 利 克 雷 核 . 多 变 元 的 情形 有 类 似 的 定义 . 为 简 
明 起 见 , 本 条 及 以 下 各 条 若 不 特别 说 明 , 均 只 对 单 变 
元 情形 进行 叙述 . 把 f 的 依 里 叶 级 数 的 前 nn 十 1 项 的 
和 记 为 S,《f,zx), 称 为 o(f) 的 第 n 部 分 和 ,简称 了 f 
的 傅 里 叶 部 分 和 . 容易 算出 


S.C .2) = 一 b flx — t) D, (tdt. 


于 是 ,f BEES HUE SR LUCAN S, (f , =) 4 
n— colt BY We OC FE TA] 88. 

傅 里 时 部 分 和 (Fourier partial sum) 
SUBE. 

Bh V f& T E (Lebesgue constant) 
绝对 值 的 积分 平均 . 积分 


E | |D, (x — t) |dz = 1 | |D. (t) | dt 


T 


见 ACRI 


狄 利克 雷 核 


(n = 041525***) 
与 变量 > XG , #R 28 = ffi RRA n PL DL A 
数 , 记 为 L, WHY 


E oed 


SI AS Fe STE UT FS PR B BJ AEF HBT Br RO Se |a] EN K 
HoB yr BE rh ko £ ERIH. 

局 部 化 原理 (localized principle) EHR 
和 收敛 的 一 个 特征 .可 积 函 数 节 的 传 里 时 部 分 和 
9 jz) 在 一 点 工 处 的 收敛 性 态 只 依赖 于 了 了 在 该 点 
附近 的 性 状 , 这 一 原理 称 为 黎 曼 局 部 化 原理 . 确切 地 
Vi. y FT AR ew S TE ze 的 一 个 邻 域 (zo 一 9,zo 十 9) 
(7-0 可 任意 小 ) 上 恒 为 零 , 则 
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lim S, ,70) = 0 = f(zo). 
值得 注意 的 是 ,对 于 多 变 元 函数 的 健 里 叶 级 数 ， 
局 部 化 的 问题 是 相当 复杂 的 . 
+ SE ER (conjugate series) 一 类 三 角 级 数 . 
BL — JG PRA. 1(0) 的 傅 里 叶 级 数 的 泊 松 平均 PCPA) 
Fe fet Wr PRI BX 


a — : > 
F(z) = P1 ck 2,G. — ib,)z 


(x e—re.0srsl1) 
的 实 部 .把 F(z) 的 虚 部 记 为 Q, (/ ,0): 


QU o= > (— b, cos nÜ + a,sinn@)r’ 
n=] 


BS ha E rsint 

B d. HEP 1 — 2rcost + SE 
ABA Q.CF,0) 5 PLS, OER re" =xr+iylr,yER) 
BY SE, Me BB B5 — JE PR 2X JE (E ik, FE Be) dad A e C (fE 


Hy «1H POS AD. 相应 于 这 个 事实 , 称 级 数 
> (— b,cos nÜ + a,sinn@) 
n= | 


为 of) (Be AUS H nF RB”) BJ SE IR BR / 的 
FEAR iN o CO. BN, oC PRD ERT A A 
PRI CE] WEE 
itf dX (conjugate function) —2 {AR 
分 定义 的 函数 . 周期 为 2r B OT Fw f BJ FE HE pR 28 
定义 为 
f(x) = lim X | ji — 5 Oi 


KD 3 E< |#| <<= 2 tan aes, 
2 


式 中 右 端的 主 值 积 分 是 几乎 处 处 收敛 的 .在 一 定 意 
SOF. Fy ARE / SE Ug dO MA T V B 2E 98 PR 
FEB FAS SEER” PES B 

lim F (re^) = lim (P.F: + iQ, (/ ,0))} 


= f(0) + if (0) 
对 几乎 一 切 0 成 立 , 且 极限 方式 “> 一 1 一 ”可 以 加 强 
到 如 下 的 “ 非 切 向 ”极限 : 

设 z = e^, j, z= +e” (0< +< 1) EF tJ mM t [a] + 
zo BGK z-—re/—e^;, X HE EX C>0, z€ {re”| |0 
— 60,1 «:CC(1— 72) Bl z YETE &— + LA eh TR xx BJ 
角形 区 域内 趋向 于 e”. 说 4 是 u(z) 当 xz->zo 时 的 非 
切 向 极限 , 意 指 当 zz 非 切 向 趋向 于 zo 时 ,xz(z) 的 极 
PRAY A. 

Z Jú PRB AY) FE Be pR ES BY 28 EG J — 20 LA 
推广 ,也 可 从 奇异 积分 的 观点 ,以 不 同 的 方式 引入 . 

上 户 津 猜测 (Luzin conjecture) 一 元 傅 里 叶 分 
析 中 的 一 个 重要 猜测 . 俄国 著名 数学 家 户 津 
(Jlysun, H. H. ) 于 1915 年 提出 一 个 猜测 : 世 CT) rH 
果 数 的 傅 里 叶 级 数 都 是 几乎 处 处 收敛 的 . 
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在 卢 津 猜测 提出 了 50 年 后 ,卡尔 松 (Carleson， 
L. ) 于 1966 年 发 表 了 对 卢 津 猜测 的 正面 解答 . 他 的 
结果 是 : 

1. 若 对 于 某 个 070, f * Cog! 1/1) ^ € L, tl 
xL ESE 2,5, Cf x2-—o(Cloglogz). 

2. X] A p.f € L” ,Wi|x j JL 3 8A =, 

S,Cf,x)-o(log log n). 
3. r= FEL , 则 对 几乎 每 个 Ts 
lim S, (f, z) = f(x). 

卡尔 松 的 结果 彻底 解决 了 卢 津 猜测 . 接着 享 特 
(Hunt,R. A. ) 将 上 述 结果 3 的 f€ L° 推进 为 JE L” 
(1 p o9) ,这 个 结果 一 般 称 为 卡尔 松 - 享 特定 理 . 

这 个 成 就 在 傅 里 叶 级 数理 论 的 发 展 史 上 具有 里 
程 碑 的 意义 .至 此 ,一 元 傅 里 叶 级 数 的 理论 可 以 说 已 
基本 上 完善 了 . 

卡尔 松 - 享 特定 理 (Carleson-Hunt theorem) 
见 “ 卢 津 猜测 ”. 

IE 3 ER KR (orthogonal function system) 相 
互 正 交 的 平方 可 积 函 数列 . 2 (5,1n—0,1,2, 1 
Z2?(a,p) 中 的 非 零 函数 系 , 当 关头 2 时 LEE 


b 
(6, ,6,) = | de 0, (D 


WW $& (5, } FE (a,b) E B5 — +` 1E 32 PR ZZ # f) PR IE 0€ 
系 . 

一 般 地 , 设 (X ,op) 为 测度 空间 , (5, |a= 0, 
L, 2,…} 是 L: (X , e su) RBS JESE RMR. # > m 
= xH, 


| dn 0, (2) 
X 


WW BRD, } E CX A, we) EBJ— PIER. 

TE 38 A (orthogonal system) 正 交 函数 系 的 简 
称 . 

规范 正 交 系 (orthonormal system) 亦 称 就 范 
正 交 系 或 标准 正 交 系 , 一 种 特殊 的 正 交 函数 系 . 设 
(6,[n—0,1,2,--) EL? CX, sw) th ñ) — PIE 
LEE 


| |Ð, | du = 1, 
X 


WW BRD, EX, A ) EBY— PRUE IE ER. 

it sü IE 32 # (normal orthogonal system) Bp 
“规范 正 交 系 ” 

完备 系 (complete system) 具有 某 种 完备 性 
EKRAR FRR. 1D, |n—0,1.2, 2 EL’ (a ,b)(—J8& 
地 L CX, o. n0) PW TE XX HE PP BMA. AS 
EL’ (a,b), HH 


| /mdz = 0 (n= 0,1,2,.) 
推出 f/ 70, BJ L'Ca b) PAF tF AERE BB SBS $, 


IE 2E Wü] fk (5,5 E L (a,b) P ñ) SEHR C— RE Hb Sr 
(DON L: (X o , n) H BJ Sú AR). # (5, JE IE C 
系 , 则 帕 塞 瓦尔 等 式 对 于 它 成 立 的 充分 必要 条 件 为 
它 是 完备 系 .7T" EB) fü EUR ie" "Ime 2”) 关于 
T" 的 规范 化 勒 贝 格 测度 dzx/(27)" 是 一 个 规范 正 交 
系 , 它 又 是 一 个 完备 系 . 
帕 塞 瓦尔 等 式 (Parseval equality) 亦 称 帕 塞 
瓦尔 公式 或 帕 塞 瓦尔 定理 ,关于 平方 可 积 果 数 傅 里 
叶 系 数 平方 之 和 的 一 个 等 式 . 设 了 ED (C7), 了 TT 
二 [一 x,7), 则 其 傅 里 叶 系 数 


c meg 去 | Jie “dz 


去 | ford = > le, |*. (D 


公式 (1) 称 为 帕 塞 瓦尔 等 式 . 当 三 是 实 函数 时 ,常用 
asb, 表示 S 的 仁 里 叶 系 数 ( 参 见 “ 仁 里 叶 级 数 ”) ,这 
里 


a= l| f (z) cosnzdz, 


EE i| f(x) sinnadz, 


这 时 称 等 式 

i| J Gd Id 十 >a: +62) (2) 
为 帕 塞 瓦尔 等 式 . 对 于 一 般 的 完备 正 交 系 也 可 类 似 
地 建立 帕 塞 瓦尔 等 式 . 


帕 塞 瓦 尔 定理 (Parseval theorem) 即 “ 帕 塞 瓦 
尔 等 式 ”. 
3E + (multiplier) 一 种 由 特殊 数列 决定 的 算 


子 . 设 P,Q 分别 为 任意 两 个 周期 为 2x 89 PR CIS. 
{| 二 0, 土 1, 士 2,…}) 是 一 个 数列 . 如 对 于 了 PL 
— DÉI Br f DIS Bir RM ic. TED, EI, 42>}; 


Cc. = xl fixe “dz, 


27m) _ 
BF (0A | 80, +1, 492,2 REQ PER RR E 


的 傅 里 叶 系 数 , 即 
e A; = 去 | gie "dz, 


这 样 BUR (ALB E T — 38 fc PRE g€ Q 的 算 
子 了 ,使 得 T7 一 5g. 此 时 称 了 为 (P,Q) 乘 子 , 也 称 
As ACP .Q)RF. Dn PELT), Q= 14 CT), I SI 
AT ACL LORF M p=q 时 简称 L^ HF. 如 果 
存在 一 个 可 积 函 数 疡 ,使 得 


A, == 去 | h(x)e "dz, 


7» 4 
AB H EE ARCH Pk c n] AT 恰好 为 了 和 有 的 


D £k BL St SF SHE + E EE (Marcinkiewicz multipli- 


— J Ë E np 4 th 


er theorem) 给 出 数列 为 Z2(p>1) 乘 子 的 定理 . 它 
上 断言 ,各 数列 (ae} 满 足 条 件 
I| M, 2711 — A, | < M 
di Sou EE 
则 对 一 切 p>l a (A, 是 L^ FT. 
s Hr 2 Ee (Hausdorff- Young theorem) 
XT f€ L'| —m,m)BJ fg Bur dE. 1—< p 


1.& f€ L'(—T,m),c, dé f BS H n RR 


c, = i| Gaye az, (1) 
则 不 等 式 
1/p 
| SH lel) |z] O da 
RY. 
2 FARI) ERR ARI 


S le. |, Eres; 
则 存在 人 且 有 


去 | fco rà] : 


m sel SC el, 


上 述 结论 1 与 2 合 称 为 豪 斯 多 夫 - 杨 定 理 . 

2 SI BI WA (multiple Fourier series) W 
“ 伟 里 叶 级 数 ” 

傅 里 时 级 数 的 线性 求 和 (linear summation of 
Fourier series) 用 线性 算 子 对 传 里 时 级 数 的 求 和 
法 .从 已 给 的 傅 里 叶 级 数 出 发 ,构造 新 的 三 角 级 数 或 
三 角 多 项 式 , 使 之 与 所 给 的 图 数 之 间 保 持 着 线性 的 
对 应 关系 ,这 种 构造 新 三 角 级 数 或 三 角 多 项 式 的 方 
法 称 为 傅 里 叶 级 数 的 线性 求 和 法 . 例如 ,给 定 实 数 阵 
A-—(A,,I|n;k—0,1,2,,ÀA,,715; 4 k>n BH, A, 
=0) A f BIR ( x ) 出 发 可 构造 三 角 多 项 式 

T,CÓ (x) 


=). SÉ zd Séil 4 (a4 C08 Ex + b, sin Ex). 


k=] 


只 要 数 阵 A xefg aris T, On AE S astra 
Wea te. T E A 确定 了 一 个 求 和 法 , 它 是 线性 的 , 因 
为 对 任意 a,B 及 可 积 且 周期 为 2r 的 函数 f,g, 都 有 
T,Caf + Bg) = aT,(f) + BT.(g), 

PRT N A CF) BJ $D TK CAB T 3 EDA 的 
线性 平均 .用 上 地 的 傅 里 时 级 数 的 线性 平均 TC 
近似 广 就 称 为 了 了 的 傅 里 时 级 数 的 线性 求 和 . 如 果 当 
n> EAR x Ab T.C Co UE S, DE Oo AE 
点 工 处 用 4 方法 可 求 和 于 S (Z (2⁄2 EB) 5 — 
卷 4 数学 分 析 》 相 应 条 目 ). 

傅 里 时 级 数 的 线性 求 和 法 (linear summation 
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调 in 分 dg 


method of Fourier series) L“ E It RB AAR FE 
求 和 ”. 
切 萨 罗 求 和 (Cesaro summation) 
的 一 种 线性 求 和 法 . 设 a> — 1, 
A= (a + 1)(a +B 十 n) 
则 称 A 25 o 阶 切 萨 罗 数 . 傅 里 叶 级 数 ( * ) 的 如 下 线 
性 平均 


傅 里 叶 级 数 


(G) = Ae ATS x) 
n k=0 


称 为 a Br UJ BS 27 E PJ. 相应 的 级 数 求 和 方法 称 为 切 
萨 罗 求 和 , 简 记 为 (C,a) 求 和 . 当 8770 时 ,对 于 连续 
PRX f, CO C04 — SCC SF, h E ATL) BE 
求 和 的 好 处 . 

切 萨 罗 数 (Cesdro number) JL^5J pe RAM”. 

切 萨 罗平 均 (Cesaro mean) ” 见 “ 切 萨 罗 求 和 ”. 

费 耶 尔 求 和 (Fejer summation) 一 种 切 萨 多 
求 和 .一 阶 切 萨 罗 求 和 ( 即 (C,1) 求 和 ) 即 为 费 耶 尔 
求 和 . 设 fEL( 一 7,7) ,其 费 耶 尔 平均 是 


A(z) Na 
k=0 


其 中 Si(f,z) 是 f BJ k BE BH 23% BJ Ba A. D 
此 , 费 耶 尔 平均 恰 是 前 ”十 1 个 傅 里 叶 部 分 和 的 算术 
平均 , 它 的 卷 积 形式 是 


GJ) = +J fr — DF,(COdt, 
其 中 


F (t) = — ID 
k=0 


. n ; A 
= ED sin 2T lu sin £| 

称 为 费 耶 尔 核 . 24 了 满足 一 定 条 件 时 ,o,(f)(zx) 一 
S(x), WER 了 在 点 x 为 费 耶 尔 可 和 .由 于 费 耶 尔 核 
是 非 负 函数 ,这 就 使 费 耶 尔 求 和 具有 很 多 好 的 性 质 . 
BY fH eg 32% JL SP. kb ZF np Be HE Z SKCRU , HE BE p BK BT — £x 
Ht $t HË AR OK RI. 

费 耶 尔 平均 (Fejer mean) 见 “ 费 耶 尔 求 和 ?” 

费 耶 尔 核 (Fejer kernel) 见 “ 费 耶 尔 求 和 ?”. 

E3E- 普 又 平均 (Vallae-Poussin mean) WE 
叶 级 数 的 一 种 线性 求 和 法 . 三 角 多 项 式 

nd p 
Vit) = FET Shoe) 

称 为 oO DWM: FRE. TE ORAT DIT SH in 
Alp. 4n RSM, ER JE ABR FH; 4 p=0 
ET. EMERE A; 4 p= n 时 的 情形 值得 特别 注 

强求 和 (strong summation) 亦 称 哈代 求 和 ， 
储 里 叶 级 数 的 一 种 非 线 性 求 和 法 . UD REGE x 

244 


处 ,对 于 常数 gq,o( 了 ) 的 部 分 和 Si(f z) WS E 
e L x 
lim "up [Sf z) — S| = 0, 
其 中 S 是 实数 ,那么 就 称 OCIO TER x 关于 指数 g 可 
强求 和 于 S. 由 于 这 一 概念 早期 是 由 哈代 (Hardy， 
G. H. ) 引 入 的 ,所 以 这 种 求 和 也 称 为 (五 ,gq) 求 和 . K 
际 上 c( 力 是 对 一 切 正 整数 9 # JL FA CH ,q) A 
和 的 . MPF A oc PRA. CAT QR AY) BE AF I BY E 
MARA (Hardy summation) 即 “ 强 求 和 ?” 
泊 松 平均 (Poisson mean) 健 里 叶 级 数 的 一 种 
平均 . 传 里 叶 级 数 o(f) 的 泊 松 平均 是 依赖 于 参数 
rC [0,1 Bo eR 3⁄4 


a — : 
PoC py = 2 十 2. G,cosn0 + b,sinnO)r 


(€ [— 7,7)), 
它 可 写成 卷 积 形式 


PI = + | ee 
FR P,( f ,0) Jg PR / 的 泊 松 积分 ,其 中 好 数 


cad ES. 

FAU = + F Zur cos né = iuo cum 
(ere Lt€ [7,270 
称 为 泊 松 核 . 考虑 定义 在 单位 圆 盘 {z= 二 re” |10 委 > 

二 1} 上 的 解析 函数 


F(z) = > E >, 一 ib,)z", 


并 假定 f Æ EB BR OA Im t BE H np C a, b, 
都 是 实数 ) PAB PS ORE F (z) (z= re") B 
实 部 . 
泊 松 核 (Poisson kernel)” 见 “ 泊 松 平均 ”. 
吉 布 斯 现象 (Gibbs's phenomenon) 图 数列 收 
敛 过 程 中 的 一 种 性 质 . UE z € Gn z, th], PHRF 
UL COO TE x KWA T fO. X. f Go 43-00 ETE. 如 
HOM nook r>ro 3H H fr Bd WA 
lim sup J C y J w opa 
或 
lim inf CS 
ABZ PRS, (2) E xo 点 的 右 邻 域 出 现 吉 布 斯 现象 . 
ZEA He AT WA mE Pn) SFE xo 点 的 左 邻 域 出 现 吉 布 
斯 现象 . 
吉 布 斯 现象 与 图 数列 的 一 致 收敛 的 关系 是 :大 
lim fO) = f(x), 
H f(x) 在 xo 连续 ,那么 {f,(zx)) 在 xo 后 不 出 现 吉 
布 斯 现象 等 价 于 {f,(x)}) 在 ze 点 的 某 个 邻 域 内 一 致 
关于 郴 数 的 傅 里 时 级 数 的 一 个 绪论 是 :如 果 上 了 


EA FEE AM, BRA n] AS Bj Br es ABA f BU 48 
里 叶 级 数 o CF) (参见 “ 传 里 叶 级 数 ”) 的 部 分 和 序列 
在 f 的 每 一 个 间断 点 ,也 仅 在 这 些 间 断 点 出 现 吉 布 
斯 现象 . 


多 元 傅 里 时分 析 


全 里 时 变换 (Fourier transform) 
换 . 通常 分 以 下 四 种 情形 定义 : 
l.i f€ L(RO ,了 的 傅 里 叶 变 换 定 义 为 函数 


f(x) = | f(y)e ™ dy, (1) 
me 


这 里 xz。 y 表示 R” PHAR. 从 f 到 / 的 映射 记 为 
Z D =F. 

2.4EH LR DLR) E Ee GE 
FER UR 8 BUG bon, BI 

LAAN ss EAE MET s. 
所 以 多 可 保 范 延 拓 至 LR. ELPRE, 
IAA Ie = IF lle. 

jx — SE SUPERO E OR EH. TE MEMEK Z 
是 L:(R") 到 自身 的 等 距 同 构 . . m TT iu 
,实际 上 ,FF ND =f F= f (—z) 
(Vf € L2(R”)). 

3. WR 1 p—2,X T 4T f€ L'(R*), S 

TO G| y 3195 
BO a e DAT D 

J|, =f— f 354 f,E '(R.), f,€ L2 CR”). 定义 ff 的 
傅 里 叶 变换 为 f— f +£, uh f 依 定义 1.7, GE 
X 2. 4 p>2 时 ,因为 此 时 f € L° (R° ZR IR f 为 缓 
WI SC pa, H 8 B ur PRY GE X4. 一 般 地 ,此 
时 了 不 再 是 函数 . 

4. M 了 为 缓 增 广 义 函 数 时 ,其 傅 里 叶 变 换 
多 (有 被 定义 成 这 样 一 个 缓 增 广义 函数 S , 它 使 得 
对 一 切 z€ 94H 


| /GogGodz = | fede, 


这 里 S 为 R 上 的 施 瓦 效 空 间 , 上 式 右 端的 积分 理 
AE ESSI X EXC E BJ £ R Zà E PR) XT SZ 
JE pK é ( H SX 236 PR ROSE 83 H ae PR EE j ) BY TE 
FA. 类 似 理 解 左 端 积 分 . 

w BH EK CR 2E JB. (Plancherel theorem) 
HE”. 

阿 贝尔 - 泊 松 平均 (Abel-Poisson mean) #4 H 
傅 里 叶 级 数 的 一 种 重要 的 线性 求 和 . 设 f € LO), 
了 的 傅 里 叶 级 数 

af) m ^ ue 


mez” 


BY Bay DU ZR RASSE 2 ë 


一 种 积分 变 


JL" H 


& j Ë BM 2 th 


A.(f,z) = Die "c, (en, 


mez” 


Hz 表示 R" 中 具有 整数 坐标 的 点 的 全 体 . | m | 
=(mitmite-+mi)'? m+ x 表示 R" PHAR. 
4e>0 时 , 它 既 按 L^ 范 数 收敛 于 FELT") ,也 在 
f BJ BEAT S D] Të Sa > Kh F fz). 4 n=l 时 , 令 
r=e ，, 则 阿 贝 尔 - 泊 松平 均 就 是 前 面 的 泊 松 平均 . 

高 斯 -外 尔 斯 特 拉 斯 平均 (Gauss-Weierstrass 
mean) 多重 傅 里 叶 级 数 的 一 种 重要 的 线性 求 和 . 
i SELCT") f BJ 8 H nr 22 3⁄ 

çG) = sg fte 


we z” 


的 高 斯 -外 尔 斯 特 拉 斯 平均 是 
有 


当 e— O0 时 , 它 既 按 L^ v OM A FELT") ,也 在 
FOBT x UF f(x). 
博 赫 纳 -里 斯 平均 (Bochner-Riesz mean) £T 
傅 里 叶 级 数 一 种 重要 的 线性 求 和 . 设 f€ LCT") f 
的 傅 里 叶 级 数 
olf) = 2 (fye™™” 


的 a 阶 博 赫 纳 -里 斯 平均 是 三 角 多 项 式 


2\ 4 | 
SR (x) = > = Ld C, (yg nt 
Lol «R R 


阶 数 a 可 以 是 任意 复数 , 它 的 临界 阶 是 
7 一 ] 
q = 
临界 阶 的 意义 在 于 : 当 a = a AT, SRO PI Æ kk F — 
Zu B 18 E nt. 
博 赫 纳 -里 斯 平均 在 多 重 健 里 叶 级 数理 论 中 是 
人 研究 得 较 多 的 一 种 “球形 ”方式 的 线性 平均 . 这 里 和 
式 的 格子 点 m 是 在 球 内 {m | [m | < RRA. 
调和 函数 (harmonic function) 在 区 域 上 满足 
HE MEDERE TAR. i Ftor) EE 
义 在 区 域 DCR" EB) AA — BT xe BE fii SP CR) BR BK 
且 玉 在 区 域 乙 上 满足 下 述 的 拉 普 拉 斯 方程 


PF PF FF _ 
déc EQ v GE 


则 称 是 区 域 D 上 的 调和 函数 ,或 者 说 下 在 区 域 DD 
上 是 调和 的 . 称 


l (R > 0). 


为 拉 普 拉 斯 算 子 . 一 个 复 值 函数 的 实 部 与 虚 部 都 是 
在 区 域 D 上 调和 的 ,有 时 也 称 它 是 区 域 D 上 的 ( 复 
值 ) 调 和 函数 .如果 F(z)—= F(z+ iy) EAEE > 一 > 
十 iy BJ f ER C ERE [BL BJ R: JE SE PD ABA F 
的 实 部 x 和 虚 部 "作为 (z,y) 的 二 元 实 函 数 都 是 调 
和 函数 ,它们 满足 所 谓 的 柯 西 - 黎 曼 方程 : 
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调 和 分 d 


ðu æ Ju 27 


ar dn? 
3X FE B6) — XJ 18) RU PR BX PK 2 He f k 25 98 B. 当 ”之 2 


HJ, ¿1 sO s °° sly, 都 是 区 域 DCR" EB SERI PR C, 
且 满 足下 述 偏 微分 方程 组 
dui Qus Qu, _ 
a ue d kz s 0, 
DAT 
dr, Ae, G,J = ,2; n), 


WU ER Gui ,wz，…,w,) 是 区 域 D E Bg — +` 3k 8 T5] RU PR 
数 系 .调和 图 数 与 傅 里 时 级 数 的 关系 密切 ， 
f (Bii #l ey X (complex-valued harmonic func- 
tion) Jl“ 38 f eS ZI". 
+ 3g yi $n E (conjugate harmonic function) 
见 “ 调 和 函数 ”. 
3t 3g ys FO Bg # HK (system of conjugate harmon- 
ic functions) 见 “ 调 和 图 数 ” 
次 调和 国 数 Csubharmonic function) J4 Al PR 
数 的 一 种 推广 .定义 于 区 域 DC Rr 上 的 连续 函数 
F(X) 称 为 是 次 调和 的 ,是 指 当 
tx E R| jlr- rl SKED 
时 ,不 等 式 
1 


Pru | F (x, + rt dt’ 
Wai Bul 


成 立 . iX HOZE, 表示 R” P AARRE wni dd 2. 
的 面积 ,dt E: ES. 上 的 面积 元 . Hy TU ER BY Ey 
值 性 质 可 知 :调和 男 数 必 是 次 调和 的 . 次 调和 函数 的 
性 质 在 哈代 空间 理论 中 起 到 关键 作用 . 
EK WA FN gj BW (spherical harmonics function) 

ER A val FO pR Be 25 BR E Va Ae BA SU BR. R° ERU £ IK 
JF UX JJ fll £ TASKER A AX ER BIS 8 AI PB. E TE R 
BR IAT LBS BR t| EROS k UR ER ID Vel A PR BL. 所 谓 调 和 多 
项 式 指 的 是 满足 拉 普 拉 斯 方程 


的 多 项 式 PG VW EE 

Xk IK Us] #0 Eq AL (spheroidal harmonic function) 
DL“ ER Val AI PR BL”. 

EX m VA #0 Eq 3 (spherical harmonic function) 
见 “ 球 调和 函数 ” 

调和 多 项 式 (harmonic polynomial? 
和 函数 ” 

Se WA #0 ey t (zonal harmonic function) 一 类 
具有 特殊 性 质 的 球面 调和 函数 . 由 等 式 


You | YG ZO Gd! (VY € Ze 
p 


n—l 


确定 的 & 次 球面 调和 函数 Z GORRA A xc ARR 
的 & 次 带 调 和 函数 ,其 中 OC, 为 & 次 球面 调和 函数 
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JL" ER Val 


类 .Zw (z') 的 一 个 重要 特性 就 是 :对 任 一 旋转 o A 
Z, (pt! ) -Z? G). 


3H fA FA 5} (Poisson integral) 一 类 特殊 的 积分 
FLESH 
P ,G) = zr UR UH 9) 


[xG? + 1t]? 
MARY 上 的 泊 松 核 , 它 是 函数 e “CT CR" EA 
ARE, y> 是 参数 ) 的 傅 里 叶 变换 . 对 于 

f € LR») Q < p <+ o»), 


小 


(m,y) = | P, Œf C(x — pdt Ge R",y 0) 
" 


为 了 的 泊 松 积分 . 它 是 R+ SRX (0, co) E BJ gà 
和 函数 , 即 满足 方程 

9*u ^4 d'M E "E 

ay? 2 = (CTS) e AD. 
实际 上 , 当 f€ L'(RO Ox pl wa wk 
傅 里 时 积分 的 阿 贝 尔 - 泪 松 平均 , 即 


E | fGye*e-" "dr (x € R',y > 0). 
" 


3 HT 26 XC- $2 A SX Cinequality of Hausdorff- 
Young) 关于 L’(1<p<2) rH bg A BS 8 H Up AER TR 
的 估计 式 . 若 JE L?(R"),1<p<2, X 1/p+1/p' 
二 1, 则 AEL?(R"), 且 满足 不 等 式 

| zs ys 
FR R: EHI £ HAS EX. 

黎 曼 - 勒 贝 格 引 理 (Riemann-Lebesgue lemma? 
描述 L' 中 函数 傅 里 时 变换 在 无 穷 远 处 性 质 的 引 理 . 
该 引 理 断言 : 夺 SEL CR”), Bü] 

Him f(z)=0. 

{iil Fl -4 th FE FB (Paley-Wiener theorem) 关于 
A XA >x Ë PR PB [8 E nj 2 1: FE Pe. d / € 
L'(—oo,-Foo), RELAX |x| 72020 HF, f (z) = 0 
( 即 jz) 的 支 集 含 于 [一 c,cj) ,那么 地 的 傅 里 叶 变 
换 是 


fix) = Lf fa@e "dtr. 
(21x)?" ze 
将 上 式 中 的 > 换 成 复数 z— r+ iy, RIAAN. 
它 定义 了 复 平面 上 的 一 个 全 纯 函 数 
FG) = 一 一 | fee "ar, 
Com) 2 *—* 
H F(z) 是 指数 o 型 的 整 函数 ,具有 估计 
IPC) | < Ae". 
佩 利 - 维 纳 定理 断言 : 设 00, F (2€ L2(—oco, 
十 00), 则 (Cz) 为 Li( 一 00, 十 co) 中 支 集 在 [一 o,o] 
内 某 个 函数 f(z) 的 傅 里 叶 变 换 的 充分 必要 条 件 是 ， 


F(x) RR o RM F(z)— F(z-+-Ay)#E z RE 
的 限制 (参见 4 复 变 函数 论 》 有 关 条 目 ). 

Wa E z£ = ja] (Schwarz space) 一 类 光滑 函数 
空间 . 设 函 数 / XE R^ E2623 IX WT KA TEE E. PRA 
FF XE TAER IE SEX m a= (21.2.2 € Z3. 

sup |D*f() | [x|* < + co, 


式 中 
ge a GE). 
drj rer 
EE p S| Aca 4 BJ 38 d hn BON 26 8 HJ 2% PE PE 
离 空间 , 称 为 施 瓦 兹 空间 , 记 为 9. 它 有 广泛 的 用 
R. BR. ARENA IK AME Ce 包含 在 
S 8, Bl C; C. 

ZEN p” W PR BX (tempered distribution) JÜ F. 
ZZ = |B] ^ E BJ E SER PET BR. IX FE BJ J” X PR 32 2 Ik 
在 适当 的 拓扑 下 , 记 为 2 A 的 重要 性 在 于 可 以 定 
义 傅 里 叶 变换 . Bucer ,定义 其 傅 里 叶 变 换 

& € 9". UP) 一 UL (Voc Sch. 
常见 的 图 数 ( 例 如 所 有 Lee cp L^ BO JLF 
都 是 缓 增 广 义 函 数 , 但 也 存在 不 是 晴 数 的 缓 增 广义 
函数 (例如 6 RRO. 这 样 一 来 ,大 大 地 扩大 了 傅 里 叶 

变换 应 用 的 范围 ,发 挥 了 傅 里 叶 变 换 作 为 研究 函数 
工具 的 功效 . 

弱 导 数 (weak distribution) 通常 导数 的 一 种 
推广 , 设 f(zx),g GO ER’ EA dp uj EKAR, a 
= (0,,05,***,04,) € Z". id |a] =e tatta. 如 果 


|. aes H SO dz = (— pe g(r) r)dz 
- 


对 所 有 的 本 (R”) 成 立 , 则 称 了 的 a 阶 弱 导数 
是 g, 仍 记 为 Df==g. 可 以 验证 , 当 了 具有 连续 的 a 
阶 导数 时 , 轮 导 数 永 等 于 通常 导数 . 

索 伯 列 夫 空间 (Sobolev space) 一 类 重要 的 可 
io BR BS JB]. 对 于 1< p< + eo K aE ffi BM m , RIA 
列 夫 空间 W^ CR") E XN 

(f € L*(R)|D'f € L*(R'),0 < |e| Sm}, 

这 里 D° 表示 弱 导 数 , WT f € W” CR") ,定义 其 范 
数 为 
|Z]. (SI DAN? a<p<to), 


0x |a | m 


|. F ll nmo max || DF | —. 
0x |a| im 


空间 W^" B9 —-^ SEHE] de fb VE m 为 任意 的 实数 . 
M 6750 Bl ,W°'” (RO BEP pR Z JG" RR ETC 
Tl BER fr HS ja] (Bessel potential spaces) £ 
伯 列 夫 空间 的 一 种 推广 . 2 G, 是 由 等 式 G(x)= (1 
+ An? | |?) “确定 的 函数 . 贝 塞 尔 位 势 空间 SZ 被 
定义 为 


Duce 


P 


& j fe BM 3 e 


其 中 l1<p <+=o,a>0. 贝 塞 尔 位 势 空间 同 索 伯 列 
夫 空 间 的 关系 是 S€@ë (R°) =W'? R), JE rH 1< p < 
十 co,&EN( 人 参见 " 偏 微分 方程 >). 
别 索 夫 空 间 (Besov space) £ fB $i] < == [a] o 
另 一 种 推广 . 设 S0. 58 JÑ s— m+ o, J: rR m 是 整 
数 , 而 0< I <<1,#' 1S pto,l<qK+oo, Wi CSE 
齐 次 ) 别 索 夫 空间 的 定义 如 下 : 
B, a (RO = (f € WROL IF ll e 


RE | £ || z Doten 
IF lags 


[ei 9m 


<-+ oo}, 


T 
m | Def oaa pt Cc gy oD Fe XM 
n" 


FA nu 


当 g= 十 co 时 的 fs ( 即 | Zl e 
Filme + 2, sup 


Lol 2 m 0#tE R” 
Aser pn p oun TO ie 
DN 


) 等 于 


别 索 夫 空间 By. CR") AK HL 

Edu, 
构成 巴 拿 赫 空间 . 24 s— m € N.H p=q BF, B” (QR) 
与 索 伯 列 夫 空间 W”?(R") 相 重合 ,两 者 的 范 数 等 


价 . 其 他 情况 下 ,两 者 是 不 同 的 . 别 索 夫 空间 还 有 其 
他 等 价 的 定义 . 例如 ,可 以 用 连续 模 来 定义 ,也 可 以 
用 光滑 函数 的 卷 积 来 定义 ， 

it gf E HES (conjugate Fourier integral) 
一 种 特殊 的 积分 变换 . 设 天 是 条 目 “ 考 尔 德 伦 - 赞 格 
蒙 奇异 积分 ”中 介绍 的 核 函 数 ,K E: K 在 广义 函数 
意义 下 的 传 里 叶 变 换 . 设 f € L'(R') (1S p<2). f 
BY 3E Ge ae HI DEA A) iB BJ EJE SER A 


| Pork oye >d. 


这 个 积分 在 很 强 的 条 件 下 才能 是 一 个 真正 的 收敛 的 
积 

$ E HÆF (Fourier multiplier) ”通过 健 里 叶 
Av d E XLBU—25 8. T. i m € L^ (UO. YE LRE 
定义 算 子 
TmT a J)= (m + f) (A FT =m P). 
T ARTE TE W M A CL p 09) ,使 得 
| T.C ll SA, | f |, f€ (Rm LR’)), 
就 称 m HREH L RTF, 简称 L? RT. 由 m 所 确 
定 的 算 子 T, KART RECTE m E: L^ HF. WJ an 
上 定义 的 算 子 7， 可 保 范 延 拓 至 整个 L^ (ORO RA 
Z2(R") 到 自身 的 有 界线 性 算 子 . 

一 般 地 , 设 P,Q E R^ 上 两 个 具有 某 种 特性 的 
PR ALAS m 是 定义 在 R” 上 的 一 个 限 数 ， 

Tutor = Fm. P, a 
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调 积 分 m" 


如 对 任 一 JEP, IAT, NER, H 
ITAA lla Al fll; 

则 称 T, OX, m) 2g CP, ORT. 
-= B+ T multiplier operator) 
T 

X # PK 3E + E FE (Mihlin multiplier theorem) 
给 出 函数 成 为 L^ (p> D 8E T BJ FE ot ARE B XE FE. OK 
Wk PK FR T E FRAT BLUE ANF BR m Co) FER" 上 除 原点 
外 是 & 阶 连续 可 微 的 ,其 中 为 大 于 n/2 的 整数 . 又 
假设 m(zx) 的 所 有 不 超过 阶 的 偏 导数 满足 条 件 


9 a — |a 
(E mæ < Si Eis 


其 中 A= (QQ, 0) 4a, 是 非 负 整数 ， |a | =a, a; 
JT +a,<k, IJ mr) E L'Cp 3E T. 

fS 87 FE FOE FE (Hórmander multiplier 
theorem) 4431) PR L’ (p> DE T- B9 TAA 
AY) xg EH, E K ah PK HE T EEKE. 2 k FE KT n/2 
的 整数 ,m (z) € C' CR'NCODD. 如 果 存 在 常数 BL, 
41818 Im (xr) | zB, B. 


JL" fi EB. np 38 


sup R^" 


WË + x) 


EN 2 
—m (x) x dz < B 


sss dei 

Clo] < En, 
其 中 a= (a, ,02,°°+,0,) ai 是 非 负 整 数 , || =a, +a, 
十 … 十 w, 那 么 mm(z) 是 L'(02>1)3 +. 


奇异 积分 算 子 


考 尔 德 伦 - 赞 格 蒙 育 异 积分 (Calder6n-Zyg- 
mund singular integral) 调和 分 析 中 最 重要 的 一 
类 主 值 积分 , 即 卷 积 型 的 奇异 积分 . WR K (x) 
=x) \a|""(27 40) FP Oe) ER" 上 的 零 次 齐 
次 函数 ,满足 

| D rd 0; 
|r|=1 
此 外 ,还 满足 一 定 的 光滑 条 件 , 例 如 


1 
| U ded oues. 
s ub 


其 中 
w(t) = | sup. IQ) — (Q (z) |; 
lese end 
那么 积 
T(/)(y) 
= lim | Jj QOL a | ya) die 
Cap xr—yl|>e 
d+ oc 


称 为 函数 了 上 关于 核 天 的 考 尔 德 伦 - 赞 格 蒙 奇异 积 
分 . 如 果 f€ L'(ROCPZED ,那么 上 述 积 分 几乎 处 处 
存在 ,于 是 7f RENT R LWP RIK 
ERA PRR SBS IR 8 fe PER Be ER. 
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老 尔 德 伦 - 赞 格 蒙 变换 (Calderón-Zygmund 
transform) ” 见 “ 考 尔 德 伦 - 赞 格 蒙 奇异 积分 ”. 

考 尔 德 伦 - 赞 格 蒙 分 解 引 理 (Calder6n-Zygmund 
decomposition lemma) 按照 给 定 图 数 所 做 的 空间 
R" 的 一 种 特殊 的 分 解 . 设 非 负 函数 / XE R^ EARR, 
a 为 一 正 数 , 则 存在 R" 的 一 个 分 解 : 

Rm'—-FUQO2,F[(10-22g9i, 
使 得 : 

L f(x)<a GEF) a.e.. 

2. Q= U QQ: A3 WQQ;gG0 G= j), 
有 


1 n 
fa [sN |, fd < za 


考 尔 德 伦 - 赞 格 蒙 分 解 引 理 将 函数 分 解 成 两 部 
分 :“ 好 ”的 部 分 与 “ 坏 ” 的 部 分 ,然后 运用 不 同 的 方法 
去 处 理 它们 ,是 一 种 很 有 用 的 技巧 . 

ZS SI. SS F (Calderón - Zygmund 
operator) 一 类 非 卷 积 型 积分 算 子 ,也 是 考 尔 德 伦 - 
ee te SAT RON. Kr, yA RE (Ca, 
y |xER",x 关 y} 上 的 连续 函数 , 且 满 足下 面 两 个 条 
件 : 

1. 存在 常数 C, 使 得 


IK Gr, y) [SEU (== y). 


2. 存在 0€ (0,1 DTE RM CEG 
IK(x,50 Kl |KO.) = KG, z): 
e E. 33 2|y —z| < |= — zl. 
满足 上 述 条 件 的 人 (zx,y) 称 为 6 型 考 尔 德 伦 - 赞 
格 蒙 核 . 
WAAR 上 具有 紧 文 集 的 无 穷 次 可 微 函 数 空 
间 , 2 为 £2 的 对 偶 空 间 . 一 个 Z2— D 的 连续 线性 
ALT T BRA SRB CRRA ST BIT RE 
以 下 两 个 条 件 : 
1. 人 能 扩张 为 (CR" 7) 上 的 有 界 算 子 . 
2. 存在 一 个 考 尔 德 伦 - 赞 格 蒙 核 ,使 得 对 于 
Ver 2, 


Tox) = [KG oed; 


(x € {supp ¢}‘a.e. ). 

考 尔 德 伦 - 赞 格 蒙 核 (Calder6n-Zygmund ker- 
nel) ” 见 “ 考 尔 德 伦 - 赞 格 蒙 算 子 ”. 

T1 定理 (Tl1 theorem) 判别 一 类 非 卷 积 型 积 
分 算 子 L° 有 界 的 定理 . 由 达 维 德 (David,G. ) ll fS 
尔 内 (Journé,J.L. ) 得 到 的 T1 定理 叙述 如 下 ; 

ET HDD BERRET WRAS 
AR f& (E "PER EK K Gc, 3) I E YEZ, 


Tear) = | KG ,329(y)dy 


(r € {suppọ} a.e. ), 
WJ TOL? (RAF FE ot ER Ir : 

1.701) € BMO(R"). 

2.T* (VE BMO(R"). 

3.T ASA KR. 

PT T BJ JE 3u 5 f. T ASA HR Eis XF 
DWE 8 ARE F , fF fE RL OC, (EE 

[To ,pg )| < Cr, 
XVo p EZD, ER", >00 BO: Km 
g7 (y) = g=]. 

n& -FH ZR Th (8 TR XK ER CHardy-Littlewood 
maximal function) 函数 的 一 种 积分 变换 . 设 f TE 
R" 上 局 部 可 积 ( 即 在 R 的 每 个 紧 子 集 上 都 可 积 ). 
PR BX 


M(f)(x) = sup SH |f — y) |dy 
r0 €, |<r 


ly 
E = |r + D 


称 为 f 的 哈代 - 李 特 尔 伍德 极 大 函数 . 映射 M: fM 
( 亡 称 为 哈代 - 李 特 尔 伍德 极 大 算 子 . M 是 L*(R") 到 
L' (RO (1 < < + co) BJ # 2 8 AR LR”) Fl 
L'* (OUO BUE BB fr, REL (R") ASSL 空间 , 即 
1& 1E 2523 RI CSS LIB fe 25 23 IRI. 

哈代 - 李 特 尔 伍德 极 大 算 子 M 在 调和 分 析 中 的 
重要 作用 在 于 它 能 在 一 定 意 义 下 控制 许多 算 子 . A 
此 极 大 算 子 M 在 算 子 有 界 性 的 研究 中 起 着 十 分 重 
要 的 作用 . 

哈代 - 李 特 尔 伍德 极 大 算 子 (Hardy-Littlewood 
maximal operator) 见 “ 哈 代 - 李 特 尔 伍德 极 大 图 
数 ”. 

马 表 厚 普 条 件 (Muckenhoupt’s condition) Jf 
BR A, 条 件 , 对 使 哈代 - 李 特 尔 伍德 极 大 算 子 M 为 加 
AL L^ 有 界 的 权 隔 数 的 特征 刻画 . 设 << p +o , Ap 
么 哈代 - 李 特 尔 伍德 极 大 算 子 fm M CÓ E L” CR") 
二 L*(R",dzx) 有 界 的 . 1972 年 , 马 肯 厚 普 (Mucken- 
houpt , R. L. ) 首 先 发 现 :局 部 可 积 非 负 聘 数 w 使 算 
+ f£—M CO FEMALE [8] LR", odr) EA FMW E 
的 条 件 就 是 下 面 的 A, 条 件 : 称 oC 4,, 即 w 是 一 个 
A, BUG 8 BJ Ro (z)> 0 H ERE 


Süp-sig(a) (mg (al 9-1) be Lez o5; 
这 里 ,上 确 界 是 对 一 切 立 方 体 @ 取 的 ,记号 me (了 ) 
表示 f 在 Q@ 上 的 平均 值 , 即 


D 
viu qi] fen 


马 肯 厚 普 得 到 : 算 子 f— M COE L^ (Qi eda LA 


奇异 积分 算 子 


界 当 且 仅 当 wE A, 4 p=1 hj, PT TB eds A, 条 件 
(或 wE€ 4) 是 指 不 等 式 


molw) < C esa mitala) 


MR 中 所 有 立方 体 @ 成 立 , 式 中 C 与 Q@ 无 关 ， 
essinf 表示 本 性 下 界 . 

最 后 ,w 满足 4- 条 件 或 wE 4- ,是 指 存在 常数 
C 5j 9>0, 使 对 R" 中 任意 立方 体 Q K Q rh ES) 
贝 格 可 测 集 ,有 


| wlxr)dx 
E 


| wz)dr 
Q 


其 中 | 五 | 表示 五 的 勒 贝 格 测度 . 
A, $& fF CA, condition) 即 “ 马 肯 厚 普 条 件 ” 
A, IX (A, weight) 满足 马 肯 厚 普 A,(1=< p 
<+ co) fE CS T," A BE ZR PEU B dE $8 J BÉ RT 
积 的 函数 类 . AA, C1 keen, AWE: 
二 | 


1« pec t co 1 p boo 
1980 4E, Xx Hr (Jones, P. ) 给 出 了 著名 的 A, 8 (1—< p 
« Foo) B GRIT gr E: 1< p roo, WM eG € A, 
SHARX 
Dir) = u(z) uc 

Hp ulr), vlr) € A, 31972 4E , OBE (Mucken- 
houpt,R. L. ) 证 明了 当 1< < + cont , R-E BEAR 
fh EIR AB M EL (R" olode) Bi LR”, e Cx) 
dz) 的 有 界 算 子 的 充分 必要 条 件 是 (x) € A, CR). 
此 后 ,人 们 又 证 明了 希 尔 伯 特 变 换 石 是 1? (CR'， 
w(x)dz) 到 LC(R',w(z)dz) 的 有 界 算 子 的 充分 必要 
RIFE oa) EARD; ERE Rj;(j 二 1,2,*…,n) 
EL R ,woGz)dz) 到 L^(R^ ond VA RATHEE 
4} Up AE t die Cr) € A,R"). 此 外 ,A 权 也 是 使 
考 尔 德 伦 - 赞 格 蒙 奇异 积分 为 L?CR",w(z)dx) 到 
L'(Q" ,woGz)dz) 的 有 界 算 子 的 充分 条 件 . 

希 尔 伯 特 变换 (Hilbert transform) 一 种 积分 
变换 . 设 /GEZ CR) , 它 的 希 尔 们 特 变换 是 下 述 函 数 

NL Top) 
Hfz) = lim | a 

XTRA HRS EM ETH, 
它 还 可 经 奇异 积分 的 理论 推广 到 多 元 情形 . 


里 斯 变换 (Riesz transform) 一 种 积分 变换 . 
如 果 核 
rl” + d 
2 T, 
K;Cr) = (2n)" SE ZE 
ES "Ti Lei 


(7 = 1,2,:,2)2, 
则 SRF K, 的 考 尔 德 伦 - 赞 格 蒙 变换 称 为 了 的 里 斯 
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知 的 布尔 伯 特 变换 . 可 见 里 斯 变换 的 概念 是 希 尔 伯 
特 变 换 的 推广 . 

里 斯 位 势 (Riesz potential) 一 种 积分 变换 . 设 
Done ls p< n/a, 对 于 JEL R), f 的 里 斯 位 
势 指 的 是 函数 


LOG = Ais] le — yf ond», 


其 中 
r(a) = žer 5 |n 2595. ] 8 
里 斯 位 势 的 基本 性 质 是 下 面 的 哈代 - 李 特 尔 伍 德 - 索 
伯 列 夫 定 理 : 设 0 二 a 过 n,1 二 p 二 gq 过 十 ww, 以 及 
1 


1 
q P n 
W | 1C |. <C,., | f || ,. E Wr z SS RR IJ EE 
积分 (参见 本 卷 《 位 势 论 ) 同 名 条 ). 

李 特 尔 伍德 - 佩 利 g EE CLittlewood-Paley g- 
function) Zi Beate L^ PR) WA RR. Or 
€ LR, 1S pete, PP nk f 的 泊 松 积 
TVRI ntl HERBIER FIV PO Cr ot) n 
+1 #E [5] f (PRB) BJ ES. 称 函 数 


loo 1/2 
pcdcs (| ZPO (x,t) ['tdé 


为 了 的 李 特 尔 伍德 - 佩 利 g 函数 . z 函数 的 基本 性 质 
是 ; 若 l1 peo B| 
CJ Zl]; =< LCD ese ll fll. 

户 津 面积 积分 (Lusin area integration) 刻画 
函数 在 L^ 中 大 小 的 一 种 算 子 . 设 =€ R*,7> 0, RA 
P(x) = { Cyst) ERX (0,+co)||y—z|<7) 

#R EA x ATR e 7? 为 参数 的 锥 . 设 
f € L(R'), 1< p <+ eo, 
下 述 积分 
S,Q) Cr) = |J. , IVPCÓOCy,.D Pt "dydt ú 


称 为 了 的 以 7 为 参数 的 卢 津 面积 积分 ,其 中 六 
PCP) Gc t) BS XE X E; " ZE Fp ZK £8.08 UR] g 函数 ”中 
的 相同 .关于 e NAS, CS), RARER 
ES) GSAS (a) 

HHA, 是 只 与 7 了 7 有关 的 常数 . 

马 钦 凯 维 奇 积 分 (Marcinkiewiz integral) 一 
类 特殊 的 积分 变换 . 设 下 是 R" 的 闭 子 集 ,6(z) 表 示 
r€R' 与 下 的 距离 ,六 0, 下 面 两 个 积 


a 


° 


POG) =] CELE 
iei [yl 
A 
I? (x) x S in A 
R" DI 


都 称 为 马 钦 凯 维 奇 积分 . 对 于 许多 深刻 的 理论 问 
题 , 这 些 积分 提供 了 有 力 的 工具 . 马 钦 凯 维 奇 
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(Marcinkiewiz ,J. ) 最 先 系统 地 研究 了 这 些 积 分 . 

弱 (p,g) 型 算 子 (operator of weak type (5,92) 
满足 一 类 较 弱 有 界 性 质 的 算 子 . 设 1 p. q <+ co, 
一 个 把 L (R") 上 的 可 测 函 数 ( 可 以 是 复 值 的 ) 映 成 
R" EH nup lj xm SX T.umuwv/cL'(GO?, 
Vs>0,#8 


(ie € RITI > |< [HL] 


(1 <q <+ œ), 
其 中 |E| 表 示 集 合 E BJ) DL BME sk # TE q— 
十 ce 时 对 任意 JE L?(R") ,有 
ITA SI, 
MPK T ESO OWH. E ARTE RK K 的 最 小 
ERKA T HB ODËN IT I ugo. 
88 (p.q) SER (weak (p.q) norm) ” 见 “ 弱 (p， 
9) 型 算 子 ” 
ue (p,q) BE BF (operator of strong type (5, 
9)) 满足 一 类 有 界 性 质 的 算 子 . 设 l<p.qSto, 
MRF EER K= K, ERF ELR, A 
Tf€ L'X(RO,R | TCO | <K || £1 ,. WFT ÆR 
Cp.qO BJ. ERA K 的 最 小 值 称 为 了 的 强 
DRWA IT I 6,,, 强 (p,q) 型 常 简称 (p,q) 
型 . 强 (p,q) 型 算 子 一 定 是 弱 (p,g) 型 的 . 
ue (p,q) se (strong (p,q) norm) 
DHAT”. 
线性 算 子 内 捅 定理 (interpolation theorem of 
linear operators) 亦 称 里 斯 凸 性 定理 ,线性 算 子 有 
界 性 质 的 一 个 定理 , 设 1 pua; HoE, A 
REAT T EIR G gu) (j= 二 0,1) 型 的 , 则 对 于 Ost 
LT 必 是 强 (p,,q,) 型 的 算 子 , 且 
EE" esso Ds edd n 


(Poqo 


见 “ 强 (p， 


(Pi'a, LIP , 


其 中 | 

L ` += t 1 £ 

pe ` Po P a. Qo Qi 

此 内 插 定 理 的 优点 是 , 它 明 确 地 给 出 了 算 子 了 
的 强 (p,,q1) 型 范 数 与 工 在 两 端点 空间 强 (pj,g;) G 
一 0,1) 范 数 的 关系 .但 此 定理 要 求 了 在 两 端点 空间 
是 强 (p;,q;)(] 二 0,1) 型 算 子 ,这 在 使 用 中 有 不 便 之 
处 . 


XE t 
了 


里 斯 凸 性 定理 (Riesz convexity theorem) ` E 
“线性 算 子 内 插 定理 ”. 

D $% PA A j E E (Marcinkiewicz interpo- 
lation theorem) 算 子 有 界 性 质 的 一 个 定理 . 设 1 委 
Pose eene ie Da lagen tE (0,1), 

l LF t 1 L= t 

5 Po b "m qo us 
ARAMA ST T ES (p,q) MAT. Tiu. 
q) EH BS. BT 的 强人 zc) 型 范 数 与 t» PordosPisd 


KIT oas] | T lazo 4) 4825 fE 5S T TUR 
f XX. iX E FE R: HL KSA A (Marcinkiewicz, J. ) 
在 第 二 次 世界 大 战 前 得 到 的 ,当时 未 发 表 , 他 参加 反 
德 作战 牺牲 ,第 二 次 世界 大 战 后 由 他 的 老师 赞 格 蒙 
(Zygmund ,A. ) 发 表 . 

此 内 播 定理 的 优点 是 减弱 了 对 算 子 了 在 两 端 
点 空间 的 要 求 , 即 仅 要 求 了 是 弱 (pj,g;) 型 的 (j= 二 0， 
1) ,但 其 不 足 之 处 在 于 算 子 了 KIR Cp: q) A Ya R 
| T || uo SHEA m AS IRI E GE (p; q C; —0, 
1) 范 数 的 关系 没有 线性 算 子 内 揪 定 理 中 那样 明显 的 
表达 式 . 

哈代 空间 (Hardy spaces) 一 类 复 解析 水 数 空 
间 , 它 与 单位 圆周 (或 其 他 区 域 的 边界 ) 上 的 实 函 数 
的 空间 有 较 密 切 联 系 ( 参 见 ( 复 变 男 数论 》 同 名 
条 ). E DEBE | | <1 内 的 解析 函数 f(z) 满 足 


sup | 元 L [^ fee) iro] <+ = 


(对 某 个 0 < p <+ œ), 
或 sup max |/ (re^) | <+ (= Foo), li|; oy f 
0<r<1 0<0<2x= 


E€ H’. H’ Æ p 次 哈代 空间 的 记号 ,表示 上 述 孙 数 f 
的 全 体 ( 参 见 本 卷 《4 复 变 函数 论 ) 同 名 条 ). 

经 典 哈 代 空 间 理 论 起 源 于 20 世纪 30 ER. 这 
一 概念 可 以 从 单位 圆 推广 到 上 半 平 面 . 设 F(z 十 iy) 
# R4=RX (0, +00) Ef PT ER, y € CO, 3-092). 


E 


Ez] 


1/p 
| FG + iy) [Pde <+t oo 


sup 

y20 
(0 < p <+ co), 

ped | FC iy) || pw «c co 


(p —- co), 

Wl Ek FC€H^O(OÀAOOS H*K(GO xc Ri 上 的 p 1x08 
代 空 间 ). 

ix BS B IH (Stein, E. M. ) 和 韦 斯 (Weiss， 
G. ) 推 广 到 多 元 ,导致 R" 上 实 函 数 哈 代 空 间 ( 简 称 
实 哈代 空间 ri A H? sk H'(ROO R9 4 p>l1 
Ay, A? CR") LIE L’ CR”), Br IXH H^ (QVO AY SR 2 TE 
于 0<p<l 的 情形 . 

20 世纪 70 年 代 , 调 和 分 析 的 一 大 进展 就 是 对 
于 HCR") 特 征 的 研究 摆脱 了 复 变 函数 论 的 方法 , 建 
立 了 一 整套 实 变 理论 ,给 出 了 各 种 实 变 方法 的 刻画 ， 
从 而 更 深 地 从 本 质 上 揭露 了 ?CR”") 函 数 特 征 . 

实 哈 代 空 间 五 1(R”) 在 调和 分 析 中 十 分 重要 的 
ERAZ- EHRE Li(R") 的 十 分 有 效 的 替代 空 
[E]. 调和 分 析 中 人 研究 的 许多 重要 算 子 , 如 希 尔 伯 特 变 
换 , 不 是 LCR!) 到 (R') 有 界 的 ,但 却 是 HOS 
LCR') 的 有 界 算 子 . 


H” 空间 CH? space)” 即 “哈代 空间 ”. 


脸 代 空间 的 实 变 特征 (real character of Hardy 
spaces) 完全 用 实 分 析 语 言 表示 的 函数 属于 哈代 
空间 的 充分 必要 条 件 . 1972 年 , 费 弗 曼 (Fefferman,， 
C. ) 和 施 坦 (Stein ,E. M. ) 建 立 的 下 述 定理 标志 着 哈 
代 空 间 理 论 发 展 中 的 转折 点 . 它 使 哈代 空间 的 实 变 

理论 完全 脱离 了 复 变 和 解析 的 概念 , 走 上 了 独立 发 
展 的 道路 . 该 定理 断言 : 设 f AR EWR de 
数 ,P An EWA ABA JE A’ (CR) 4AM S 
HS 38 Ps FA SP HJ 3E UJ [n] ARK BA 

PS(f)(x) = Sup [^ PCy) | € LOU 


其 中 
Pio ¿2 


实际 上 ,人 们 还 可 以 用 其 他 类 型 的 极 大 函数 是 
否 属于 L*(R") 这 一 事实 来 刻画 H^ CR") ZUR BJ TF 
征 . 

BMO 函数 空间 (BMO function space) 一 类 
函数 空间 . BMO 是 有 界 平均 振动 (bounded 
meanoscilltion) zc B. ix f Æ R” EA Ja 28 n] fH pg 
Sr Q 表示 R” 中 的 边 与 坐标 轴 和 平行 的 立方 体 , 记 


fa = di] f Gods (ii 为 Q 的 体积 ). 
f 1 : Lia 
sup [15r]. ZG — faltaz Sees. CI 


WW ER / E q 次 有 界 平均 振动 的 ,这 样 的 函数 的 全 体 
记 为 BMO,. 由 于 对 所 有 的 47 0, BMO, 都 互相 等 
价 , 故 可 简 记 为 BMO ,并 称 它 为 BMO R75 |a]. 
BMO 是 A? (R”) BY Xt f zs [a]. AT LAE BA, LCR”) 28 

间 同 BMO 有 着 严格 的 包含 关系 :L“ 生 BMO. 如 记 


# 2. as - 
f (z) = sup al O fadt, 


则 定义 中 的 条 件 (1) 等 价 于 J" EL” R”). Bt. f € 
BMO 4AM SP EL”, RRM SRA Sf RH ER. 
对 于 SE BMO, 4 q=1 时 , OREM AW f 
的 BMO 15 T y || fll .. 

BMO(R") 在 调和 分 析 中 的 重要 性 是 :BMO(R”) 
是 L~(R") 的 有 效 的 替代 空间 . 调和 分 析 中 的 许多 算 
To 如 希 尔 伯 特 变换 ,不 是 L>(R') 到 LRA 
KW. A Le (Ri) 到 BMO(R!') 的 有 界 算 子 ,这 里 
ZL>(R') 表 示 具 有 紧 支 集 的 有 界 可 测 函 数 空间 . 

HH'(R") 和 BMO(R") 在 调和 分 析 中 的 另 一 重要 
作用 是 在 算 子 的 插值 理论 中 . 若 拟 线性 算 子 工 是 
(H), L!) BY Al (L2, BMO) 4, ABA T th ECL’, 
17) 型 的 ,其 中 1< p< + co. 这 是 既 不 同 于 里 斯 凸 性 
定理 (参见 “线性 算 子 内 插 定 理 ”), 也 不 同 于 马 钦 凯 
维 奇 内 插 定理 (参见 “ 马 钦 凯 维 奇 内 插 定理 ”) 的 一 
新 的 算 子 内 插 定理 . 
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BMO(R") 在 调和 分 析 中 的 重要 性 还 体现 在 
BMO(R") 45 A, X CS WA, 权 ”) 的 关系 (1 二 p 过 十 
0). 运 用 约翰 - 尼 伦 伯 格 不 等 式 ( 参 见 “ 约 翰 - 尼 伦 伯 
格 不 等 式 ”) 可 证 ;如果 eG € A,(R") ABA 

gxr) = logw(r) € BMO(R); 
反之 ,如 果 g(x)EBMO(R"), 那 么 存在 一 个 充分 小 
的 正 数 A, fie" E A,R”). 

it ey EE (sharp function) 
j”. 

BMO sü Zi (BMO norm) 
[8] ". 

约翰 - 尼 伦 伯 格 不 等 式 (John-Nirenberg in- 
equality) BMO 范 数 类 的 不 等 式 特征 . 存在 两 个 常 
数 A>0,C>0, EXER f € BMO(R") ,有 


1 À 
sup rai. exp | FT- | fe — fal idx = G; 


Hep || f |. E: f 8 BMO 范 数 .与 上 述 积分 不 等 式 
等 价 的 是 :存在 常数 À>2>20,C>0,XFV/ € BMO((R,) 
和 任意 方 体 QCR",t0, 有 
|tz € Q|]IfJG)— fel >ti f ||. y| < Ce 710. 
上 述 两 个 不 等 式 都 称 为 约翰 - 尼 伦 伯 格 不 等 式 , 它 的 
最 重要 的 应 用 是 给 出 了 BMO, (0<q< T co) B SE fr 
性 (fo, || f ||. K BMO, 的 定义 参见 “BMO 函数 空 
EJ”). 

原子 (atom) ”哈代 空间 中 最 基本 的 函数 . 设 
0<p<1<q=< co, p<g,s 是 整数 且 


d 
SE 一 一 
ç Dë M 
X dx HX ae LR") 满 足下 述 条 件 : 
l.supp aC B(z2or)= B= {rER’| [xx 


<r}, 
Dol 
2. la l| _<<|Bla =. 


见 “BMO Hi Sk == 


Ji *BMO 函数 空 


ae ure dr = 0 (0 =. [els sy, 
那么 ,就 称 a 是 中 心 在 ze B9 Coq RFP 
4 一 (a, ,05,***,0,) , 


| a | =a, + a, + ses +a, 
L| = ZS Tm. 
原子 哈代 空间 We" (RD) o 
HiSQU) =| f eS |f@) = Aat» 
每 个 a 是 (p,q,s) 原子 , 且 
SAL? <+ 00}, 
其 中 A Rey ue, ER 
F(x) = Ma) 
在 Z PRA. 对 于 SEHE, ELRES 
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ISI pp = inf ( ZAIT, 
而 下 确 界 是 对 一 切 使 分 解 式 
f= KM? 
H| SEH vr DÉI (AL) BN op. BERS (Coifman, R. R. 2f 
ff (Later.R.H.) ak n—1 和 ?>1 的 情形 证 
明了 
H? (R°) = H*(R^»). 

实 哈代 空间 五 *(R") 原 子 分 解 理 论 的 重要 性 ,表现 在 
它 对 线性 算 子 ICH", L) 有 界 性 研究 中 所 起 的 作 
H. 如 果 对 任意 的 (p,q,s) 原 子 a,Ta€E L (R) B 
| Ta |, <CC 5 a AX) MAT JE GH, L) RH IS 
算 子 ,这 里 0 二 p 志 7 志 1. 

原子 A’ 空间 (atomic H’ spaces) WET”. 

分 子 (molecule) 满足 一 定 条 件 的 函数 . ix 
0<p<1<g< Lee feed, s EBM, A 


s = Dë = PI e> max [I = 1}, 


a=1— 4 +e, — +e, 


WX MEL (R), # M 满足 下 述 BAR. 
1. [z| "M(G22 € L (R5 


2. | MIF || MCO [z— zo |” | Main 
KS 3. | Minds = 00 = kel = 


则 称 M AVA zo 为 中 心 的 (p,q,s,e) 分 子 . 

# M Æges DTF. M) MEH?” R”), F 
FE C dé BS RATE. 同时 ,每 个 (p,g,s) 
原子 显然 是 (p,qg,s,e) 分 子 . HE (R") BJ Jú # u] 4} 
解 为 (加 ,g,s,e) 分 子 的 无 穷 线性 组 合 ,分 解 式 形式 上 
与 原子 分 解 相同 ， 

实 哈代 空间 五 *(R”) 的 分 子 分 解 理论 的 重要 性 ， 
体现 在 研究 线性 算 子 了 H’ HA tim, 
设 0< pp, f£—CO» gs) 原 子 aCz) Ta 
Al (P2028 ott. E W E 

| Ta lan | TG) |z — zl | 2 < c, 


这 里 C 与 SEH? T ACA, HH) We T. 
块 函数 (block function) 类 似 于 原子 ,满足 一 
定 条 件 的 函数 . E l< << or oo.b€ LR"). 如 果 存 在 


立方 体 QCR" ,使 supp2CQ X || 5 | ESOS 则 
称 5 是 gq 块 .显然 ,每 个 (1,g,s) 原 子 都 是 g 块 ,但 gq 
块 未 必 满 足 原子 所 满足 的 条 件 3( 称 为 消失 矩 条 件 ， 
参见 “原子 ”). 

块 生 成 的 空间 (spaces generated by blocks) 
由 块 函 数 生 成 的 一 类 函数 空间 . p SE LCR") RA 


Jf G) = > ht 


k=1 


KB b, E q RR, RBA UG) =C 满足 
NE X ell + log >; DIN 


k=1 


则 称 / E H q 块 生 成 的 .全 体 由 q 块 生成 的 函数 记 
ABR") , 称 为 由 9 块 生 成 的 空间 . X FEBR”), 
相应 的 量 N(C) 关 于 一 切 可 能 的 分 解 式 的 下 确 界 记 
ANA), EC EWR. 依 此 拟 范 数 B,(R") 成 为 完备 
的 距离 空间 . 

关于 原子 、 分 子 、 块 及 它们 生成 的 空间 ,对 于 周 
期 函数 都 有 类 似 的 定义 . SAB, MBS BOR 
数 几 乎 处 处 收敛 问题 密切 关联 的 函数 空间 ， 

维 塔 利 - 维 纳 覆盖 引 理 (The Vitali-Wiener cov- 
ering lemma) 覆盖 引 理 的 一 种 形式 . 设 区 域 
QCR', H |Q|<+o. # WE zeg, 存在 
r(r2020, 使 得 球 BOr,rGr) CQ, 则 存在 序列 
{B(ziyr(ZX;));, 使 得 诸 球 B(xz;,r(x;)) 互 不 相交 , 且 
OC UBC: 4r(zi)). 


惠 特 尼 覆 盖 引 理 (Whitney covering lemma) 
覆盖 引 理 的 一 种 形式 . 设 2 为 R" 中 的 开 集 , 且 12| 
过 十 oo, 则 存在 序列 {zi|zx;EQ); Mir | r2 0); S 
下 列 性 质 成 立 : 

1. Q— U BG ro ABB aj .7i/4)}: EVER 
相交 的 球 . | 

2. BGr; 18r) NN Z= fA 

BS (| WAS. 
3. 存在 常数 M— M GO ,满足 
py cS <M (V< € 0). 


H nw = fa] (Holder space) ”连续 函数 类 的 一 
Tä m € Z, ,i CR) AR" 上 有 界 且 一 致 连 
续 的 函数 空间 . 

C"(R") = (f|D*f € C°(R"), Va, ja] Sm}, 
其 中 A= (Qi saz," AnD 为 n 重 指标 54-20 (1<¿=<—x) , 
|a| =a, ada Ú $ Je SE ff SE SE BW s=Ls J 
+ (s), Ls] s WERO (s) <1, DN s BV #b ZÉ 
德 空间 定义 为 

CR") = (f € CHR") || f les <+ eo), 
这 里 

| fle 
一 PF ca + 


«ee, 


> cus |D'f(x) 一 DID | ; 
^ pe 


a|= [sj z 


Iflle = >) | DY |<. 


[e| m 
赞 格 蒙 空 间 (Zygmund space) 连续 函数 类 的 
一 个 子 类 . 设 :; 是 非 负 实数 ,s 二 [sj 十 {s}* ,其 中 0 
<{s} <1. H 
care II Gasp, 
5 一 1 (为 整数 ). 


BB PER Be == [8] E ON 
E (R) = (f € CE (JI f] eem <+ o}, 
这 里 
Fle = Ifl + 3, 
lel- [s] - 
pus ID'f (x + h) + D*f(x — h) — 2D*f(x)| 


hac |h | ts} t 
z€ R” 


记号 [sj],C"(CR") ， || ° le lal AME UL $ OK OR 
空间 ”. | 
特 里 贝尔 - 立 卓 金 空间 (Triebel-Liaorkin spa- 

ce) 一 类 函数 空间 .经 典 函 数 空 间 L^CR'O, 
H*(RO, BMO (R”) 都 是 其 特殊 情形 . 取 PCz) € 
S^ Ot BL 2X BR BE, BD xk E PRO) A 42 In] BR 32% , Ell 
@(=)=@(|zxz|), HWE: 

supp#C (£ € R'|1/2 < I| < 2}, 

IC) | 2e 0 (3/5 & |6| < 5/3). 
对 jE€E2, 令 O&O) =O(E/2’). xF —oo« ac 4 05,0 
<p,q oo, # f€ %'/Z2(@ 代表 多 项 式 全 体 ， 
E 5“” 中 的 两 个 函数 只 相差 一 个 多 项 式 , 则 称 这 两 
个 函数 属于 同一 个 等 价 类 . 这 种 等 价 类 的 全 体 记 为 
SU /22, 并 称 它 为 缓 增 广义 函数 模 去 多 项 式 ) ,满足 


|Z |z = II 222219 fa) t) ,<+ eo, 
It 


则 称 SERS. Fo" 称 为 特 里 贝尔 - 立 卓 金 空 间 . 
特 里 贝尔 - 立 章 金 空 间 与 经 典 空间 有 直接 的 关 
ZS, BI 


Fo = D: (G< p <+ eo), 
Fe = Hr (0cpzD, 
F%2 = BMO. 


特 里 贝尔 - 立 卓 金 空间 F 的 定义 与 2 的 选取 
无 关 . 

傅 里 时 变换 的 反 演 公式 (inverse formula of 
Fourier transform) Hj eg Xi BJ [8i H nj E 3e zi PR 
数 自身 的 积分 公式 . 设 f =) € L' (R°), UR. f 88 [8 
里 叶 变 换 了 满足 :f(y)E L'(OUO ,那么 对 几乎 处 处 
的 XER”， 


J G) = | Joem dy. 


特别 地 ,在 S 的 连续 点 ,上 述 等 式 成 立 . 
卡尔 松 测 度 (Carleson measure) 和 定义 在 2 十 1 
维 欧 氏 空间 R” 的 上 半空 间 中 的 一 种 特殊 的 非 负 波 
SEK WN RE. OG B= 二 B(zo,r) 是 R” 中 以 zo 为 中 心 ,r 
EK E STE pk. 以 B 为 底 的 帐篷 了 CB) 定 义 为 : 
T(B) = (G, € RY! ||z—z| < r — t}. 
R+ 上 的 非 负 波 莱 尔 测 度 yx 称 为 一 个 卡尔 松 测度 ， 
如 果 存 在 常数 C 盖 0, 使 对 VBCR", 有 uT (B>) < 
C1B|. 使 上 述 不 等 式 成 立 的 最 小 常数 C BRA B BJ F 
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| 调 和 分 本 


尔 松 模 或 称 为 卡尔 松 测度 的 范 数 , 记 为 ec. 
卡尔 松 测度 与 BMO 函数 有 如 下 重要 关系 : 
W y Ren 3: (B EX. HAE c, SO, fi 


| ede == Er 


lea) | + Jetzen Se |z|) "',， (1) 
那么 对 YbE BMO, 
dxdt 


du = |¢, * b(x) |? — 
是 卡尔 松 测度 .反之 ,如 2 满足 (1) 式 , 且 
W HS uro më O, 


那么 如 采 


dp = |g, x d(x) |: DE 


是 卡尔 松 测度 , 则 b E BMO ,其 中 


1 x 
dep = eT. 
K £ = lB] (tent space) 一 类 联系 着 面积 积 
与 卡尔 松 测度 的 函数 空间 . 设 f (z t) E E XL TERT! 
上 的 函数 .对 XER",t 守 0, 记 R 人 +! 中 以 x 为 顶点 的 
锥 为 I(r) ={ Cyst) ]||y—z|<t). £ 


ACT C2) 
1/q 
= jns ern ge Org DE 
sup |/(y,t)| (q =+ oo). 


(y OEP Cr) 
那么 帐篷 空间 T''(0< pK +0 ,0< go 委 十 ce) 的 定义 
wW F: 当 0 < p < + eo, 0 < q < + eo Bf, T? = 
(FIAD Lë 134 0< p< + co,q = + oo Bf , 
TI=TL= (f | f HRY’ 上 连续 , 且 有 4- (三 ) 
€ L'(QUOI| P — £l,  —0€0* 2) eB 
IF lla, = LAA Lo fn Df Gto. 

4 p 之 1,g 之 1 时 ,7? BE Ss aj. D. É) X: B 25 [8] 
是 卡尔 松 测 度 空 间 . 

考 尔 德 伦 表示 定理 (Calderon representation 
theorem) ”函数 的 一 种 积分 表达 式 . 设 yE BE 
问 实 值 函数 ,满足 : 


Tata 2o & [enor f = 1. 
R" 0 t 
如 果 SEH" ,那么 有 
ate dt 
rasi (fx ó, x dra), 
这 里 积分 表示 在 “中 的 极限 
| A d 
dim ` | 7 x datz? =, 


ETE = 
其 中 dex) — 4 , l 


柯 特 拉 不 等 式 (Cotlar inequality) 考 尔 德 伦 - 
赞 格 蒙 算 子 与 哈代 - 李 特 尔 伍德 极 大 算 子 间 的 关系 
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式 . 设 了 是 考 尔 德 伦 - 赞 格 蒙 算 子 ,天 (zy,y) 是 其 积分 
核 ,对 任意 €70,iu 
K(z,y)/f (dy; 


T GP E 
| 一 ?| 之 


ZE ER, (Rp Eer 

BEY T, BECKETT" xg XN 
Uf I) es sup |T f (z) P 
那么 对 任意 q> 1. FEMS 1E n 有 关 的 常数 
C,>0. fil 
TI) S CM IN FMI KT) 

其 中 M 为 哈代 - 李 特 尔 伍德 极 大 算 子 ,M, 为 9 阶 的 
哈代 - 李 特 尔 伍 德 极 大 算 子 , 它 定义 为 


1/ 
M,(f) (z) = sup i| Mer-—30pfdy 3 
r0 r ly|<r 


35 dp S -jii X Xt ( Fefferman-Stein inequ- 
ality) 并 函数 与 哈代 - 李 特 尔 伍德 极 大 算 子 的 一 个 
RAK. KT BSR BO - 3⁄2 1⁄4 5⁄2 S: f, 1 < p 
所 十 co , 则 对 FELS s +o), A F W 4 2 K 

CLI)" a) = id 
H # Kee MBER“ BMO eh 3 = [aj ”, MM 为 哈代 - 
李 特 尔 伍 德 极 大 算 子 . 

好 入 不 等 式 (good A inequality) 用 于 比较 两 个 
集合 测度 的 不 等 式 . 设 f ,g 是 测度 空间 (2Z ,多 E 
的 两 个 非 负 可 测 函 数 . 如 果 存 在 适当 的 正常 数 as. 
CET 

BG x|f > Avg <ca}) SC agCix|f > 0A)» (1) 
对 一 切 A20 均 成 立 , 则 称 (1) 为 好 4 不 等 式 .好 4 不 
等 式 (1) 的 作用 在 于 从 它 可 导出 


[ro Pda) 


< AG bsc p) |LeG) Fda), (2) 


RBA || rh ao <te E rh 0< proe. 

振荡 型 积分 (oscillatory integral) 积分 核 中 
带 有 振荡 因子 的 积分 变换 . 设 轨 是 关于 x 和 的 2n 
元 有 紧 支 集 的 光滑 函数 ,$ 是 2n 元 实 值 光滑 函数 ， 
H# vix. 


ES EK 
Ox; 


=) = 0, 


i J 


其 中 Z= (Lisas Z.) E= CE; ,6, .那么 对 4 
—0, F l E SES P f. jk T YF N UR AT: 
Ju) m | evo food. 
考 尔 德 伦 交换 子 (Calderon commutator) 一 
类 特殊 的 非 卷 积 型 的 积分 算 子 . 设 p 是 R 上 实 李 普 
希 次 函数 ,hEC™(R), 那 么 交换 子 是 如 下 的 奇异 积 
NAT: 


m o Wr) 一 Py)) LO) 
TEA.g]f(x) = P. V. M pu) £n IP dy. 


如 果 A=1, 那 么 TEA 多 为 希 尔 伯 特 变换 ;如 果 


ti E 


AA TLA CIS OAKF HA y= oo) HY] OD $347 ; 
WR AOSE AA Th. o b HAIRS. 
£ et A F (multilinear operator) 一 类 多 个 
函数 的 积分 变换 . 其 定义 为 
Mf is fn foo 
= [em Of (eC? ) f, (E? ) eee f, Ce? )d (8) , 


Hh E= Cell, eP”, eee) CRY e” ER’, it (ë) 
== 4e? ee d e), mE) JE R” LNA A BR, 
f EPES G=1,2,, k). WA, ZB m CE) T 时 ， 

MOT, fi s F=f Ca falx) fi». 

JJ ZR £ IS KA SX (Kolmogorov inequality) 
次 线性 算 子 是 弱 型 的 一 种 不 等 式 刻 画 . 设 次 线性 算 
T T E 38 (p, p) (0< p< + oo) HH. D %F Vo-r 
<p WECR’.E Will, B| E |< + co ,# R F 4 ER 


1/ 
irora" LKE [7 || 2 CD 


H K (a | T | PLES) 
K Z, l (1) K XF r O<r<p) K VE 
CR"(|E|<+00) RA. IA T ESG pART. 
GIS 18 A S sÇ (inverse Holder inequa - 


lity) A, Z rp BUS RA — Fh REPE pn. 设 
wlr) € A, CB UL" TER E AE”). AB FF TEE 


C>>0,6>0, 使 对 任意 的 立方 体 QCR?* ,有 
To] | cones < c| Toy | coda 
满足 道 向 赫 尔 德 不 等 式 是 A, 权 函 数 的 最 重要 

的 性 质 之 一 . 这 一 性 质 在 研究 算 子 的 加 权 范 数 不 等 

式 中 起 着 十 分 重要 的 作用 . 

齐 型 空间 (spaces of homogeneous type) 


14-8 


一 种 


拟 距离 空间 ,是 R” 的 一 种 推广 . 设 2 是 集合 XX 上 的 
一 个 拟 距 离 , 即 p d& XX X—[0, 4- oo ]889 — 4 — ü 
函数 ,满足 : 


1. p(x, y) 20 当 且 仅 当 工 一 y; 
2.XxIVr,yC X.,0(zZ,y)=0p(y, z); 
3. 存在 数 &, 使 对 Yz,y'*zEX, 有 
ozyy)<RLoCzyz) 十 CCzyy)]; 
那么 由 2 可 定义 一 个 拓扑 ,中 心 在 xz, 半径 为 7 二 0 
HJER B(x,7) 二 {yEX|Iplz,y) 过 7) 形成 点 x HISD 
WE Y ede X EBREDUE.PVICX.o08 
EG Ge r)) & oo. Wb FF fE ARCA EXE VIC X, 
r>0,8 (BG 27) C AB CBCx,r)). 
带 有 上 述 拟 距离 o 和 正 测度 py 的 集合 X, 称 为 
SA] CX . o, 40. 
局 部 哈代 空间 (localized Hardy space) 


齐 型 空 
较 实 


a FRA EF 


哈代 空间 A? 更 广泛 的 一 类 函数 空间 . 其 定义 如 下 : 
A u(z,t)= (f x P,)(z) 是 了 的 泊 松 积分 , 记 
Us (J)a) = UE. duy 0 | 


为 u 的 非 切 向 极 大 函数 的 截断 变形 如 
uP Cf) € L' (QUO WER / € HiCR'2,0 p< +oo. 5 
H’ R) —RE , Hi. CR") A ELAR JL B] S ffr xg XL. 
Ht. R 与 L (R), H' (QUO 的 关系 是 :如 果 1 
<pxtoo, ABA Hf.(R")=L?(R"); il Opel, 
ABA Hf.(R")DH? (R’). 
F $ >= — EK AA (Kakeya maximal function) 
一 类 积分 变换 . 是 哈代 - 李 特 尔 伍德 极 大 函数 的 一 种 
变形 .在 二 维 的 情形 下 ,其 定义 如 下 :对 于 实数 N 
>l, œ 
ABA f WEA A ARK BARK M. f OELH 
Mnf (z) = sup mJ If G0 |dy CF € L,.(R°2). 
r€ R€ X, R 


48 EB [Tr SE R AY ER EE EË (restriction theorem of 
the Fourier transform) 健 里 叶 变 换 大 小 的 一 种 描 
述 , 是 研究 多 元 葡 数 健 里 叶 积 分 的 博 赫 纳 -里 斯 平均 
L 收敛 的 重要 工具 . 设 S £ R” 的 光滑 子 流 形 .dc 是 
其 上 导出 的 勒 贝 格 测度 . 如 果 对 每 一 个 施 瓦 效 函 数 
了 以 及 S 的 具有 紧 财 包含 于 中 的 开 子 集 So% 


l/q 
| |. FO |*dec | < An, | fM uo 


这 里 /为 f 的 健 里 叶 变 换 , LS p< po <2, po 
=p (S) E. q=q(p). 那么 称 对 于 S, 傅 里 叶 变 换 的 
L^ 限制 定理 成 立 . AU PGR BeOS FER" ou HE 
的 天 型 光滑 子 流 形 ,那么 存在 po pol S) (po D. 
使 得 对 于 lS p<por.g=2.S RAREN ER Ir 限 
制 性 质 . 

值得 指出 的 是 ,具有 限制 性 质 的 R^ 的 子 流 形 S 
的 特征 以 及 指标 p,g 最 佳 范 围 的 确定 是 非常 困难 
的 问题 ,至今 没 有 完全 解决 . 

振 沪 型 育 异 积分 (oscillatory singular integral) 
积分 核 中 带 有 振荡 因子 的 一 类 奇异 积分 算 子 . RE 
义 为 

T f(x) = P. V. | eK Gf oy)dy, 


其 中 Plr yE RXR ER d 阶 实 多 项 式 ,K(x,y) 
为 考 尔 德 伦 - 赞 格 蒙 核 . 这 类 算 子 密切 联系 着 治 曲线 
(或 沿 曲 面 ) 的 奇异 积分 算 子 . 它 首 先 由 里 育 (Ricci， 
F. ) 和 施 坦 CStein,E. M. ) 在 1987 年 所 研究 ,他 们 获 
431 T HJ L'(1« p«-roo)S RE. 
VMO A% == [B] (the space of function vanish- 
ing mean oscillation) BMO 函数 空间 的 一 个 子 空 
la]. fE VMO 当 且 仅 当 /€ BMO, H 
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| Eod) 分 析 


nen 
这 里 Sf 是 了 在 TT 上 的 平均 , 即 


= 
fi — "ME 


XT VMO 函数 空间 ,还 有 如 下 重要 刻画 ; 

f € VMO(R')6f € UC [| BMO(R^», 
其 中 UC H R” 上 一 致 连续 函数 的 全 体 . 1977 年 , 科 
B X & (Coifman, R. R. ) f 75 Er (Weiss. G. ) UE BB 
Ff:H'—-VMO'cBpag 4043 le] H' (RÆ VMO 的 对 
fB zs B] D. 

奇异 拉 东 变换 (singular Radon transform) 一 
类 低 维 流 形 上 的 积分 变换 . 设 2 是 一 个 光滑 流 形 ， 
如 对 YPE2, 有 一 个 低 一 维 的 光滑 子 流 形 Op 使 PC 
fp, 且 有 一 个 相关 于 Cr, 其 奇 性 在 点 书 的 奇异 积分 
ME K (P, +). BE Z WL Ed Q, K P> 
K(CP,，) 均 是 光滑 的 , 则 对 于 任意 的 / € Co (Q) ,其 
奇异 拉 东 变换 定义 为 


R(f)(P) = | K(P,Q)f(Q)dop(Q), 


其 中 do» 是 (2r 的 体积 元 . 

奇异 拉 东 变换 密切 联系 着 一 类 振荡 型 奇异 积 
分 . 1986 年 , 汉 (Phong, D. H. ) f Jë JH (Stein, E. 
M. ) 证 明了 :如 果 天 (CP,Q) 满 足 一 定 的 光滑 性 条 件 ， 
MBAR EL’ OAH. 

赫 茨 空间 (Herz space) FRAN Ls Z= E SN 
J. 它 在 研究 哈代 空间 五 * 上 的 乘 子 定理 尖锐 性 问 
veld ERY ke E < fE HI , n] ru rt P >< == [a] AT SE e F: $É 
RZ [A]. 对 OM <1<q< Lob 


s 
P q 


@ — n 
JF HEAR Pm [B] BJ KE XN 
Ke?(R") = (f € L: (R'N(0))| 
> || ghe <+ oo}, 


其 中 x 
Ifl = | D (|, fe ae] os 


且 


1/p 


Ak = {x € R'|2*- 
非 齐 性 赫 茨 空间 的 定义 为 
Ket = LR”) TI Ke*(R"), 


< |= | < 2j. 


H 
| J | K^") == | f | vip 十 | F | KDPR”) 9 


vi 
z || = K |f (z) |*d=z 


Ju f& D # cf # AK (system of Rademacher func- 
有 重要 理论 和 应 用 价值 的 一 个 特殊 的 正 交 


tions) 
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PR BX AR. 在 一 维 情形 ,可 先 定义 函数 


1 (oc paso 
2 
rat fl — 1 
— ] Cy St < D. 


然后 将 ro GO Fk 3 BR 1 HER. BD n G0 = n GO 
一 [tj) Gz0.le] A t BS ERR AO RE ro (ti = (z 
一 [tj 十 1) G—0) ,再 定义 

r4) = nQO2£70) (m € ND, 
TW {rm E) 2; ZR A CRI CO, 1 ] E BO br 08 5 s PL £. 
它 是 L0,1] 上 的 正 交 系 ,但 不 是 完备 的 . pr QR H PR 


数 系 有 如 下 重要 性 质 : 设 数列 {a,,}”_-o 有 
> [an| <+ ce， 
则 级 数 7 
> aere (D 


在 50,1] 上 几乎 处 处 收敛 ,其 入 (1) € L^L0,1 Xt — 
H 1xip« oom YS TETEIE BUS XX. A, AB, 


AL Flos ll (So ti) ^ 


< B, || FI ,. (D 
因此 


SD <+ oo 


可 用 以 刻画 Fe tot, 1 ]. 拉 德 马赫 函数 系 的 函数 在 
二 进 区 间 上 取 值 1, 一 1 或 0, 它 与 在 应 用 中 有 重要 
意义 的 沃 尔 什 函数 系 关 系 密切 ,在 应 用 中 常 称 为 开 
Se DÉEN, E Ba BS BS Be AK Fir FH SS ek (Rademacher, 
H.) F 1922 年 提出 的 .还 有 一 些 等 价 的 定义 方式 
(例如 可 表示 成 ~。(Cz) 一 sgn sin 2” rc, 3X H sgn 表 
示 符 号 函数 ). 
拉 德 马赫 函数 系 可 以 推广 到 高 维 空 
Q 一 人 EGR" | 一 (和 
OR; 1, j7152,*.nj, 
m= (mi Ms ma) EN’, 

则 由 rm) mr, Gr, Gru GO EQ) FE CIE PR 
BUR (rn t) }men" HI PRA Q 上 的 拉 德 马赫 项 数 系 . E 
具有 与 一 维 情形 相同 的 性 质 和 重要 意义 . 特别 地 , 若 
将 | F | P 和 之 ENG 分 别 理解 成 | ha | Lra TH 


x [8]. 记 
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(m m em) 


WM |a, looi 
F(t) = A. gewi) € Lët), 


ADGA G ROS Hs BBE OUR 
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抽象 调和 分 析 (abstract harmonic analysis) 
经 典 调和 分 析 理 论 的 推广 . 即 在 具有 一 定 代数 、 拓 扑 
结构 的 集合 上 建立 的 调和 分 析 的 理论 和 方法 . 在 经 
典 的 傅 里 叶 级 数理 论 中 ,以 Zu 为 周期 的 函数 可 以 看 
做 复 平面 中 单位 圆周 7 上 的 函数 . 函数 族 

(e"|n — 0, +1, + 2,*,e* € T") 

E TVR- 48 56 IIE RA. 对 于 7' 上 的 可 
FR RC, LRL fe E n CO FR R BJ JÉ X = FR BK PE 
Fy V PBB BJ 8E HR RM. T 关于 复数 乘法 成 为 一 个 
BÉ. 从 群 表示 论 的 观点 来 看 ,对 每 个 整数 ne ET" 
的 一 个 不 可 约 丁 表示,L (7T') 的 上 述 完备 规范 正 交 
ABET 的 不 可 约 西 表示 完全 组 ,7 的 西 对 偶 同 
构 于 整数 加 法 群 Z,7 上 的 可 积 函 数 按 不 可 约 丁 表 
示 完 全 组 展开 所 得 的 形式 三 角 级 数 即 是 该 郴 数 的 傅 
里 时 级 数 . 

在 经 典 的 傅 里 叶 变 换 理 论 中 ,R: Langer 
的 传 里 叶 变 换 蚌 

f(y) = Fe] fe ae, 
4fRR ERA x SRI) Co RAN, X nj 48 c W 
公式 
fe) = v (Gerda, 

R 对 实数 加 法 形成 一 个 群 , 从 群 表 示 论 的 观点 来 
看 ,对 每 个 yXERi,e” 是 Ri 的 一 个 不 可 约 西 表 示 ，, 函 
Bik ie" 1yER!} 是 R' 的 一 个 不 可 约 西 表示 完全 
组 ,R' XHB EH F R ,通过 Ri: 的 不 可 约 本 表示 完 
全 组 中 的 函数 就 可 定义 图 数 的 傅 里 时 变换 及 其 逆 变 
换 . 所 以 要 将 经 典 的 传 里 叶 级 数 与 傅 里 叶 变 换 的 理 
论 推广 到 一 般 的 拓扑 群 G 上 ,首先 要 确定 群 G 的 不 
可 约 西 表示 完全 组 ,这 是 群 表 示 论 的 基本 问题 之 一 ， 
也 是 抽象 调和 分 析 的 基础 . 进而 可 展开 抽象 调和 分 
析 各 种 课题 的 研究 . 

彼得 -外 尔 定理 (Peter-Weyl theorem) 经 典 三 
角 多 项 式 可 一 臻 逼近 连续 函数 的 定理 在 紧 李 群 上 的 
一 种 推广 .在 经 典 的 傅 里 叶 级 数理 论 中 ,一 个 熟知 的 
结果 是 , 任 一 以 2r 为 周期 的 连续 函数 可 用 三 角 多 项 
式 来 一 致 逼近 . 这 一 经 典 结果 在 紧 李 群 上 的 推广 , 即 
是 著名 的 彼得 -外 尔 定理 . 设 G 是 一 个 紧 李 群 , 则 GG 
的 不 可 约 表 示 必 是 有 限 维 的 ,日 G 的 有 限 维 表示 必 
等 价 于 一 个 西 表示 . 所 以 ,在 表示 空间 中 取 一 组 适当 
的 规范 正 交 基 时 ,G 的 不 可 约 表示 将 C 的 元 映 成 西 
ARE. 

设 {Ui|14EG} 是 紧 李 群 G 的 不 可 约 西 表示 完全 
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组 , 则 U(x) 的 每 个 矩阵 系数 定义 了 G 上 的 实 解析 
PR EX. HAT L(G) 的 内 积 ,Ui(x) 的 不 同和 矩阵 系数 
AE WC IE AZ; á A, ,EG H A4 BE IU, (2) 5U, (z) 
E A [a] šE RE # CC TE 22. 这 时 彼得 -外 尔 定理 可 
叙述 为 : 紧 李 群 G 的 不 可 约 西 表示 完全 组 
(LAEC)} 的 矩阵 系数 全 体 是 L^ (G ) B Së 48 IEE OR 
BURG 上 的 任 一 连续 函数 可 用 该 正 交 系 中 函数 的 
有 限 线性 组 合 来 一 臻 逼近 . 

ERASER CNSR IER AMAL RE E 
调和 分 析 中 的 地 位 ,等 同 于 {e™|n 二 0, 土 1,…} 在 经 
典 储 里 叶 分 析 中 的 地 位 . | 

X zE BEE BJ Sm np ZR E (Fourier serier on 
compact Lie group) 经典 健 里 叶 级 数 在 紧 李 群 上 
的 推广 . 取 定 紧 李 群 C 的 一 个 不 可 约 西 表示 完全 组 
(U;|A€ G) 3E FH d, 记 表 示 U, 的 表示 空间 的 维 数 . 
对 G 上 的 哈 尔 可 积 函 数 f(x), 做 积 


J; Se J JOD CE dx; 
G 


就 得 到 一 个 d, 阶 复方 阵 Si R Aa H f C) B e giat 
系数 矩阵 ,而 与 ACz) 对 应 的 级 数 
Zei: 2. o 


称 为 Cx) BJ 48 E WR 3. 这 里 ,tr 表示 矩阵 的 迹 , 即 
矩阵 主 对 角 线 元 素 之 和 . 

紧 李 群 的 有 限 维 表示 的 迹 称 为 该 表示 的 特征 . 
如 记 XCad=trU(x)) MJ f(x) 的 信里 叶 级 数 还 有 
如 下 的 等 价 记 法 

Tee mi dU ys 


其 中 * 表示 函数 的 卷 积 . 

紧 李 群 上 可 积 函 数 的 傅 里 时 系数 矩阵 f 是 与 
G 的 不 可 约 西 表示 完全 组 的 选取 有 关 的 . 但 它 的 健 
里 叶 级 数 的 上 述 两 种 表达 式 则 与 不 可 约 丁 表示 完全 
组 的 选取 无 关 . 

jE Xt >É gi SE BÉ _E BJ IE TT 3E d (Fourier trans- 
form on noncompact semisimple Lie group) 经 典 
傅 里 叶 变换 的 一 种 推广 . 非 紧 连通 半 单 李 群 G BS PS 
表示 是 无 限 维 希 尔 伯 特 空间 V 上 的 表示 , 它 将 G 的 
TERV EW BRS. RE G 的 一 个 不 可 约 西 表示 
TRUU JEG) ESEG LERTA, 
做 哈 尔 积分 


fi =; J TODU (z dz, 
G 


MJ f£, EARS Bj V 上 的 有 界线 性 算 子 , 它 定 义 
f G 的 对 偶 G 上 的 算 子 值 函 数 f, 使 了 在 4EG 点 
取 值 为 A 这 时 , 称 为 Pe Bom, PAG 
的 不 可 约 西 表示 完全 组 的 选取 有 关 . 
$ E HF ZF $& BU FZ T (the inverse of Fourier 
经 典 健 里 叶 变 换 反 演 公 式 的 一 种 推 
Zo 


transform ) 


E “和 分 H 


广 . 设 f(z) 是 欧 氏 空间 R" 上 有 紧 支 集 的 C AR, 
它 的 健 里 叶 变 换 f(y) 有 反 演 公式 


Jd cm (Gi | f Goe* dy. 
o 


紧 李 群 上 光滑 函数 SOME H nj RE JF4B C W Zç 
式 
jore ate mU 


AEG 


这 两 个 反 演 公式 可 统一 表达 成 
fa» - | GU, God, 
G 


其 中 当 G ÆR NG 也 是 R",dy= (2r) dy Ec R" 
上 的 勒 贝 格 测度 ; "4 G 是 紧 李 群 时 ,G 是 可 列 离散 
集 ,G 的 测度 py 适合 A=, AEG). 

一 个 自然 的 想法 是 ,上 面 的 反 演 公式 应 对 于 非 
紧 、 半 单 .连通 ,具有 有 限 中 心 的 李 群 C 也 适用 .使 
上 面 的 反 演 公式 对 G 上 有 紧 支 集 的 光滑 函数 成 立 
MG 上 的 测度 , 称 为 普 朗 软 尔 测度 . 哈里 什 。 钱 德 
fii (Harish-Chandra) uEH] f ,# G 是 非 紧 连通 日 有 
有 限 中 心 的 半 单 李 群 ,使 得 上 式 成 立 的 C 上 的 普 朗 
软 尔 测度 是 存在 的 . 

fle) = | ir odaco | 

对 所 有 G ES X xm C 函数 IW. 通常 称 这 
DSA TKR AS. 它 不 但 包含 了 上 述 反 演 公 
式 , 且 包含 了 经 典 的 普 朋 上 软 尔 定理 的 推广 


If. = | «4 dua), 
G 


it BA BRR Ee (Plancherel theorem) “(a H 
叶 变 换 的 反 演 ”. 
局 部 域 (local field) 一 类 特殊 的 阿 贝 尔 群 和 


局 部 其 空间 . 局 部 紧 域 K 是 指 这 样 的 域 , 它 在 其 加 
法 运算 “十 ”之 下 成 为 阿 贝尔 群 玉 ,加 法 单位 元 记 
为 0; 同时 ,在 其 乘法 和 运算“ ”之 下 ,天 = KN(0)18B, 
成 为 阿 贝 尔 群 , 且 天 在 其 拓扑 结构 之 下 成 为 局 部 紧 
空间 ,并 使 映射 (z,y) 一 一 y Gla yore y X 
ZE. r jap BD AAA K 是 连通 的 , 则 它 是 实数 域 R 或 复 
数 域 C; 若 K 不 连通 , 则 它 全 不 连通 .通常 把 非 平 凡 
的 、 非 离散 的 全 不 连通 的 局 部 紧 域 称 为 局 部 域 . 

p 级 数 域 (p-series field) 一 类 特殊 的 局 部 域 . 
设 局 部 域 K 的 特征 数 为 x, 当 «为 有 限 数 时 ,KK Æ 
罗 瓦 域 GF(p') 上 的 p 级 数 域 (c= 二 1), 或 是 p 级 数 域 
的 有 限 次 代数 扩张 (c 二 1); 当 «为 2 时 ,KK 是 伽 罗 瓦 
WGF EKI p ERR C=), RE p 进 数 的 有 限 
次 代数 扩张 ;这 里 p 为 素数 .p 级 数 域 是 GF(p) 上 的 
形式 寡 级 数 域 , 亦 即 其 元 x 可 写 为 


rc > cB G,€ GEk EZ (0D 
k 
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rd y 与 zy 都 是 按 位 进行 模 p 运算 的 (不 进位 ).p 
进 数 域 中 的 模 p 的 元 x 也 是 (1) 表示 ,只 是 x 十 y 与 
ry 是 按 位 进行 模 p ie £. H. H ZE In] R E vz. (1) 中 的 
p€ K Æ K WERL. 

p H% EÑ (p-adic number field) 
域 ”. 

非 阿 基 米 德 赋值 (non-archimedian norm) 局 
部 域 上 的 一 种 特殊 映射 . 局 部 域 K 可 以 赋予 非 阿 基 
米 德 范 数 |，| ,使 天 成 为 一 个 赋值 域 . 大 对 z, y € K 
满足 : 

1. iz| 2097-0; 

2. | 二 | 二 | 过 八字 月 

3. |z=+y|<max(|<z|,| y|); 

SU eR OR AY z— |+ 2 K EBE p OK GR WK (B. Cy. 
TO. K 的 非 阿 基 米 德 范 数 的 值 域 是 数 集 
{q'|k € Z) U (0), 
Eth g=p',p 为 素数 ,cEN.KK 的 非 0 元 8 满足 |8| 
—q .K 的 子 集 
Z'-—ire€kKl|iz| =a) @ € Z), 
D = (z € Kil|z=| < 1: = Së, 
DP = (ee K | lge =]; 
分 别称 为 天 的 分 数理 想 . 整 环 与 天 "的 单位 群 . 
特征 (character) 经 典 特 征 函 数 在 局 部 域 上 的 
一 种 推广 . 局 部 域 K 的 加 群 天 -的 特征 X《 是 天 到 复 
数 域 C 的 子 群 了 = {elac [0,1)) 上 的 连续 函数 ， 
WgRXxTyy-—xGoXxG2.Ix 2|21(Ox,y€ K). 
记 天 + 上 的 特征 的 全 体 为 天 + , 据 对 偶 理 论 , 天 “也 是 
一 个 局 部 紧 群 , 且 KTS K* (拓扑 同 构 ). 
ze 的 零 化 子 定义 为 
P, = (xe Kt xix) = Vx € £y (k € Z), 
WA P,— (CZ), AR 

a C Z, Us UNS Tue ==: O 

Dati Fas E scht LU, elt 
(22) 5 (D, AE IA K 5 K PRA LAN FRA, 
成 为 天 与 天 -中 单位 元 的 基 . 开 “的 特征 可 类 似 定 
M 

4% ERE (character group) 
群 ( 参 见 “ 特 征 ”). 

局 部 域 上 的 傅 里 时 级 数 (Fourier series on local 
fields) 经 典 傅 里 叶 级 数 在 局 部 域 上 的 一 种 推广 . 
Ria mim Ko 25 o mp SI < 
二 多 !, 则 D/BXGF (q) -GFC20 . p 为 素数 ,cEN. 
D EW REE R rh Bú tE Z LARA RD dE 
Ko Pb tE 403 u SES Bun), ARPA 
按 K 上 的 一 种 自然 序 排列 ,并 记 相 应 的 特征 为 Xa» 
Wu f €L'CG2Z)BITRE np 2R BE A 


见 p 级 数 


特征 的 全 体 构 成 的 


Lay > sa es cues | Feo dx, 
= 0 £ 


n 


这 里 dz Æ K 'PRUISAIR RAT XE d(ax)== |a |dz> 
(Va€ K), X, OE X, GO B LEE. 

C^ ERIE Be # BJ TEL R” 情形 相似 , 例 
on, A 3⁄2 S - BOW 46 5| FB. B SE F Z XE FH. ME — FE E 
XB. SEXE JBE SE. [O47 À FR] < Mb. mn, x / 
CLD) ,级 数 


S ae 


几乎 处 处 收敛 于 f Co) xx 5 Z Bi h$ JÉ A Rl. 此 外 , 关 
Tk All së SK . EAB AR AK , nj OL ZR 3H PAR He AR HK 
等 都 有 新 成 果 . 

局 部 域 上 的 检验 函数 空间 (test function class 
on local field) 经 典 检验 函数 空间 在 局 部 域 上 的 推 
广 . 设 天 是 局 部 域 , 记 2 MW É MI F LEE EX 
2: 天 一 C 的 全 体 , 存 在 整数 对 (k,L)EZXZ, 使 9 在 
B 的 每 个 陪 集 上 取 常 数 ,而 且 9 的 支 集 supp ez 
Tr 58 "B. ACT S7 如 下 拓扑 :定义 中 的 序列 {9) 
为 零 集 ECE: 

1. 存在 固定 的 整数 对 (&,/) ,适用 于 每 个 p. 

2. {8} 在 大 上 一 臻 趋 于 0. 这 样 的 拓扑 使 97 成 
为 一 个 拓扑 线性 空间 , 称 之 为 天 的 检验 图 数 空 间 ， 

SY 是 完备 的 .可 分 的 拓扑 线性 空间 , 它 在 
L'OK) (air 4 o0) 5E C,CKO m Sig , iX 8. L'OK) 
AK ER r $£ ZK BY RR BS JB CoC KOA K ER 
有 紧 支 集 的 连续 函数 的 全 体 . 

局 部 域 上 的 分 布 (distribution on local fields ) 
经 典 分 布 在 局 部 域 上 的 推广 . 局 部 域 K BE d PR BK 
空间 2 上 的 连续 线性 泛 国 的 全 体 , 记 为 2”, 赋 于 
弱 * 折 扑 , 则 2 成 为 一 个 拓扑 线性 空间 , 称 为 天 上 
的 分 布 空间 .2 中 的 元 称 为 分 布 或 广义 图 数 . f 
€ % 对 2pE2 的 作用 记 为 (f ,9). 

对 于 分 布 SEH ERR 了 与 平移 rf 分别 
定义 为 满足 如 下 关系 的 分 布 : 

(o9 = (f,@ WEED); 

(f.q) = frp (h€ K,Ve6c SH). 
这 里 gn) =@( — z) ,Tt9(X) 二 p(X 一 有 ) ,分 别 是 函数 
2 的 反射 与 平移 . 

局 部 域 上 的 分 布 空间 (distribution space on lo- 
cal fields) ” 见 “ 局 部 域 上 的 分 布 ”. 

局 部 域 上 的 傅 里 时 变换 (Fourier transform on 
local fields) 经 典 傅 里 叶 变换 在 局 部 域 上 的 一 种 
推广 .由 于 天 + 公开, 故 天 -中 的 元 可 记 为 x; (£C K). 
ig LK) AK ER r(1<r< + oo) M Z BY A BRK 
空间 . 可 得 : 

l. SJEL K). W / 8518 H ap AER LA 
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yes | Aeon God (& € K). 
2.4% JELK), M f BJ 48 m up BREA 
AQ = lim | GG C t € K). 


r 


3. Zi f€ L'VKO (1r: 2)», WS f= fi - 5. f 
€L'(K),f,C L'(K), f 的 健 里 叶 变 换 定义 为 (与 分 
FREE f G0 ZELT LE, 

4. d FES" MN / m8 8 ap AE d E X. 7g Wi E 
(f.p = (f ,@) (VpE soma f. 

傅 里 叶 变 换 是 < 到 自身 的 同 胚 ,也 是 SB 
S EREKE. 局 部 域 上 的 傅 里 叶 变 换 与 R" 情形 的 
傅 里 时 变换 有 一 些 类 似 的 性 质 ,但 也 有 许多 不 同 之 
处 .例如 ,对 局 部 域 而 言 ,有 紧 支 集 的 函数 的 傅 里 叶 
变换 仍 可 有 紧 支 集 , 而 在 经 典 情形 却 不 可 能 . 

局 部 域 上 的 泊 松 型 核 (kernel of Poisson type 
on local fields) ”经典 泊 松 核 在 局 部 域 上 的 一 种 推 
广 . 设 @, AA 的 特征 函数 ,kEZ. 记 R(x,k) 一 
q O(c). RK RC(z,k) 为 局 部 域 K 上 的 泊 松 型 核 , 它 
有 如 下 性 质 : 对 ee K,k,ki,k,€Z， 

1. RCz, 5) 2 | | RCr 8,0). 

2. RC zx , 5) >Q. 


3. | RG ees: 
K 


| 4. RGr, 5) — RCIx|,&). 

5. RC* kD x RC* ,b,)=R( ° kh, Vk), HH 
ki V k= max kski), 

6. RGr RATER p 型 导数 . 

局 部 域 上 的 特征 的 分 歧 性 质 (ramified property 
of characters on local fields) 局 部 域 上 特征 的 一 
个 重要 性 质 . 记 局 部 域 天 的 乘法 群 天 的 特征 群 为 
天 ,天 "一 (xz| 天 "一 Cr 连续 ,x(zy) 一 r(Cz)r(y)， 
Ix(z2| 21). it Ass (z€K||lx|l 91) A4 8 4- 22 
=1+ BREN) Vx € K' BS. EREN, fE 
f8 x GO la 一 1. 据 此 定义 : 若 对 所 有 xze A, 都 有 
zx) 1, Wi PR r 是 不 分 歧 的 ;否则 称 z 是 分 歧 的 . 
当 z€ K* 是 分 歧 特 征 时 , 称 使 x 在 A, 上 恒 为 1 的 
最 小 整数 为 x 的 分 歧 阶 , 记 为 deg GO. Á Ar S FF 
征 的 阶 为 0. 

K 的 特征 也 有 类 似 的 性 质 . 

K* 上 的 梅林 变换 (Mellin transform on K * ) 
经 典 格林 变换 的 推广 . K“ 上 的 传 里 叶 变 换 称 为 梅林 
变换 , 记 为 Af GO. AR MF SE LICK") ox 
EK” 


dr 


Me J (m) c | J Gn G) EI 
K 
逆 梅 林 变 换 定义 为 :对 于 €C L'(K'),rz€ K", 
Mgr) = i" g(r) (xr)dm. 
zi 
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K' EÉ ds eg B23 |H] <“ ` E hl F AY K * ERJPS 
数 o WJ £ Ik. VeC v". FEE BRM (m. n) € 
N XN, ## p E A, 的 每 个 陪 集 上 为 常数 ,而 其 支 集 
suppe R ÆR (x€ K |g "s |= | Sq") H. w 9^" 的 分 
布 空间 为 9" ,可 类 似 地 定义 5” 与 e" E 
换 及 逆 变 换 . 

EH OS OES” EDR CSR 
Sai EWR) eR ORS az 
上 的 同 胚 (也 是 9* 到 94* 上 的 同 胚 ). 

天 “上 的 逆 梅 林 变 换 (Cinverse Mellin transform 
on K>) 见 “ 天 "上 的 梅林 变换 ” 

E Sñ Pg EAL 函数 (Gamma function on local 


fields) ABT pg EJ pi ENA. = 
€ K`, rr) =r |x|", rh |> |=1, 
M < a < ME MEM 
In q In q 
O= 3. 1415 DT 为 圆周 率 . 
局 部 域 玉 上 的 下 函 数 定义 为 
1. 若是 分 歧 特征 , 则 对 XEK1'， 
r(x) = lim | (xr) n(x) Am. 
nd a Te |x| <q" x | 


lim | I Xz)|zi dr (Re a> 0), 
noo) g "< [| ca" 


: Yæ [al dae 


7 
| —n 
k-o"q X|xlxq 


MEE 
Poo = lin as m 


(Re a = 0,a = Di, 


Pel (Rea < 0. 
B PRB EXX: 
Bara) = RED, 


nlx) = xx) x| Al) = A(z’) |x|". 
局 部 域 上 的 B A XE (Beta function on local 
field) U “ARREA T eg 3% 7. 
里 斯 分 数 次 积分 (Riesz fractional integration) 
经 典 里 斯 分 数 次 积分 的 一 种 推广 . 称 


Ts fay e= ril /fGa)|=z — z|" “dz 
n SP 


Af 的 里 斯 分 数 次 积分 ,这 里 Ei K X KX E 
An 维 局 部 域 . aA n YET PRR. 当 
f € L (K")(] < £ <+ co), Rea > 0 


H 
E WW Re o — 0 
r n 
时 ,有 (Cf) =|+| f (在 分 布 意义 下 ). 对 于 0< 
Rea,ReP,Re(atpB)=n, 有 


I'(I*g) = I*(I*g) = I**o (PEF). 
称 /为 JE 25 的 贝 塞 尔 位 势 ,wc EC, E 
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Las 


Cp. na 

CRATER PAHs f. 

Tl Æ ZR fit # (Bessel potential) 
次 积分 ” 

哈代 - 李 特 尔 伍 德 极 大 函数 (Hardy-Littlewood 
maximal function) 经 典 哈代 - 李 特 尔 伍德 极 大 函 
数 的 一 种 推广 . 设 f€ Zu(CK), 即 了 为 天 上 的 局 部 
Hy FR pK BY. PR 


MfG) = sup] fŒ ld 
REZ |r—z|<q 


为 革 的 哈代 - 李 特 尔 伍德 极 大 函数 . 哈代 - 李 特 尔 伍 
德 极 大 算 子 M Es (r,r)(1< r< + co) WJ ss 
(1,1) 4A. 
PE ER RRM m ALK) EDRF. AEST 
PE 5 A 
F mFg€ L (K) (1 委 r 委 十 co)， 
且 不 等 式 成 立 
| F 'mF9 | ra < C | 9 || Lo? 
REFEREE. K 上 乘 子 的 一 个 典型 例子 是 
m) -—n(x)(r€ K*). 
3E F (multiplier) 
TE pq ## (regular function) 经典 正则 函数 的 
推广 .定义 在 天 XZ 上 的 函数 f Ces k) PE 28 EN eR 
Boe: f x, RES 的 每 个 陪 集 上 取 常 数值 , 旦 


| side ,flrsDdz 
y+ B mw 


(VIL Z= k,y € K). 
对 于 了 ES BR f(z,k)= (f x R( * RIDA f Di 
正则 化 ,其 中 R(x k= Pa). EES f € % 
的 正则 化 是 一 个 正则 函数 .反之 ,任意 一 个 正则 函数 
必 是 某 个 分 布 LES” 的 正则 化 . 

EW (regularization) — Wi," 1E HWH) pg 2c". 

AE oh BY See 9| EË (covering lemma of Wiener 
type) ”局 部 域 上 的 一 个 覆盖 引 理 . 局 部 域 K 有 一 
+R AAR FJ PE Jc: K 中 任意 两 个 球 9 与 了 
只 可 能 有 以 下 两 种 不 同 的 相对 位 置 , 即 : 

Sq =G, 

25. f tel GS. 

HE ik, u] VA uE PH 2E AL | Fs EC K 是 天 
RJ ne ZR RT UM SE. EL] E] <H, S.) eE E HRA 
盖 族 , 则 对 任意 AE (0,1), 恒 存在 两 两 不 相交 的 球 
WS, Yo sas € EAR 


见 “ 里 斯 分 数 


见 “ 哈 代 - 李 特 尔 伍德 极 大 函 


N 
>) [Se lA): 
k=1 


AU BE - BR RD DH (decomposition of 


Calderón-Zygmund type) ”经典 考 尔 德 伦 -等 格 蒙 


型 分 解 的 推广 . 设 f€ L' CK"), f(x) 0, BUE + 4E 
A> 0, AERA PACH n] RII (Qu f 的 分 


J oo 
1. [Dl SLE E ,其 中 Di= U Q. 


2. 对 于 z+& D,,#8 |f(=)|<A,a.e.. 
3. X F re D, lf. (xr) | <g"A,a.e.. 
4, 对 于 r&D,B8 f, (z=)= f Cz). 


5. | EE 
Q, 


函数 了 的 这 种 分 解 称 为 考 尔 德 伦 - 赞 格 蒙 型 分 
解 . 它 在 研究 算 子 时 起 着 基本 的 作用 . 

局 部 域 上 的 希 尔 伯 特 变换 (Hilbert transform 
on local fields) 经 典 希 尔 伯 特 变换 在 局 部 域 上 的 
HES. > Od) =e: a)l e| "(z€ K"), FB A 


=i 


i 
C; = IP. v. | x O^ eydy 
K" DI 


eege 13). 
ii Q(z) 的 正则 化 为 Q(z,k)= 二 Q x RC* ,k) D, 
则 称 
T'f = lim * QR) G€ {lsg — 1}) 
为 Comte u E GCr,r)(1< r< + co) Z 
的 ,也 是 弱 (1,1) 型 的 . 主要 性 质 有 : 

1. Æ f € Lipa Ë L') (0a 1, 1r 4- 0o) , Ml 
T'f€LipCa; D). 

2. f€ H1,WJ f€ Lip(a; L'2OT'f€Lip(o; 
L)O<a<1,l<r<+cc). xx E. H! 是 局 部 域 上 的 
哈代 空间 . 

L, 空间 (L’ spaces) WT a € C,1<r<-+ co, 
PK L= (f|K—C,f=J'g, g€ L) K EBL, = 
间 , 这 里 了 "为 贝 塞 尔 位 势 , 赋 于 范 数 Fy 
= | J “fll, MU L. pR 9 — 4 E) = W == [B]. 当 Rea 
—0 时 ,Z 有 一 个 等 价 表示 : 

ELIEL IT IEL: 
icH I 是 里 斯 分 数 次 积分 . 

关于 局 部 域 K 上 的 别 索 夫 空间 , 它 与 正则 函数 
空间 .原子 分 解 空间 .平均 振 划 空间 的 关系 可 参阅 有 
关 文 献 . 

别 索 夫 空间 (Besov spaces) J“ L" 空间 ”. 

E 8p E gs AY & WW (derivatives of functions 
defined on local fields) 经 典 导 数 的 推广 . 设 f: K 
>C HK Em X (Bn Au ck, S 
Ax f Cx) AR 


N 一 
pude s 2 exp D fa + 187), 


lim Ay f(z) 
N-eoo 


抽象 调和 分 析 


存在 WAS GO WERTE H fo x WER pA 
SM CR A tS BOs A AS (xz) 具有 
L1kr<+co) 9A BR , i Og D f, Wu gk m Oy f oi 
强 导 数 . / BJ p 型 导数 和 强 导 数 统称 为 f 的 导数 . 

上 面 是 局 部 域 上 也 数 的 导数 的 一 种 定义 , 它 有 
许多 重要 性 质 , 并 有 很 多 应 用 ,还 有 其 他 方式 的 定 
> 

B Sis E 85 te SE 3B r t (approximation identi- 
ty kernels over local fields) — £$ Hh. [H SIRI Ez E Je) 
部 域 上 的 推广 . TH 3 Bm E E TE IT BF EM 
可 仿照 R" 情形 给 出 . 近年 来 ,在 局 部 域 上 已 构造 了 
MEETER. 主要 有 : 

1. 42 [n] fH 538 Xr KAR SUK. 

2. 乘积 型 核 与 阿 贝 尔 - 泊 松 型 核 . 

3. 7H Py EE. 

4. LXK GRAB. 

J 8B XC 3:18 8E (locally compact abelian group) 
一 类 特殊 的 交换 群 . 设 G 是 一 个 局 部 紧 豪 斯 多 夫 空 
间 ,又 是 一 个 交换 群 , 且 映射 

GxG-—Gi(x.y)or— y 
是 连续 的 , 则 称 C 为 局 部 又 交换 群 . 简称 LCA R. 

LCA 群 (LCA group) 见 “ 局 部 紧 交 换 群 ” 

特征 标 (character) ”局 部 紧 交 换 群 上 的 一 类 特 
Fk EJ PR. 2G LCA HFG ERAR r 满足 |r(x)|=1 
(NEGRI (=+ y)=r(z)r(y)(Vx,y€ G), 3 r 
为 G 的 特征 标 . 

XJS Ef (dual group ) LCA SG 的 特征 标 全 

体 构 成 的 群 . 记 LCA 群 G 的 连续 特征 标 全 体 为 G. 
G 中 定义 加 法 : 
(7, YDG) = 7,(z) + Y,G) € G,7,,Y, € G), 
则 G 成 为 一 个 交换 群 . 称 G 为 G 的 对 偶 群 或 特征 标 
BÉ. DX CMU G 的 紧 子 集 上 一 致 收敛 拓扑 , 则 Ç 
是 一 个 LCA #. 34 G 为 离散 群 时 ,G HAR; 4G 
为 紧 群 时 ,G 为 离散 群 . 

特征 标 群 (character group) “xt fS RE”. 

HE T E Jp $& xj 48 TE XE EE (Pontryagin duality 
theorem) X T LCA # 5 Hou (8 8E 89 [8] fa xg FR. 设 
G 为 LCA 群 ,G 为 G BJ WIB. XI z€ G,y eG 记 
《Tz,7) 二 Y(z), 则 工 可 看 做 G 上 的 特征 标 , 从 而 有 映 
射 G 一 C:z 一 (zyY). 庞 特 里 亚 金 对 偶 性 定理 称 : 上 
述 映 射 是 拓扑 群 G 到 G 上 的 同 构 . 因此 G 等 同 于 
G, 常 记 G=G. 

傅 里 时 变换 (Fourier transform) 经 典 健 里 叶 
变换 的 推广 . 设 G 为 LCA 群 ,G 为 G 的 对 偶 群 .对 7 
EG, ie. =Y (1), FEM SELIG), ÆG E 
函数 f: 


ioje | Fist Soda 
G 


261 


调 和 分 d 


KSA f mega ag. d mug /一 了 为伍 
里 叶 变 换 . 

傅 里 叶 变 换 可 扩张 到 LCG) E EY BK A Fe BA 
歇 尔 变换 ,但 有 时 仍 称 为 傅 里 叶 变 换 ( 参 见 “ 普 朗 软 
KER”). 

18 E IT zx (Fourier inversion formula) 
经 典 健 里 叶 反 演 公 式 的 推广 . 设 G 为 LCA E.G 为 
G 的 对 偶 群 .对 xEG,7EG,p(G) 为 G 上 正定 函数 
全 体 ,fELIG) 人 pCG),f 为 了 的 傅 里 叶 变 换 , 则 当 
G 上 的 哈 尔 测 度 dz 确定 后 ,G 上 的 哈 尔 测 度 dy 可 
规范 化 ,使 之 成 立 公 式 


f(a) = | fd G € G), 
G 


其 中 7 一 (zx,7) 为 G 上 的 特征 标 . 称 上 面 的 公式 为 伟 
里 叶 反 演 公式 . 

IS Sn äre ZR Wr SB RK CFourier-Stieltjes 
transform)  £& OS nr A AR ARH RHE. 
设 G 为 LCA 群 ,G 为 G 的 对 偶 群 . 设 M(G) 为 G 上 
有 界 的 正则 复 测 度 全 体 所 成 的 集 . 对 EMG), E 
MG EM BR A: 

AO) = | (> zd 1 EG), 


ER ir, =Y H G ERRER. P A A u WR 
里 叶 - 斯 带 尔 杰 斯 变换 . 更 一 般 地 ,有 时 也 称 映 射 y 
— A DIE Dn Dir AREE ER. 

IE E ER $E (positive definite function) 经 典 正 
5E PR CJ HES. 2 G y LCA 群 ,G 上 的 函数 otr tE 
得 G 中 任何 Hy 9 之 2 ”9 之 N 及 对 任何 复数 C19C29 ”CN 
都 成 立 不 等 式 


N 
Ka c,C,@( x, = s D = 0 (N T 1525559) ? 
m= | 


则 称 o G 上 定义 的 正定 函数 . 
p WQ UE, IE E PR $X 2 满足 关系 式 : 
q(—r)—9GG2), 
lex) |<), 

| ex) — oy) |?<2—00) Re [900 — 9r — y) ]. 

博 赫 纳 定 理 (Bochner theorem) A Hh E js ZW 
定理 的 推广 . 设 G A LCA E.G 为 G 的 对 偶 群 , 则 
G 上 连续 函数 9g 为 正定 函数 的 充分 必要 条 件 是 , 存 
在 C 上 非 负 的 有 界 波 莱 尔 测度 y, 使 下 式 成 立 : 


nah = | EDN G € G), 
G 


其 中 7 一 (人 z,Y) 为 上 的 特征 标 . 这 就 是 博 赫 纳 定 
FB. 
X BA Ek Z GE FE (Plancherel theorem) 经 盟 普 
朗 歇 尔 定理 的 推广 . 设 C 为 LCA 群 ,G 为 G 的 对 偶 
BE. 普 朗 软 尔 定理 称 映 射 L' (G) Y L'OO0 L2 (G) , f 
A 为 的 傅 里 叶 变 换 ) 是 映射 到 2(G) 的 一 个 
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稠密 子 空间 上 的 等 距 映 射 . 因此 ,可 以 把 它 扩张 成 为 
L(G) 到 L(G) 上 的 一 个 等 距 映 射 . 
记 上 面 扩张 后 的 映射 为 < 
L'(G) > D2 (G): f — Z f, 
WY ES BJ KOR XE Et, RT t i ELOR L2 (G) 
上 的 西 同 构 . ZS 就 是 了 的 普 朗 歌 尔 变换 . 称 等 式 
J: | f(x) | dz = Ten Kit 


AE BAK AR ZS X. 

帕 塞 瓦尔 公式 (Parseval formula) 2 Bh ph Æ 
瓦尔 公式 的 推广 . 设 G A LCA E.G 为 G 的 对 偶 
群 . 设 fg € L: (G) ,Z f, g THA f. g WERK 
尔 变 换 , 则 成 立 等 式 

| teo gros = | ero zeman, 


称 此 等 式 为 帕 塞 瓦尔 公式 . 在 特殊 情况 f— z 时 ,上 
AM E E BA KR ZS T 
| Fee k LF f C) Idi, 


普 朗 歇 尔 变换 (Plancherel transform) fg Ri m 
变换 的 推广 . 设 G 为 LCA REG 为 G 的 对 偶 群 . £X 
性 映射 IL (GL? (G), f >Z f E BAK 
den 

| Lange = | | fon Fay, 


HZ f€LGODQLGOWN,—-fmuifBSgma 
换 广 对 这 样 的 映射 < VER Z SW f OE BH SK ZR AE 
ie (Z BL“ f HL EE 


# 稿 I S TES ING HÆR 陆 善 镇 
郑 学 安 
€ 阅 王 斯 雷 刘 和 平 陆 善 镇 


me AZ E BJ 5 g 


流 形 上 的 分 析 (analysis on manifold) 亦 称 大 
范围 分 析 或 整体 分 析 . 欧 氏 空间 中 的 分 析 ( 经 典 分 
析 ) 推 广 到 流 形 上 得 到 的 分 析 学 ,是 与 拓扑 学 、 几 何 
学 等 数学 分 支 相互 渗透 .相互 综合 而 发 展 起 来 的 . 它 
更 加 注重 的 是 流 形 的 拓扑 结构 、 微 分 结构 以 及 复 结 
构 给 分 析 学 带 来 的 影响 . 

流 形 上 的 分 析 包 括 : 流 形 上 的 微 积 分 、 积 分 周期 
理论 . 莫 尔 斯 理论 . 示 性 类 理论 . 层 论 . 流 形 上 的 微分 
算 子 理论 等 . 

流 形 上 的 微 积分 是 研究 流 形 上 微分 形式 的 外 微 
分 运算 与 积分 ,以 及 与 此 相应 的 理论 . 流 形 上 的 微 积 
分 是 经 典 微 积 分 在 流 形 上 的 推广 ,这 种 推广 包含 了 
定义 域 的 推广 以 及 研究 对 象 与 方法 的 推广 . 研究 流 
形 上 微 积分 的 重要 目的 是 为 流 形 上 整体 研究 提供 必 
备 的 基础 . 

莫 尔 斯 理论 是 研究 微分 流 形 上 可 微 实 函 数 的 性 
质 同 流 形 的 拓扑 、 几 何 性 质 的 相互 关系 . TE PUER AE 
中 ,函数 的 极 值 理论 曾 是 研究 的 一 个 重要 内 容 . 流 形 
上 的 一 个 非 退 化 函数 的 临界 点 与 各 种 指数 在 数量 上 
的 关系 ,能 完全 反映 了 流 形 性 态 , 这 一 点 由 莫 尔 斯 
(Morse, H. M. ) 在 20 世纪 30 年 代 首 先 发 现 ,并 发 
展 成 为 莫 尔 斯 理论 . 它 使 分 析 学 与 拓扑 学 结合 并 成 
为 大 范围 分 析 的 开端 . UST BE ZR JE. ya CJIiocrepuu , JI. 
A. ) 5j f JE, E AK I CUunpenpoman, JI. T.) MAB — PB 
4& BE FE n] LGB (6B S Gm, SE T NERO IE. NS 
数 是 量度 拓扑 空间 性 质 的 一 个 整数 ,利用 它 可 以 个 
计 紧 流 形 上 函数 的 临界 点 个 数 的 下 界 , 并 得 到 柳 斯 
捷 尔 尼克 - 施 尼 雷 尔 曼 重 数 定理 ,这 是 从 极 小 极 大 原 
理 产 生出 临界 值 的 定理 . 1973 年 , 阿 姆 布 罗 塞 蒂 
(Ambrosetti, A. ) 5 dy EL iç 2E vx (Rabinowitz, P. 
H. ) 发 展 了 柳 斯 捷 尔 尼 殉 与 施 尼 雷 尔 曼 的 思想 , 建 
立 了 山路 引 理 . 随后 拉 比 诺 维 茨 又 提出 了 一 系列 极 
小 极 大 原理 ,对 于 由 微分 方程 引出 的 变 分 问题 的 解 
的 存在 性 有 广泛 应 用 ,特别 对 哈密 顿 方程 组 周期 解 
的 存在 性 及 周期 轨道 的 估计 做 出 了 重要 贡献 . 博 特 
(Bott,R. ) 应 用 莫 尔 斯 理论 给 出 了 同 伦 论 中 著名 的 
博 特 周 期 性 定理 ,斯 梅 尔 (Smale,S. ) 应 用 莫 尔 斯 理 
论证 明了 维 数 ”之 5 的 庞 加 莱 猜 想 ,这 是 微分 拓扑 学 
的 重大 成 就 . 

积分 周期 理论 是 研究 微分 形式 的 积分 周期 , 它 
有 反映 了 流 形 的 同调 特征 . 积分 周期 理论 的 中 心 是 德 
拉 姆 定理 , 它 断 言 微 分 流 形 M 的 p 维 德 拉 姆 上 同调 
群 与 M BJ p 维 奇 异 上 同调 群 是 同 构 的 ,这 个 同 构 的 


单 射 性 表明 所 有 周期 为 零 的 团 形式 是 正 合 形式 . Æ 
a} (Hodge, W. V. D. ) 对 德 拉 姆 理论 做 了 重要 改进 ， 
他 引进 了 调和 微分 形式 的 概念 , 霍 奇 分 解 定理 指出 
每 个 德 拉 姆 上 同调 类 中 存在 惟一 的 调和 微分 形式 . 

示 性 类 理论 是 研究 向 量 从 的 示 性 上 同调 类 及 计 
算 . 1935 Æ, WE RK (Stiefel, E. L. ) TE Æ Ë X 
(Hopf, H. ) 指 导 下 做 博士 论文 时 ,引进 并 研究 了 光 
滑 流 形 切 从 所 确定 的 示 性 同调 类 ,而 囊 特 尼 CWhit- 
ney, H. ) 处 理 的 是 任意 的 球 从 ,这 就 是 历史 上 较 早 
出 现 的 一 种 示 性 类 , 即 施 带 费 尔 - 惠 特 尼 类 . 1942 
年 , 庞 特 里 亚 金 (TouTrparua,vl. C. ) 研 究 了 格拉 斯 曼 
流 形 的 同调 论 ,得 到 庞 特 里 亚 金 类 . 1946 年 ,陈省身 
研究 复 格拉 斯 曼 流 形 的 上 同调 结构 ,从 而 对 复 向 量 
从 定义 了 陈 类 .后 经 吴 文俊 、 托 姆 (Thom ,R. 2,38 Ë 
布 鲁 赫 (Hirzebruch,F. E. P. ) 等 人 的 研究 ,使 示 性 
类 理论 更 加 完善 . 示 性 类 理论 在 拓扑 学 、 微 分 几何 
学 .代数 几何 学 中 有 许多 应 用 . 

层 论 是 大 范围 分 析 的 一 个 强 有 力 的 工具 . 层 论 
作为 一 种 理论 ,包括 两 个 基本 部 分 ,一 个 是 层 系 数 的 
上 同调 理论 , 男 一 个 是 环 式 空间 . 后 者 对 于 代数 几何 
是 重要 的 ,而 前 者 正 是 为 大 范围 分 析 提 供 的 重要 工 
F. 层 论 在 整体 分 析 学 中 有 广泛 的 应 用 ,多 复 变 函数 
论 中 著名 的 库 辛 问题 是 日 本 数学 家 冈 洁 利 用 了 层 系 
数 上 同调 与 全 纯 域 给 出 解答 的 . 以 层 论 为 基础 ,结合 
$$ 34 (Cartan, H. ) 关 于 全 纯 函 数理 想 论 的 研究 ,发 
展 了 凝聚 层 的 概念 . A HARR JE BJ Bt. SS 
(Serre,J. P. ) 得 到 施 坦 流 形 的 基本 定理 嘉 当 定 
JH A 55 xz 24 EJE B. 层 论 还 应 用 于 多 复 变 函数 论 、 
复 流 形 、 解 析 空 间 、 代 数 几 何 、 偏 微分 算 子 ,其 至 数论 
以 及 数理 逻辑 等 数学 分 支 . 

流 形 上 的 微分 算 子 理论 是 研究 流 形 上 的 微分 算 
子 及 拟 微分 算 子 ,其 中 阿 蒂 亚 - 辛 格 的 指标 定理 最 具 
代表 性 . 阿 蒂 亚 - 辛 格 定理 包含 了 高 斯 - 波 涅 公式 、 希 
策 布 鲁 赫 的 符号 差 定 理 、 歼 曼 - 罗 赫 定 理 及 狄 喇 克 算 
子 的 指标 计算 为 其 特例 ,所 含 的 定理 名 很 深刻 并 有 
很 长 的 研究 历史 . 

经 过 几 十 年 的 发 展 ,1968 年 ,美国 数学 会 在 加 
州 大 学 伯克利 分 校 召 开 了 以 大 范围 分 析 为 题 的 国际 
学 术 会 议 , 这 标志 着 流 形 上 的 分 析 ( 或 大 范围 分 析 ) 
已 经 成 为 分 析 学 中 的 一 个 独立 分 文 . 

X36 E] 23 HFT (analysis in the large) 
的 分 析 ”. 

整体 分 析 (global analysis) 


即 “ 流 形 上 


即 “ 流 形 上 的 分 析 ”. 
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流 形 上 的 微 积 


流 形 上 的 微 积分 (calculus on manifold) ft fH 
分 在 流 形 上 的 推广 . 它 研 究 流 形 上 微分 形式 的 外 微 
分 运算 与 积分 ,以 及 斯 托 克 斯 定理 . 研究 流 形 上 的 微 
积分 的 目的 是 为 流 形 上 整体 研究 提供 必 备 的 基础 . 

设 EMKA REME M 上 微分 & 形式 ( 简 
称 & 形 式 ) 全 体 构 成 的 无 穷 维 实 向 量 空间 ,E* (M) 
表示 M 上 所 有 微分 形式 的 实 向 量 空 间 , 按 外 积 信 ， 
它 还 是 一 个 代数 . 对 任意 的 EN, 存 在 惟一 的 线性 
算 子 d (CM) 一 ET1(CM) ,满足 : 

1. d° 二 0, 即 对 任何 微分 形式 wEk*(M), 有 
d(dw) =d*o= 0; 

2. 若 f€ C^ (MD — E* (M) df HERR S HK 
分 ; 

3. ££ e € Et (M) c € E'(M), lli] dlw A 7) —de A 
rt 十 (一 1)*wAdr.d 称 为 外 微分 . 

由 此 可 以 看 出 外 微分 d 是 经 典 分 析 中 函数 微分 
在 流 形 上 的 推广 , 

WM E n ERÉ, D Æ M W k EEA 
边 紧 子 流 形 ,w 是 一 个 形式 , 则 可 以 定义 在 也 
上 的 积分 


从 而 可 以 证 明 著 名 的 斯 托 克 斯 定理 : 设 D Ji n 维 定 
回流 形 M 的 维 定向 有 边 紧 子 流 形 ,9D R D 的 边 
缘 ,w 是 (一 1) 形 式 , 刚 


| do = | w, 
D aD 


这 个 定理 描述 了 一 个 区 域 上 的 积分 与 它 的 边界 
上 的 积分 之 间 的 联系 ,是 流 形 上 微 积 分 的 基本 定理 . 
它 对 于 分 片 光 滑 的 D 也 成 立 . 它 的 一 些 特 殊 情 形 都 
是 经 典 分 析 中 的 重要 公式 . 例如 : 

l. zi M—R »D=(a,b],aD Æ DKA WH (b) 
—{a},fE E (M), 


Jar = NES f(b) — fla). 


xx FE BY Ap ER JE pz X. 

2.4; M —R', D JE R° 中 的 一 个 有 和 界 区 域 ,其 边 
界 是 一 条 分 段 光 滑 曲 线 ,D B) ZE [8] 55 R^ 的 定向 一 
致 ,wEE'(M) 是 1 -形式 ， 


a A do-- [28 — 5] dx Ady, 
则 
Q aP 
i SS T |da A dy 
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故 得 
RQ P i 
d = 一 T |dady - | Pdz + Qdy. 
这 是 格林 公式 . 


3. # M —R!, D 是 R* 中 的 带 有 分 片 光滑 边界 曲 
面 的 有 界 域 ,其 定向 与 Ri 一致 ,以 外 法 线 方向 为 正 
向 诱导 出 边界 aD 的 正 向 ,2 形式 

w = Pdy A dz + Qdz A dz + Rdz A dy, 


则 
Í, 


+ Qdz A dx + Rdz A dy, 


j, 


- | Pdydz + Qdzdx + Rdzdy. 
aD 


这 是 高 斯 公式 . 

4. £i M=R’,D Æ R° 中 的 一 块 分 片 光滑 的 有 向 
曲面 ,3D 是 分 段 光 滑 的 有 向 闭 曲 线 ,9D 的 正 向 与 D 
的 正法 向 符合 右手 法 则 (R? 的 定向 是 右手 系 ),1 JÉ 
式 w= Pdx+Qdy+Rdz, W 


IP oQ 
Ox dy 


即 得 


aP IQ aR 
元 十 ay + A. | dd de 


OR dQ 
Jol go — 32] dy A de 

aP _ aR Q _ aP 
TO ade Ade + |S EE 


=| do = | w= | Pde t Ody Rae, 
D aD aD 


Bp 
AR 29 


| Paz A. Gils Rae j. A Adds 
JP aR Q oz 
+ |Z 一 T | dedz i ee = dad 
ME s B Z: sÑ. 


由 此 可 见 , 斯 托 克 斯 定理 是 经 典 分 析 中 上 述 四 
个 公式 的 统一 形式 ,同时 又 是 它们 在 流 形 上 的 推广 . 
概括 起 来 说 , 流 形 上 的 微 积分 是 经 典 微 积分 在 流 形 
上 的 推广 . 

无 穷 维 流 形 上 的 微 积分 完全 类 似 于 有 限 维 流 形 
上 的 情形 . 

复 流 形 的 定义 在 形式 上 和 实 流 形 是 一 样 的 . 但 
是 复 结构 加 在 流 形 上 的 限制 要 比 实 流 形 强 得 多 , 因 


而 所 研究 的 内 容 更 加 丰富 ， 
区 图 (chart) 微分 流 形 的 一 个 基本 概念 . 空间 


M 的 一 个 开 集 U 和 从 U 到 R° 中 某 个 开 集 上 的 同 及 
$; 合 起 来 (U 90 ROS M 的 一 个 区 图 或 局 部 坐标 系 . 
区 图 的 集合 {(U。,#$) |a € AEM E UaU =M, M] 
称 为 M 的 一 个 图 册 . 


Bid (atlas) JL“ KA”. 

Ch 类 微分 结构 .多 (differentiable structure 
Fof class C 满足 一 定 条 件 的 图 册 . 拓扑 流 形 M 
上 的 图 册 F = (Ub) |a€ A) i PIRATE. MM 
WR H M B8 CT 类 微分 结构 : 

1. UU.- M; 

2. S Br B9 a, 8€ A. oO EAS 
+ co) FY ; 

3. 关于 条 件 2 是 最 大 的 , 即 对 于 M 的 任 一 
KAU.) EXE BUR BJ aC A, ° ó, 5345, 9 都 
是 C 的, 则 (U 20€. 7. 

对 于 任意 满足 条 件 1 与 条 件 2 的 图 册 

F y={U ast.) la€E A), 
存在 惟一 的 包含 F, DÉI CT RATA Z. 


局 部 坐标 系 (local coordinate system) BI“ [x 
图 e 
C* 流 形 (C* manifold) Æ C* 类 微分 结构 的 拓 


扑 流 形 . 由 一 个 维 拓扑 流 形 M 以 及 M 上 的 一 个 
C 类 微分 结构 多 ARAM ABR OC! 流 
JÉ. 当 & 一 ce 时 ,也 称 M 为 光滑 流 形 . CADRE 
统称 为 微分 流 形 . 例如 ,” 维 欧 氏 空间 Rn 维 球面 
5S", 在 它们 的 通常 拓扑 之 下 都 是 微分 流 形 . 又 如 ,由 
所 有 nXn 非 奇异 实 和 矩阵 组 成 的 集合 GL Gs FO E 
取 其 拓扑 为 R” 的 通常 拓扑 的 诱导 拓扑 ,那么 
GL(n,R) 是 一 个 微分 流 形 . 

同一 个 拓扑 流 形 可 以 有 不 同 的 微分 结构 ,但 它 
的 维 数 是 一 个 拓扑 不 变量 . 


光滑 流 形 (smooth manifold) WC 流 形 ”. 


微分 流 形 (differentiable manifold) WC: W 
JE". 
A tJ (product manifold) 由 两 个 微分 流 形 


的 笛 卡 儿 积 所 生成 的 流 形 . BEM» 0 CMS D 
分 别 为 m, 维 与 m; 维 的 微分 流 形 , 则 积 流 形 M, X 
M; 是 m +m, 维 拓扑 空间 ,其 微分 结构 Z 为 含有 
1, XV ps pa Seil, säi Z, (Va, da) € Z ,) B 
最 大 类 . 

C* fe Fé lB] BY C* BRAY (C* map between two C" 
manifolds) 两 个 流 形 之 间 的 具有 某 种 光滑 性 的 映 
Bl. WE OM F), CM: SAEI iy jy 7702 维 的 C 流 
JÉ, 映射 下 :AM 一 


M ARTEA pE MDU V CM; 
M fr p hb BJ IX 

9 p 
AU, Anc, P e 
FO) Rb B) EC FL (V, R5) d) CR? 


JOE c vm CU e 
V ,使 得 J 。F。8 1:9Q00)0—9(OVO RE C* B8, WS F; 
M,—>M, 3 C* jit JÉ [| BJ p ph ST. 于 是 可 以 看 到 


流 形 上 的 微 积 分 


Jy。F。 上 与 其 他 诸 映 射 之 间 , 有 如 上 图 的 交换 图 . 
4 k=], F 称 为 光滑 映射 , 当 M,—R 为 通常 的 实 
直线 时 ,F ERA C PR. M E— UJ C' 函数 所 形成 的 
空间 记 为 C CM). 

C (4 fS] ER (C^ diffeomorphism) 两 个 微分 流 
形 之 间 的 一 种 等 价 性 . 设 M,N 分 别 是 两 个 C Wu 
JÉ ,映射 IMN 是 一 个 双 射 ,使 得 / Hj f EC 
映射 , 则 称 为 MM 与 之 间 的 C 微分 同 胚 .这 时 
C* 流 形 M 5j N 也 可 以 说 成 是 C* 微分 同 胚 的 ,而 且 
M 5j N 可 以 看 做 等 同 的 .微分 同 肝 对 于 流 形 的 分 类 
是 一 个 重要 的 概念 . 例如 ,连通 的 一 维 流 形 只 有 两 
种 , 即 R SS’. 

单位 分 解 (partition of unity) 流 形 上 的 函数 
集 ,其 和 为 1.C” WUE M 上 的 单位 分 解 是 M FC o 
MEG (CT) ,其 中 了 是 一 个 指标 集 ,使 得 有 : 

1. X 8E B & (supp li € I) 是 局 部 有 限 的 ( 即 
在 每 个 p€ M 处 ,存在 p 的 一 个 邻 域 W,, 使 得 仅 对 
AREA iA W, lsuppó A). 

2. 4 pW M BF, DA (p)= 二 1; 并 且 对 所 有 的 
PEM Micl.,#A 4p) 0. 

AU. |\@C ASR M 的 一 个 覆盖 ,对 于 每 个 i€ 
1 ,都 存在 一 个 a, 使 supp CU., WEKE AE g: li 
ET} 从 属于 覆盖 (Ula€ A}. 

”单位 分 解 存在 性 定理 (theorem of existence of 
partition of unity) 在 某 些 条 件 下 单位 分 解 的 存在 
定理 . XE PEB P : A M 是 微分 流 形 ,(U。|a€ AR 
M 的 任 一 开 履 盖 , 则 存在 从 属于 该 覆盖 的 可 数 的 单 
fu 4E 18.) XT BET suppa EAE. MAR X 
集 条 件 ,存在 从 属于 覆盖 (U0.|a€ 4) 的 单位 分 解 {#) 
(Bl supp 加 CU.), 生 至 多 有 可 数 个 6. HAS. 

微分 流 形 的 仿 紧 性 保证 了 它 具 有 单位 分 解 的 性 
质 . 这 个 性 质 能 把 局 部 函数 扩 并 为 整体 函数 , 反 过 来 
也 能 把 整体 函数 分 解 为 局 部 函数 来 研究 . 

ZF(germ) QJ) EF PE XXE — SK. 设 M 
ET CREB PEM, RRS Se 分 别 是 定义 在 包 
* p 的 开 集 U AV EWC gin ru 
UNV, Ei fiw 二 g |w, 就 称 f 与 g 等 价 . 由 这 个 等 
价 关 系 所 形成 C CD) 的 等 价 类 f, 称 为 在 p 处 C* o 
WHE. F,— 1f| f € COD RRE p 处 芽 的 集 
&.F, 上 可 以 简单 地 引入 代数 运算 ,并 能 说 明 六 #9 
成 一 个 代数 . 同时 F, 还 是 一 个 向 量 空 间 . 

节 (jet) 芽 的 等 价 类 . 设 / Se RE p€ M 
处 的 两 个 C” 类 芽 , 若 对 每 个 A= (Qisas san)s la | 
<n, DSf(p)=D'e(p) WHR / 5 g 是 等 价 的 . 称 
PEM 处 的 一 个 等 价 芽 类 为 p 处 的 一 个 nn 节 . 记 
JAM. pH p€ M lib n 节 的 集合 . 

SF (derivation) ” 流 形 上 可 微 函数 在 一 点 处 
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流 形 上 的 分 析 


的 方向 导数 . 它 满 足 莱 布 尼 茨 条 件 的 实 线性 映射 . 设 
M 是 微分 流 形 ,pE M,v， 是 定义 在 之 的 某 邻 域 的 可 
微 函数 代数 上 的 实 值 泛 函 , 且 满足 下 述 条 件 : 

1. v Caf +Pg)=av,(f)+ Bo, (g), P ii o, BC 
R.f.g X p bul är, 

2. v, Cfg) — f(p)u,(g)+ gC pov, CÓ; 
MEK v, 为 p 处 可 微 函数 的 导 子 ,条 件 2 称 为 莱 布 尼 
AR. 

YJ fq) (tangent vector) 一 个 方向 导数 定义 
为 一 个 切 向 量 . M 是 微分 流 形 ,pEM,v 是 p 的 
某 邻 域 的 可 微 函数 代数 C*CM,p;R) 上 的 实 值 泛 函 ， 
AX f,gEC'(M,p;R) 与 a,BER, 有 

l.vl(af+8g)=av(f)+8vle); 

2.vuC(fg) — f(p)u(g)+ g(p)u(/); 
则 称 v ARIE M 在 p RE BJ UJ We. T,(M) RA M 
TE p Ab BJ EA UJ In] EC LEA] Z [8] ,简称 流 形 M TE p 
处 的 切 空间 .事实 上 ,7T,(M) 本 身 构 成 一 个 向 量 空 
间 ,其 维 数 与 M 的 维 数 一 样 , 设 为 n. 设 (U, 四 是 MM 
在 请 处 的 一 个 区 图 , 行 P= Chis bore bd & a; 
—$,G0. 对 于 每 个 j, FAD Rb E X UJ u] Br 

lac], €T, 0D 
A 
F3 — ) 


d 


d p> 


则 || 52] MimT T ADAE A T 
区 图 (U,$) 的 基 . AI EU. DS FT, M) pe 
Ui BJ BR— 4" UJ [n] Et: v 可 以 表示 为 
ZER 
v= 3 
AH n=dimM. 
# (V 90 tt M dE p 处 的 男 外 一 个 区 图 , 记 y; 
ES Efi BJ E < # 
d 
| zm Za 


|| = SES 
= Xf Ge 2, 


Jy; P i j=l Jy; 


其 中 


(dt ei, 
b 


这 是 切 空间 了 ndn és 

切 空 间 (tangent space) WH p] & ". 

BH SS F-58937 fo) RE (tangent vector on the curve) 
曲线 的 切线 所 确定 的 向 量 . Wb oil M 是 流 形 M 上 
H3 2368 Bü £x HF I E — + É lB] , M 是 一 个 微分 流 
JE. 定义 曲线 o — o0 OER pHo Mah In] Er o G) 
A 
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a(t)(f) = 49 9) he Ta (M). 


对 于 We I em ME 
一 条 光滑 曲线 o, 使 其 在 该 点 处 的 曲线 的 切 向 量 等 
于 这 个 指定 的 非 零 切 向 量 .由 此 可 以 定义 流 形 M 上 
某 点 处 的 切身 量 为 通过 该 点 的 光滑 曲线 的 切 向 量 . 

余 切 空 间 (cotangent space) MÉ M £ J p 
处 切 空间 的 对 偶 空 间 . 余 切 空间 记 为 T; CM) ,其 中 
Hy] E ERAS M # p 处 的 余 切 向 量 . T; (CM) BJ AH Bu 


于 区 图 (U,$) 的 基 是 7, OD RE |— | 的 对 偶 基 
(dar) , 即 满足 条 件 
del |= 8, 


余 切 空间 的 维 数 等 于 切 空 间 的 维 数 , 且 等 于 流 形 的 
"EAT; D E QULA 


余 切 向 量 (cotangent vector) ML“ A JJ zs [B] ". 

映射 的 微分 (differential of a map) jË W AX 
的 微分 在 流 形 上 的 推广 . 设 M.N 为 微分 流 形 ,y:M 
>N 是 可 微 映射 ,所 谓 y 在 p€ M 处 的 微分 VC 有 
时 记 为 dy) 是 如 下 的 线性 映射 

d. T,(M)— Ty), 

d. %)(g) = v(g ° g), 
Jerho€eT,(M),g€C°(V),V E ó(p)B) B DR. & 
d. J AT MER Z, TE p 处 是 非 奇异 的 . 类似 地 可 以 
E Nd, BJ XH Eh f 

PTa N) > T; (M), 

Q' Go)(v) = w(.Q)), 
ra e q OD ET, OD. 

v AM PEM: 
1. & Ae MN. ée N— X Æ CoRR, p € M , D 
($° p), =. °x, 
(és d)" —49' og". 
2. Æ ó: M> N fI f : N>R 是 C™ 的 , 则 
dCf ° 9) = 9 (df). 
3. 2 4: M—N E CBS ,QU ,z ee 
ee yD TIlE p 与 gy(p) 处 的 区 图 , 则 
dl L Ky; a 
2 | |= 22 m s, 
4. # f: M—R ZE C° RR , W 
^ 39 
Ws 
5. # V Je H 6 38 DUE M SIUE N 的 一 个 C” Bk 
射 ,如 果 对 每 个 p EM, g. |, = 0,0 p 是 一 个 常 映 
射 . 


ER H (V s Ni H 


PCP) 


6. & f: M>N et EW FT, D> 
T ro CN) ZE WE [B] Z lš] BJ |F] #9). ES] ft M 的 维 数 等 于 
N 的 维 数 . 

浸入 immersion) ” 亦 称 浸入 映射 .具有 茶 种 性 
质 的 流 形 间 的 映射 . 设 $:M 一 NN 是 一 个 可 微 映射 ， 
若 对 于 每 个 p € M,$, |, 为 非 奇 异 的 , 则 称 $ 为 浸 
AG PRIA. Ao AA RY WW BRE H 
单 浸入 .浸入 映射 是 局 部 单 映 射 , 它 未 必 是 整体 单 映 
射 . 

浸入 映射 (immersion map) BA”. 

SA (injective immersion) MRA”. 

BA (imbedding) 一 对 一 的 浸入 , 且 流 形 与 其 
像 是 同 胚 的 映射 . 设 y:M 一 NN 是 两 个 微分 流 形 间 的 
CORI, E 是 一 对 一 的 漫 人 , 且 还 是 M 5900 
之 间 的 一 个 同 胚 , 则 称 AR — T ix A. 

FHA (submanifold) HH APRA Xt DLA Tt 
形 间 的 关系 . 设 M 与 N EAT CAT DLP A, M— N 
是 Cki, E ó EAH B. $ Ecix A, IPE CM , AR 
N 的 子 流 形 .或 等 价 地 定义 为 :AM 作为 点 集 是 N 的 
f, HH M al N Bf S£ gk Ad] E: M Si N mon 
入 ,就 称 MAN 的 子 流 形 . 

正则 子 流 形 (regular submanifold) 特殊 的 子 
流 形 . 设 CM ,办 是 微分 流 形 N 的 子 流 形 ,如 宁 

g:AI 一 上 AD)C N 
J — ^r IR] Bf ABA #R CM AEN 的 正则 子 流 形 ,并 
Fk 9 Jg M TE N mp We A. 

JE WU HR A (regular imbedding) 
形 " 

惠 特 尼 温 入 定理 (Whitney theorem of immer - 
sion) 关于 浸入 的 性 质 的 定理 . 该 定理 断言 :和 若 M 
是 一 个 ” 维 C' 流 形 , 并 且 9 之 22, 则 从 M $l] R° 中 的 
BARN NEA ECM. PATI RE, Hr 
CCM, OR C" 流 形 M Bl R* 中 所 有 C* 映射 的 集 


A 
G E 


见 “ 正 则 子 流 


BS E RER À SE EE ( Whitney theorem of imbed- 
ding) KIRAN EE c BJ E BE. Kew: AM 
是 一 个 ” 维 C 流 形 , 并 且 g 之 2n 十 1, 则 必 有 从 MM 到 
R° rR BJ A Wat, 

HA & 4 EE ZE XE (theorem of existence of 
imbedding ) 有 限 维 流 形 的 散人 入 存在 定理 . 该 定理 
Bre GEM 是 一 个 2? 维 C 流 形 , 则 存在 一 个 从 MM 
到 R2 中 的 闭 伐 入 映射 ,而 当 ” 之 2 时 ,存在 一 个 从 M 
到 R” h BJ B] A ER SJ. 

For VS PH gx. A BREST BI Z Bi $J BJ Sie rR FE Son 
RATA XX E WRA. ARAB HERS ix A 
映射 完全 类 似 . 

温 入 的 存在 性 定理 (theorem of existence of 
BL te A ff fE PE ZE PR”. 


immersion) 


流 形 上 的 微 积分 


沃 尔 定理 (Wall theorem) 关于 上 租 入 的 一 个 定 
H. 该 定理 断言 :任意 一 个 三 维 紧 致 流 形 可 以 被 嵌入 
到 R° rp. 

赫 弗 里 格 定理 (Haefliger theorem) XFA 
的 一 个 定理 . 该 定理 断言 :如 果 M 是 一 个 紧 的 & 连 
通 流 形 , 且 nn 之 2 十 3, 则 MM 可 以 被 说 入 到 R” rg. 
这 里 M 称 为 连通 的 ,大 对 于 任何 mCO mb, 
从 球面 


S” = F o sr Ve do e Hr" | >= — l) 
到 M 的 任何 连续 映射 f, 均 可 扩张 为 


m+1 


I)" CE ES) C Hr" | — < 1} 
jd 


到 M ByJxeSEBR SY F. B F:D" '— M 连续 ， 
F |s= = f. 
E PR LEX (inverse function theorem) 通常 
反 函 数 定 理 在 流 形 上 的 推广 .该 定理 指出 : 设 UCR” 
RS, f .U—R" 是 C 函数 ,1 委 t 委 十 co ,如 果 雅 可 
比 和 矩阵 


k Ë: f) 
dr, i.j—1,.2.7.n 


在 r, € U 处 为 非 奇 异 的 , 则 存在 包含 xo 的 开 集 VC 
U ,满足 fl e 把 V 一 对 一 地 映射 到 开 集 f(V) 上 , 且 
(fly) Hi C* 的 . 

由 这 个 定理 可 以 推出 : 若 9: M— N 是 两 个 微分 
WÉ Z lal BJ Cat, H 

QT ,MT (N) 
是 一 个 同 构 , 则 存在 p 的 邻 域 ,使 得 gs Ug) 
是 一 个 微分 同 胚 . 

FE Crank theorem) 映射 的 微分 秩 性 质 的 
一 个 定理 . 该 定理 断言 : 设 V 与 W 分 别 是 n 维 与 m 
HEC’ BUE. f V —> W 是 一 个 C 映射 , 且 在 每 个 点 a 
EV 处 df 的 秩 是 一 个 与 a 无关 的 整数 7, 则 存在 a 
5 fKAGDB X E QU.20 5 QU',95. h B 9 » f ° 97 
| sco d B Pj 

(puso se a e> (Qy py "s= mu 00). 

M (submersion) ”其 微分 具有 某 种 性 质 的 映 
射 . 设 M 与 N 分 别 是 m BEA n 维 微分 流 形 ,f:M 一 
N ju] ox BR Epp 广 在 zzEM 处 是 满 射 , 则 称 工 在 
户 处 是 淹没 的 .大 了 在 M 的 每 点 都 是 淹没 的 , 则 称 
f 是 一 个 淹没 . 特别 地 , 令 

B:R”=R” XR” '—H" 
表示 投影 Buis us E Gu ;Uz »*** sUn) s Dll B 是 
一 个 淹没 , 称 为 典型 淹没 . 若 了 上 在 zzEM 处 是 淹没 ， 
WE p€ M 处 的 区 图 (VU,$) 和 fl(p)EN 的 区 图 
CV sh) ,使 得 f 的 局 部 表示 
f=y° f ° $$U) >yV) 
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具有 形式 J Gn 9 thy stn) = (Cu yz sUn) s ATO f 
E p 的 某 个 邻 域 上 等 价 于 典型 淹没 .淹没 映射 是 一 
个 开 映 射 . 

典型 淹没 (canonical submersion) WMR”. 

ELAR ET (transversal map) 其 像 点 具有 某 种 
性 质 的 映射 . 设 SMN 是 m HERI M En 
维 微分 流 形 N 之 间 的 可 微 映 射 ,9 是 N BS p ET 
流 形 , 知 对 于 zzEAM, 有 Jrz) 冬 9 或 者 

df (T.M + T. (S) = Tray), 
则 称 / EA < 处 横 截 于 子 流 形 SSA TEMSBISA 
处 模 截 于 5, 则 称 f 横 截 于 S, 其 中 的 加 法 是 直 和 . 
关于 横 截 映射 的 一 个 重要 结论 是 : 奉 f ARR 
FSHEH, HA P= CS), MC, iE MAAF 
流 形 , 其 中 i 为 包含 映射 . 

Tt 58 BE #k' E 5| 38 (Thom transversality lemma) 
关于 横 截 映射 集 的 性 质 的 一 个 引 理 . 设 M,N 分 别 
Em 维 与 维 的 光滑 流 形 ,S 是 N 的 一 个 子 流 形 ， 
CY (M.N) RC (M,N) 中 横 截 于 5 的 映射 全 体 
构成 的 空间 , 则 CF (M,N) EEC? (M , N) rh B) JF +- #Ë 
ALEC” (MN) rP de S] BY. 

SS WU EE (measure zero) 利用 区 图 把 流 形 的 子 
集 映 和 R" 中 ,其 像 集 测 度 为 零 . w M 是 一 个 有 可 数 
基 的 2” 维 微分 流 形 ,SCAM, 若 对 于 M 上 的 任何 区 图 
Up) $ CS (QUO SEXE R" 中 的 零 测度 集 , 则 称 S 在 
M Peewee. 

萨 德 定理 (Sard theorem) 
零 测度 的 定理 .该 定理 指出 : 设 M,N 是 分 别 为 m,n 
"E RJ C HUE. a IMN BTC RA, H k> 
max (0,m—n) 则 了 的 临界 点 集合 4 WR SAE 
N 中 有 和 零 测 度 . 

萨 德 定理 有 许多 重要 的 应 用 .例如 ,著名 的 布 劳 
威 尔 不 动 点 定理 在 R” 中 的 情形 和 横 截 性 引 理 都 可 
由 萨 德 定 理 推 出 . 

切 从 (tangent bundle) 流 形 上 每 点 的 切 空 间 
的 并 . 2 M 是 一 个 有 微分 结构 多 BD n # CT DOE, 
< 

TM= YTM), 
则 在 TCM) 上 可 由 多 自然 地 引入 一 个 C M 
构 , 使 TCM) 成 为 一 个 2n HER C UE STIS 
Xx:T(M) 一 M WARE rv) = pwET,(M)). 对 
TQ.) € V BRU rp Ri — dE ó Z F BJ Bi wR 
为 Titr m M 


C= d A 
BF. $ pk pr CU RH 
Pv) = (óé(z(%)),a!l,a2,s sa"), 
则 o ÆA z UR R"R9JFTSESQUO XR" EBT 
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双 射 ,在 TCM) 中 引进 拓扑 使 所 有 8$ 是 同 胚 . U, 
ODPOR F 中 的 一 切 成 员 时 ,相应 z ' CU ) 的 全 体形 
成 了 T(M) 的 一 个 覆盖 . 容易 验证 ,在 上 述 7T(M) 的 拓 
扑 之 下 ,含有 

(aU), PIU, p € F} 


的 最 大 集 族 多 成 为 一 个 C”!' 微 分 结构 .TCM) 在 此 
结构 下 ,成 为 一 个 2n HER) C^ BOE. ERA M 的 切 
AX. 

#: U)AACcotangent bundle) 流 形 上 每 点 的 余 
切 空 间 的 并 . d M J& — Aa STIR] n 2Ë CT Tf 
E. 

T* (M) = UT (MD, 
则 与 切 从 情形 类 似 可 在 T* CM) E H .多 自然 地 引 
人 一 个 C 微分 结构 如 下 : 令 
r" ,T'(M)— M, a(t) = p G € T, COD). 

1 (U , 4) € .% , A b PR 22% > Z|, T>, s Ln OR 
Bt" Gr") (QU) RS @' (z)= téite" (z)),b,,b, 
eee LTE 


rem Y ds. 


We MG (DJ RR’ WF FB ACU) XR" E 
的 一 个 双 射 ,在 T*(M) 中 引进 拓扑 使 所 有 8* 是 同 
Br. 则 当 (U,$) 取 遍 < 中 的 一 切 成 员 时 ,相应 
G^) QUOS ARTE T^ CUM) 的 一 个 覆盖 . 在 上 述 
SA T* (M0) 的 拓扑 之 下 ,含有 

{Cx OF) UR) € F} 


的 最 大 集 族 Z * Bl 38 T" (CM) 上 的 一 个 C! 微 分 结 


Hy. T* MEF 2 F ROS — On 维 的 CO RE 
称 为 M 的 余 切 从 . 

纤维 从 (fibre bundle) 坐标 丛 的 一 个 等 价 类 ， 
设 给 了 下 列 事物 :空间 五 称 为 全 空间 ,空间 B 称 为 
底 空间 ,连续 映射 n: E> B 称 为 投影 ,空间 FOERON 
典型 纤维 ,G 为 作用 在 上 的 有 效 拓 扑 变换 群 , 称 
为 结构 群 , {Vj) ey 为 B 的 开 和 覆盖 , 且 对 每 个 V; 有 同 
We pi VX E> CV), 《Vj,#) 称 为 局 部 平 几 化 区 
图 ,而 (CVj,$,)) 称 为 图 册 . 知 满 足下 列 条 件 , 它 就 是 

1. a; Gc, 30 — x PEERS z€ V, 和 任意 yC F; 

2. & pira: F >n OA iy) =p; Cosy)» UXT 
任意 z€VlV; JP] H. d. o Éin: EF >F BTG; 

3. 对 任意 i,j€EJ, 由 gyr) = $; ° Pj JE MAR 
Bt gj: ViN V >G PE SE (gy) ER 2 IER ERU. 

坐标 从 记 为 

CE,B,nx,F,G.,((V 55$). {gi}). 
对 任意 z€ B. F.=xz  GO.FR x 上 的 纤 


HE , PJI F Su AU ZT HE F. 

zi W AA FR [e] BY 2 Z [š] UE Z= a] BERE, 0) 
纤维 和 结构 群 的 坐标 丛 的 两 个 转移 函数 族 合并 起 来 
仍 满足 条 件 1,2 和 3, 即 仍 成 为 一 个 转移 函数 族 , 则 
称 这 两 个 坐标 从 严格 等 价 . 

坐标 从 在 严格 等 价 之 下 的 一 个 等 价 类 称 为 一 个 
纤维 丛 . 

由 于 每 一 个 坐标 从 都 惟一 地 决定 了 一 个 纤维 
从 , 故 通 和 常 当 得 到 一 个 坐标 从 时 ,就 认为 得 到 了 一 个 
纤维 从 ,和 且 简 记 为 (E,B,x,F,G), 当 G 无需 指明 时 
也 简 记 为 (E,B,x,F). 当 F,G 和 无需 指 明 时 也 说 
E 是 B 上 的 一 个 纤维 从 .例如 ,者 MM 是 n HEIC T 
形 , 其 切 从 TC(M) 在 自然 投影 x 之 下 是 MM 上 的 一 个 
纤维 从 ,实际 上 是 以 TOM) 为 全 空间 ,M 为 底 空间 ， 
r 为 投影 ,R” 为 典型 纤维 ,一般 线性 群 GL Ga ,R) WH 


结构 群 的 纤维 从 . 
纤维 (fibre) UL“ ZF AEM”. 
典型 纤维 (fibre type,typical fibre) “ZF 4 
AAT, 
坐标 从 (coordinate bundle) — JL" £f AEM”. 
转移 函数 (transition fuction) WL“ £F 2 JA". 
M 8t (bundle morphism) 47 JE AM zz E B £g St 


维 的 映射 . 设 给 了 具有 相同 典型 纤维 下 的 两 个 纤维 
MCE Bim) 5E CE; Bost) WRA ATIY aD, 
uE > E,, f:B,—>B, 

使 得 xz, ° u= f ° =, Ru. DAMAS. 

从 射 保持 纤维 , 即 把 一 个 从 的 纤维 映 为 男 一 个 
从 的 纤维 . 

问 量 从 《vector bundle) 特殊 的 纤维 从 . 典型 
纤维 为 向 量 空间 的 纤维 从 称 为 向 量 从 . 特别 是 当 典 
型 纤维 分 别 为 R” 5 C" 时 ,相应 的 纤维 从 分 别称 为 
秩 为 n 3X n 维 实 向 量 从 与 复 解 析 疝 量 从 . 作为 例子 ， 
n 维 微分 流 形 M 的 切 从 (TC(M),M,x,T,(M)) 是 一 
个 向 量 从 .， 

£F HE M. B Ek (cross section of fibre bundle) 
纤维 从 中 满足 一 定 条 件 的 映射 . 设 有 纤维 从 
(E, Bn ,F) ,如 果 连 续 映 射 ;;B 一 E 满足 条 件 

zm oç = id, 
那么 s RAE, B, r, F)BJ— TAI Rod 表示 恒 
同 映射 . 

特别 地 , 当 B Æ n 维 微分 流 形 ,E 为 B 的 切 从 
时 ,截面 怡 为 流 形 B 的 向 量 场 . 

对 于 任意 的 纤维 从 (EF,B,x, 下 ) 的 两 个 截面 o, 
与 o, KÆRE SECB), FER Ho +o: 
B>E 5 fo: B>E , (849 

(Lo 3-0) (x) —o0, (2) +o: (2), 
(Jo) (x) 9 f(z)oa (w) (z€ B). 


流 形 上 的 微 积 分 


从 而 使 得 纤维 从 的 截面 全 体 构 成 了 一 个 CC(B) 模 ， 
称 为 截面 模 . 

一 个 截面 s:B 一 ,如 果 s(x) =0Em (x) E 
EB), MF s 为 0 截面 .显然 ,对 于 每 一 个 纤维 从 , 它 
的 0 截面 总 是 存在 的 ,但 是 一 般 地 ,不 一 定 存在 处 处 
JE 0 的 截面 ,例如 (TGS Sr) 上 便 不 存在 处 处 非 
0 的 截面 .一 个 EEA, B, r), URE n 
个 处 处 线性 无 关 的 截面 iss ttt ss WRK E E RI UL 
平行 化 的 .(E,B,7) 可 平行 化 的 充分 必要 条 件 是 
CE, B) SE ET CB XR" ,B 20. 

SE [n] St M (real vector bundle) 特殊 的 向 量 
A. BARI EF MEY SE CE f] E == ER” CC) , H R: 25 FAI HE 
AB S BJ — Rx £x PEREGL GRO (GL G ,C)) , xx FE RI 
成 的 问 量 从 称 为 实 ( 复 )n 维 向 量 从 . 24 5n — 1 时 称 为 
SE CR BEM. 

£ [9 E M (complex vector bundle) 
EA”. | 

SSES H (induced bundle) fFH— zs Il zi 3: Zf 2i 
处 的 底 空 间 的 映射 诱导 出 的 纤维 从 . 设 S= (E, B, 
zr) 是 一 个 纤维 从 f Bi 一 已 为 连续 映射 ,其 中 B, 
一 拓扑 空间 , 则 由 与 可 SS 
JARE- DABA  . Í 
底 空间 的 纤维 从 foe. gr 
为 在 了 之 下 的 诱导 从 或 š 
用 上 的 拉 回 . BÍ .8 

对 于 给 定 的 与 f. 

E,—((e,b;) |e€ E,b € Bion (O0 — f (6) 4E, HH 
FE EXB 的 诱导 子 空间 拓扑 ,然后 令 
m: E > Bi, m(eb)-—b, 
则 容易 验证 (Ei,Bi,zi) 是 一 个 从 ， 如 果 令 
J.E,—E, J(e,b) =e, 
则 上 图 可 交换 ,并 且 ESE, Br DESH BM 
下 是 由 此 图 所 决定 的 . 

拉 回 (pull-back)” 见 “诱导 从 ”. 

C 类 可 微 纤 维 从 (differentiable fiber bundle of 
class C) 464% pi 34 E: C^ 可 微 的 纤维 从 . Ep AA Er HA 
CE,B,n,F,G)B E,B,F 933 C 微分 流 形 ,G 为 一 
SH, E UE (QU. [IUCB, $&UXF—x (U)) 
"By U R B OY th or 28 T9 WJ E X BR, KS pú 2 
g; U, NU; >G EC 可 微 的 , 则 (E,B,x,F,G) 称 为 
C* 类 可 微 纤维 从 . 

作为 例子 ,n 2E CT 微分 流 形 M WDA TOM) fi 
(T(M),M,x,R",GL(n,R)) 成 为 一 个 C*-! 类 可 微 
纤维 从 , 亦 称 为 C”'!' 类 微分 切 从 . 

向 量 场 (vector field) 切 丛 的 截面 .” 维 微分 
WEM 上 一 个 开 集 U BMA TOM) ABR X, BD 
X:U>T M), HW z ° X—id|o. HAIKU AM 
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见 “ 实 向 


流 形 上 的 分 析 


MX AM EW BY. A XECTU,.TOM)), 
则 称 向 量 场 X 为 光 请 回 量 场 . 

XP Jf EU b—^ Cm. XCORU EMR 
数 , 它 在 pEU MEN X, O. 

Ww X 是 一 个 光滑 向 量 场 ， (U S Eis do s Ln) A 
M 的 一 个 区 图 , (JEU EBJ26TR PRAG, MJ X 局 部 
地 可 以 表 为 


X lu = b» =. 
i=1 L 


反之 ,这 样 一 个 表达 式 显然 也 确定 了 U 上 的 一 个 向 
量 场 . 
其 次 ,在 f : M—> N 是 微分 流 形 间 的 可 微 映 射 ， 
= Mdf ° X:M>T(N)H 
VpEM, df» X(po-dfl,*X,, 
则 称 它 为 向 量 场 X 在 df 下 的 像 .特别 当 M= N, f: 
M>M R — ph eR df ° X= X, WEE X 为 


关于 Of 的 不 变 向 量 场 . 
光滑 向 量 场 (smooth vector field) “Me 
A & E nvariant vector field) W“ [8] BE 


李 括 号 (Lie bracket) 关于 回 量 场 的 一 种 运 
算 . 设 和 与 了 是 微分 流 形 M 上 的 两 个 光滑 向 量 场 ， 
定义 向 量 场 [X,Yj 在 p 点 的 取 值 为 

[X.Y] C0) NS 
(p E M,f € C”(M)), 
称 L[X,Y] 为 和 与 了 的 李 括 号 . 李 括 号 有 以 下 性 质 : 

1. LX,Yj 是 M 上 的 光滑 向 量 场 . 

2. 若 f,gEC”CM), 则 

RE = fol X5Y]-d- 4 CXEDY -g QU X. 

3. LX, Y ]— —[Y. X ]. 

4. L[LX,Y ,Z]--LEY;Z X J3 [LZ X . Y ] 

= 0. 

性 质 4 称 为 雅 可 比 恒等式 . 一 个 向 量 空 间 有 满 

足 性 质 3 与 4 的 双 线 性 运算 就 称 为 李 代 数 . 


HU sz sto ARM kr RA, AEH 
号 的 局 部 表示 为 
其 中 | 


5 " š. 
X == 2x Yo 25 
JE RJ EE fE SE (Jacobi identity) 见 “ 李 括号 ” 
活动 标 架 (moving frame) 微分 流 形 的 一 组 局 
部 基 . ” 维 微分 流 形 M 中 开 集 U 上 的 个 线性 无 关 
光滑 向 量 场所 构成 的 模 .2 (U) 的 一 组 基 , 称 为 活动 
标 架 . 这 样 一 组 基 是 局 部 的 ,而 整体 上 可 能 是 不 存在 
DI. 
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向 量 场 的 积分 曲线 (integral curve of a vector 
field) 向 量 场 导出 的 微分 方程 的 一 条 解 曲 线 . z X 
是 微分 流 形 M 上 的 光滑 向 量 场 ,o 是 M 中 的 一 条 光 
滑 曲 线 , 若 对 的 定义 域 中 每 个 上 有 Go) 
— X GG» WPR o 为 向 量 场 X 的 一 条 积分 曲线 . 

光滑 流 (Csmooth flow) 满足 某 些 条 件 的 映射 . 
UM Räim. A. MBA 是 光滑 映射 ,具有 性 
IE: 

1.$(p,0)=p (Vp EM); 

2. $Cp ,st)—=$ (Cp, 

(Vb € MiVs,tCRO; 
WA E: M FE BJ 638 Wü. 微分 流 形 M 上 任 一 有 紧 
支 集 的 光滑 向 量 场 在 M 上 产生 一 个 光滑 流 . 特别 
地 , 紧 致 微分 流 形 M 上 的 每 个 光滑 向 量 场 都 在 M 
Leit rä, 

AAB (local flow) 微分 流 形 上 开 子 集 的 光 
滑 流 . W 是 微分 流 形 M 的 开 子 集 ,1. 二 (一 e,e)， 
$:W XI>M EWR RH AERA: 

1. 9(5,00 — p(Vp C W); 

2.9 p, s Ht) =(b(p,s) st) 

(Vs,t,s--t€ Lo p,ó(p,s)C€C W); 
NIR $ E M 上 的 一 个 局 部 流 ， 

E pH Ma E pE g Cone parameter group of 
diffeomorphisms) 含 一 个 参数 的 微分 同 胚 全 体 构 
成 的 群 . 设 M 是 微分 流 形 ,9:MXR 一 MM 是 光滑 映 
射 , 对 每 个 1, 定 义 0.:M 一 M 使 得 

ü (p) = Cp,t) (V p € MD. 
FRIJI OER) A TEE : 

1. 每 个 0, 都 是 微分 同 肛 ; 

2. 05—1dy; 

3. 0, ° 0,=0,,,(Vs,tC R); 

WE @ 是 M ETAB T |P] H: Be. 

c ZE^Y % (c-dimensional distribution) n 维 微 
分 流 形 M BJUJA rR e c 维 子 空间 的 一 种 选择 . 设 
M Æ n 维 微分 流 形 , 对 于 每 个 点 PCM, ÆT, CM 
选取 一 个 c HET m BIZ CO) CT,OMD. 记 这 个 分 布 为 
DEH cn). 

i RT AR PEM FE p 的 一 个 邻 域 U, 及 存 
在 U Ec 个 光滑 向 量 场 Xi X2, Xe» f X HE HE 
?H [6] E X TE U "p B AK Z, WW ER D 为 光滑 分 布 . 

M 上 的 向 量 场 XSCEXIT 8T S p C M.,X, C 
Dp) MW X 是 属于 分 布 Z pu X € Z. XT 
M 上 光滑 分 布 co HERA T 56378 BY X, Y, A 
LX.Y J€ Z, ME Z BMAD dn , Een BA BJ 
分 布 . 

JC 7H ^Y TB (smooth distribution) W “c SE At 
布 ” 


对 合 分 布 (involutive distribution) W “c 维 


分 布 ” 
积分 流 形 (integral manifold) 光滑 分 布 的 积 
^ T UE. W M Æ n 维 微分 流 形 ,(N,y) 是 M 的 一 


个 子 流 形 , 玫 是 M 上 的 一 个 分 布 , 若 对 于 每 个 p 
EN, 

P. T, N) = € Op), 
METREN DA PW-TRARB. ix Z Æ 
M 上 的 光滑 分 布 , 则 在 M 的 每 一 点 处 均 有 £2 的 一 
个 积分 流 形 的 充分 必要 条 件 是 Z 为 对 合 分 布 . 

弗 罗 贝 尼 乌 斯 定理 (第 一 形式 ) (Frobenius the- 
orem (first form)) ”积分 流 形 存在 性 定理 . 该 定理 
断言 : 若 多 是 微分 流 形 M 上 的 一 个 c 维 光滑 的 对 
合 分 布 ,pPE M, 则 存在 通过 pd 多 的 一 个 积分 流 
X. 

弗 罗 贝 尼 乌 斯 定理 (经 典 形式 ) (Frobenius the- 
orem (classical form)) 3B 22 Dl Jg, É Hrog SEXE R” 
中 的 形式 . 设 U 与 V 分 别 是 R” 与 R” 中 的 开 集 ,R” 
中 坐标 用 T19729°"" 97m AUR sR” 中 坐标 用 315525 *** Š, 
zer. bU XV— AG, m) U XV AE nXm 
Sr ep Me A EA AS C BRANI. De Gr. s € U XV. X 
在 UXV 上 


Ibia Abiy >F 9b; iB | 3b;y 
ary Org pem 3s, 0? a "s 
G =1,2,° WE a re 


则 在 U 中 存在 r, 的 邻 域 Uo, 在 V 中 存在 的 邻 域 
Vo 以 及 惟一 的 映射 aU XV V ,使 得 如 果 
a,(r)-—a(r,s) GC€V,,re€U), 
那么 
GO =s dal =p ria S 

th K #R Sd Vit AZ (maximal integral manifold) 
某 种 意义 下 为 极 大 的 积分 流 形 . RON. WEI M 
的 分 布 £2 的 连通 积分 流 形 , 且 其 像 不 是 Z 的 其 他 
连通 积分 流 形 的 真子 集 , 则 称 CN,y) 为 Z2 的 极 大 积 
分 流 形 . 

向 量 空 间 的 张 量 积 (tensor product of vector 
spaces) 具有 泛 映 射 性 质 的 向 量 空 间 的 某 种 乘积 . 
B V ,W 是 两 个 有 限 维 的 实 向 量 空间 ,F(V ,W) 是 由 
XJ ww) wEV, wE W) HIA A RR k FEH E rt 


成 的 R 上 的 向 量 空 间 . RCV,W) 是 由 FCV,W) 的 下 
述 形式 的 元 素 全 体 生 成 的 子 空间 
Cor EQ WW) — CO (Vy rw) 


(vw + w;)— (Vw) — w,w,), 

(av,w) — a(v,w), 

(o, av) — awww), 
其 中 aCR,v,v u EV ww Ww EW, 则 称 商 空 间 
F(V,W)/R(V,W)2J V 与 W 的 张 量 积 , 记 为 V@ 


W ,其 元 素 记 为 


M 


流 形 上 的 微 积分 


2.450 Q ws 
(vli 1,2, m) 5 (wi |i 1,2, ,nn 
W 的 一 组 基 . 

HESA V SW 的 张 量 积 VOW 具有 泛 映 射 
性 质 . 即 当 令 4: V X W—VGQW (d(v,w) =vQw) Bt 
# 1: VXW—U KARER vow. > 
HU 是 一 个 向 量 空间 ), 则 存 k. 
Zeg B FEB p VQW> “ "P d 
U B 4 B SEL 这 时 yxw ! 

FR V COW j $ ZH pk BE IN H 
^8 Wb TE Pa SERA REUS T TZ Bh Ph [B] ER. 

[E] Bk <= [B] B3 ok BE IX BW (tensor algebra of vector 
space) 由 向 量 空间 与 其 对 偶 空 间 的 张 量 积 直 和 所 
构成 的 代数 . 向 量 空 间 V 的 (r,s) 型 张 量 空间 OVE 
义 为 

V. = VO OVOV’' BOV', 

pes s 
ad Voo =R, V* Æ V 的 对 偶 空 
空间 取 直 和 
Ve 


则 在 张 量 积 的 运算 之 下 ， TOV) 成 为 一 个 代数 , 称 为 
HEZE V 的 张 量 代数 . 
T(V) 中 的 元 素 称 为 张 量 , 它 是 各 个 V,,, 中 的 元 
素 关 于 R 的 有 限 线 性 组 合 ,V,,。 中 的 元 素 称 为 7 阶 反 
变 张 量 ,Vo,, 中 的 元 素 称 为 s 阶 协 变 张 量 ,V,,, 中 的 元 
ee n a 
e |1<¿=< n) Sle 
V beier 
De e^ De 
C1 ,t,t h i ks k, < n) 
是 V;,, 的 基底 . 因此 , (rs) SEE > 可 以 惟一 地 表 成 
r= Ps x en 9 m We, ehe Bers, 
Ra "— x 在 上 述 基 底下 的 分 量 . 
处 理 张 量 时 ， 通常 采用 爱 因 斯 坦 的 和 式 约定 :在 
一 个 单项 表达 式 中 出 现 重 复 的 上 、 下 指标 ,表示 该 式 
关于 这 个 指标 在 它 的 取 值 范围 内 求 和 , 而 略 去 和 号 
不 写 , 采 用 这 个 约定 ,上 述 张 量 x 可 写成 
z aen Q Be, @ e" h @ Ber 
wr (Cris WKH. y 是 (zysz) 型 张 量 , 则 它们 的 
积 z@y 是 (ri 十 rz,s1 十 52) 型 张 量 . 


} AA V 与 


x [8]. 对 于 这 样 一 些 向 


T(V) = 


VIISIKS op al dV 和 


HM (tensor) MEZ 
反 变 张 量 (Ccontravariant tensor) “mas 
间 的 张 量 代数 ” 


H SS HE BB (covariant tensor) 


Jj," [n] 2S |B] BJ 
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张 量 代数 ” 

齐 次 张 量 (homogeneous tensor) 见 “ 向 量 空 
间 的 张 量 代数 ”. 

xt FRE ME (symmetric tensor) 各 分 量 关 于 指 
标 对 称 的 张 量 , 即 在 正 整 数 (1,2,…,r} 的 置换 作用 ` 


下 不 变 的 r 阶 反 变 张 量 . TOV) =V, o ERAT 
阶 反 变 张 量 全 体 . P(r) 表 示 {1,2,…,r) 的 置换 群 . 
设 zxET"(V), 车 对 任意 的 cE P(r) BA ocz= <, Wi 
WR zx 是 对 称 的 > 阶 反 变 张 量 . AXIER EPO), 
都 有 ox 二 sgn o» r, HF sno 表示 置换 c 的 符号 ， 
即 

1 (o 是 偶 置 换 )， 
一 1 (lo 是 奇 置换 )， 
则 称 x Ska: 阶 反 变 张 量 . 设 xET'(V), 则 工 
是 对 称 张 量 的 充分 必要 条 件 是 它 的 分 量 关 于 各 指标 
是 对 称 的 . x 是 反对 称 张 量 的 充分 必要 条 件 是 它 的 


sgn o = 


分 量 关 于 各 指标 是 反对 称 的 . | 
反对 称 张 量 (anti-symmetric tensor) 见 “ 对 称 
张 量 id 


Xf EI SS + (symmetrization operator) ”作用 
— 5 
S(2) = + Š oz, A(z) = 


! PG ) IER ) 


它们 分 别称 为 > — n — NS 
化 算 子 .用 P'(V ) 表 示 全 体 对 称 的 r 阶 反 变 张 量 的 
集合 ,用 A(V) 表 示人 全 体 反对 称 的 x 阶 反 变 张 量 的 
集合 . 不 难 验证 有 性 质 :S,。5S,==S,, A, ° A,=A,, H 
P'(V) = SV)), AV) = A,(T”(V)). 

这 里 对 于 对 称 张 量 与 反对 称 张 量 的 讨论 同样 适 
用 于 协 变 张 量 . 

反对 称 化 算 子 (anti-symmetrization operator) 
见 “ 对 称 化 算 子 ”. 

外 积 (exterior product) 反 恋 张 量 之 间 的 一 种 
运算 .反对 称 的 ”~ 阶 反 变 张 量 也 称 为 外 > 次 向 量 , 空 
E AV) RAV E RS AB r 1X [9] Bt = IR]. GC Kat 
KEE y 是 外 7 次 向 量 , 命 

E A7= Anl EQ), 
其 中 AL FER MMR f W š A7 是 外 (十 站 次 向 
E BRA AE ë 5 7 OP RR. 

外 积 有 下 列 运 算 规 律 ; 设 6,61,6,€ AV), 
7, 75 € A(),£€ A CO, WE: 

1. 分 配 律 

(€1+é,)A7=é ATHE AT, 
EA Ch j 7) =EANMAE AN Ge 
2. 反 交换 律 
Nn TN 
3. 结合 律 
(§€ A7)AE=EA GAG). 
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te V 的 一 个 基底 ,由 结合 律 有 
Qe) 


eg 
e ds E ei; = A,(e, CO er 
(1 < 215155 41, < n). 
设 是 7 次 外 向 量 , 用 分 量 可 表示 成 
£ = Die Ge, 
A, 是 线性 算 子 , 故 
E £v A, Ce; Q & e; ) 
= e A = Ne, 
Bir LA £ wy Fe an Jn 
c == d KS GE EE 


c, 
设 ”一 是 7 中 任意 > 个 元 素 , 则 €i 
No A e, 的 求 值 公式 为 
e Nn A e (uttu) 
L > (sgno)(e; ,v n1». 


| ERG ) 


(ei, (Dt 


(ei ,v' 15 (ei ,v'") 


1 (eraut ^) (e; v") 

(e; v" ^) 
由 这 个 求 值 公式 可 以 推出 , 当 委 2 时 (el A Aes | 
] «ui, «nsn E AI j] Et Z= slg] ACV) BS ABI. 
因此 ,4 人 (7) 的 维 数 是 


71 


(e, ,u"”) 


n! 
rin — r)! ` 


m Fo EE KEE gott ECKE 
Y 是 局 部 紧 拓 扑 空 间 , 则 附加 于 K(X) 与 KK(Y)( 关 
于 K(X) 的 定义 可 参见 “局 部 紧 空间 的 K(X)”) 的 环 
结构 上 ,存在 一 个 外 积 

XM :K(X@QK(Y)>K(X XY). 

C9 为 张 量 积 . 

外 代数 (exterior algebra) 各 阶 反 变 张 量 空间 
的 并 构成 的 代数 .用 A(V) 记 形式 和 


AW), 
WW ACV) fe 2" 维 向 量 空间 . 设 
` £ = > 7 — EC 


Rb EC A'(V),7 € A'(V). ER 7 HR 
e A 7 — 2 A Vë 
W AC(V) 关 于 外 积 成 为 一 个 代数 ， 称 为 向 量 空间 VV 
的 外 代数 或 格拉 斯 曼 代 数 . 
回 量 空 x [R] ACV ) AY FE JE FE (1. e; Êi, A ei, Sep ver 人 
ee Ael(lxuxn.ls«-«ixn). 
同样 ,人 们 也 有 对 偶 空 间 V." BJ SP ARR 


AV y= > 2 


Orin 


A(V ' ) 的 元 素 称 为 向 量 空 间 上 的 7 次 外 形式 , 它 是 
V EBOS ER r 重 线性 函数 . 

格拉 斯 曼 代数 (Grassmann algebra) 见 “ 外 代 
数 ”. 

(r,s) 型 张 量 从 (tensor bundle of type (r,s)) 
切 从 与 余 切 从 概念 的 推广 . 所 请 (r,s) 型 张 量 从 ,是 
指 微分 流 形 M 上 各 点 处 切 空间 的 (r,s) 型 张 量 空间 
的 无 交 并 , 即 M 上 (r,s) 型 张 量 从 

T, CM) = U COD, 


其 中 (了 T,(M))' RAR TM 的 (r,s) 型 张 量 空间 . 

(1,0) 型 张 量 从 就 是 切 从 ,而 (0,1) 型 张 量 从 就 
是 余 切 从 .与 切 从 类 似 , 张 量 从 上 也 可 以 定义 流 形 结 
构 与 微分 结构 ,使 张 量 丛 成 为 一 个 微分 流 形 . 

(r,s) Bl OK BE X (tensor field of type (7,520). $i 
分 流 形 上 (r,*) 型 张 量 丛 的 CT ARTA. Pear T... (Miz 
M 为 张 量 从 的 从 射影 ,映射 c:M 一 TCD) .在 rou 
一 id, 则 称 a 为 了 ,GD) 的 一 个 截面 , 即 M EG 
KEH. 

外 形式 从 (exterior form bundle) 由 余 切 空间 
的 外 代数 诱导 出 的 一 个 重要 概念 . 所 谓 外 形式 从 ,是 
指 微分 流 形 M 各 点 处 余 切 空间 的 外 代数 的 无 交 并 ， 
即 

ACT M") = YA; (M)). 
M 上 的 7 次 外 形式 从 为 
A'(TM* ) = UAC; (M)). 

当然 ,外 形式 从 也 能 成 为 一 个 微分 流 形 . 

微分 形式 (differential form) 微分 流 形 M 上 
外 形式 从 的 一 个 光滑 截面 . 设 o: M> A(T'M `), A 
对 于 外 形式 从 的 从 射影 r Er. w= id, MFK o 为 
M 上 的 微分 形式 . 

r 次 外 形式 从 的 光滑 截面 称 为 7 次 微分 形式 ， 
简称 7 形式. 微分 7 形式 全 体 构 成 的 空间 记 为 
E (M), EM) #EC° (M) D.A 上 微分 -形式 
是 光滑 的 反对 称 x 阶 协 变 张 量 场 . 微分 形式 全 体 构 
成 的 空间 为 


E(M) = DE'M). 
r=0 


ix BEEM), U, yi y DN M FS Ab BS 
区 图 , 则 微分 & 形 式 8 局 部 地 可 表示 为 
OS Say eae: 


Xp E U E C" 函数 . 

已 CM) 关 于 外 积 有 一 个 代数 结构 , o, 
de ECMD vc WHR. ALLEL ot$,cw,wN psf Ao 
(f 是 0 形式 ), 从 而 使 ECM) 在 外 积 之 下 构成 一 个 


流 形 上 的 微 积分 


分 次 代数 . 

外 微分 (exterior differentiation) 亦 称 外 微分 
算 子 或 外 导数 .微分 形式 上 的 一 种 形式 微分 ,使 得 & 
形式 经 外 微分 以 后 成 为 (4 十 1) 形 式 . 对 于 微分 流 形 
M, 一 个 映射 

di ECMO)—ECMD(LCE' CHDO CE MD), 
ACRE JU. ME d 为 外 微分 : 

1. 对 于 任意 的 wj, € E(M), 

d(w, + w) = dw, + dw,; 
2. dg c d RATER, I] 
d(w, A œw) = de, A o, + (— Ion A do, ; 

3. Æ SEEM) Mj df ER RR 了 的 微分 ; 

4.4 / € E°(M) , Wi] déd D =0. 

可 以 证 明 ,E(M) 上 存在 惟一 满足 上 述 性 质 的 
外 微分 . 此 外 ,外 微分 d 还 有 下 列 性 质 ， 

5.d 一 0, 即 对 于 任意 微分 形式 w, A d(Cdo) 王 0; 

6. I UCM AF E,W do |U —-d (o lU). 

Sh fnit ^Y BF (exterior differentiation operator) 
即 “ 外 微分 ”. 

外 导数 (exterior derivative) ` H" St gé AA. 

[B] Æ tH AY E Ee (Lie derivative of vector fie- 
Id) HFEA — #hJÉ SEX. RX 与 了 分 
别 是 微分 流 形 M 上 的 两 个 光滑 向 量 场 ,X, 是 与 X 
联系 的 局 部 单 参数 变换 群 . 向 量 场 Y 关 于 向 量 场 X 
在 p€EM 处 的 李 导 数 (LxY), 为 
GA E (Y TOL Yo 
SE 


= E Lief Suel: 

也 可 以 等 价 地 利用 李 括 号 定义 向 量 场 的 李 导 数 为 
LxY = LXSY 1. 显然 ,LxY 也 是 一 个 光滑 向 量 场 . 

微分 形式 的 李 导 数 (Lie derivative of differen- 
tial form) 作用 于 微分 形式 的 一 种 形式 导数 . 设 
o 是 微分 流 形 M 上 的 一 个 微分 形式 ,和 是 M 的 一 
个 光滑 向 量 场 ,X, 是 相应 于 X 的 局 部 单 参 数 变换 
Heo AT X # p€ M #FWJ2E SP 3 Ge, 为 
CX)" (wx (5) 一 o, 


iO i 


= m (wx (5). 

7B ME UE BA, Lx; ECMO— E(M), B Lxo € EOM) 
H Lx 与 d 可 交换 . 

微分 理想 (differential ideal) ”外 代数 中 满足 一 
定 条 件 的 理想 . 设 BCA(M) 是 代数 ACM) 的 一 个 理 
48 4 d O0 CO, BD XAR. ORFS A d 是 封闭 的 ， 
则 称 更 为 微分 理想 . 

微分 流 形 M 上 一 个 C44 Z 是 对 合 的 充分 
必要 条 件 是 ,理想 B( 钨 ) 是 一 个 微分 理想 ,其 中 
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$(£)-—(v€ ACM) |w Bk DP}. 

理想 的 积分 流 形 (integral manifold of an ideal) 
与 微分 理想 相关 的 积分 流 形 . 设 @C4(CM) 是 一 个 理 
想 ,(N,Y) 是 M BS — ^F f W. JÉ ES SET ec o, 
yy. Co) 230, URN 0S EB 48. O 的 积分 流 形 . 设 
(N p ERR @ B E 8 LAUDE BENRRAE 
该 理想 的 其 他 积分 流 形 像 集 的 真子 集 , 则 称 积分 流 
OXON ORE I. 

弗 罗 贝 尼 乌 斯 定理 (第 二 形式 ) (Frobenius the- 
orem (second form)) 理想 的 积分 流 形 存 在 性 定 
H. 设 CACM) Eh nm 个 独立 的 局 部 生成 的 1 
形式 微分 理想 ,nn 一 dim (M) (m<n). K pE MME 
在 惟一 的 通过 p 的 @ 的 最 大 连通 积分 流 形 ,是 这 个 
积分 流 形 的 维 数 为 m. 

问 量 空间 和 的 定向 (orientation on vector space) 
用 最 高 可 能 阶 的 张 量 空间 定向 . 设 V AEn EDI 
Bj, h F A"(V) 是 一 维 空间 , 故 A*(V)\(40} 有 两 个 分 
x. 向 量 空间 V 的 定向 就 是 和 4*(V)\{0} 的 分 支 的 一 
个 选择 . 

RJ =E [a] je JZ Corientable manifold) 有 确定 定 
回 的 流 形 . 设 M E n 维 连 通 微 分 流 形 ,OO E. n IK P 
形式 从 ACT M ) 的 0 截面 , 即 

O =. C A" (T; (M))). 
由 于 每 个 4* (Tj; (M))\ 恰 有 两 个 分 支 , W 
AM NO BA W Ar CEA" OM )NO4 WJ ` ZF 
X MPK M 为 可 定向 的 流 形 . # M 是 不 连通 流 形 ， 
M 的 每 个 分 文 是 可 定向 的 , 则 称 M 是 可 定 疝 流 形 . 

流 形 的 定向 (orientation on manifold) 类 似 于 
数学 分 析 中 给 曲面 确定 方 回 那样 给 流 形 确定 方向 . 
WM R n 维 连 通 微 分 流 形 . £ M 是 可 定向 流 形 ， 
A(M*)\O 的 两 个 分 支 之 一 的 一 种 选择 称 为 流 形 M 
B XE [8]. SZ M 是 可 定向 的 非 连通 流 形 , 则 M 的 定向 
是 M 的 每 个 分 支 上 定 问 的 一 个 选择 . 

保定 向 映射 (orientation preserving map) D 
FF A AJE Tel DH DD. GE MN 是 两 个 可 定 
[8] BJ z EIS, BR g: MN Kin, E o. BJ XT 
IB ER BJ 

Q' AN *)— A (M°) 
把 确定 入 AE BAT CN ”入 NO 的 分 文 变 成 确定 M X 
[5] ËJ A" CM ”NO 的 分 文 , 则 称 少 是 保定 向 映射 . 

可 微 育 异 p BHA differentiable singular p-sim- 
EAT S] LES B nä MEE 021, ON 
a, € R^ ya <1 HR amo , 


PR A^ 为 标准 p ALI. 
微分 流 形 M 中 可 微 奇 异 p JE o 是 一 个 映射 
0:4^— M ,这 个 映射 o 可 以 扩张 为 A 在 R?* 中 的 一 
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plex) 


AP = | (a, ,à5,*** 


个 邻 域 到 M 的 一 个 可 微 映 射 . 
称 有 限 个 可 微 育 异 了 之 单 形 的 线性 组 合 


D 
C — KAN 
i=1 
为 M "RBS p BE. RET p20. X n PASE: rs 
JÉ o 的 第 :个 面 (O< ¿=< fir Hl Ka FH 
(p 一 1) 单 形 o =o ° kt ,其 中 对 于 Os po. e 
AP Ait. p=0 HY 2, (0) = 1,2; =0; pol 时 


b 
aM = (1 = KANTINE 
i=] 


b^ (a, :5,*tt* sáp) = (4,,45,*'*,aj 0.a;,, res saps) 


(gu EE 


p 单 形 o 的 边缘 定义 为 
ac = Y cope, 
它 是 (p 一 1) 链 . B 
对 于 一 般 的 p HE 
c 的 边缘 为 ü 


gc — Zoe = 3 Mc view, 


容易 验证 ,一 个 链 的 边缘 的 边缘 总 是 0, 即 3 ° ac 
二 0,c 是 任意 的 p 链 . 

标准 p S standard p-simplex) 
F p HIB”. 

p S£(p-chain) rose BH”. 

链 的 边缘 (boundary ofa chain) 见 “ 可 微 奇 异 
p ŽE”. 

SS | AY #85} Cintegral over chains) 可 微 奇 异 
单 形 的 组 合 上 的 积分 . 设 w 是 微分 流 形 M ER p É 
式 ,o Au hat FH p 单 形 ,定义 ww 在 c 上 的 积分 为 


|° = J 9 Loi, 
HF o" COO XE eB o 的 拉 回 , 即 
a” (w) (mi »U2 5 *** 9Uy) 


= e(de(vi),do(v,),--,do(v,)) (v € T,M). 
可 以 把 在 单 形 上 的 积分 线性 地 推广 到 链 上 . dx 


为 一 个 p 链 , 则 pp 形式 ww 在 pp 链 c 上 的 积分 为 


Ë 
i j=1 7j 


斯 托 克 斯 定理 (Stokes' theorem) 流 形 上 的 微 
积分 基本 定理 . 设 c 是 微分 流 形 M 内 的 一 个 p 链 (p 
之 1),w 是 定义 在 c 的 像 的 邻 域内 的 光滑 (p 一 1) 形 


SL n] f By 


式 , 则 


| o= | de 


(参见 “ 流 形 上 的 微 积分 ”). 

带 边 C 流 形 (C* manifold with boundary) 一 
种 有 边缘 的 C 类 微分 流 形 . 2 M PRT 
多 夫 空 间 ,{ (Ui,#) 1iE7T) 是 一 个 图 册 , 其 中 U; 是 MM 
中 的 开 集 Ei 是 U; 到 Ri Bg — + Jr # E BJ JR] H: , f 45 
M UU; # D RE BRAT $ ° $ lnc, RE Ce 类 的 ， 
且 至 少 有 一 个 U: 使 得 ó CU O RC sx GO OE IRR" 
是 R$ 的 边界 ), 则 称 这 个 图 册 定 义 M 为 一 个 带 边 C* 
流 形 . 在 这 个 意义 上 ,“C” 流 形 ” 中 的 流 形 也 称 为 无 
WC’ 流 形 . E31 C' 流 形 M 的 边缘 aM 是 一 个 无 边 
n—11E C' RB. 流 形 是 否 带 边 是 一 个 拓扑 性 质 , 与 
微分 结构 S = (QU 20 1iE7T) 的 选取 无 关 . 

由 这 个 定义 易 知 n 维 球体 


I Coe R 3 < 1) 
i=] 


在 通常 拓扑 之 下 为 带 边 C” 流 形 . 
边缘 的 定向 (orientation of boundary) 由 定 
向 流 形 的 定向 自然 诱导 的 流 形 内 正则 域 边缘 的 定 


|]. 2 M E n 维 定向 微分 流 形 ,D E: M 内 的 正则 
域 ,pE 93D ,一 个 切 向 量 v€ET,(M) 称 为 DD 的 外 法 向 


量 , 如 果 对 于 M 中 任意 一 条 在 pp 点 切 于 wv 的 光滑 曲 
线 , 它 在 pp 点 以 后 总 是 属于 DD 的 外 面 . 即 当 光滑 曲 
线 a(t) fiif a(0) =v 时 , 则 对 于 0< 6, RA 


a N D= Ø. 
TL tets tt 的 村 为 T (3D) RS — B 3 , OR Us 
Ul Uzt U, HAE M 的 定 问 » 则 Er U1 9U29°°° + U, — 1 TE 


定 9D 的 诱导 定向 . 容易 证 明 ,9D 的 这 个 诱导 定 问 
与 外 法 向 量 v MÆ vi,v;,…,v,_1 的 选取 无 关 . 

无 限 维 流 形 (infinite-dimensional manifold) 
有 限 维 流 形 的 推广 . 所 谓 无 限 维 流 形 «oa A E a A B 
拿 赫 空间 或 希 尔 伯 特 空间 为 模型 空间 的 微分 流 形 . 
无 限 维 流 形 是 为 了 适应 数学 研究 的 需要 而 发 展 起 来 
的 .除了 它 在 维 数 等 方面 有 别 于 普通 的 微分 流 形 之 
外 ,很 多 概念 都 可 以 类 似 于 有 限 维 情形 而 获得 定义 ， 
例如 ,可 以 定义 C 类 图 册 : 

te X E— f£. ((U,,ó,) |: ET} 是 一 族 区 图 
集 , 若 它 满足 下 列 条 件 , 则 称 这 样 的 {(U;,$) 17 € I) 
为 一 个 C 类 图 册 , 而 每 个 (2 加 ) 称 为 该 图 册 中 的 
KE: 

1. S U, E X J— T T 8. H U, B PIRE 
X; 

2. Ri 6 RE U, 到 某 个 巴 拿 赫 空间 E 的 开 子 集 
dU) MON, ELSE TE SE 8 1.7.60 (1U D TE E PE 
开 子 集 ; 


3. 映射 ó, ^ A Lange & CU; (VU) > $, CU, N 


Wm. 的 ial FA 分 


U;) 对 每 一 对 指标 i,; EC’ 同 构 . 
也 可 以 定义 切 向 量 : 设 X 是 一 个 五 流 形 ( 参 见 
下 一 条 目 ) , 则 在 任 一 点 z€ X 处 的 切 向 量 有 两 个 等 
价 的 定义 : 
1. 在 流 形 X 处 的 切 向 量 是 在 x 处 相 切 的 曲线 
一 个 等 价 类 . 即 所 有 的 曲线 Y: ICCR— X.Y (00 = 
a GEERT KAU. dE 


d d 
agi? š Les Kg > a ü Zei = 
则 称 Yi Y; ,从 而 形成 等 价 类 . Tal Er 
Ve E; 


W^ SR 2S XE KAU. OPE z AE JJ T HH 2X Z 的 切 问 
量 的 代表 . 

2. 是 zEX A= TCH U4, VINSHR, HP 
(Up) E X E x Bb E— M X ÉL ,V, 是 五 的 一 
个 向 量 . 若 V = (é; ° $10 (é (z)) V, BU] = TA 
(U;,,$,V05 QU ,,9,V EH. 

X 在 工 处 切 向 量 的 全 体 构成 一 个 向 量 空 间 , 称 
这 个 向 量 空间 为 切 空 间 , 记 为 了 -(X). 类似 地 也 可 
定义 相应 的 余 切 向 量 与 余 切 空间 T CX). 

E W Æ (E-Manifold) ”以 无 限 维 空间 为 模型 空 
间 的 微分 流 形 . 设 关 是 一 个 拓扑 空间 ,U 为 X 的 一 
PATE, mth p: UU ERRE g AS K E 
NW—-TAFEU EB, É ó PURE C* 同 构 ,就 
FRU ,4) 55 LE (QU. 30 EHR. 

图 册 之 间 的 相 容 性 关系 是 一 个 等 价 关系 . 称 X 
LC 类 图 册 的 等 价 类 在 XX 上 定义 了 C* 流 形 的 结 
构 , 奇 某 个 图 册 中 的 E; 都 是 拓扑 线性 同 构 的 , 即 它 
们 都 等 于 向 量 空间 E, MRR X 为 E 流 形 或 模 
E 的 流 形 .五 流 形 是 无 限 维 流 形 . 

E EREET H, MUJER X 为 巴 拿 赫 流 形 . A 
E 为 希 尔 伯 特 空间 , 则 称 X 为 希 尔 伯 特 流 形 . 

有 限 维 流 形 中 许多 概念 ,在 无 限 维 流 形 中 都 可 
类 似 地 定义 . 

希 尔 伯 特 流 形 


d 
ae sur) me 


Jë (Hilbert manifold) W“E W 


3° 


S 


切 纤 维 从 (tangent fiber bundle) 五 流 形 上 的 
每 一 点 切 空 设 X 是 有 图 册 
F = { (U; A) ETH E Wu , Ç 

TCX) = UTX), 

mi OXO0—X,.n,VOo—xr AFU p) EF, S 

n (U; — AU) X E, 

Q(x2,U,) = (A:r), V), 
E F V. E: U, #E ó$ Z F BJ N , NAD RWE, E 
(G QUO.) € T WJ E X EI, J T OXOBIJ— 
个 图 册 , 在 此 图 册 之 下 ,T(X) 成 为 模型 在 EXE 内 
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流 形 E 的 分 本 


WC URE BA E ME X 的 切 从 . 

男 一 方面 ,从 纤维 从 的 角度 ,把 一 切 与 T(X) 有 
关 的 对 象 集中 于 一 起 ,可 以 写 为 (T(X),X,7,E， 
GL(E)), 它 是 一 个 纤维 从 ,以 T(X) 为 全 空间 ,XX 为 
EZE, E 为 典型 纤维 以 及 GL(E) 为 结构 群 . 

E v 是 切 纤维 从 T(X) 的 一 个 截面 , 即 映射 

viX-TODG (rv) 
fif x * v=id, J| v RA X 上 的 向 量 场 . 

Ë E FHA (submanifold of module E) RE 
的 C* 流 形 满足 某 些 条 件 的 子 集 . 设 了 是 模 五 的 C 
mie X 的 一 个 子 集 , 若 存在 五 的 一 个 闭 子 空间 F 
Al X 的 一 个 图 册 {(U;,$)), 使 当 Uf1Y 关 名 时 ， 

$(U, (| Y) 2 $(U.,) f| F, 
WY SR X 的 子 流 形 . 

ARE UE UE (Gg) RS F BF HUE Y 的 一 
C EUN rh Ü,=U, Fo E ó, # Ü, E BJ BR HI. E 
X E—⁄ E Wl, f : X—R 是 可 微 映射 ,c 不 是 了 的 
临界 点 , 则 Y= 广 !(c) 就 是 X 的 一 个 子 流 形 . 

设 Y 了 是 E 流 形 X 的 一 个 子 流 形 ,Ff 是 EE 的 子 
空间 .车 可 以 给 出 5 的 一 个 拓扑 余子 空间 i;, 则 
称 Y 为 可 余子 流 形 . 

iz X 5 Y 分别 为 模 玉 与 F 的 两 个 微分 流 形 ， 
可 微 映射 IN WR OO yC Y, f' (y) E 
TNA Tao 《XX) 的 一 个 子 空间 上 的 一 个 同 构 , 而 


该 子 空间 同 五 中 可 余 的 固定 子 空间 F, HT] / 


FETA BRUST, PREZ A. 
I X 55 Y EW T EE S hL, f :Y— X 是 一 个 
DLG kd y € Y 有 一 个 邻 域 了 ,使 得 f (V )E 


X 的 微分 同 肛 于 VV 的 子 流 形 . 

— ^r BT 85) AL bs A, F] H: BJ ik A 
WKN JE BU ER A. 

$4 AIS st (differential form) [n] EE JA BJ RA. 


在 光滑 巴 拿 赫 流 形 X 上 的 一 个 微分 pz 形式 a 是 X 
上 反对 称 共 变 p 张 量 的 向 量 从 A*(X) 的 一 个 截面 . 


设 a 是 一 个 pp 形式 ,8 是 一 个 q 形式 , 则 它们 的 
外 积 定义 为 
A Di. (v ,U;,* ** Ustad) 


= "T ;; 22 Gene, Lie? 5 Us a "77 e Uc) ) 


X B.C eps! "t UrCp+g) ) » 

其 中 的 和 式 取 在 1,2,…,p 十 g 的 所 有 置换 上 .与 
有 限 维 光滑 流 形 类 似 , 也 可 以 定义 外 微分 等 概念 . 

$ HÑ (symplectic form) ”满足 辛 条 件 的 微分 
形式 . i X 是 模 于 巴 拿 赫 空间 E 的 一 个 光滑 流 形 ， 
X 上 的 辛 形式 ww 是 一 个 2 形式 , 旦 满足 : 

La EHE XX BI dw=0; 

2. 对 每 个 xr€ Xo; T, CXO XT, CX)—R 是 一 
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AS 3E3B 1h XX Z FE JÉ z (B| PR TX — T7 (X): 
) 是 一 个 同 构 ). 

达 布 定理 (Darboux theorem) 关于 辛 形式 性 
质 的 定理 . 该 定理 断言 :车 w 是 一 个 巴 拿 赫 流 形 上 
的 辛 形式 , 则 关于 每 点 都 存在 一 个 区 图 (U ,$) ,在 这 
个 区 图 中 是 常量 ( 即 $CU)CE>A?(E):$(7) rw, 
是 一 个 常 映射 ). | 

£ Mt H (complex manifold) ”区 图 中 映射 是 映 
到 复 空 间 的 流 形 . 1 M EM RRS RTS 
HEEM 上 存在 一 个 图 册 A4==((U,,$)11E7), 满 
足下 列 条 件 , 则 称 4 是 M 的 一 个 维 复 流 形 结构 ， 
MAR n SERIE Bn HER I (BLA BE 
PR TE DR] 2): 

1. S BUR BJ € I,é, E: U, 8| C" BJ JF T REA (U) 
.ER3—4- IA) ; 

2. GET EE BJ 065 € I, 5 U NU ASH, 
4 ly QU) S, QU Ae AAA s 
双全 纯 映 射 . 

此 处 通常 总 认为 图 册 A 是 最 大 的 . El # (U ,$) 
是 M 的 任 一 个 区 图 且 $。 如 ERREAK, MU, $> 
€ A. 容易 证 明 , 每 个 HER TRIG A 2n 维 实 解析 流 
形 的 结构 ,作为 实 解析 流 形 是 可 定向 的 而 且 具 有 一 
个 由 复 结 构 决 定 的 特定 的 定 回 . 

复 子 流 形 (complex submanifold) 复 流 形 的 
子 流 形 . 设 M 是 一 个 m 维 复 流 形 , 其 图 册 为 ALN 
是 M 的 一 个 连通 子 集 . 若 对 于 每 个 xEN FEU, 
p) E44, 使 得 $ 同 胚 地 映 UNN 到 

Gw IOC xc"7-c" 
的 一 个 开 子 集 上 , 则 称 X RM BS) n HER PIRI. fE 
为 例子 ,容易 知道 ,n 维 复 流 形 M 的 一 个 开 连 通 子 

4 Sh RR at (holomorphic map) 复 流 形 上 的 一 
种 有 解析 性 的 映射 . 设 M,N 是 分 别 有 图 册 A, B 的 
复 流 形 ,一 个 映射 f;M>N, 苔 对 于 所 有 的 (U,$) € 
A,(V ,6)EB, 映 射 

£fé PUNS OVEN) 
是 解析 的 , 则 称 了 是 全 纯 映 射 或 解析 映射 . 

# f d—^RARH f 与 广 ' 都 是 解析 映射 , 则 
称 f 是 双全 纯 的 ,也 称 M 与 N 是 双全 纯 的 或 解析 
等 价 的 (参见 本 卷 《 多 复 变 函数 论 ) 同 名 条 ). 

施 坦 流 形 (Stein manifold) 一 种 特殊 的 复 流 
JÉ. 设 M 是 一 个 复 m HER. AME M 上 所 有 全 
纯 函 数 所 成 的 环 , 满 足下 列 条 件 , 则 称 M 为 施 坦 流 
É: 

l. 给 定 zx. y € Mor y. FE SEAM ER 
NIA 

2. M 是 全 纯 凸 的 :给 定 M 的 一 个 紧 子 集 K , K 


U (e, (v, . 


=(z=€ M||/G)|< || f | x: EAM)) Æ M 的 一 
个 紧 子 集 . 

3. E z€ M, M 中 存在 z 的 一 个 邻 域 U 和 i， 
fast sfn E ACM) ERAF U BECA fons, 
f,) :U— C” 是 M 的 一 个 复 解析 区 图 . 

施 坦 流 形 是 全 纯 域 的 自然 推广 . 每 一 个 非 紧 歼 
曼 曲 面 是 施 坦 流 形 ( 参 见 本 卷 4 多 复 变 函数 论 》 同 名 
条 ). 

£ 5X S [aJ (complex projective space) 实 射 
影 空 间 在 复 情 形 的 推广 ,是 一 种 典型 的 复 流 形 . 设 

Crt = ((zi,z; sss z, +1) |z; € O) 

为 2 十 1 维 复 空间 ,把 C"+! 中 每 一 条 过 原点 的 复 直线 
等 同 于 一 个 点 , 便 得 复 维 射影 空间 PCO. 另 一 方 
面 ,C”™\40} 中 的 两 个 点 G21 z2 ttm GI oz; 
tz ,+41) 称 为 等 价 的 ， 如 R (z'is 2/5, Ug 2559) = 
ACZ1 9 Z29%** Znt1) ,其 中 À 为 一 个 非 零 复数 ， 显然 ,这 
是 一 个 等 价 关 系 , 记 此 关系 之 下 , 含 点 (zi，,zz，…， 
Sat) ) 的 等 价 类 为 [zi TTL ,之 a+1j.]， 则 | P"(C) 便 是 一 
切 [zi,zs，… Mn ERE ër 

q;C" NO) > Pr, 

qG, zt mau = [zi Z; Zna 
则 这 是 一 个 商 映 射 ,P"(C) 具 有 这 个 商 映 射 之 下 的 
商 拓扑 . 容易 证 明 ,P"(C) 在 自然 结构 之 下 ,成 为 紧 
连通 复 流 形 . 特别 地 , 当 2=1 时 ,Pi1(C) 是 普通 2 维 
球面 S^ 的 复数 表示 , 称 为 黎 曼 球面 (参见 本 着 《多 复 
AE PRIS P AR BO. 

R št $E (algebraic variety) 己 "(C) 的 一 个 子 
SAE MUR AEE CU 中 一 组 齐 次 多 项 式 
公共 零点 的 集合 , 则 称 它 为 射影 代数 簇 ,简称 代数 
fe HA PRE P"(C) 的 代数 子 集 . 

A Cb ROGER (Chow theorem) 关于 解析 子 
fk 5j 1Ñ 3 R < HI < # BU — T = EE. 该 定理 断言 : 
POKRETNE f ik e BOR. 

RB E (algebraic manifold) 复 射 影 空间 中 
的 代数 子 集 . E P"(C) 的 一 个 子 流 形 是 P" (C) ËJ — 
个 代数 子 集 , 则 称 这 个 复 子 流 形 为 代数 子 流 形 . A 
个 复 流 形 是 双全 纯 于 某 个 复 射 影 空 间 的 一 个 代数 子 
流 形 ,也 称 这 个 复 流 形 为 代数 流 形 . 

复 超 平面 (complex hyperplane) 复 射 影 空间 
"B BS EE T. WE Cassa) E PCC), RIER azo 
caida. 的 零点 集合 就 称 为 复 超 平面 . 每 个 
复 超 平面 双全 纯 同 构 于 P" (C). 

复 环 面 (complex torus) 一 种 商 空 间 . 设 w 
= (01,0 5° Wy, JE C 的 一 个 实 基 ,Z。 表示 CT 的 


格子 群 为 


2n 
m (X mjw; | ni m; y my.) c Z* 
j=l 


at AZ E BJ ta o 


定义 商 空间 T= C'/L. 为 复 n - 环 面 . 

商 映 射 x:C" 一 T。 是 一 个 局 部 同 胚 ,而 7 是 一 
个 紧 豪 斯 多 夫 空 间 .7T。 E: C" 的 一 个 子 群 ,其 群 结构 
AC 所 固有 的 , 且 在 7。 上 的 群 运算 是 解析 的 ,所 以 
T. 有 一 复 李 和 群 ( 复 李 群 是 一 复 流 形 , 且 和 群 运算 为 解 
MH a. E ” 维 环 面 T, 与 实 2n EW TMA 
扑 上 讲 是 同 胚 的 ,但 它们 的 复 结构 可 截然 不 同 . 

BJ Dl ZR $£ C Abel variety) ”特殊 的 复 环 面 . 所谓 
阿 贝 尔 簇 ,是 指 同时 是 代数 流 形 的 复 环 面 . 复 环 面 是 
Sdt $E. IB 24 n791 时 ,不 是 每 个 n 维 复 环 面 都 是 代 
数 流 形 , 大 多 数 不 是 代数 流 形 . 因此 ,就 要 寻找 维 数 
大 于 1 而 为 代数 流 形 的 充分 必要 条 件 ( 参 见 “ 黎 曼 形 
nm 

R S (Riemann form) — $8 EPMA 
EER. ET HAHM. LAT HR BAT HEE 
生成 的 ). 设 A:C*X C'"R 是 实 反对 称 双 线性 形式 ， 
F: 

1. A(L,L)CZ; 

2. A(izx,y) 是 C" 上 的 对 称 正 定形 式 ; 

We 4 TOR DNR SBE x. 

一 个 复 环 面 是 代数 流 形 的 充分 必要 条 件 为 它 容 
许 一 个 黎 曼 形式 . 

Ak AN xE £& BE (properly discontinuous group) 
双全 纯 变 换 群 的 一 种 子 群 . 设 Aut (M) A M 的 双全 
£i A RO E: Aut MON T i. AMF M 的 任意 
一 对 紧 子 集 Ki K, & g€ T|g(K,) (| K;s5 Ø) 
是 有 限 集 MRT Aut MO BR AI E 22 BE. 

Æ w HAR Hopf manifold) 特殊 的 复 流 形 . 
所 谓 稚 普 夫 流 形 ,是 指 与 S$” 'X5S' 同 胚 的 复 流 形 . & 
n=1, REBAR. j il, ee HE 
(g"|m C Z, g (z zi Zn) = aozos aizi s "t  G,Z,)) 
E Aut CHO BB 33. H /G Sie AYN ARF SU 
XS), PT A/G 是 一 个 霍 普 夫 流 形 . 

霍 普 夫 纤 维 化 (Hopf fibration) 
>P ORE SU KEERA EAE. 

解析 超 曲 面 (analytic hypersurfaces) 复 流 形 
的 超 曲 面 . 设 M 是 一 个 复 流 形 ,X E M 的 真 解析 子 
集 , 若 对 于 每 个 zEX, 存 在 VEU- 和 JE4(7) ,使 
fe XMU=f"'(0) WPX AM KR. 

RJ £4 RT + $E (reducible analytic subset) 4 
殊 的 解析 子 集 . 设 X 是 复 流 形 M 的 解析 子 集 . AE 
在 M 的 不 等 于 X 的 解析 子 集 Y,2Z, 使 得 X=YUZ， 
则 称 关 为 可 约 解析 子 集 . 若 不 存在 X 的 具有 上 述 性 
质 的 解析 子 集 Y,Z , 则 称 X 为 不 可 约 解析 子 集 . 

复 化 (complexification)〉 38 SZ [5] && 2s [B] F Jg 8 
回 量 空间 的 一 种 特殊 的 张 量 积 . 设 瑟 是 一 个 实 向 量 
空间 , 则 向 量 空 间 五 conC 称 为 上 的 复 化 , 记 为 cE. 复 
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映射 scd 


流 形 上 的 分 本 


化 有 下 列 性 质 : 

1. cE 有 自然 的 复 向 量 空间 的 结构 ,其 数 乘 定义 
为 cCeG9nd) — eC9ncd (eEE,c,dEC). 

2. dimc, E— dimg E. 

3.cE 目 然 分 裂 为 实 部 与 虚 部 E,CDE,:, LEB Er 
= (ec9alle€ E), Bë BË E;— {eri leE E}. 

4. 复 化 运算 与 张 量 积 、 外 积 相 交换 . 

5. o (E) S Lr (EŒ, C), XA A H E A pc 
为 ch. 

6. BE Ep 复 化 为 对 偶 对 

cE XcE' —C. 

复 化 也 可 以 把 一 个 实 向 量 丛 变 为 复 向 量 丛 . 设 
E, M, Pema MENTE & AA, E 
的 复 化 cE 定义 为 把 M 上 每 一 点 的 实 向 量 空 间 E, 
(PEM RIA EC, TH EMA ERC. 

S t (complex structure) 具有 特殊 自 同 态 
的 实 向 量 空间 ,由 此 自 同 态 可 以 视 该 向 量 空间 为 一 
PROBS. 设 五 是 实 向 量 空 间 , 若 五 的 自 同 态 
J WE J^ =I WRJ AE EWA A EAR 
结构 J, RAAE 

(a + ib)e = a + bJ(e) (a,b € R,e = E), 
DUA ERS AM. E E E: 3 S 
量 空 间 , 则 也 能 在 玖 上 定义 复 结 构 J JG) 
—ie(e€ E). 

复 结构 有 下 列 性 质 . 

LZ E,F 是 分 别 有 复 结构 Jeo Jr HBS Al, 
则 映射 4E Lrn(E,F) 是 复线 性 映射 的 充分 必要 条 件 
Axe: A. 而 空间 Lo(E,F) 有 自然 的 复 结 
ty J J JCA)S=A e Je=Jrp* A. 

2.4; E ARA, MM E" 上 的 复 结构 可 以 定义 
为 J($)=$* JH=id (GEE'). 

复 结构 可 以 看 成 向 量 从 射 . 设 (E,M,P) 是 微分 
mie M 上 的 实 向 量 从 , 则 E 上 的 复 结构 J 是 一 个 
满足 及 二 一 了 的 向 量 从 射 J E— E. 

5G f FZ (almost complex manifold) EI zs 
间 具 有 复 结 构 的 实 微分 流 形 . 设 M 是 一 个 微分 流 
形 ,在 它 的 切 从 有 复 结 构 , 则 切 丛 TCM) 上 的 一 个 复 
结构 J PRAM 上 的 至 复 结构 .有 此 结构 的 流 形 M 
St Ha A WE. 

5G £ t #9 (almost complex structure) 
复 流 形 ”. 

dt SG RR BY (conjugation mapping) 
间 的 映射 .映射 S: Á E—c E 定义 为 

S lerc) —eCQac. (e€ E.c€ C), 
称 S NJESUBR BI. AASER SO = X (X € oE). H 
S BR HJ PETER: 
1. Si= — iS. 
2. R X €cE, WJ X —X 的 充分 必要 条 件 为 XE 
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复 化 流 形 之 


Er M X— —X 的 充分 必要 条 件 为 各所 五 /. 
3. JE SE BE EE s ERR P BUR 22 1⁄2. 
4. AFA B AR IB] gc E' La CE ,C) , A l TE Tt Su BÀ 
SE CER AY SEE. 
5. 共 罗 映射 与 对 偶 对 cE X E'— C 相交 换 , 且 对 
PRA RS X€cE.SCcE' AB OX — OC. 
6. 映射 AC Leck ck WHE A=S+ A ° S. 
Ft 4p [a] EE == [8] (conjugate vector space) 4p 
于 复 向 量 空间 的 空间 . 设 E 是 有 复 结构 J 的 向 量 空 
间 , 可 在 集合 {eleEE)} 上 定义 (a 十 6)e= (a 一 ib)e， 
其 中 4a,5ER,eEE, 则 它 成 为 一 个 复 向 量 空间 , 称 为 
HHF E HERB. E Tuz A F ad 
Ji 
LEE, 这 个 同 构 的 定义 为 , 映 e€ E" X 
9€ E' ,这 里 的 ple) 二 gle)(e€E). 
2. 取 共 思 空 间 的 运算 为 取 对 偶 的 运算 , 则 张 量 
Fe A Tb Fe CR. 
f b £b MAR BT (complexified linear map) 复 
[5] E == [8] [8] Bj) X FER KS EF 是 复 向 量 空 
fi], AC La (E, F). A 的 复 化 为 
cA=AMRLE Lo (E, F), 
则 称 c4 是 复 化 线性 映射 . 
cE 的 外 代数 (exterior algebra of cE) 
空间 复 化 的 外 代数 . 由 同 构 
u: A, cE— D VEGANE, 
pi M^ oE' > © NEOAE: 


SE [n] f 


NES 
AU (E) = py (NWE Q AE), 
AE y moa CALE OAE s 
则 cE ,cE' 的 外 代数 分 别 为 
AGE = D A" (DA GE") = D ANE). 

A CE) BB G 38 ER I (ros) BAY EORR Et 
WE GE X. 

cE ' 的 外 代数 (exterior algebra of cE') 
的 外 代数 ”. 

XJ 4B [5] Æ M (dual vector bundle) 44g Fk ae 
数 所 确定 的 向 量 丛 . 设 瓦 是 一 个 复 向 量 丛 , 它 的 转 
HR PRO 0, U, ->GL (C*). 规定 新 的 映射 

05 .U,;,>GL(C"" ), 

05 WA JÉ P TA PC RELA 好 为 转换 函数 的 复 向 量 
从 就 称 为 E 的 对 偶 向 量 从 , 记 为 EE*. 

全 纯 向 量 从 (holomorphic vector bundle) 实 
流 形 上 实 向 量 从 的 概念 在 复数 情形 的 推广 . 设 以 是 
一 个 复 流 形 , 则 M 上 的 一 个 m #E Sl [n] AS - 
个 三 元 组 (E,M,P), 其 中 上 为 复 流 形 ,P:E~>M 为 
全 纯 映 射 , 称 为 投影 ,而 且 存 在 M Fon rr 


PLS E 


(Ul EI), fi f$ p T REP UL. BRAS k [n] W ó; : 
p UDU, XC" ($e) = (x50) 534 ple) =z), ,同时 
对 于 任意 17, 当 U;[1U; 关 多时 ， 

$; ° $ '|:07 deeg 

¢,°¢>'|,@) = q(é ° H Crsu)) QC ,u!) = v) 
E CEK AR ER H, Fe rH q; U, XC">C" 是 投 
5j. 

F. & 4 [5 HEA Canti-holomorphic vector bun- 
dle) 3E gg [n] BAAS Sk BAR BJ [n] HA. 设 
E RE: M ERU TRE ERA A E E: — T Ae In] #t AA , P 
Fk E 是 反 全 纯 向 量 从 . 

复 化 切 从 (complexified tangent bundle) & 
流 形 的 实 切 从 的 复 化 从 . VEM 是 复 微分 流 形 T (M) 
y M 的 实 切 从 , 则 称 复 向 量 从 .T(M) 为 复 化 切 从 ; 
而 称 cT ` (M) AS kU A. 

复 化 余 切 从 (complexified cotangent bundle) 
见 “ 复 化 切 从 ”. 

复 微 分 p 形式 (complex differential p-form) 
一 种 截面 . 从 A’ T ` (M) 的 截面 就 称 为 M 上 的 复 微 
分 p 形式 ,p 宇 0. 外 微分 复 化 后 给 出 复 微分 形式 上 
BS T DRA d AT d 的 性 质 与 实 流 形 的 外 微分 
运算 的 性 质 相 同 ,此 外 它 是 实 的 , 即 

dé = dé ($ € C™ ACT* (M))). 

复 化 李 插 号 (complexification of Lie bracket) 
实 流 形 中 李 括 号 经 复 化 后 的 结果 . 李 括 号 复 化 给 出 
C™(cT(M)) 的 李 插 号 ,定义 为 

LX, + iYi, X; + iY, ] 
一 LX,,X, ] = LYLY: ] m iCLY, ,X, J CR [X,,Y,]), 
其 中 X, , X. ,Y, Ha" GT OM). 

类 似 地 ,也 可 把 李 导 数 复 化 为 c7 CM) B) £ SÉ Et 
代数 上 的 导数 . 

Bé Æ (torsion) 一 种 由 殖 复 结构 决定 的 张 量 
场 . M 上 殖 复 结构 J WRR EEH 

N € CAPT CM) CO T (M>). 
KEH N 表述 为 
[N,X A Y] 
= [JX,JY]— oy eg x y XY) 
R'BX,Y€CC^OTrOW4»i). 

HFI operator D 复 流 形 上 的 一 种 微分 算 
T.U M 是 复 流 形 ,定义 算 子 COD-COWDn 
Jw Bà C" CUM) 一 CCGM) 为 4 一 3 十 9, 其 中 CCM) 表 
RA A: (M) 的 C7 截 面 的 空间 . 对 于 p 20. ROT. a, 
9 诱导 出 算 子 0.031C^ OM) —C* CD Ri d — 24-3. 

AH T o5: 

1.3*—0,23?—0,233-2-32— 0. 

2.9 af dE Su Sr, 068—239 (9€ C'(M)). 

3. HONE) 28$ A £-- C— 1D*$A 836($€ C^ CM), € 


Wi H^ L Wo 


€ C* CMD) ; XY 2288 0L BA 5 sk tb. cr. 
4. Æ f:M— N 是 全 纯 的 ,$EC*CN), 则 f* p= 
a 了 $8); 类 似 地 对 9 也 成 立 , 其 中 SA f agar. 
5. 局 部 坐标 下 ， 
$ = > $dzidzy, 


dé = SS > de dee 


j=) JJ 


ð$ = >: KS AU dz dede. 


6. 对 5220, 

Q^ CM) —Ker (3: C^ (M) C^" MD), 
Q^ (M) d& A*(M) 的 全 纯 截 面 的 空间 . 

算 子 3 (operator 9)” 见 “ 算 子 Z. 

铎 尔 博 尔 - 格 罗 膳 迪克 引 理 (Dolbeault-Groth- 
endieck lemma) 7r fR2u — f SEINE fE E JR. 该 定理 
Ma: DEC 中 的 开 多 圆柱 , SEC (DRE 
If —0Cp.q2:00 EW Æ D 的 相对 紧 开 子 集 , 则 存 
ftu ECW), (au = f ZEW 上 成 立 . 

复线 从 (complex line bundle) 一 维 复 向 量 从 . 

全 纯 线 从 (holomorphic line bundle) ”转换 也 
RAS BAA RAMA KE ERS him M 上 的 一 
^r ERA ,0; :U > GLO E E 的 转换 函数 , zo 
AERE UR EAM 上 的 一 个 全 纯 线 从 . 

3:8 HH INI (Riemann surface) 有 复 解 析 图 册 
的 拓扑 空间 . 若 拓 扑 空间 M 上 的 图 册 A=={(U,,$)| 
¿C 7 满足 下 列 条 件 , 则 4 称 为 复 解 析 图 册 ,M 与 图 
册 A 一 起 就 称 为 黎 曼 曲面 : 

1. (UE M 的 一 个 开 和 覆盖 ; 

2. 对 每 个 i€E1,$; RU 到 C 的 一 个 开 子 集 的 同 
Dt, 

3. XE BUR :, € I, 46; Æ 6,QU;(1U 03] 6, CU, f) 
Uj) 的 一 个 双全 纯 映 射 . 

标准 从 (canonical bundle) BREBEHAWA 
HJ n W P JE xS AA. HMA n TE £# Y E , DS: 
A CT" MDA M Bete. ica K CM). 

t E m & m AA (hyperplane section bundle) 
P" (C) rp & £k Zk DA BY HB JA. £ LC P" (C) X Cr! * 
RÆ, z) (LEPC), zE}, PO) E BJ PEB iS 
导 一 个 射影 r: LPO). 可 以 验证 ,LL 有 nn 十 1 维 复 
流 形 结 构 ,x Räpp, H LE P"(C) 上 的 全 纯 线 从 
的 自然 结构 , 称 工 的 对 偶 从 L’ 为 P"(C) 的 超 平 面 截 
面 从 , 记 为 H. 

几何 亏 格 (geometric genus) 与 标准 从 相关 的 
复 维 数 . 设 M 为 m 维 紧 复 流 形 ,K(M) 表 示 M 的 标 
准 从 A"T'* (M). M 的 几何 亏 格 P, (CM) 为 

dime (Q (K (M))). 

埃 尔 米 特 形式 (Hermite form) 复 流 形 上 的 一 
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流 形 上 的 分 析 


种 特殊 双 线 性 形式 , 设 E 是 m 维 复 向 量 空间 ,映射 
H:EXE>C, lm T. 
1. Hz, — HCy,x) (Vx, y€ E); 
2. H (axi d-62z,, y?) aH (x4, y) +bH (x5, y) 
(a,b C OC,xi,x;, y€ E); 
WPH KE EBMEAqAOKBORXOCOEH RE: 
3. H (x , 322 0(rz50,x€ E); 
则 称 H 为 正定 埃 尔 米 特 形 式 . 

设 M ERRE.AT MOT MIRE H 
使 得 对 所 有 的 € M. HÆ T.M) E WJ ZR 3 EP 
形式 , 则 称 该 截面 已 ARMÉ M 的 埃 尔 米 特 形式 . 

列 维 形式 (Levi form) JE B9 C1. 10 $8: 43 JE 
A. 2 M 是 一 个 复 流 形 ,$E Cš (M) , é 的 列 维 形式 是 
(1,1) 形 式 L (é) =9 Hw. 

M 的 定义 函数 (defining function for M) 复 
流 形 的 相对 紧 集 上 的 函数 . 设 M E m 维 复 流 形 M 
中 的 相对 紧 域 , 且 M # C? 边界 3M. 如 果 Y%E CACM) 
满足 条 件 : 

| 1 4— {xz€EM|$(x)<0); 

2. 9M—94 '(0); 

3. Æ 9M E dé40; 

MER $ 是 M BY E X PX. 

q W rh ER (g-quasiconvex domain) — & RUE E 
列 维 形式 满足 某 些 条 件 的 相对 紧 集 .假设 M 是 复 流 
JÉ M PREI AM MACHA. 再 设 M 有 定义 


函数 é, L (ó) JE PEE S. 称 M 为 9 拟 凸 域 (或 严格 


q 拟 凸 域 ), 阁 对 所 有 的 xE 9M, 有 

n(x) = nGQLOD G0 < q (È nlr) + z(t) < q), 
RB nz) =n (LP) x) RAR RRK Pr sk L. (é) (>) 
的 系数 函数 的 负 特 征 值 的 数目 ,z(x)= 二 z(L($) GO) 
表示 埃 尔 米 特 形式 LOD (zx) 的 系数 函数 零 特征 值 数 
H. 

0 拟 凸 域 称 为 列 维 拟 凸 域 , 简 记 为 Lp 域 .严格 
0 拟 凸 域 称 为 严格 列 维 拟 凸 域 , 简 记 为 SLp R. 

SLp 域 (SLp domain)” 见 “g eR”. 

88 IE [53] Æ M (weakly positive vector bundle) 
有 特殊 的 零 截面 的 全 纯 向 量 从 . 设 E 是 紧 复 流 形 M 
.E R9 — ^P 4 2E [5] g A, x E B E ALTRI E TEE + 
SLp GT #8 Fi] BET rh ) SB BR BW] IR E 7 55 ffi [o] AA. E 
E* 79 88 f [6] #t AA , D] E E D SS IE fu] Et DA. 

88 f [5 Æ M (weakly negative vector bundle) 
Ji" S8 1E [n] tt DA”. 

Ih E SB E RRA E EË (Kodaira embedding theo- 
rem) X E UE GE VES AH SMA E XB. KE 
FEWER GEM 是 一 个 紧 复 流 形 ,E 是 M EBg—-T 539 
ERRA. M MATES PHP RA. 

ER a A E yË Ze H /|x EA Z f $] BJ , PX #k 28 /|s 

280 


PIER AR. 
莫 尔 斯 理论 


莫 尔 斯 理论 (Morse theory) ”研究 可 微 流 形 M 
上 定义 的 可 微 实 函数 f 的 性 质 与 流 形 M 的 拓扑 与 
几何 性 质 相 互 关系 的 数学 分 支 . 给 定 拓扑 空间 X 与 
其 上 的 连续 实 消 数 f, 则 称 定 义 了 变 分 问题 (X, 几 ). 
大 范围 变 分 法 即 是 对 于 给 出 的 变 分 问题 (X ,了 ) ,以 
PR / 的 性 质 与 空间 X 的 性 质 之 间 的 关系 作为 研 
究 对 象 的 数学 分 支 . 在 应 用 上 重要 的 变 分 问题 有 : 

1. A te pa Sf AY ER, 

2. 与 由 道路 构成 的 空间 CQ EA SE COR CE A 
关 的 问题 . | 

其 中 特别 是 问题 2 是 以 黎 曼 流 形 上 的 测 地 线 理 
论 为 基础 ,因而 是 以 普通 的 变 分 法 为 其 分 析 学 基础 
的 . 问题 1 和 2 Ë H HE JL He (Poincaré, CJ. -)H. ) 与 
AA 7528 X (Birkhoff, G. D. ) Ef JF 81] , Sir t (Morse, 
H. M. ?把 它们 发 展 成 近代 的 样子 , 即 莫 尔 斯 理论 . 
继 莫 尔 斯 以 后 , 柳 斯 捷 尔 尼克 (JhocrepHk,J. A. ) 和 
Jt Je E ZR & CIIluupeaswan, JI. U. 7) 开辟 了 另 一 条 估计 
If FRR T $X B d BD A PJ OR fà TE DE E pg C 
的 临界 点 . 而 斯 梅 尔 (Smale,S. ) 把 莫 尔 斯 理论 中 梯 
度 向 量 场 零 点 的 问题 推广 为 流 形 M 上 一 般 向 量 场 
的 零点 问题 ,从 而 导致 维 数 n 宇 5 情形 广义 庞 加 莱 猜 
测 的 解决 ,这 是 微分 拓扑 中 的 一 个 重大 成 就 . 

其 次 ,由 于 测 地 线 问 题 是 一 维 变 分 问题 , 故 可 使 
得 无 限 维 空间 CQ 上 的 问题 ,化 为 有 限 维 流 形 上 的 临 
界 点 问题 .但 是 对 于 多 维 S 
变 分 问题 ,无 法 做 到 这 一 
点 ,这 就 使 得 发 展 无 限 维 
流 形 上 的 莫 尔 斯 理论 成 为 = ër 
需要 . 总 之 ,近年 来 莫 尔 其 
理论 被 进一步 推广 和 精密 
化 ,并 应 用 于 微分 拓扑 、 微 
分 几何 、 偏 微分 方程 . 杨 -米尔 斯 方程 等 各 个 数学 领 
域 而 取得 重要 的 结果 . 

可 以 给 莫 尔 斯 理论 一 个 直观 的 .有 典型 意义 的 
解释 ,使 得 据 此 需 见 这 个 理论 之 一 斑 . 设 M 为 切 于 
平面 z 的 一 个 环 面 ,f:M>R 是 由 环 面 上 的 点 到 平 
面 7 的 趾 离 所 决定 的 映射 ( 见 图 1), 这 是 M 上 的 一 
个 莫 尔 斯 函数 . 设 M° 是 M 上 一 切 使 得 f(x)<a 的 
点 工 所 构成 的 集合 , 则 由 图 2 可见: 

1. `4 a «CO 时 ,ad 为 空 集 . 

2. 当 f(p) a f QD At. M° AMTF 2 #E Bia RT 
(h EI 2(a)). 

3. 4 f (q)<< a< fit, M° fa] Ee T E iB] OLA 2 
(b)). 

4. M f(r)«a« f(s)BF, M 是 环 面 控 去 一 个 开 


2 HE RI RE CUL] 2¢c)). 

5. M f(s)«a B, M° TM 0 
— re OUO 

为 了 考虑 a 经 过 
£66), DG) 时 
M* 的 改变 ,人 们 来 考察 图 图 2 
2 中 的 流 形 (a),(b),(c),(d) 的 同 伦 型 一 : 

1. 一 2.. 相 当 从 空 集 好 出 发 , 粘 一 个 0 维 胞 腔 ， 
即 从 同 伦 型 来 看 ,增加 了 一 个 点 (图 3); 

2. 一 3.. 从 同 伦 型 来 看 ,是 在 2 维 胞 腔 (a) 的 基 
础 上 粘 一 个 1 维 胞 腔 ( 见 图 4); 


o E 
图 3 图 4 
3. — 4. . 再 在 原先 基 
Ri EX*h-—^ 1 维 胞 腔 ( 见 
图 5); = 
图 5 


4. 一 5.. 在 原先 基础 
上 类 一 个 2 维 胞 腔 . 另 一 
方面 ,在 M 上 每 一 点 附 
近 , 可 以 取 一 个 局 部 坐标 系 ,使 得 f 在 该 点 附近 表 
示 为 一 个 xz,y 的 二 元 函数 . 特别 地 ,可 以 看 到 ,在 M 
上 的 点 pogorss 处 ,有 偏 导 数 
af a 
OX dy 
而 /了 在 请 点 附近 ,可 表示 为 
f Gy) mor py 
TE q 点 或 ”点 附近 ,可 表示 为 f (z, y) = % SX + x° 
一 y E s 点 附近 可 表 为 f(x,y) 二 常数 一 zx 一 y . 因 
此 ,上 述 表 达 式 中 负 号 的 数目 等 于 M 经 临界 点 变 
HÀ M'—M'Ue' IY. Hrki e^ By AEB k. 

其 次 ,由 切除 定理 ， 
H.(M,M)=H.(M Ue. M) =H, (lesé), 
所 以 HM, M) =Z, H: CM", Mt) =0,i k, A f 
H OM* , M) EA — HEC k BJ RES BD k 

的 临界 点 的 个 数 . 

临界 点 《critical point) ” 莫 尔 斯 理论 中 的 基本 
概念 . 设 f :M—R 是 流 形 M Fonge, An 
R 了 在 点 PEAM HRMS. :T,(M) 一 Tyco(R) 为 零 ， 
就 称 点 p 为 函数 了 的 一 个 临界 点 . 点 p 处 的 函数 值 
f(p) 就 称 为 临界 值 . 

lise fü critical value) WA A”. 

非 退 化 临界 点 (non-degenerate critical point) 
使 黑 塞 和 矩阵 可 逆 的 临界 点 . 设 p 是 了 的 临界 点 , 寿 
XR RE (Ca f /ax' dx’) Cp) ) klpm, BAR p 是 了 的 非 
iB i ex. Em RB PES AE nI S By. PR p Em 
退化 临界 点 . 


= O; 


S R 斯 


理 de 


退化 临界 点 (degenerate critical point) 
退化 临界 点 

黑 塞 和 矩阵 (Hessian matrix) 
的 矩阵 . Ub p E 了 的 临界 点 , 切 空间 T,(M) 上 的 对 


见 aE 


其 元 为 


_ 
Met erte 
就 是 函数 了 在 p AEA RE. 
退化 阶 数 Cnullity) 莫 尔 斯 理论 的 一 个 概念 . 


PRA / 在 临界 点 p AIR (L S iE EB 
空间 的 维 数 . 

指数 (index) 葛 尔 斯 理论 的 一 个 概念 . wR f 
在 非 退 化 临界 点 请 的 指数 是 黑 塞 矩 阵 的 负 特 征 值 
的 个 数 ,也 称 为 临界 点 的 指数 . 

莫 尔 斯 函数 (Morse function) 可 微 流 形 上 一 
种 具有 良好 性 质 的 可 微 实 函数 . 设 f : M—Ə R 是 可 微 
KROGE f 的 所 有 临界 点 都 是 非 退 化 的 , 则 称 泡 数 f 
为 莫 尔 斯 函数 . 由 萨 德 定 理 可 以 证 明 , 对 于 每 个 可 微 
流 形 M, 总 存在 M 上 的 莫 尔 斯 函数 f ,使 得 每 个 
了 1( 一 00,aj 都 是 紧 的 . 


莫 尔 斯 引 理 (Morse lemma) 关于 函数 在 非 退 


化 临界 点 附近 的 性 状 的 一 个 命题 . 它 断 言 : 设 / : M— 
R,pEM 为 f 的 非 退 化 临界 点 , 则 存在 p 的 一 个 邻 
HU Ea RAB RR Cri tee tn EW p 为 坐标 
原点 ,而 f 在 U 上 可 以 表示 为 
Tg = CB) — zl — eS E 
entspre E 


图 1 图 2 
其 中 q= (21 9L09"** 9 Ln)» 
p= (0,0,+%*,0),A 3| f XE 
p 点 的 指数 . 由 这 个 引 理 
可 知 , 了 的 每 一 个 非 退化 
临界 点 是 孤立 的 . 
消 数 在 退化 临界 点 附 
近 的 情况 可 能 比较 复杂 ， 
fü tn, f:R — R, fl) 
=e 1⁄2sin2(1/z), MOER 
是 f 的 一 个 退化 临界 点 ， 
CE 了 的 临界 点 集合 中 不 SS 


281 


上 的 分 析 


e 
iL 


SS 


是 孤立 的 ,其 图 象 见 图 1; X lli, f:R? >R, f x, y) 
=x, f SNR AE RB mA SEU y 轴 , 临 界 点 
不 是 孤立 的 ,f(z,y) 的 图 象 见 图 2; A0, f :R2—R, 
fa, yp sry, CHWARA RE 3, 一切 临界 点 均 退 
化 ,临界 点 集 为 z 轴 与 y 轴 ,甚至 不 是 R 的 一 个 子 
流 形 . 

流 形 的 同 伦 型 (homotopy type of manifold ) 
可 微 流 形 可 用 其 上 的 莫 尔 斯 项 数 的 临界 值 来 陈述 其 
Wl Grup 为 可 微 流 形 M EBS RT 9x SC PR 
数 , 对 于 a,5ER, 令 

M*—(p€MIfCIG»xa), 

f La,b]—(p€ M]a< f (0) <). 
4 e= (x €R'| || x || <1),2' RAS k EWE, FE e 
KHAR S= = {xr ER*| || x || =1}. RY ATS 
间 53 sch 连续 , 则 e^ 通过 £ Rh T Y 是 无 交 并 Y 
Ue! TEX £ r—gG2G€s DS FIT IBI iD 
YUe. Ra s = 2.YU,e 即 是 在 Y 上 加 入 一 
个 另外 的 点 . 

关于 流 形 在 正则 点 与 临界 点 附近 的 性 状 , 有 下 
列 结论 : 

]. 设 f : M—R 为 可 微 流 形 M E RS nT th PHP. 
<b f (a.b DIN M PHAR. AS IAL DU] M° 
i St ILE M°, AS ABR Pf i: M" M" 是 一 个 同 伦 
等 价 . 

2. 设 f :M—R 为 可 微 流 形 M ERInT Gh PH, p 
EM 为 f 的 一 个 指数 为 4 的 非 退化 临界 点 ,f(p)== 
c, 使 得 对 于 充分 小 的 e, f Le— 6c e IR BUR 
b 以 外 的 临界 点 , 则 M75 M° *U,e 有 相同 的 同 伦 
型 . 

3. 2 f : M—R 为 可 微 流 形 M 上 的 莫 尔 斯 函数 ， 
关于 每 个 acER,AM 紧 , 则 M 与 一 个 CW 复 形 K 有 
相同 的 同 伦 型 ,其 中 对 于 M 的 每 个 指数 为 4 的 临 
FRA A HERR RE. 

球面 的 拓扑 特征 (topological characterization 
of sphere) 作为 莫 尔 斯 理论 的 一 个 应 用 ,对 #E pk 
面 S" 用 微分 拓扑 的 语言 来 描述 : 设 M An 维 连 通 
ACA. 无边) 可 微 流 形 ,而 且 在 它 上 面 有 一 个 恰 有 两 
个 非 退 化 临界 点 的 莫 尔 斯 函数 , 则 M EMEF n # pk 
面 S". 这 个 结论 成 立 的 原因 是 比较 显然 的 ,因为 S: 
MR 恰 有 两 个 临界 点 , 故 必 为 极 大 点 p 与 极 小 点 
9, 因 而 由 莫 尔 斯 引 理 , 分 别 有 指 数 0 Rn AK 
fp=0, f(y =1, NF [e,1—e][B] REFS" XI 
《人 参见 “ 流 形 的 同 伦 型 >) ,因此 M IET S. 

关于 这 个 结论 , 当 f 的 两 个 临界 点 为 退化 时 也 
能 证 明 , 但 比较 复杂 一 些 . 其 次 ,此 处 所 指 的 同 胚 并 
非 微分 同 胚 ,因为 米尔 诺 (Milnor,J. W. ) 曾 证 明 在 
S' 上 有 不 同 的 微分 结构 . 

莫 尔 斯 不 等 式 (Morse inequalities) 
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表示 流 形 


的 拓扑 与 流 形 上 英 尔 斯 函数 的 临界 点 指数 之 间 关 系 
的 一 些 不 等 式 . 设 F 为 域 ,Ri(CM) 是 可 微 流 形 M 以 
下 为 系数 域 的 4 维 贝 蒂 数 , 即 同 调 群 HAM FO HJ 
fk ci ABAD BRM S: MR 的 指数 为 4 的 临界 点 
KS, FEA POAC RIL: A M 为 紧 可 微 流 形 ， 
则 

RACM) xci, (1) 

XOD- >'(— D'!R (M) = X Da, (2) 

R,(M) — Ry; (M) ++ + R (M) 

Seam ea-y te cb s (3) 
其 中 XCM) 为 M 的 欧 拉 示 性 数 . 利用 (1) 与 (3), 还 容 
易 得 到 , C117 01-470, M) Rig M) SR- (M) =0 
ARAM) — cs. 

临界 点 理论 (theory of critical points) 
尔 斯 理论 ”和 “ 流 形 的 同 伦 型 ”. 

道路 空间 的 变 分 (variation on path space) Itt 
界 点 理论 在 测 地 线 问 题 上 的 应 用 . 设 M 为 可 微 流 
JÉ, q € M.M 上 全 体 以 2 为 始点 ,q 为 终点 的 道路 
w:[0,1j] 一 MM 之 集 记 为 2(M;3p,q)=2,02 fE o SEB 
UJ 23 [al 4E XN — V) ifr e WJ e (0) — (1) —0 BJ M 
的 切 向 量 之 集 , 并 在 其 上 引进 线性 运算 ,这 个 切 空间 
id OQ... Q 上 端点 w 固定 的 变 分 是 映射 a: (— ee) 
一 2, 使 得 

a(0) =w,  aCu,t) = a(u)() 

为 分 块 光滑 映射 . 同 理 , 硅 把 (一 e,e) 换 作 R"” 中 以 原 
点 为 中 心 的 邻 域 六 , 则 aU 一 0,a(0)==w, 称 为 w 的 
RA n 个 参数 的 变 分 ， 

设 M 为 黎 曼 流 形 , 则 对 于 wE02,w 从 a 到 5 的 
能 量 定义 为 


D 


Ec) = | | Sg rar, 
其 中 O0<a<b<1, Hid EL—E. SR MARKERS 
hie» p q € M 之 间 的 距离 为 d,a;(—6,e)—( 是 
w 的 变 分 ， 


g 
w, = OD = a, 


是 由 a 诱导 的 变 分 向 量 场 ， 
dw deo) ! 
poet A, = T , 
LER Av — + — v, +N Av RA 限 个 i 值 以 外 都 是 
0. 于 是 有 第 一 变 分 公式 
1 dE(alu)) 
2 du u=0 
一 一 bj (w, ÂV) 一 | (o Ad, 


tE (0,1) 


由 此 可 知 仅 当 w 是 E 的 临界 点 时 ,w 才 是 测 地 线 . 
其 次 , 设 7:[0,1jj 一 MM 为 测 地 线 ,w,w,E Q,,U 是 R? 


g 
x (0,2) 


上 原点 的 邻 域 ,a:UX[L0,1] 一 MM AX S VUE. 
满足 
a(0,0,#) = Y(t), 


ENS = w(t), 
du, 


RE — w(t), 
Ju, 


MREZA E.. (wi,w) 可 定义 为 
aE (@(u, ,2)) 
du, du, ee 
Ep @(u;5u.)€ Q,aCu, su.) (t) =aluisu:t). FH 
有 第 二 变 分 公式 
GE. Gn.) = — 2 GIO Ael (D) 


t€ (0.1) 


E, , (O, > GO, ) = 


1 
-| ducat S Coda odes 
0 


其 中 v=o Aw! maf G0) — GC — 0) EEO, 


1) 上 除 有 限 个 点 外 全 为 0, 故 当 7 为 短程 测 地 线 时 ， 
E.. (ww) EF EER. MR E, n :27X 人 一 R 的 
te OE COS 8 E.. AE O, 的 子 空间 的 最 大 维 
XT UB SEK ra BE BBE... TE Y HEB) TE OA 等 
Trio d yG) 80 38, HP ocH E 
98 ra T SX JE IT REA. 于 此 指数 4 常 为 有 限 
数 ， 

ENSAM, p) PIERE, i o 为 连通 黎 
曼 流 形 M 上 的 黎 曼 度量 所 诱导 的 距离 函数 . 对 于 
& ,0; € QU s 2) sOnENMN MK, Wig» wv, 
Dis 之 间 的 距离 为 


dlw w) = maxp(e,(t) ,@,(t)) 
0=<¿=<1 


NEEN 
其 中 后 一 项 是 为 使 能 量 函 数 Ez (o) RUNS OQ 上 的 连续 
函数 而 附加 的 . 在 这 个 4 之 下 ,2 为 距离 空间 ,于 是 
有 莫 尔 斯 理论 的 基本 定理 : 设 M 为 完备 歼 曼 流 形 ， 
b, q € M TG BUR W| b 2X, 8 E98 WOM; pa RT 
A CW 复 形 的 同 伦 型 , 仅 对 于 从 » 3] q 每 条 指数 为 
4 的 测 地 线 , 对 应 一 个 4 维 胞 腔 . 

在 莫 尔 斯 (Morse,H. M. ) 的 临界 点 理论 的 应 用 
中 ,最 完美 的 是 上 述 对 于 测 地 线 问题 的 应 用 , 它 可 以 
说 是 变 分 学 的 莫 尔 斯 理论 . 

道路 空间 (path space) 见 “ 道 路 空间 的 变 分 ” 

BE (energy) 见 “ 道 路 空间 的 变 分 ” 

第 一 变 分 公式 (first variation formula) 见 “ 道 
路 空间 的 变 分 ”. 

第 二 变 分 公式 (second variation formula) J 
“道路 空间 的 变 分 ”. 

tt #6 A (conjugate point) 


见 “ 道 路 空间 的 变 


| 积分 周期 理论 


莫 尔 斯 指数 定理 (Morse index theorem) J, 
“道路 空间 的 变 分 ” 

莫 尔 斯 理论 的 基本 定理 (fundamental theorem 
of Morse theory) 见 “ 道 路 空间 的 变 分 ” 

Re (category) 量度 拓扑 空间 性 质 的 一 个 整 
A. Wt M 为 可 微 流 形 ,4 为 M 的 任意 闭 子 集 , 铝 A 
能 被 :个 可 缩 财 集 所 履 盖 但 不 能 被 记 一 1 个 这 样 的 
集 所 覆盖 , 则 称 AEM 中 的 畴 数 为 m, 记 为 cat(A) 
=m. 畴 数 是 一 个 拓扑 不 变量 . 为 估计 紧 流 形 M 上 
的 函数 了 的 临界 点 个 数 有 下 界 cat (M) , 柳 斯 捷 尔 尼 
Pi (Jhocrepnuk s Jl. A. ) 和 和 施 尼 雷 尔 曼 (limpenpMan， 
JL. P. ) 引 进 下 列 重 数 定理 : 设 


c, = inf.(supf(x)) (n = 1,2,.), 
Cat Ain TEA 


my 4 C= Cnt 7 0 = Cm BJ , f HJ LÀ c 为 临界 值 的 临 
界 点 集 K, ABR cat (KI Lk. 前 面 例子 中 的 环 面 
AY) Bi $X E 3. PLA YR [i _E BS FE XR n] PR BD A 3 
个 不 同 的 临界 点 . 柳 斯 捷 尔 尼克 - 施 尼 雷 尔 曼 理 论 较 
英 尔 斯 理论 适用 范围 宽 . 例如 , 它 所 要 求 的 函数 f 
的 临界 点 不 必 非 退化 ,但 有 时 上 畴 数 的 估计 比较 困难 . 

[nf mm 77 3E AE Ambrosetti, A. ) A H Lb ve 2E v 
(Rabinowitz, P. H. ) & Jë Y MUM bE JE suf 26/0 d 
尔 曼 的 思想 ,并 于 1973 年 提出 了 山路 引 理 : 设 了 是 
巴 拿 赫 空间 X 上 的 一 个 满足 帕 莱 斯 -斯 梅 尔 条 件 的 
C' 图 数 ,又 设 有 4 的 一 个 开 邻 域 U 与 一 点 ze, 
使 得 

FO=flx)=0, fluwzze0, 

则 六 至 少 有 一 个 临界 值 cmo. 随后 , 拉 比 诺 维 茨 又 
提出 一 系列 极 小 极 大 原理 ,对 许多 由 方程 引出 的 变 
分 问题 的 解 的 存在 性 以 及 系数 估计 有 广泛 的 应 用 . 
特别 是 对 哈密 顿 方 程 组 周期 解 的 存在 性 以 及 周期 轨 
道 个 数 的 估计 ,引出 重要 的 结果 . 


积分 周期 理论 


积分 周期 理论 (integral period theory) MÆ 
上 分 析 的 一 个 分 支 . 主要 研究 微分 形式 的 积分 周 
期 ,这 反映 了 流 形 的 同调 特征 . 1930 年 , 德 拉 姆 
(de Rham,G. -W. ) 引 进 微分 流 形 M 的 德 拉 姆 上 同 
调 群 ,并 指出 它 是 一 个 微分 不 变量 与 拓扑 不 变量 .还 
证 明了 当 M 为 紧 致 流 形 时 ,M 的 p 维 德 拉 姆 上 同 
调 群 的 维 数 是 有 限 的 ,等 于 第 p 个 贝 带 数 ,这 是 流 
形 M 的 微分 结构 与 拓扑 结构 的 一 个 重要 关系 . 积分 
周期 理论 的 中 心 定理 是 德 拉 姆 定理 , 它 断 言 微分 流 
JÉ M 的 p 维 德 拉 姆 上 同调 群 与 M 的 p SEN AH 
上 同调 群 是 同 构 的 . 同 构 的 单 性 表明 所 有 周期 为 零 
的 闭 微分 形式 是 正 合 形式 ,而 同 构 的 满 性 意味 着 对 
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每 个 财 链 类 z 赋予 一 个 实数 per GO WI fede — Bi] 
形式 a, 使 对 所 有 的 闭 链 z 有 


| a= per(z). 


霍 奇 (Hodge,W.V.D. ) 对 德 拉 姆 理论 做 了 重要 改 
进 , 他 引进 调和 微分 形式 , 霍 奇 理论 断言 每 个 德 拉 姆 
上 同调 类 中 存在 惟一 的 调和 微分 形式 . 

闭 形 式 (closed form) 外 微分 作用 后 为 零 的 微 
分 形式 . 设 M 是 一 个 微分 流 形 ,a 是 AM 上 的 一 个 也 
形式 , 知 da— 0, WPK a AA p 形式 ,简称 闭 形式 ,这 
里 的 d 是 外 微分 . 

正 合 形式 (exact form) 可 表示 为 另 一 微分 形 
式 的 外 微分 的 微分 形式 . 设 M 是 微分 流 形 ,a EM 
上 的 一 个 pp 形式. BHREO-DEX 8, 使 得 a 
二 dB, 则 称 o HIER p 形式 ,简称 正 合 形式 . 由 于 外 
微分 d 有 性 质 d= 二 0, 故 每 个 正 合 形式 必定 是 闭 形 
sh. 

德 拉 姆 复 形 (de Rham complex) 一 种 与 微分 
形式 相关 的 链 复 形 . 设 M 是 微分 流 形 . 序列 

DT 
称 为 德 拉 姆 复 形 , 亦 称 为 德 拉 姆 链 复 形 ,其 中 EE'(M) 
表示 M 的 i 形式 的 集合 ,d 为 外 微分 . 显然 d 的 核 都 
是 闭 形式 ,而 d 的 像 都 是 正 合 形式 . 

德 拉 姆 上 同调 群 (de Rham cohomology group) 
财 形 式 空间 关于 正 合 形式 空间 的 商 . 设 M 是 微分 流 
ÉRA 之 形式 的 实 向 量 空 间 关 于 正 合 p BATS 
间 的 商 空 间 

H&sC(OM) = (Al p 形式 }/( 正 合 p BH) 
为 M 的 zp 维 德 拉 姆 上 同调 群 . 

这 是 1930 年 由 德 拉 姆 (de Rham,G. -W. ) 给 出 
的 ,他 建立 了 微分 流 形 的 微分 结构 与 拓扑 结构 的 一 
个 重要 关系 . 

设 /: M—> N 是 C~” 映 射 , 则 有 代数 同 态 
Of;E'CON)—E'CMD,0f 与 d 可 交换 ,从 而 诱导 出 
一 个 同 态 f : Hir(N) 一 Hhr《(M), 且 对 男 一 个 C^ 
映射 g: N— X # (g ° f)" =f" ° g* , Gd)* =id. # 
f: M— N 是 一 个 微分 同 胚 , 则 诱导 出 的 同 态 f° 是 
同 构 . 这 就 表明 德 拉 姆 上 同调 群 是 微分 流 形 的 微分 
拓扑 不 变量 .可 以 证 明 , 若 MM 是 紧 致 流 形 , 则 
Hir M EAREN. HERET M 的 第 p PO 
数 b,. 

实 系 数 微分 育 异 同调 群 (differential singular 
homology group with real coefficients) 边缘 算 子 
诱导 的 线性 变换 的 核 关 于 其 像 的 商 空 间 . 对 于 每 个 
DZO WS, CM FO don H IA 21 IE M 内 的 可 微 奇 
Jt p 单 形 所 生成 的 实 向 量 空 间 . EE oS, CM RO RJ 
元 素 是 M 中 可 微 奇 异 p dé. 24 p 二 0 时 ,规定 
5, CM RO AE [n] ER 25 JR]. 
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由 边缘 算 子 9 诱导 出 线性 变换 
Ap 15$, MR)—.S,_1M,R). 

M pod 时 令 Op 为 零 变 换 . 显然 ,9,。9,41 二 0, 即 9,41 
的 像 在 a, WI P BR, MR) = Kera,/Ima, 4,8 
p 维 实 系数 微分 奇异 同调 群 . Kera, 的 元 素 称 为 可 微 
p 闭 链 .Im9,41 的 元 素 称 为 可 微 p 边缘 . 

微分 形式 的 周期 (period of differential forn) 
微分 形式 在 可 微 闭 链 上 的 积分 值 , 设 M 是 一 个 微分 
流 形 ,a 是 M 的 一 个 微分 形式 ,z 是 一 个 可 微 闭 链 . 
微分 形式 a 在 可 微 闭 链 > 上 的 积分 | .a 确定 了 一 个 
实数 , 称 该 实数 为 微分 形式 a 的 周期 . 

由 斯 托 克 斯 定理 知 ,在 e 为 正 合 形式 ,a 二 dB8, 则 


因此 , 正 合 形式 的 周期 全 为 零 . 

德 拉 姆 同 态 ( de Rham homomorphism) 联系 
微分 流 形 M 上 的 德 拉 姆 上 同调 群 与 奇异 上 同调 群 
的 一 个 自然 同 态 . 建立 这 个 同 态 的 关键 是 流 形 上 的 
斯 托 克 斯 公式 . 

RoS M RARE M 中 可 微 奇异 p 链 所 构 
成 的 群 .Sx CM,R) 是 它 的 对 偶 , 即 其 中 的 每 一 个 元 
Re M 上 一 切 可 微 奇 异 p JE SIR 的 一 个 映射 f, 
这 样 的 二 称 为 M ERA ATH p EE. < 


b, E^ (M) > SLCM,FD, E, Co) (0) = | ü; 


EF o 8 M EW p ÉR. o 是 M 中 的 可 微 奇 异 p 
单 形 , 则 由 斯 托 克 斯 定理 ， 
Ók,(w)o^*! = k,(w)dao?™' 


> ME = NC = kpi (dw) , 


Bp Ôk, = k, + d , E. rh d 为 外 微分 ,6 为 奇异 上 链 群 
S%《M,R) 中 的 上 边缘 运算 ,这 表示 同 态 族 #, Z0) 
与 上 边缘 运算 d,6 可 交换 ,因此 诱导 上 同调 群 之 间 
的 同 态 
ki Hi. (M) — Hi (M,R), 
bo] -—L[,C») ]. 
这 个 同 态 称 为 德 拉 姆 同 态 . 
德 拉 姆 定理 (de Rham theorem) 德 拉 姆 同 态 
为 同 构 的 定理 . 该 定理 断言 : 设 M 为 紧 微分 流 形 , 则 
对 每 个 整数 p, 德 拉 姆 同 态 &; :Hir CM) 一 Hh” CM, 
R) 是 同 构 . 
德 拉 姆 定理 还 有 另 一 个 等 价 形式 : 设 M KRM 
分 流 形 , 则 对 每 个 整数 o. p 维 德 拉 姆 上 同调 群 与 p 
维 可 微 奇 异同 调 群 的 对 偶 同 构 . 
庞 加 菜 引 理 (Poincaré Lemma) 论述 单位 球 
上 微分 形式 的 零 调 性 质 . 该 引 理 断言 : 若 U 是 欧 氏 
空间 R PFPA BRIA E UEU LAR k BR 
空间 , 则 对 每 个 £2>1 ELE PRE BIR 


h,,E'QU) > E* (U), 
使 得 
CM RNC A 
这 个 引 理 有 两 个 推论 : 
1. # w E R" 中 开 单 位 球体 上 的 一 个 & 形 式 , 且 
do 一 0, 则 存在 一 个 (一 1) 形 式 B 使 得 d8— o. 
2. R" 中 开 单 位 球 的 德 拉 姆 上 同调 群 对 于 ez 
同 伦 算 子 (homotopy operator) 具有 同 伦 性 
质 的 线性 变换 . 设 方 , 户 是 两 个 微分 流 形 M,N Z lal 
的 C^ BR BJ , MI 8 VS = BR BJ 
Of ;E'CNO)—E'CM) G=1,2), 
k HIERE A, XJ T X E VS Sp ph PF , T fE H 2& TE 
变换 h, ECN) > Et (ND ,使 得 
his, ° d + d ° h, = 6f, — 6f,, 
则 称 这 组 线性 变换 {hi} 为 f Dr 的 同 伦 算 子 .可 
LUE Ha BE TILES EFH Co de RES T. 


示 性 类 理论 


示 性 类 理论 (theory of characteristic class) 
流 形 上 的 分 析 ( 即 大 范围 分 析 学 ) 的 一 个 分 文 ;也 是 
拓扑 学 的 一 个 分 文 . 示 性 类 理论 研究 向 量 从 的 上 同 
调 类 及 其 计算 . 示 性 类 是 一 般 向 量 从 结构 的 基本 不 
变量 ,具有 不 可 缺少 的 重要 性 .因为 研究 示 性 类 的 方 
法 有 许多 种 ,所 以 示 性 类 的 定义 就 有 多 种 ， 

示 性 类 理论 最 早 的 创始 者 是 施 蒂 费 尔 (Stiefel， 
E. L.) M EH je (Whitney, H. ,他 们 几乎 同时 在 
1935 FRM T AN E , Wb q BRR SE gt JF AE T OCIR 
流 形 切 丛 所 确定 的 示 性 同调 类 , 而 惠 特 尼 处 理 的 是 
任意 球 从 . 1942 年 , 庞 特 里 亚 金 (IloarparHH Jl. C. ) 
研究 了 格拉 斯 曼 流 形 的 同调 论 ,得 到 一 种 新 的 示人 性 
类 ( 庞 特 里 亚 金 类 ). 1946 年 ,陈省身 研究 了 复 格拉 
斯 曼 流 形 的 上 同调 结构 ,从 而 对 复 向 量 从 定义 了 示 
性 类 ( 陈 类 ). 后 来 有 吴 文俊 、 托 姆 (Thom,R. )、 希 策 
Ap & dp CHirzebruch,F. E. P. )、 斯 廷 罗 德 (Steenrod， 
N. E. ) 等 人 的 研究 工作 ,使 示 性 类 的 理论 更 加 完善 . 

示 性 类 理论 在 拓扑 学 .几何 学 与 分 析 学 中 都 有 
广泛 的 应 用 . 

施 蒂 费 尔 - 惠 特 尼 类 (Stiefel-Whitney classes) 
向 量 从 的 底 空间 的 上 同调 类 . 利用 以 下 四 条 公理 定 

1. 对 每 个 实 同 量 从 《都 相应 于 一 个 的 底 空间 
BCE) RIVA 2/2 为 系数 的 上 同调 类 序列 

w;( € H'(B(€);2/2) G = 0,1,2,.%), 
BRA & 的 施 蒂 费 尔 - 惠 特 尼 类 . 类 wo(&) 等 于 单位 元 
1€ HH"(B(E);Z/2), 而 若是 -平面 从 ,对 于 大 于 


BJ ¿ zo CE) =0. 
2. 自然 性 . 若 SBEBB EA 的 一 个 
从 映射 覆盖 , 则 
wE = os 
了 "为 f 诱导 的 同 态 . 
3. 惠 特 尼 乘 积 定 理 . 若 6 与 了 7 是 同一 底 空 间 上 
DI Il SH, Wl 


k 
w,C QU = Xw U w). 


4. 对 于 圆周 P 上 的 典 则 线 从 Xi, 施 蒂 费 尔 - 囊 
特 尼 类 u C DARE. 

施 蒂 费 尔 - 囊 特 尼 类 是 1935 年 由 施 带 费 尔 
(Stiefel, E. L. ) 与 惠 特 尼 (Whitney,H. ) 定 义 的 .而 
施 蒂 费 尔 - 惠 特 尼 类 的 公理 定义 是 1956 年 由 希 策 布 
f£ is (Hirzebruch, F. E. P. ) 提 出 的 . 惠 特 尼 乘 积 定 
理 属 于 惠 特 尼 与 吴 文俊 . 

微分 流 形 M 的 切 从 TCM) 的 施 蒂 费 尔 - 惠 特 尼 
类 称 为 M 的 施 蒂 费 尔 - 惠 特 尼 类 , 记 为 wi(M)(i= 
OF ls 2928"): 

EH 4S fe se $A E XB (Whitney product theorem) 
见 “ 施 蒂 费 尔 - 惠 特 尼 类 ”. 

SE nn 平面 从 (real n-plane bundle) 特殊 的 纤 
维 从 . 所 谓 实 nn 平 面 从 ,是 指 这 样 的 一 个 纤维 从 , 它 
的 纤维 是 实 n 维 向 量 空间 R", 它 的 结构 群 是 一 般 的 
线性 群 GL nR). MERA FR n 的 实 向 量 从 . 

惠 特 尼 和 (Whitney sum) 同一 底 空 间 上 的 两 
个 向 量 从 的 某 种 和 . 设 6.6; 是 在 同一 个 底 空 间 B 
上 的 两 个 向 量 从 ,4d:;B 一 BXB KOR XT AKA. HB 
上 的 从 d" (&, X £,)28 ë, 5h NRA. 

E Ez 

M [s] A (bundle homomorphism) 两 个 向 量 空 
间 之 间 保 持 纤 维 中 代数 结构 的 映射 .7 BE B5 A [n] 
态 是 一 个 连续 函数 

g:E() > EC), 
g 把 每 个 向 量 空间 Ff,(7) 线 性 地 映 到 向 量 空间 Fy CE) 
之 上 ,其 中 记号 Ff,(7) 是 5 在 ”上 的 纤维 ,构成 一 个 
向 量 空间 

全 施 蒂 费 尔 - 惠 特 尼 类 (total Stiefel- Whitney 
class) ”各 阶 施 蒂 费 尔 - 惠 特 尼 类 之 和 . 设 HH"(B;Z/ 
2) 表 示 所 有 形式 无 穷 级 数 

a = a + a, + a, + n 

的 环 , 其 中 a, € H'(B ;Z/2). 这 个 环 中 的 乘法 运算 为 

(a, + a, + a, + *20 (by + b, + b, rr) 

= (abo) + (a,b) + ab) 
+ Cabo + aibi + aob) 十 …， 

这 个 乘法 是 交换 的 与 结合 

BES n 4E el EE JA Š B5) 4 hl o SZ 

285 


定义 为 

zo (€)=<xo (Š) +z (£) E HEEL 
是 环 H'CB:Z/20) B] — T JUR HR wi CO d Z BUG 
蒂 费 尔 - 惠 特 尼 类 . 

所 有 首 项 为 1 的 无 穷 级 数 

w = 1 +w +w, +» E€ H'X(G5Z/2) 
的 集合 在 乘法 运算 下 构成 一 个 交换 群 ,w Www 
为 

Ww 二 1 十 Wi 十 Ww; 十 Ww 十 …， 

而 

Wy — WU, EE eet EE F Ww. 

# P EX n HEN E S H.adÉH'(OPSZ/2» RJ 
非 零 元 , 则 P" BJ 2 W Fe Ser 

"TI, 

1 


wl(P") 二 (1 十 a)"*! 二 1 十 
| 
a 
2 


+ 

惠 特 尼 对 偶 定 理 (Whitney duality theorem) 
微分 流 形 的 切 从 与 余 切 从 的 施 蒂 费 尔 - 惠 特 尼 类 的 
AX. WE rw 是 欧 氏 空间 中 微分 流 形 M 的 切 从 ,v 是 
iX A. , 则 wy) = zo, Cry. 

be S A Sa JE (Kronecker index) 一 种 特定 
的 指标 . 设 M 是 闭 连 通 光 滑 n 维 流 形 . 利用 模 2 系 
数 , 存 在 一 个 基本 同调 类 uu € ,M,Z/2), 故 对 任 
意 上 同调 类 VE H"(M,Z/2), 定 义 克 罗 内 克 指 数 为 

(V sum)? € Z/2. 

施 蒂 费 尔 - 惠 特 尼 数 (Stiefel-Whitney number) 
所 有 施 蒂 费 尔 - 惠 特 尼 类 的 单项 式 模 2 的 整数 . 设 
7 19729 SP, 是 非 负 整数 ， 

rı 十 27r 十 … +nr, =n. 
相应 于 任 一 实 向 量 从 ,可 以 在 "(BC(§),Z/2) 中 构 
作 单 项 式 
w (€) zo, (Ew, CE), 
模 2 的 整数 
GU, (Cu ) Ws (Ty) 2 W, (ry)? s Um? 
称 为 微分 流 形 M 的 施 蒂 费 尔 - 惠 特 尼 数 ,其 中 rw 为 
流 形 M 的 切 丛 . 

施 蒂 费 尔 - 惠 特 尼 数 的 重要 性 可 由 下 述 两 个 结 
论 看 出 : 

1. E FF H Wp. Clontparun, JI. C. DE B RR. — 
PHARRR ntl BRB ,其 边缘 等 于 M, 则 M 的 施 蒂 
费 尔 - 惠 特 尼 数 全 为 零 . 

2.〈 托 姆 (Thom,R. DE M 的 所 有 施 蒂 费 尔 - 惠 
特 尼 数 都 为 零 , 则 M 可 以 看 做 某 个 光滑 紧 流 形 的 边 
ZS. 

未 定向 配 边 类 (Cunoriented cobordism class) 
流 形 的 一 种 等 价 类 . 两 个 光滑 闭 n 维 流 形 M. 与 M, 
属于 同一 个 无 定向 的 配 边 类 的 充分 必要 条 件 是 它们 
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的 不 相交 的 并 M. U M; ER S ntl 维 流 形 的 边 
ZS. 

T& j BE HAZ (Grassmann manifold) 与 欧 氏 
空间 相关 的 一 种 特殊 流 形 . 格拉 斯 曼 流 形 G, CR" 
是 通过 坐标 空间 R"™“ 的 原点 的 所 有 维 平面 的 集 
合 , 这 可 以 视 为 一 个 商 空 间 . 

R” “的 一 个 n 标 架 是 R” 中 线性 无 关 向 量 的 一 
A n TAR RRRA 标 架 的 全 体 构 成 二 重 直 
PR RH Xe X R*!* 的 一 个 开 子 集 , 称 其 为 施 蒂 费 尔 
流 形 V, R+). 有 一 个 标准 映射 

q: V, (R >G, (R), | 
它 把 每 个 R 28 BR 29 CU Ph #E BJ n Y d. 现在 ,给 
G(R”) 以 商 拓扑 如 下 : 子 集 UEG(R”+*) 是 开 集 的 
充分 必要 条 件 是 g 的 逆 映 射 的 像 q9 UEV, RH) 
是 开 集 . 

格拉 斯 曼 流 形 G(R") FE nk 维 紧 光滑 流 形 . 

n 标 架 lr-frame) 见 “ 格 拉 斯 曼 流 形 ”. 

Sp 35 BR TRAE (Stiefel manifold) 见 “ 格 拉 斯 
曼 流 形 ”. 

CW £ J (CW complex) ”划分 为 各 维 胞 腔 的 
豪 斯 多 夫 空 间 . 一 个 CW 复 形 是 由 称 为 基础 空间 的 
SH £ X =E Bj K 和 天 划分 为 不 相交 子 集 全 体 {e4) 
构成 的 ,使 下 述 条 件 满足 : 

1. 每 个 ez 拓扑 地 是 一 个 n(d) 二 0 维 的 开 胞 腔 . 
进而 ,对 每 个 胞 腔 es, 存在 一 个 连续 映射 

f.D'?-—K, 
它 把 圆 盘 DO HIA ÈR EERE] es ES 称 为 胞 腔 
Cd 的 特征 映射 ); 

2. 属于 闭 包 ea 而 不 属于 ev 的 每 个 点 ,必定 位 于 
低 维 胞 腔 es F 5 

3. 闭 包 有 限 性 .天 的 每 点 包含 在 一 个 有 限 的 子 
REF; 

4. 怀特 海 拓 扑 . 天 的 拓扑 为 它 的 有 限 子 复 形 的 
顺 向 极限 , 即 天 的 一 个 子 集 是 闭 的 当 且 仅 当 它 与 每 
个 有 限 子 复 形 的 交 是 闭 的 . 

SF 4A 45 E (Schubert symbol) 一 种 特定 的 
整数 序列 , 舒 伯 特 符 号 o= Coon, 0, ken TB 
数 的 一 个 序列 ,满足 条 件 

1 < o, < o, < ee g, < m. 
对 每 个 舒 伯 特 符号 orelo) CG, CR'O RAHA n F 
in X 的 集合 , 且 使 得 对 于 i=1,2;5° 1.48 

dimcx (RO, dimtx OR Desde. 
显然 ,每 个 XEC,(R") 正 好 属于 集合 e(c) 之 一 . 可 
以 证 明 ,e(c) 是 
dc) 一 (al 一 1) 十 (ao 一 2) 十 … 十 (av 一 7127) 
维 的 一 个 开 胞 腔 . 
施 蒂 费 尔 - 惠 特 尼 类 的 惟一 性 (uniqueness of 


Stiefel- Whitney class) 对 于 每 个 回 量 丛 至 多 只 
在 一 个 施 蒂 费 尔 - 惠 特 尼 类 . 至 多 存在 一 个 对 应 2— 
wi($), 它 把 在 仿 紧 底 空间 上 的 每 个 实 向 量 从 对 应 于 
满足 施 蒂 费 尔 - 惠 特 尼 类 的 四 条 公理 的 上 同调 序列 . 

施 蒂 费 尔 - 惠 特 尼 类 的 存在 性 (existence of 
Stiefel-Whitney classes) ”对 每 个 向 量 从 存在 非 零 
的 施 带 费 尔 - 惠 特 尼 类 . OC BP n 平面 从 ,其 
全 空间 为 上 , 底 空间 为 已 ,射影 映射 +:E 一 B, 纤 维 F 
二 x !(b). Eo RI E 的 所 有 非 零 元 的 集合 ,F。 表示 
纤维 下 的 非 零 元 的 集合 ,显然 Fo 二 FEo. 

取 系 数 群 Zz/2, 则 群 H'(E,E,) = 0m TR 
H"(E,Eo) 包 含 惟 一 的 类 ,使 得 对 每 个 纤维 
F=x !(b) , BR il 

u | cep GI OVES 

是 HF, Fo rp f£ — i) dE E 28. 进而 对 应 关系 ro 
xUu Sr £ EM I — + WH H'(E) 一 
H'"U(GE,E)D.38 8$ PR u 为 基本 上 同调 类 . 

然后 利用 托 姆 同 构 g: HB)  H"""CE,ED RK 
定义 

w;($)—4$ !Sq4(1) G=0,1,2,.). 

AT VA S ik. Ea E D aw Sx AR - BRERA OAS 
JE. 

TE 38 fa) f4 (Thom isomorphism) 回 量 从 的 底 
空间 的 上 同调 群 与 全 空间 的 上 同调 群 同 构 . BD mal 
$: HCLD HIE, Eo), ER LAM TAN SA 

H* (B) DH'E) E HG, E). 

斯 廷 罗 德 运算 (Steenrod operation) 上 同调 
群 中 一 种 特定 的 加 法 同 态 .斯 廷 罗 德 运算 由 下 述 四 
个 基本 性 质 定义 ,这 里 系数 群 理解 为 Z/2. 

1. 对 于 每 一 对 空间 X OY. $8 —» 3E fas 
n,i, 定 义 一 个 加 法 同 态 

Sq ell" (N YI TPP CAN YY 

2. BAA E. BH f. (X,Y 了 ) 一 (X',Y'), 则 

Sg e f° = f* ° Sq. 

3. Xp aC H'OX,YO, W| Sg?(a) = a, Sq'Ca) 
二 aUa, 而 Sg (a)—0G2n. 因此 ,最 有 意义 的 运算 
是 0«i «n 的 那些 运算 . 

4. SAX. 只 要 a Ub 有 定义 ,等 式 

Sg (a UD = > Sq U Sq G) 
Gates 


成 立 . 
全 斯 廷 罗 德 运算 (total Steenrod operation ) 
各 阶 斯 廷 罗 德 运算 之 和 . 全 斯 廷 罗 德 运算 为 
$q(a) = a + Sq!(a) + Sq*(a) + ++ + Sq" (a5, 
aC H'CX,Y). 
定向 从 (oriented bundle) 纤维 具有 协调 定 问 
的 向 量 从 . Sz n ZEE [5] EA £ 的 定向 是 一 个 函数 , 它 给 


€ 的 每 个 纤维 下 以 一 个 定 回 , 且 服 从 下 述 局 部 相 容 
性 条 件 : 对 底 空 间 的 每 个 点 如 ,存在 一 个 局 部 平凡 化 
KEICN,h), bE N. h: NXR'—z CN) 使 得 六 
上 每 个 纤维 下 = 二 x (b), MWR $8] F OAR x — 
h C, x) & DRE [u] HJ. 

欧 拉 类 (Euler class) 实 向 量 从 底 空间 的 一 个 
上 同调 类 . 定向 实 n 维 向 量 从 § 的 欧 拉 类 是 上 同调 
Xel) € HH"(B;Z) ,在 标准 同 构 

T :H"(B;Z)>H"(E;Z) 
下 , 它 对 应 于 wls, 其 中 是 HH"(EE,) 中 惟一 的 上 
同调 类 ,限制 在 H" (F F.) BOSE t EB E [5 25. 这 里 
的 五 为 全 空间 ,B 为 底 空间 . | 

欧 拉 类 的 性 质 : 

1. 自然 性 . A f : B—> B' 被 一 个 保定 回 的 从 映射 
E> E BG | eE — f" eC! )， 

2. E dE. 5 的 定 同 反 向 , 则 欧 拉 类 e(2) 变 号 . 

3. E £F EER n 是 奇数 , 则 e(ë) +e(€) =0. 

4. B AR IIS HP'(B;Z)— H" (B ;Z/2)JB K hi 28 
e CE) I5 78 b a Be AR - BE Fp J, RR v, CE). 

5. 惠 特 尼 和 的 欧 拉 类 满足 e(66S —  () U 
eC"). 类 似 地 , 笛 卡 儿 积 的 欧 拉 类 满足 

e(EX &')=e(€) x e(8 ). 
— 6. # MEA € 具有 一 个 处 处 为 零 的 截面 ， 
则 其 欧 拉 类 e(2) 必 为 零 . 

托 姆 同 构 定理 (Thom isomorphism theorem) 
向 量 从 上 同调 群 之 间 存 在 同 构 的 定理 . 该 定理 断言 : 
E Š ARA lu] n FEA. A 是 系数 环 , 则 存在 一 个 且 仪 
有 一 个 上 同调 类 u€ H"(E,E。o;A), 对 于 每 个 纤维 
F,u 在 (Fo 上 的 限制 等 于 up € "CP ,Fo5 AD. t 
而 对 应 关系 yey Uu 对 每 个 整数 j 同 构 地 把 
HE; DEKH” E, E.A: A). 

E (文俊 ) 类 (Wu class) nn 维 光 滑 流 形 上 的 一 
种 上 同调 类 . 对 于 nn 维 光 滑 流 形 M, 吴 文俊 发 现 对 
每 个 存在 一 个 且 仅 有 一 个 上 同调 类 wecH'OnD, 
对 每 个 xz 满足 等 式 

(o UU x, = (Sg (x) sp) 
其 中 为 M 的 基本 同调 类 . 04 R9 — k 时 vi 为 零 . 
vi 称 为 吴 ( 文 俊 ) 类 . 全 吴 ( 文 俊 ) 类 
vE HM)=H MD (M): PH" (M) 
为 形式 和 
vol -9.4 3 
显然 ,全 吴 ( 文 俊 ) 类 对 每 个 上 同调 类 x 满足 等 
CO py (Ses 
Sq 为 全 斯 廷 罗 德 运算 . 

4 RE) BH (total Wu class) 

类 ”. 


AX OUR) 
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流 形 上 的 分 析 


施 蒂 费 尔 - 惠 特 尼 类 的 吴 ( 文 俊 ) 公 式 (Wu for- 
mula for Stiefel- Whitney class) ”关于 光滑 流 形 切 
处 的 全 施 蒂 费 尔 - 惠 特 尼 类 与 全 吴 类 的 一 个 公式 . 12 
M 是 光滑 流 形 ,rw 为 M 的 切 丛 , 则 UM 的 全 施 蒂 费 
ZK-8 EZR SF Sq Co) , Bl! 

UV, 一 >) Satu), 


HP o € H'ODO XR OCBOS v HER CZ. 

古 津 序列 (Gysin sequence) 特殊 的 正 合 列 . 
对 于 任意 的 定向 实 维 向量 从 ,存在 整数 系数 的 
形 如 

eH GEHT (YWIBU G 

>Hi (Bg). 
的 正 合 列 ,其 中 z: E — BGE, ASS lal E 的 非 零 向 
量 组 成 的 空间 ),e 为 的 欧 拉 类 ,Ue fo Bar 
aUeC(D. XX IESUS A BR. 

Be COE &) 2 (Chern class) & [8] EE JA Bg — AE 
同调 类 . 设 w DE n HE T] E: PA , oR 为 其 基本 实 向量 
从 ,E, 表 Elwn) 中 所 有 非 零 向 量 所 成 子 空间 ,Ek。 中 
任意 点 v 位 于 的 一 个 确定 的 纤维 F 中 . 设 w 上 给 
定 埃 尔 米 特 度量 , 取 wv 在 Fs 中 的 正 交 补 作为 点 v 上 
的 纤维 ,得 以 Eo 为 底 空 间 的 复 2 一 1 SIB a, 
则 陈 类 c: Cw) € H" CB; DIR w 的 复 维 数 递 推 地 定义 
为 : 顶 陈 类 ( 即 最 高 维 陈 类 )c,(w) 等 于 欧 拉 类 e Cop) ; 
对 i<n, MA 

C;(@) = ng c; (9), 
Xf 22 TE c; 69) —0. 

这 种 定义 是 有 意义 的 ,因为 在 古 津 序列 中 ， 
zo HA" (GB) HP CEST. in 是 一 个 同 构 . 

全 陈 类 (total Chern class) 各 阶 陈 类 之 和 . 环 
H"C(GB;Z) H É RM Kew) = 1- Fei CoD ++ + c, (o) 
就 称 为 w WERA, Hoe (o0 NE n 维 向 量 从 o Di 
第 i 个 陈 类 . 

陈 类 的 乘积 公式 (product formula for Chern 
class) ” 陈 类 的 一 个 乘积 公式 . 若 w 与 $ 是 仿 紧 底 空 
E BEA ASR BA, REAM oD 的 全 陈 
类 有 下 述 公式 

c(w 4) = cCo) * cC, 
它 被 称 为 陈 类 的 乘积 公式 . 

itg (conjugate bundle) — 5 4 [n] BAK 
且 有 相互 复 结 构 的 向 量 丛 .和 若 w 是 一 个 复 向 量 丛 ， 
HEA 是 一 个 复 癌 量 从 ,与 %。 有 相同 的 基本 实 癌 
量 从 
但 有 “相反 的 ” 复 结构 . 因而 映射 :E(w) 一 E(w) 是 
FED 2X, TERIS , BY Mt REA REX 4 及 每 个 eEk(w), 有 

fre) = Àf (e), 
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HP À E AARAA X. 

3t gu JA BJ RAB c, CoD EF (—1) c, (wo), Ai 

c(w) =1—c¢,(@) +c,(w) + + C— DD", Coo). 

庞 特 里 亚 金 类 (Pontriagin class) 复 化 的 实 向 
量 丛 的 整 陈 类 . EAM BAEC 为 的 复 化 ， 
第 i 个 庞 特 里 亚 金 类 p;($)EH*(B;Z) 定 义 为 整 上 
同调 类 (一 1)'c, (ERC). 

TA, 4 i>n/2 BF, p, (£). 

全 庞 特 里 亚 金 类 (total Pontriagin class?) 各 
阶 庞 特 里 亚 金 类 之 和 , 全 庞 特 里 亚 金 类 定义 为 环 
HH"(B;Z) 中 的 可 逆 元 

PCE!) = 1 + AO +e ptr Š), 

Ln/2j 为 不 超过 n/2 的 最 大 整数 ,其 中 p; CO SC II 
量 从 § 的 第 i 个 庞 特 里 亚 金 类 . 

惠 特 尼 和 的 全 庞 特 里 亚 金 类 p (ç D7) F] £ + 
ELM? 阶 元 素 ). 换言之 ， 

2C(pCG @7) — pp) = 0. 

陈 数 (Chern number) 与 陈 类 相关 的 数 . 设 K" 
是 复 n 维 紧 复 流 形 , 则 对 于 n 的 每 个 划分 T=1 siz, 
… ,i ;第 了 个 陈 数 

ci K* ] = c; +c, LK" ] 
定义 为 整数 
(ci LÉI leren, C0 s Hon) 5 

其 中 = 表示 OK" BJ UJ PA Uan BSN Bi y AE BU E In] 88 E 
的 基本 同调 类 ,对 于 非 ”的 一 个 整数 之 划分 了, 定义 
ci K^ ]— 0. 例如 ,P"(C) 为 复 射 影 空 间 , 则 对 于 n 的 
(EMT (1506545 


c; c; c; LP*(C) ] = 


nap I 
11 


cr " 

庞 特 里 亚 金 数 (Pontriagin number) 与 庞 特 里 
亚 金 类 相关 的 数 . 设 M?” 是 一 个 光滑 紧 定 向 流 形 ,对 
n 的 任 一 个 划分 [= (7 5229 *** Z, 2 ;第 I 个 庞 特 里 亚 
金 数 

bILM"] = pi pitt p LM" ] 
定义 为 整数 
(pi CO) pi, CC) pi CT) 5 Pan? » 

其 中 表示 切 从 ,pu 表示 基本 同调 类 . 

若 把 M” 的 定向 反 过 来 ,注意 到 庞 特 里 亚 金 类 
不 变 , 而 pa 改变 正 负 号 , 故 庞 特 里 亚 金 数 要 改变 正 
ji d 

作为 一 个 例子 , 复 射影 空间 P”(C) 忘 掉 它 的 复 
结构 SEEKER An 的 紧 定 向 流 形 ,因此 ， 


2n + 1 2n 4-1 
bs pip [P™(C)] = |". x |: 
1 ” 
Xj BRM (symmetric function) 对 各 分 量 置 


PRE ARE AY Bh PRAM. tite ot, BREIL A 
整 系数 的 多 项 式 图 数 Ft tes et G0 FE tists oth 


BJ) BE PAP E BS SUERTE APM Bp PHL. 
XY PK PAB L— T FH 
SC Er ary area a 
而 S 本 身 也 构成 了 nn 个 代数 独立 生成 元 的 多 项 式 
环 
S = Z[o,,9,,::,0,], 
Op =C; Cti st ttt yt) BEAN k URS XT PR BP o, JE n. 
tos 的 在 次 齐 次 多 项 式 , 且 
下 和 
SSC sire) St) Cl eee). 
MIF k AER SY T= Ci sizs i) BIBT k =i + 
late tin E X — T k BITCH BW s. 选择 n> k 
f tote BOT SEX] PRESA 01.0: ,os 是 代数 
独立 的 . 设 S15 Si ,是 满足 
SCO s023 Oy) = > neu 
的 惟一 的 多 项 式 . 这 个 多 项 式 不 依赖 于 n. 

设 w 是 复 n 维 向 量 从 , 底 空间 为 B, 全 陈 类 为 c 
=1+c ++ +c, 对 于 任意 ASO 及 有 的 任意 划分 了 ， 
上 同调 类 sjCe m51Cei)bhee S6) E H” (BZ), BH 
尼 和 的 示 性 类 si Cc (wo! )) 等 于 

> s, (c(e))sK(c(@!)). 


JK=I 


特别 地 , 惠 特 尼 和 的 示 性 类 s, (c Co CD o DD SF 
se(c(w)) Ds Let )). IRER Csr le) slan) € Z 等 
于 陈 数 的 一 个 适当 的 线性 组 合 . 

利用 庞 特 里 亚 金 类 与 庞 特 里 亚 金 数 也 可 得 到 类 
似 的 示 性 类 与 示 性 数 . 

陈 数 的 线性 独立 性 (linear independence of 
Chern numbers) 诸 陈 数 组 成 的 矩阵 为 非 奇 异 的 . 
设 ET, EI, +, K" ER MIÉ ,满足 s: (c) EI Lo, W 
陈 数 的 pln) X p(n) FARE 

Doro LK X KA X os XK |] 
是 非 奇 异 的 ,其 中 trotzt tai, Za DOE OTA BY Ae n 
的 所 有 划分 . 

庞 特 里 亚 金 数 的 线性 独立 性 (linear indepen- 
dence of Pontriagin numbers) 诸 庞 特 里 亚 金 数组 
成 的 矩阵 为 非 奇 异 的 . Æ M MUS, ME In] 
WE ,满足 se PLM" AO, Wl JE RE E ME dz 32 BJ p(n) 
X b n SB FE 

[pi pin pi Mi x M's x + x MII 
是 非 奇 异 的 . 

陈 特 征 标 (Chern character) 全 陈 类 在 对 称 函 
数 作用 下 的 一 种 形式 和 . R n 维 向 量 从 o 的 陈 特征 
ËR ch(o) 定 义 为 形式 和 


n+ SlsGGQn)/H € H'GQ). 
陈 特征 标 满足 可 加 性 与 乘法 性 . 


定向 配 边 类 (oriented cobordism class) RB 
的 一 种 等 价 类 . 对 于 两 个 光滑 紧 定 向 维 流 形 M 与 
MM', 知 存 在 一 个 光滑 紧 的 带 边 的 定向 流 形 XX, 使 得 
OX 及 其 诱导 定 问 在 保持 定向 的 同 胚 之 下 同 胚 于 MM 
与 (一 AM ) 的 无 交 并 , 则 称 M 与 M' 属 于 同一 个 定向 
配 边 类 . 

定向 配 边 类 的 这 种 关系 是 自 反 的 .对称 的 和 传 
递 的 ,因此 是 一 个 等 价 关 系 ,在 这 种 等 价 关 系 之 下 的 
等 价 类 之 集 记 为 Q, 对 2, 中 的 任意 两 个 元 素 {M)， 
(M ,用 无 交 并 作为 群 运算 , 则 2, 构成 一 个 阿 贝 尔 
群 , 这 个 群 的 零 元 就 是 空 流 形 的 配 边 类 .例如 ,可 以 
列 出 定向 配 边 类 群 如 下 :人 2, 守 Z ,0 =0,0,=0,0, 
—0,0,2:2,0, —-Z2/2,0,— 0,0, —0, 0,220232. e? 
= (2/2) (2/2) 4422/2, 22/2. | 

托 姆 空间 (Thom space) 某 种 特殊 的 商 空 间 . 
设 是 上 平面 从 (具有 欧 氏 度量 ), ACEO BES 
间 中 满足 |v| 宇 1 的 全 体 向 量 v 所 组 成 的 子 集 , 则 当 
EC) PR) A 38 2g — ka + Br Xt EB ig == IR] E (£) / Af 
WE 的 托 姆 空间 , 记 为 T(E&). A 缩 成 的 点 记 为 与 , 则 
其 补 T(S)\(to} 由 满足 |v| 过 1 的 向 量 v€E EHR. 

关于 7 了 (§) 的 拓扑 有 下 列 性 质 ， 

1. 如 果 底 空间 B 是 一 个 CW 复 形 , 则 托 姆 空间 
7 (6) 是 一 个 (4 一 1) 连 通 CW 复 形 ,而 且 相 应 于 B 的 
Stu 胞 腔 有 一 《n 十 8) 胞 腔 . 

2. 如 果 & 是 B 上 定向 平面 从 , 则 每 个 整 同 调 
FH (T(E) ,zo) 同 构 于 BH;(B). 

托 姆 定理 (Thom theorem) 关于 托 姆 空间 的 
同 伦 群 同 构 于 定向 配 边 群 的 定理 . 该 定理 断言 : 设 
二 n 十 1, 万 有 托 姆 空间 的 同 伦 群 zx, CD OM) ,to) 标 准 
同 构 于 定向 配 边 群 2,. 类 似 地 ,与 未 定向 万 有 从 相 
联系 的 同 伦 群 ma T OF) ,to) 标 准 同 构 于 未 定向 配 
WEF N, 

H Jb 7% H, ORT. Bo XL # BJ JE 2H EM: # nF 
(mod4), 则 定向 配 边 群 OQ, APR BS Æ n= Ar, WU] 


— Q, 是 一 个 有 限 生成 群 , 其 秩 为 r BJ R| 4 3 p Cr). 


3E FE FFF! (multiplicative sequence) Z iix Ej 
成 的 一 个 序列 . 设 4 是 一 个 固定 的 有 单位 元 的 交换 
环 ,4 AT, 4，4，…) 代 表 一 个 分 次 4 代数 ,对 
于 每 个 这 样 的 4 "有 一 个 相 联 系 的 交换 环 AT ,是 由 
形式 和 式 ao 十 ai 十 az 十 …(wE4) 构 成 的 . {K, Gn 
Xx2，""…，,X,)}) 是 多 项 式 序列 ,其 系数 在 A 中 ,zx; 是 1 
次 ,每 个 多 项 式 Kai test En 次 齐 次 多 项 
式 . 对 于 首 项 为 1 的 元 素 a€ 4h", 定 义 为 一 个 首 项 为 
1 的 元 素 K (a): 

KG) = TAa + K,(asa,) ns 
dr K (ab) = K Ca) K (6) Xt BE X FE PKR A" 
及 所 有 首 项 为 1 的 元 素 a ,b€ 4 成立, 则 称 { 天 ,} 构 

289 


流 形 上 的 分 析 


成 一 个 多 项 式 的 乘法 序列 . 

RT BRB A FE GK FOF (multiplicative se- 
quence belonging to power series) Hi n RAW A 
数组 成 的 乘法 序列 . 给 定 一 个 系数 在 A rj BJ) J SNR 
ZUR f(2) 二 1 十 Nt 十 Nt 十 … ,存在 一 个 且 仅 有 一 个 
系数 在 A 中 的 乘法 序列 {K,), 满 足 条 件 K (144) 
=f), WER (K) EB a F(t) BY FRE Fr YI. 

K 亏 格 (K-genus) ” 庞 特 里 亚 金 类 的 某 种 有 理 
线性 组 合 . 设 {K,} 是 有 理 系 数 的 多 项 式 乘 法 序列 ， 
E M” 的 维 数 不 被 4 ERR WE KOSH KLM" | 
TE; # m=-4n, WIE MAA ERA 

K,[ M] = (K, (pis pos Pa) s Hin?» 
{K,} 是 乘法 序列 ,p; 表示 M” 的 切 从 的 第 i 个 庞 特 
里 亚 金 数 . 

WAR K| |M” E M" 的 庞 特 里 亚 金 数 的 某 种 有 


理 线 性 组 合 . 告 有 乘法 序列 为 “符号 差 定理 ”中 的 {L,)， 
则 LLM" REA Le. 

L'*f4&(L-genus) Wh“K 7h”. 

SZ (signature) ” 紧 定 向 流 形 的 一 种 指标 . 


设 M" 是 一 个 紧 定 向 流 形 , 若 维 数 不 能 被 4 整除 , 则 
M" HAS Bo ELAS: A om = 4k, te f 
H” (M" QD EE a.a; e 
[Ca; U aj, 1 ] 

是 对 角 阵 , 则 oCM*) 是 正 对 角 元 的 数目 减 去 负 对 角 
元 的 数目 .早期 文献 中 有 时 也 称 o 为 M 的 指标 . 

符号 差 旺 数 有 下 列 性 质 : 

1. c M-- M') -ce(MD t eCM? ). 

2. (MX M')=a(M)o(M'). 

3.4 M 是 一 个 定向 边缘 , 则 o (MD = 0. 

符号 差 定理 (signature theorem) 紧 定 向 流 形 
的 符号 差 等 于 工 亏 格 的 定理 . 设 {Li(pi, pret b) 
FE DRT RE 


了 

tanh vr 
= E3 = 1 2 NP = k—1 2" Bt" 
EE ict 十 "x 1) (25) 
的 多 项 式 乘 法 序列 , 则 任意 光滑 紧 定 向 流 形 M" BS 


符号 差 oCM*) 等 于 工 亏 格 LLM* |], 其 中 B 表示 第 i 
个 伯 努 利 数 ( 参 见 《 初 等 数论 ) 同 名 条 ). 

也 可 称 这 个 定理 为 流 形 的 指标 定理 或 希 策 布 鲁 
赫 指 标定 理 . 

乘法 示 性 类 (multiplicative characteristic cla- 
ss) 由 乘法 序列 引信 的 一 种 上 同调 类 . 设 A 是 包含 


1/2 的 整 环 ,天 ,是 系数 在 4 中 的 乘法 序列 ,对 于 实 
XE I8] [6] E JA. 6, 

k (E) = K, (pi (8) 5p. (Š), Pa CE). 
显然 得 到 一 个 “ 示 性 类 ”序列 ， 
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k,(€) € H”(B;A), 
它 关 于 从 映射 是 自然 的 , 且 满 足 乘法 公式 
DEL E E, 


k, CE) — 1. FE k, (D 3838835 HR. 

SÉ & HE dg EB MP. £ 3€ (combinatorial Pontriagin 
class) 庞 特 里 亚 金 类 的 有 理 多 项 式 . 设 天 "是 ” 维 
紧 有 理 同 调 流 形 , 是 标准 > 十 1 维 单 形 的 边缘 . 当 
fiK'-X 是 分 片 线性 映射 , 且 ”一 "一 和 ,对 几乎 全 
lk y€Z.f' G0&— 4 EUR H IUUD ,给 定 
T K 的 定向 , 则 了 '(y) 有 一 个 诱导 定向 ,其 符号 差 
c(f OD) 与 y X, Mei FRM Ai < 
(n 一 1)/2, 存 在 一 个 且 仅 有 一 个 上 同调 类 /; € 
HH*(K";Q), 满 足 

LUS* (u) ,p=o(f), 
其 中 f:K" > “. 当 KK JE M 的 前 分 时 ,类 Li;CM") 等 
TM 的 切 从 的 希 策 布 鲁 赫 类 LiCbis post p). H 
于 在 (pi;Pps，,… ,pi) 中 p; 的 系数 不 为 零 , 故 由 等 式 4. 
= Lipi ,pi) 中 递 推 地 解 出 庞 特 里 亚 金 类 户 为 
Ist 的 有 理 多 项 式 . 例如 
Pi = 3h, po = (452, + 90/7 

等 . 上述 的 作法 在 组 合流 形 上 可 行 ,因此 ,这 样 的 也 
类 p, 称 为 组 合 庞 特 里 亚 金 类 . 

以 前 讲 的 庞 特 里 亚 金 类 ,其 定义 要 依赖 于 纤维 
从 的 微分 结构 . 因此 组 合 定义 是 一 个 进步 .已 经 证 
明 , 庞 特 里 亚 金 类 不 是 拓扑 不 变量 ,而 有 理 系数 者 是 
拓扑 不 变量 . 

Wt BE (characteristic class) 示 性 类 理论 的 基 
本 概念 . 施 蒂 费 尔 - 惠 特 尼 类 、 陈 类 、 庞 特 里 亚 金 类 等 
统称 为 示 性 类 . 施 带 费 尔 - 惠 特 尼 数 、 陈 数 、 庞 特 里 亚 

I YER (characteristic number) “AHA”. 

Wit J£ AS aR FE BE (characteristic class of a mani- 
fold) 各 种 流 形 上 的 示 性 类 . 微分 流 形 或 ( 殖 ) 复 流 
JÉ MM, 其 切 从 的 示 性 类 称 为 流 形 M 的 示 性 类 . 

BUE F Z/2 的 流 形 的 施 蒂 费 尔 - 惠 特 尼 数 及 取 
整数 值 的 流 形 的 陈 数 与 庞 特 里 亚 金 数 统称 为 流 形 的 
示 性 数 . 

流 形 的 示 性 数 (characteristic number of a 
见 “ 流 形 的 示 性 类 ”. 


E it 


Æ i£ (sheaf theory) 提供 从 局 部 到 整体 的 一 
个 有 力 工 具 . 层 论 作 为 一 个 理论 ,其 基本 内 容 是 层 系 
数 上 同调 论 ,这 正好 为 流 形 上 的 整体 分 析 提 供 了 强 
有 力 的 工具 . 

多 复 变 函数 论 中 著名 的 库 辛 问题 ( 库 辛 第 一 问 


manifold) 


题 与 库 辛 第 二 问题 ) 是 日 本 数学 家 内 消 利 用 了 层 系 
数 的 上 同调 论 与 全 纯 域 给 出 解答 的 . 以 层 论 为 基础 ， 
结合 嘉 当 (Cartan,H. ) 5 MKT SA ep Er A e 
的 研究 ,发 展 为 凝聚 层 的 概念 ,利用 凝聚 层 的 理论 ， 
嘉 当 与 塞 尔 (Serre,J.P. ) 得 到 施 坦 流 形 的 基本 定理 


勒 雷 (Leray,J. 21945 年 发 表 的 在 战俘 营 中 讲 
授 代数 拓扑 的 讲义 中 包含 着 层 论 的 萌芽 ,而 在 1946 
年 的 两 篇 短文 中 正式 引进 层 、 层 的 上 同调 和 谱 序 列 
等 概念 ,接着 从 1947 年 起 在 法 兰 西学 院 系统 讲授 ， 
而 于 1950 年 详细 发 表 . 

嘉 当 在 其 讨论 班 (1950 一 1951 年 间 ) 发 表 了 层 
i£ ,采纳 了 拉 扎 尔 (Lazard,M. ) 的 建议 重新 定义 了 
层 的 概念 .这 就 是 希 策 布 鲁 赫 (Hirzebruch F. E. 
P. )1956 年 著作 中 采用 的 层 ( 德 文 Gavbe) , JRR Bh 
雷 意义 下 的 层 将 其 中 闭 集 改 为 开 集 后 被 称 为 Gar- 
bendaten. 在 1966 年 的 英文 版 中 分 别 被 译 成 为 
sheaf 和 presheaf. 

BS EH Ge, (Grothendieck, A. T 1957 年 又 重 
新 定义 层 的 概念 ,并 由 哥 德 曼 (Godement,R. 2 89 Ë 
广 为 传 播 . 预 层 概 念 与 嘉 当 - 拉 扎 尔 的 一 样 , 层 定义 
为 满足 附加 两 条 性 质 的 预 层 ,并 且 嘉 当 - 拉 扎 尔 的 层 
被 称 为 平展 空间 (法 文 espace étalé, 英文 étalé 
space). 

可 以 证 明 , 嘉 当 - 拉 扎 尔 的 说 法 与 格 罗 腾 迪克 的 
说 法 是 等 价 的 .但 由 于 这 两 种 讲法 已 广泛 流传 , 便 派 
生出 陈述 上 的 困难 . 读者 遇 到 时 需 弄 清 其 定义 方才 
不 至 误会 . 本 篇 有 关 概 念 均 按 嘉 当 - 拉 扎 尔 的 说 法 . 

由 于 层 论 提供 了 整体 分 析 研 究 的 强 有 力 的 工 
具 , 它 在 数学 的 诸多 分 支 如 多 复 变 函数 论 、 复 流 形 、 
解析 几何 及 代数 几何 等 均 有 广泛 的 应 用 . 

预 层 (presheaf) 一 种 与 拓扑 空间 的 开 集 族 相 
联系 的 群 与 同 态 的 族 . 设 和 是 以 开 集 族 % 为 拓扑 
的 拓扑 空间 ,如 果 对 于 每 个 UE 化 ,存在 一 个 群 
G(D), 以 及 对 于 每 一 对 U,VEAU,VCU ,存在 一 个 
群 同 态 rw:G(V) 一 GC(0), 而 且 这 些 群 与 同 态 满足 : 

I. E U — WI GOUD AERE, 

2. 对 于 每 个 VE ,rw 为 恒 等 同 态 id; 

3. X] - U,V,W € ?7,W CCV CU 有 


MÜ y ix S6 BE SRS SRA ` BE. IA 


(GU) A, EK fg) zy G. Bil xg X. PHGU) tB, u 
以 为 环 或 是 模 等 . 
E(sheaf) 一 种 具有 特殊 结构 的 拓扑 空间 与 


映射 的 三 元 组 (F,x, 和 XX). 设 五 与 XX 为 拓扑 空间 ,x: 
F— X 为 局 部 同 胚 的 连续 映射 ,如 果 下 列 条 件 成 立 ， 
MWK CF r DEX EBg—^7 HE. 称 为 投影 : 

1. 对 于 每 个 zEX,x-!(zx) 是 下 的 一 个 有 群 结 


构 的 子 空间 ; 

2.1 (x) E BJ tie TE F 的 诱导 拓扑 之 下 是 
连续 的 . 

此 外 上 述 定义 中 的 群 r '(z) 也 可 以 是 环 或 是 模 
等 . 

= (stalk) 层 论 的 基本 概念 . 层 的 定义 中 的 群 
x (x) RRPRA x EWE, wA Fixe X). 

BAS A (section of sheaf)’ 具有 某 种 条 件 的 
一 种 特定 的 连续 映射 . 设 (F,x, 六 ) 是 一 个 群 层 ,一 
连续 映射 ;s:U 一 ,UCYX, 奉 x。s 二 1d, 则 称 s 为 层 在 
UU 上 的 一 个 截面 . S (VU) 表示 层 在 U 上 连续 截面 
所 形成 的 空间 , 则 易 知 R(C) 是 一 个 群 .和 藻 :X 一 下 
满足 r。:* 王 id, 则 称 * 为 层 的 整体 截面 . 

Fle) A (sheaf homomorphism) 两 类 之 间 的 
映射 诱导 出 的 一 个 群 同 态 . 设 (F,x, 闵 ) 与 (F' ,x'， 
XE X E BJ W 4 EE , AER ALFOF WIE 
x A 二 Xx, 且 对 所 有 EX, h AEREA th BJ k SI 
An FF: 是 群 同 态 , 则 称 4 为 一 个 层 同 态 . 

ARIMA A BRR. A A '4B dE IBS WE 4 
为 层 同 构 . 

层 同 构 (sheaf isomorphism) 见 “ 层 同 态 ” 

子 层 (subsheaf) 由 子 群 关系 对 对 应 的 层 . iz 
(Rix, X)50S,7,X) 2 X EWER, ARES WH 
子 集 ,7|R 二 x, 且 对 所 有 的 TEX,R, 二 x (DES, 
—) (DRT RE. IB CR r, X) ECS 7 XW FER. 

层 的 截面 预 层 (presheaf of sections of a sheaf) 
由 层 的 截面 所 构成 的 预 层 . 设 (F ,x,XX) 是 一 个 群 层 ， 
F(U) 表 示 在 UCX 上 连续 截面 的 空间 , 则 它 是 一 个 
群 . 此 外 ,对 于 每 一 对 U,VCX,VCU, 有 一 个 群 同 


yv :F(U)—F(V), 

AT E (U), vo) 构成 一 个 预 层 , 称 为 层 的 截面 预 
层 . 

相配 层 (associated sheaf) ”由 一 个 预 层 通过 一 - 
定 的 构造 过 程 而 得 到 的 层 . 设 {G(U),Yvu} 为 XX 上 的 
一 个 预 层 ,下 面 的 构造 过 程 将 得 到 一 个 层 . G; 表示 
包含 mE€EX 的 UEX 上 每 个 群 G(U) 的 不 相交 的 
JF. 当 且 仅 当 存在 m € X 的 一 个 邻 域 W,WCV f 
U ,使 得 

Ywot = wyg (f € G(U), g € GCV)) 
时 ,就 称 f 与 g 是 等 价 的 . 这 就 得 到 G; 上 一 个 等 价 
KR. G; 元 素 的 等 价 类 集合 记 为 Gn 如 mEU, 设 
Ym.v:G(U) 一 Gs 是 一 个 自然 射影 , 它 把 G(U ) 的 每 个 
元 素 映 为 其 等 价 类 .不 难 验 证 ,G,, 上 可 以 定义 一 个 
群 结构 . 设 

ee Y, Cn? 
niG-—X,n(G,)—m.XP T£ + f€ G(U)K# Jr 
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集 UCX, RG 的 拓扑 基 为 O,— (Yuf | peu}. T 是 
一 个 局 部 同 胚 ,从 而 (G,zr,X) 是 一 个 层 ,G,。 是 层 在 
m 处 的 茎 . 这 样 构造 的 层 称 为 预 层 相配 层 , 记 为 
B(p) p= Gu: Yw). 有 的 作者 也 称 这 个 层 是 预 层 的 
层 化 . 

常 值 层 (constant sheaf) ” 亦 称 平凡 层 ,一 种 特 
殊 的 层 . 设 研 为 具有 离散 拓扑 的 一 个 群 ,做 直 积 X 
XT, 令 x:XXT>X,xr(r,7)=z, 则 (XXT,x,X) 
称 为 常 值 层 . 

Æ M Æ (trivial sheaf) EI“ 48 E". 

XE £i eR Br BJ BFR (sheaf of germs of meromor- 
phic functions) 解析 函数 的 芽 环 的 商 构成 的 芽 层 ， 
ë M 是 具有 拓扑 K m 维 复 流 形 , 令 AU) XR 
Uc L C Bi trm O, 表示 在 点 ZEM 解 
Jr PE XC B SF YR. z, 表示 O, We 表示 py 在 M 
上 不 相交 的 并 , 则 称 w 为 M EXE 21 ee 2% B SEU. 

复 流 形 上 的 亚 纯 函数 (meromorphic function 
on complex manifold) 复 流 形 上 解析 图 数 之 商 . 设 
M 是 复 流 形 ,映射 o, Mu, F: 

1. 对 所 有 的 TEM,m(x)EM,; 

2. 对 于 每 点 zxEAMf ,可 以 找到 r 的 一 个 开 邻 域 
U,f g€ AU) (8g 

mCy)—f,/g, Cy€UD; 
则 称 映 射 m 为 M EBJ—^ E b eR I 

其 中 的 记号 AU), y, us. 参见 “ 亚 纯 阻 数 的 芽 
B”. 

O i (sheaf of O-modules) ” 亦 称 解析 层 ,全 
纯 向 量 丛 的 全 纯 截面 的 芽 层 . 设 已 是 复 流 形 上 的 一 
个 全 纯 向 量 从 ,E 是 与 五 的 全 纯 截面 的 预 层 相 联 系 
的 上 的 全 纯 截 面 的 芽 层 ,对 于 每 个 xEX,E; 是 
E O, TR, FR EW ORE. 

fiti (analytic sheaf) BO MR”. 

丛 截面 的 芽 层 (sheaf of germ of sections of the 
bundle) 微分 形式 从 的 截面 芽 层 . 设 X 为 一 个 微 
分 流 形 ,C?*(p 宇 0) 表 示 复 p 形式 的 从 ABT" (X ) RJ 
C" 截面 的 芽 层 . We X 为 一 个 复 流 形 ,C** (p ,q 20) 
表示 复 (p,q) 形 式 的 从 A(X) KW OC? 截面 的 芽 层 . 

完全 预 层 (complete presheaf) 符合 某 些 条 件 
的 预 层 . 设 {G(U),Yvwv) 是 XX 上 的 预 层 ,如 果 对 于 任 
意 开 集 UCX, 当 它 可 以 表示 为 X 上 开 集 的 一 个 并 
UD, 时 ,下 述 条 件 成 立 , 则 称 这 个 预 层 为 完全 预 层 ， 

LZ fg € GU) EE Yuu f =Yuug 对 所 有 a 
成 立 , 则 f=g; 

2. EREN a TETE— NEIE foe GU.) ,使 对 
所 有 的 a 与 B.A 

Yu nuyu, f. = Yu nuyu, a; 
则 存在 一 个 SECU) 18 f.—Yv u f Va). 
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若 己 是 一 个 完全 预 层 , 则 aC BCP)) ER #E Hb IR] T4 
T P. 

me E (soft sheaf) 一 种 特殊 的 层 . 一 个 层 
(Na, X), AMX AMAA T $ K 和 截面 
s€ F(K),s 可 扩张 为 X 上 的 一 个 连续 截面 , 即 自然 
映射 F(X) 一 FCK) 对 X B9 BUR B f 88 K 是 满 的 ， 
MERCE, r, X) HKJ. 

精细 层 (fine sheaf) 容许 有 单位 分 解 的 层 . 知 
层 CF,r,X) 容 许 从 属于 X 的 局 部 有 限 开 覆盖 尺 的 
恒 等 同 态 的 单位 分 解 , 即 给 定 X 的 局 部 有 限 开 和 覆盖 
(Us ,存在 层 同 态 7: F— F WEIT: 

LX WEE U 的 某 个 闭 子 集 之 外 ,7 二 0; 

p. Zm = ECH 的 恒 等 同 态 ; 

则 称 层 《F ,x,X) 为 一 个 精细 层 . 每 个 精细 层 是 软 层 . 

层 的 分 解 (resolution of sheaf) 层 的 长 正 合 
JJ. E CF ,x,X) 的 分 解 是 层 的 长 正 合 列 

(cg ey Rue 
Tan. # REIS F, 是 软 ( 或 精细 ) 的 , 则 称 相 应 的 层 的 
分 解 是 软 (或 精细 ) 的 . 

E BJ ERE 4Y fll (canonical resolution of sheaf) 
一 种 特殊 的 层 分 解 . 层 F 的 标准 分 解 为 层 的 长 正 合 
列 

0—F-F, Er "Lp, SCH 
其 中 1i 为 包含 映射 . 

层 系 数 的 上 同调 群 人 cohomology group with 
coefficients in sheaf) 由 层 的 标准 分 解构 成 的 复 形 
所 产生 的 上 同调 群 . 设 F 为 X 上 的 层 , 与 F 的 标准 
分 解 

0— F >F, SUM. 


相 联系 的 复 形 为 


e? d; d 
Gre EE geess 
4 
H°(X,F) = Ker(d; J, 


H*(X,F) = Ker(d} )/Im(d}_,) (p> 0), 
B HX, 天) 都 是 一 个 阿 贝尔 群 . 称 H?(X POW 
系数 在 层 下 中 的 和 的 如 维 层 上 同调 群 . 

X 的 层 上 同调 群 的 性 质 : 

1. 给 定 X BJ FM. 

D H'OX,F)ZFOO; 

2) Ten, F 8m. n H*(X ,F)=0. 

2. Wt a:F>G J: X EB + P= [8] BJ EAA. Wa 
> 0,fffE— T USE RIS 

a^; H'CX,F)—H*(X,G) 
满足 : 
D a^; HOX,F)—H?^CX,G218 E a 诱导 的 在 


截面 上 的 映射 ; 

2) # a: F—F 为 便 等 同 态 , 则 a^ Cp 00 t E: f 
等 同 态 ; 

3) #a:F>G,b:G>H Æ X E Jš BJ |F] , Wa 
T p 之 0, 有 

(ba)? bio: H’ (X,F)—>H*’(X,H). 

3. Æ 0> F>G>H>0 E X LEWAESII, 
则 对 p 0, FEARAS ó: A? (X, HO > 
H^(X, FRE: 


D 上 同调 列 0 H° (X, F) HG.) 
HX, H)ŠH' (X, ki E EB; 
2) 给 定 上 层 的 短 正 合 列 的 交换 图 
b 


0 F G H ——V 0 
C d 
0 A B C 0 


相应 的 上 同调 图 ( 见 “ 铎 尔 博 尔 复 形 "图 ) 是 交换 的 . 

德 拉 姆 复 形 (de Rham complex) C 模 序列 与 
外 微分 运算 组 成 的 复 形 . 设 和 是 一 个 2 维 微分 流 
E , 德 拉 姆 复 形 是 下 述 C 模 序列 与 外 微分 构成 

0— CC C Res Rn Co 0. 
铎 尔 博 尔 复 形 (Dolbeault complexes) HH # Yi 
形 的 C 模 序列 与 算 子 3 与 3 构成 的 复 形 . 设 和 是” 
维 复 流 形 ,对 于 0.420,48 FXSEEZIIURAUE 
0 — 0’ CP 3 GC Cr Ea CH — 0, 
0 — Dir RC 4014 4... C714 SC" — 0, 

其 中 O^ 表示 反 全 纯 从 AX 的 反 全 纯 截 面 的 芽 层 . 
0 — H*(X,F) = H*(X,G) E H°(X, H^) zs 


7° en "p 


0 


0 C Q 0 
0 — H(X,D — H(X,B — H'(X, O 一 ~ 


德 拉 姆 上 同调 群 (de Rham cohomology group) 
由 德 拉 姆 复 形 产生 的 上 同调 群 . 设 X XE n 维 微分 流 
形 ， 
0>C—>C° CIS CU 
是 X 的 德 拉 姆 复 形 . 层 C? 都 是 精细 层 , 德 拉 姆 复 形 
是 常数 层 C 的 一 个 精细 分 解 , 设 
Hop (X sC) =Kerd:C°(X)>C' (X), 


Kerd.C*(X)—C*11(X) 


AC EE E 


层 论 


Wk H’ (XC) ROH p 维 德 拉 姆 上 同调 群 . 
铎 尔 博 尔 同 构 (Dolbeault isomorphism) H£ 
尔 博 尔 复 形 产生 的 上 同调 群 与 由 算 子 3 核 的 等 价 类 
B p= AE BJ BE |P] FJ. OX E x AER TE. ARARE 
形 为 
0 Or — C + Ch EN C 
层 C*"“(p,q 宇 0) 是 精细 层 ,因而 有 铎 尔 博 尔 同 构 
H(X Q’) 
Ker 9: C^*(X) > C?* (X 
= Im 3 : TEES s 
iE HE E coherent sheaf) 与 复 流 形 相关 的 关 
Rie. 对 于 复 流 形 M 上 的 解析 层 FE: 
1. 具有 有 限 型 , 即 M 中 每 点 xz 可 以 找到 一 个 
开 邻 域 和 有 限 个 截面 $1582» 7*5, € F(U) ,使 得 对 每 
个 yCU,1s. 982.9999" Shy} ER F, EAT O, 模 . 
£s 给 定 M 的 任意 的 开 子 集 和 截面 fisfisttsf, 
EFU), f =Cfhishases fp): Ob> Fi E E nb. 
MA 


9 
—- Cee — 0, 


b 
f Gi gis g,) E > RE a 
d] 


(g1,g2,**,g,) € OF (EU), 
f 的 核 是 Ob BITERCGG5feuVEBE TE 
i 之 间 的 关系 层 . xXx! ROfi, fic 
f;) 具 有 有 限 型 , 则 称 F 为 凝聚 层 . 
凝聚 层 的 性 质 有 : 

1. 具有 有 限 型 的 一 个 凝聚 层 的 每 个 解析 子 层 是 
凝聚 层 . 

2. 设 0— F-G—-H —0 是 解析 层 的 短 正 合 列 ， 
E F.G.H 'PEBIAT E: SEX ES LU AS — P tz, E: SERE 
E. 

3. 凝聚 层 的 有 限 族 的 直 和 是 凝聚 层 . 

4. zr a:F>G 是 凝聚 层 的 一 个 同 态 WKer(a), 
Im(a) ,Coker (a) EHR JE. 

5. dp F,G 是 凝聚 层 HKT, WE F 
+G, FUG 是 凝聚 层 . 

6.4 FG 是 凝聚 层 , 则 FRG ERRE. 

嘉 当 定 理 A(Cartan theorem A) 以 凝聚 层 为 
系数 的 上 同调 群 的 性 质 的 定理 . 该 定理 断言 : 若 下 
Je JH Wi JÉ M 上 的 一 个 凝聚 层 , 则 给 定 >€ M, A 
以 找到 

$1552» *** sS € HO (M, F) =F(M), 
AGT pod ;5p,z 生 成 F, 作为 一 个 (SS. 

嘉 当 定理 B(Cartan theorem B) 以 凝聚 层 为 
系数 上 同调 群 为 零 的 定理 . 该 定理 断言 :车 是 施 
坦 流 形 M 上 的 一 个 凝聚 层 , 则 

H'(M,F)—0 (q21). 
3B BRE (Fréchet sheaf) 复 流 形 上 一 种 特殊 
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流 形 上 的 分 析 


H ORE. R FERAE M EN ORE.A: 

1. 对 M 的 每 个 开 子 集 U.FQUOd&— 4" 3B Z St 
空间 ; 

2. 限制 映射 ywo:F(D) 一 下 (7) 都 是 连续 的 ， 

VCU; 
则 称 F 235 RUE. 

3X ` - 3 RÀ ER FE XE ER (finiteness theorem of 
Cartan-Serre) ” 复 流 形 上 的 凝聚 层 为 系数 的 上 同调 
群 的 维 数 为 有 限 的 定理 . 设 F 是 紧 复 流 形 M E. BJ E 
SE, W 

dime H* (M.F) <+ œ (q > 0). 

格 劳 尔 特 有 限 性 定理 (finiteness theorem of 
Grauert) 复 流 形 上 严格 拟 凸 域 上 以 凝聚 层 为 系数 
的 上 同调 群 维 数 为 有 限 的 定理 . 若 M 是 复 流 形 M 
中 的 一 个 严格 列 维 拟 凸 域 , 则 对 于 M 上 任意 凝聚 层 
FG 

dimoH^C(M,F) <+ œ (p > 1). 

塞 尔 定理 (Serre theorem) & Ft s == [8] DAR: 
凝聚 层 为 系数 的 上 同调 群 的 性 质 . 设 下 是 复 射 影 空 
间 P"CCO E RU BERS DUE Emo =m F) € Z ,使 得 : 

1. 对 于 每 个 LEPC). Hi Pro, Fm) AR 
Fim), fE J — G, (mm). 

2. 对 m=m,,H?(P"(C),.F(m)) =0 (0>1). ` 

Æ ZR OMT (BE EE (Serre duality theorem) & jit 
JE. L. 2 2 p] Eb A 5 XH [n] at DA PI]. _E el ARE JE] 4L B) E 
JB. Wt M E: m BARRE E E: M 上 的 全 纯 同 量 
从 ,E* 为 E 的 对 偶 向 量 从 , 则 

HCM,QFCE)) Z HAM OEY): 

格 劳 尔 特 上 同调 致 零 的 定理 (cohomology van- 
ishing theorem of Grauert) 关于 紧 复 流 形 的 凝聚 
层 为 系数 的 上 同调 群 为 零 的 定理 . 设 是 紧 复 流 形 
M 上 的 弱 正 癌 量 从 , 则 对 M 上 任意 凝聚 层 ,存在 
mó = mo(F) ,使 得 

HM FOE) =0 (p Z: lim = mo). 


流 形 上 的 微分 算 子 


流 形 上 微分 算 子 理论 (theory of differential 
operators on manifold) 流 形 上 的 分 析 的 一 个 分 
支 , 它 研究 流 形 上 椭圆 微分 算 子 及 拟 微 分 算 子 的 阿 
带 亚 - 注 格 指标 定理 及 其 应 用 . 

wM EAA EMRE. E, F MELB CR [nl 
量 丛 ,线性 映射 PC” CE) C” (F), FRC? OD 与 
C™(F) 分 别 是 与 F BJ CU ë TJ BJ A Ie] T == 
[8] , 若 在 局 部 坐标 下 已 表示 为 向 量 微 分 算 子 , 则 称 
P 为 WM 上 的 线性 微分 算 子 .类 似 地 可 以 定义 M 上 
的 拟 微分 算 子 . 对 于 这 两 种 算 子 ,可 以 定义 从 同 态 
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olP):n* (E)—=* (F), 

o (P) A f. P 的 象征 . ER 1E Rn, 

子 ( 或 拟 微分 算 子 )P 就 是 椭圆 算 子 . xF T SLE + 

已 , 阿 蒂 亚 - 辛 格 指标 定理 指出 :椭圆 算 子 的 指标 
ind(P)=(—1)"a"**"([o(P) Ke" D, 

其 中 at” Fe e |F] P B9 3E fV 5 是 贝 带 类 ,办 是 外 

TR. 这 个 定理 有 三 种 证 明 方 法 : 配 边 证 明 、 艇 入 证 明 

和 热 方程 证 明 . 

阿 蒂 亚 - 辛 格 定理 有 极 广泛 的 应 用 ,能 包容 高 斯 
E X eR EN SIXER UE R-E W-E R 
Ais Sb XE XE ; HE Hi SECUS KK RB) TZ IR] n] MP - 
PEPE SEA BE RAL sÑ ;能 应 用 于 有 边界 的 紧 流 形 的 
椭圆 型 边 值 问题 ;还 可 应 用 于 规范 场 理 论 等 

JE ER < XB dp y (Atiyah, M. F. ) 与 辛 格 
(Singer,I. M. ) F 1963 年 的 一 篇 合作 论文 中 首先 发 
表 的 ,继而 于 1968 年 阿 蒂 亚 和 辛 格 又 给 出 了 指标 定 
理 的 上 同调 形式 . 阿 蒂 亚 - 泣 格 指标 定理 是 分 析 学 与 
拓扑 学 结合 的 范例 . 

微分 算 子 (differential operator) 流 形 的 同 量 
从 之 间 的 线性 映射 ,在 局 部 坐标 下 为 微分 算 子 . 设 
M 为 紧 可 定向 n ERRE- E F RM ENC 8 
SH C^ CE) 5 C^ CO 4 ERR E 5 F WJ CT 
面 所 构成 的 复 向 量 空 间 . 线性 映射 P, CCE) 
一 C” (下 ), 若 在 局 部 坐标 系 下 可 以 表示 为 向 量 微分 
算 子 , 则 称 PP 为 线性 微分 算 子 , 而 且 这 样 的 PP 若 不 
出 现 高 于 十 1 阶 的 导数 , 则 称 为 从 瓦 到 下 的 & 阶 
微分 算 子 , 记 为 PEDiff CE, F)CE LEECO PRA) 
析 》 同 名 条 ). 

RE (symbol) ”一 种 由 微分 算 子 确定 的 从 同 
a. Ir MAMBAA, TM) EAT (M) 
控 去 零 截面 ,射影 x:7T'(M) 一 M SB Bx (E), 
x*《F) 是 从 拉 回 到 T’'(M), 有 从 同 态 o(P):x*(E) 一 
r" (F). 这 就 是 微分 算 子 忆 的 象征 (参见 本 卷 4 泛 图 
分 析 ) 同 名 条 ). 

由 co(P) 的 定义 得 到 一 个 映射 o:Diffi(E,F) 
—Smbl,CE,F). 而 Smbl CE. F)—- (ec Hom(x* E, 
r F)|olr, à) =Xolxz, v), Xt BB B A 这 0, Cv) 
€ T'(M)). 

象征 有 下 述 性 质 : 

1. 向 量 空 间 列 

0 — Diff, ,(E,F) —Diff,CE,F) >Smbl,(E,F) 
是 正 合 列 ,其 中 7 了 是 一 个 自然 包含 映射 . 

2.3; P € Diff, CE, F),Q€ Diff; CF ,G) , WAT 
QP € Diff. (E.G) A o(QP)=a(Q)o(P). 

3. xF F£ P € Diff;(E,F) ,存在 一 个 伴随 微 
分 算 子 P* CDiff, (F, E), 148 o (P*)= s. (P)* ,其 
中 cCP) ix^ (F)— GO) E E A fe B8 Jo ( P ) BJ pa] 


R“ 中 的 拟 微 分 算 子 (pseudo-differential opera- 
tor in R 与 奇异 积分 算 子 相关 的 R^ 中 微分 算 子 
的 推广 .在 开 子 集 UCR’ 上 ,局 部 形式 为 


Pod [et pix Da CO 


HET PRIR 中 的 拟 微分 算 子 ,其 中 p 是 算 子 
的 “振幅 ”, 而 (tx,6) 二 zj 如 十 zs 十 … 十 xz, 是 它 的 
“FA PR BL” 

[a= fe ucerdé 


E u BUS H np eR WE CS CU) CB € CU) AA 
紧 文 集 ). AT PERIE pĝ). 

拟 微分 算 子 是 微分 算 子 和 奇异 积分 算 子 的 一 种 
自然 推广 , 它 产生 的 原始 动机 之 一 是 为 证 阿 带 亚 - 辛 
格 指标 定理 . 最 早 对 此 做 系统 研究 的 是 科恩 (Kohn， 
J.J. ) 和 尼 伦 伯 格 (Nirenberg,L. 2 (19650 , P JE A $Ë 
尔 曼 德尔 (Hormander,L.V. ) 的 实质 性 工作 , 才 使 
得 在 奇异 积分 算 子 理论 中 , 屠 免 了 对 奇 核 的 繁杂 处 
理 . 

R"” 中 标准 拟 微 分 算 子 (canonical pseudo-diffe- 
rential operator in R) 在 局 部 坐标 下 满足 某 些 条 
件 的 拟 微分 算 子 .在 开 子 集 UCR” 上 局 部 形式 为 


(Pies x THE 
R” 


(xr € U,u € Cg; (UD). 
若 振幅 pEC™(UXR”) 满 足下 述 渐 近 增 长 条 件 ( 当 & 
一 00); 对 每 个 紧 子 集 KCU 和 多 重 指 标 Q= (A) saz, 
etsan) p= CO By sss ba E Z5 ,存在 常数 CER ,使 
得 对 所 有 的 z€ K MEERA 
IDsDipl(r,é)| SCA + ||», 
MPR P Æ REZ 阶 标 准 拟 微分 算 子 . 
每 个 标准 拟 微 分 算 子 P 实质 是 一 个 线性 映射 
P:CY(U)—>C™(U). 
每 个 标准 拟 微分 算 子 P 可 以 写成 积分 算 子 
(Pua) = | KG — Wuly)dy, 
或 
PEC) = | Kis — y) — AYu(Cy)dy, 


H'Ba€Cy QD. BUR K (2,2), Kir) T z 
0d C° NA 是 拉 普 拉 斯 算 子 . 

希 尔 伯 特 变 换 (Hilbert transform) 
拟 微分 算 子 . 

35 OR AB EAE SR Q CT (ROC (RY RE d 


(Qu) (xr) =— =P. V. j| tay 


R 中 零 阶 


(u € CT (D), 
其 中 积分 取 主 值 .参见 (调和 分 析 》 同 名 条 . 
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射影 算 子 (projection operator) 91 一 R/2rZ 
上 和 零 阶 拟 微分 算 子 . 

射影 算 子 P:C~(S1)->C™~(S1) 定 义 为 
e" (mo, 
| 0 (m < 0). 

ae t Si A + (Toeplitz operator) S! zs Hi 
2nZ 上 零 阶 拟 微分 算 子 . RAR RF gP + Gd 
—P) ,g€C"(S ),P 是 射影 算 子 . 
do EES DE TIS 
id (C* CS!) n HALES, 
其 中 H, 是 哈代 空间 ,7T* 是 由 g 诱导 的 维 纳 - 堆 普 夫 
算 子 . 

里 斯 算 子 (Riesz operator) 一 个 标准 拟 微 分 
算 子 . 里 斯 算 子 已 = ZacR"(a.€EC9(U)), 而 


(R'u)(a) = IS (ë/ |£] á (6 dë. 


£ X x kB $g A F (pseudo-differential 
operator with compact support) Hr PA E x ns 
拟 微 分 算 子 . 设 P 是 &€EZ B HAT. PB 
幅 p 满足 下 述 条 件 , 就 称 PP 是 有 紧 支 集 的 拟 微 分 算 
T: 
1. 对 每 个 紧 子 集 KCU 及 多 重 指标 a,B, 存 在 
常数 CER,zrE 天 ,<ER", 有 
[DED PCE S | SC Cr EDS 
2. 对 所 有 的 xEU A £ C R'N(0) ,极限 
p(ar,aé) 
A ` 


Pei"? — | 


BEER 


e, Cp) (n, 0) = lim 


3. 截断 函数 X€ C^ (RO 24 |£ | TE yr AT X C 
=0,>4|ë6|221 x(6) =1. W p(x, &) -—7XCE) 
2, C p) CEE k— 1 阶 标准 拟 微分 算 子 的 振幅 . 

4. plz, ORT IE RE x AKL. 

流 形 上 的 拟 微 分 算 子 (pseudo-differential ope- 
rator on manifold) ” 流 形 上 有 紧 支 集 的 函数 空间 之 
间 的 线性 映射 ,局 部 坐标 下 是 拟 微分 算 子 . 设 X 是 
fi X C” 流 形 , 线 性 映射 已 :Ce (XK) > CPX), Rb 
Co CO X€zm X E C^ 中 有 紧 支 集 的 函数 空间 . 对 每 
个 局 部 坐标 系 x:U 一 R",U E X WA FEO PB 
到 一 个 “局 部 算 子 ” 


P,u = p(u ° k) ok! (u € Cy KCU))), 
其 中 
TEE Es (EU E), 
0 Gk XW E). 


车 对 所 有 CKE x 有 相对 紧 的 像 ,P E rt Pr 
拟 微 分 算 子 , 则 称 PERE X E; 阶 拟 微 分 算 子 ， 
记 为 PEPDiff,(X). 对 于 PDiff,(X), 有 下 述 结果 ，; 
l. £i X AER" 的 一 个 有 界 开 子 集 , 则 由 “局 部 
化 ”定义 的 空间 PDiff, (X ) tj xx Hi og XL BJ k 阶 拟 微分 
算 子 的 空间 相 重 合 . 
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2. PDiff, X) A m i Z= REB AE. 
3. PDiff, (X) CPDiff,. , CX). 
4. Vt k,U—R" d& X 的 一 个 局 部 坐标 系 ,U E: X 
中 的 开 集 ,fECY(U),PEPDiffi(X), 当 p 是 局 部 
ALT. Pi 的 振幅 , 且 SERR eo) PA LAY. A 
式 
(ZE)H> ar(zyE) 
= e, (OC ()elo 09 yyg71 (x) 
(r€ k(U),ECR") 
定义 x(U) 上 一 个 & 阶 拟 微 分 算 子 的 振幅 且 
A dE A 
5. 令 Smbli(X)= 二 Smbli(Cx,Cx) 为 XX LEMA 
从 的 & -象征 ,因而 
scSmbL CX2e6s.T'X-C, 
£ 
s(x AV =A's(x,V) G€X,v€ (T * X).); 
定义 线性 映射 
o: PDiff, CX) — Smbl, (X), 
© 5 1t Diff, X) C PDiff, CX) LWE LBS 
阶 拟 微分 算 子 的 & 象 征 . 
仓 西 定理 (Kuranishi theorem) 某 些 条 件 保 证 
R” TP DL BUT ERA KAE 09 Uy Ft f iie 
H. 设 UCR" 是 开 集 ,kEZ, 考 察 形 如 


(Qu)Cr) = Kuya 
(r € U,u € Co (UD) 


ERJ k 


WAT HP IRIE” g ECU XU XR") AR F yË 2 


ft: 
in | DDED? xu Gy IKC, „ey (1 + | 这 | 


a eG) Gy, —lim mig £20 存在 . 


Jj Ce, est) =e) Oo hears) Ed gl 
阶 标准 拟 微分 算 子 的 振幅 (X 是 截断 函数 ). 

4. qx y OX TEE x y A Rk, THRE $ 
定义 于 UXUXR” 上 是 实 值 的 ,关于 变量 是 线性 
的 ,对 6250 是 C™” 的 及 对 固定 的 c CRX, y) 没 有 临界 点 
Cy ,£) Gak Cr EI). 进而 假设 


d d 
E Guo ==. E Ein = 06527 = vy, 


则 Q 可 以 写成 为 一 个 具 紧 文集 的 拟 微分 算 子 . 

复 向 量 从 上 的 拟 微 分 算 子 (pseudo-differential 
operator on complex vector bundle) 流 形 上 复 回 
量 丛 之 间 的 算 子 ,在 局 部 坐标 下 为 拟 微分 算 子 . 设 X 
BC NO E, E E F R X 上 的 复 向 量 从 , 算 子 
P:Cy (E)>C” (F) ,局 部 表示 算 子 为 具有 紧 支 集 的 
k 阶 拟 微 分 算 子 的 入 XM EE. RAR ABA Lo 
MADAT wA PEPDIH,E, F). 

£i OPE, F) Æ ES F BJ £ Epor T BJ 
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S, W| PDiff, CE, F) COP,CE, F). 这 里 一 个 线性 算 
T P..C%#(E)—C° CF) E u PH 
张 为 连续 算 子 PWE >W (F), Re BER 
实数 , 且 s>0,s—k >20, MW E), WCF REB 
X. 

象征 映射 (symbol map) 流 形 上 复 向 量 从 的 
拟 微分 算 子 空间 到 对 应 的 象征 空间 的 映射 . 设 X 是 
C” 流 形 , 严 和 五 是 X 上 的 复 向 量 丛 ,对 于 任意 一 个 
拟 微分 算 子 Pe PDiff, CE,F) ,总 存在 一 个 线性 映射 

oy: PDiff, (E, F)—>Smbl,(E, F), 

ËR o, 为 象征 映射 . 

o A FAHM: 

1. BRAT o, 是 满 的 ; 

2. HA PDiff CE, F) = >iPDiffi(E,F) 构 成 一 
个 分 次 代数 (通过 复合 运算 ) 且 在 取 形 式 伴随 的 运算 
下 是 闭 的 . 

对 于 o, 有 下 述 计算 规则 : 

1. 如 果 PEPDiff CE, F), Q€ PDiff; CE, F) , Dii 
Q ° P€PDiff,,,(E,F),.H 

oQ ° P)Gz,7) = 6;(Q) (2,9) ° o,(P) (x59) 
(x € X,7 € (T*X),N(0)) 

2. 如果 P € PDiff, (E, F), E 与 有 埃 尔 米 特 度 
量 ,X 是 定 癌 的 黎 曼 流 形 , 则 存在 惟一 一 个 算 子 
P* EPDiff,(E,F), 有 


| (Puso = | 《MU ,P* v)g 
X X 


(u € C; CE) v € CO, 
HA 
o, CP *) (1,0) = Co, CP) Gr 00)" 
(z € X,7 € (T'X),N0D 
3. # o, 是 已 定义 的 一 个 满 的 象征 映射 , 则 
Ker(o,) C OP, _ (E ,F). 
4. 有 正 合 列 


PDiff,(E,F) —Smbl,CE,F) — 0. 

椭圆 算 子 (elliptic operator) ”其 象征 为 同 构 的 
微分 算 子 . 设 P 是 向 量 从 E 到 FF 的 上 阶 微分 算 子 ， 
GRATE olP) 是 一 个 同 构 ,就 称 P ARAB YT. E 
PP 为 椭圆 算 子 , 则 P* 也 是 椭圆 算 子 . 

it P€ PDiff(E,F),#t Í (P)(<,£)XxJ 3 B8 oi 
r€X MEM E, BF, j — + l] j, š € (7 X». 
MO) Bü ek P ARABS. k 阶 椭圆 算 子 全 体 记 为 

EIL, CE, F). 

拟 基 本 解 (parametrix) 微分 算 子 的 基本 解 的 
一 种 近似 . Mt HES P € PDiff, CE, F), AE QC 
Ell_,(E,F {#7 PQ— Id; € OP (G^ ,F),QP —Ids 
COP ,(E,E), LER Q Æ P 的 拟 基 本 解 .格林 函数 
是 一 种 经 典 的 拟 基 本 解 . 


椭圆 算 子 的 指标 (index of elliptic operator) 
椭圆 算 子 的 核 维 数 与 余 核 维 数 之 差 . w PIE—F 是 
—‘S HART. PWR KerP 与 其 余 核 Coker P 
都 是 有 限 维 , 则 称 dim Ker P — dim Coker P 为 椭圆 
ST P 的 指标 , 记 为 indexP. 也 称 indexP 为 P 的 
解析 指标 . Ux EFG, H 是 闭 定 问 歼 曼 流 形 X 上 的 
埃 尔 米 特 向 量 从 ,PEEll,(E,F),QEEl;(F,G)， 
RE El(G, 右 ), 则 有 下 述 结论 : 

l. index P* = —index P. 

2. index QP — index P -F index Q. 

3. index POR — index P JF index R. 

4. di o CP) Gr, 0 MRM T < MAK T š 
€ CS X), , lil index P=0. 其 中 

SX = ((z,ë)|= € X,ë € T*X B |š| 45. 

SX 称 为 共 变 球 从 ,(SX); 为 其 纤维 . 

环绕 数 (winding number) 复 平面 上 不 过 原点 
的 闭路 径 绕 原 点 的 次 数 , 它 与 拓扑 度 相 关 . 设 f: S' 
一 C* 是 从 圆周 S' 到 非 零 复 数 的 有 和 孔 平 面 的 连续 映 
射 , 即 平面 中 不 经 过 原点 的 一 条 闭路 径 . 这 个 闭路 径 
绕 原 点 的 次 数 , 就 称 为 f 的 环绕 数 , 记 为 W(f,0) 或 
deg LO. 对 于 环绕 数 有 下 述 结论 : 设 f:S' 一 C' 为 前 
述 之 映射 , 则 ; 

1. 了 具有 一 个 “环绕 数 ”; 

2. 这 个 数 仅 是 这 样 的 不 变量 , 即 当 且 仅 妆 
deg CJ) —deg (got. f 可 以 形变 ( 同 伦 地 ) 到 e: 

3. 对 于 每 个 整数 mm, 总 存在 一 个 映射 上 有 

deg Cf) =m. 

博 特 定理 (Bott theorem) 同 伦 群 的 周期 性 定 
理 , 是 关于 从 球面 到 复数 域 上 一 般 线性 群 的 连续 映 
射 性 质 的 一 个 定理 . 设 S" 1 8 R” 中 的 单位 球面 ， 
GL(N,C) 是 从 C* 3 CY 上 线性 映射 (从 而 是 双 射 ) 
所 构成 的 一 般 线性 群 , 于 是 博 特 (Bott,R. ) 的 一 个 
定理 说 ,对 于 连续 映射 

JS 一 GLCN,C)， 
当 2N Zn 时 , 若 ”为 奇数 , 则 了 同 伦 于 常 值 映 射 , 知 
n 为 偶数 ,对 于 每 个 f 可 以 定义 一 个 整数 deg), 
使 得 : 

1. f 同 伦 于 g, 当 且 仪 当 deg(/) 二 deg (g); 

2. 对 于 任意 给 定 的 整数 mm, 存 在 一 个 连续 映射 
fiS""—GLGN ,C) ,使 得 deg (f£) =m. 

于 是 在 分 支 条 目 中 的 绪论 是 博 特 定理 在 n=2, 
N=1 时 的 特殊 情形 . 另 一 方面 ,依照 同 伦 论 的 术 
语 , 它 可 以 被 陈述 为 : 当 2N Zn BE GL (N CO BS Is] fe 
群 为 

、 0 mn HTA), 
zt, ,(GLONV,O)) = Z (n 为 偶数 ). 
由 此 可 知 ,GL(N,C) 的 同 伦 群 之 间 有 关系 
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zt, j,(GLON,C)) < x, (GL (N ,O)). 
因此 ,这 是 一 种 周期 性 的 定理 . 

紧 空 间 的 KK 群 (K group for compact space) 
紧 拓 扑 空间 上 的 复 向 量 从 的 同 构 类 构成 的 阿 贝 尔 
R. A X ERAN, Vet X) EX LERRA 
H fa] 4 SS B5] Bn] OL ZR 2E RE A X 由 一 个 单 点 组 成 , 则 
Vect (X)ZZ,.it A 二 Vect(X), 按 下 述 方法 ,从 每 
个 有 零 元 的 阿 贝 尔 半 群 得 到 一 个 阿 贝尔 群 K CX), 
开 (X) 定 义 为 4X4/ 一 ,其 中 一 是 4X4 中 的 等 价 
关系 ,定义 为 

(ajsa) ~ (a',,a',)e63(a, 中 aa Da) 

一 (ca Eil ,a',CDa' (ca € A). 

还 得 到 一 个 半 群 同 态 e: AP K (X) a— (a,0). iX 
样 得 到 的 阿 贝 尔 群 玉 (X) 称 为 紧 空 间 的 天 和 群 , 是 天 
理论 中 研究 的 基本 对 象 . 

对 于 XX 上 的 每 个 向 量 从 ,由 同 态 $ 可 以 得 到 
[E]€ K(X), LE Hé K (X) P BS IR] P428, K CXO Bj 
个 元 素 都 是 这 样 元 素 的 一 个 线性 组 合 . 24 X 为 一 个 
单 点 时 , 则 K (X) Z. 

”车 六 为 非 紧 空间 , 则 上 述 构造 的 K(X) 是 一 个 
环 ( 没 有 单位 元 ). 

向 量 丛 的 稳定 等 价 (stably equivalent for vec- 
tor bundle) 向 量 丛 的 一 种 等 价 关 系 . 设 五 ,下 是 和 X 
上 的 两 个 向 量 丛 , 若 存在 正 整 数 M 入 ,使 得 

| E OG KOCH, 
就 称 与 稳定 等 价 .CX E X EAA C^ HH 
NA. 

把 稳定 等 价 的 向 量 从 看 做 同一 得 到 的 等 价 类 称 
为 稳定 向 量 从 . 

BBR == [BJP K CX) (K CX) for locally com- 
AR x E BJ K 群 . 设 X 是 局 部 紧 拓扑 


pact space) 
空间 , 令 
K(X)=K(X*,+)=Ker(K(X+)>K(+)), 
Wik X —XU (+) E X Del ix^ K (X ) E 
具有 紧 文 集 的 KK 群 , 它 在 天 理论 中 起 重要 作用 . 

若 和 是 紧 拓 扑 空间 ,这 个 定义 没有 给 出 新 的 东 
A. 这 里 的 K(X) 也 可 用 向 量 从 的 复 形 来 表示 . 这 是 
bay 45 W (Atiyah, M. F. ) 5a 5& dp & ph (Hirzebruch, 
F. E. P. ) 给 出 的 . 

博 特 周期 性 定理 (Bott periodicity theorem) 
紧 空 间 K 群 同 构 定理 . 该 定理 断言 :对 于 每 个 局 部 
X 空间 XX, 存在 同 构 a:K(R XX) 一 K(X), 其 道 
B:K(X) 一 K(R:XXX) 通 过 外 乘 以 博 特 类 给 出 为 

r—>ßlr)=b z. 

Dr 中 的 指标 公式 (index formula in R”) R” E 
椭圆 拟 微 分 算 子 指标 的 公式 . 设 EIL (RO R EE 
阶 椭圆 拟 微分 算 子 类 ,对 于 所 有 的 P € EIL (UO A 
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流 形 上 的 分 析 


指标 公式 
indexP = (— 1)"a"([o(P)]), 
Ro, K(R*)>K(R°)=Z 是 由 迭代 
ax; KOR?* X X) > K(X), 
X = ROD ROD ,... 
得 出 的 “周期 性 同 态 ”. 

阿 蒂 亚 - 辛 格 指标 定理 (Atiyah-Singer index 
theorem) ”和 歼 曼 流 形 上 埃 尔 米 特 向 量 从 之 间 的 椭圆 
算 子 指标 公式 的 定理 . 设 X 是 nn 维 定 癌 闭 的 C™” 和 歼 
曼 流 形 ,E 和 Ff 是 XX 上 的 埃 尔 米 特 向 量 从 ,PE 
EIL CE, F),&€ Z. WA 

index P = (— 1)"a"*"([o(P)|]@Q Gen, 
RH H[o (P) ]C€C K(TX)E P BJ“ F28”,5 € K (R°) 
是 博 特 类 La". K CREO )—Z 是 博 特 同 构 的 迭代 . 

阿 蒂 亚 - 辛 格 指标 定理 的 证 明 有 : 

1. 配 边 证 明 . 这 是 由 阿 蒂 亚 (Atiyah, M. F. ) 与 
Æ$ (Singer, I. M. ) 给 出 概略 性 的 证 明 ; 

2. 能 入 证 明 . 由 阿 蒂 亚 给 出 ; 

3. 热 方程 证 明 . 这 是 一 个 解析 证 明 . 热 方 程 方法 
E Xx AE (Mckean, H. P. ) 5E Æ$ F 1967 FRR 
HJ. 

阿 蒂 亚 - 辛 格 指标 定理 有 着 极 广泛 的 应 用 . 

指标 定理 的 上 同调 形式 (cohomological formu- 
lation of index theorem) 把 阿 蒂 亚 - 辛 格 指标 公式 
写成 上 同调 类 的 形式 . 知 P 是 n 维 闭 定 癌 流 形 X 上 
的 一 个 椭圆 算 子 , 则 有 

indexP = (— 1)»'"*P7?($"!ch[sCP)] 
U «TX 69 C)}LX], 

其 中 [oC(P)]EK(X) 是 P 的 象征 okP) 的 差 从 ， 

chlo(P)] E€ He (TX ; 2) 
为 Lo(P)j 的 陈 特征 ， 
$:H*(X;2)>H"* (TX, TX); 20) — He (TX ; 2) 
是 托 姆 同 构 ,[X]E 五 ,(X; 马 ) 是 和 定向 的 基本 闭 
BE » 


r(E) = —" _....— € Hr LR, E 
1—e > ak S. 
是 纤维 维 数 N 的 复 向 量 从 的 类 . 


# XX 不 是 定向 的 , 则 
index P =(— 1)"{ch[Lo(P) ] 
U z'cCP X Bal) SLT X ], 
这 里 的 LTXj] 是 切 从 7X 的 基本 闭 链 . 

ZS S - FS th-% KH € #F E EE (Riemann-Roch- 
Hirzebruch theorem) 把 指标 定理 应 于 铎 尔 博 尔 复 
É ,就 得 出 黎 曼 - 罗 赫 - 希 策 布 鲁 赫 定理 . 设 

0 > ER $291.4. Qnm 
E n #E a S] (Kahler E. ) JE B9 ER IR OE. 0°” 
表示 b 次 复 外 微分 形式 空间 ,9 是 外 导数 . 若 V 是 X 
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上 一 个 全 纯 向 量 从 , 则 可 构造 广义 铎 尔 博 尔 复 形 
0 -> QV) Sa (Vy X Savy -> o. 
定义 欧 拉 示 性 数 
XX,V)= index Dy 


= WC p'dim H°(X,O(V *)), 
0 


其 中 万 ,= (3 十 地)| XQ (od — E RAST, 
而 H"^CX;OCQV'  )) 是 系数 在 了 ”中 全 纯 截 面 的 芽 
iR X BJ n—p LAW. H(X O (V° )) — 
Ker 9%?/Im af?" iber Jy: 2 0V) > Q*^ (V)) 
(这 里 的 Lv =ava EE ES RUE V PAX Ep 
次 整体 全 纯 微 分 形式 的 空间 . 因而 有 黎 曼 - 罗 赫 -和希 
TR AB BUM AE EE 
XCX,V) = (ch(V) U z(TX>)[ X], 

ch(V)E V 的 陈 特征 ,r(TX) 是 六 的 Todd 2K. 

特别 当 Y 是 平凡 的 线 从 Cx, JU] x XD —xCOX, 
VRA X 的 算术 亏 格 ,有 


EEN SEN 


XCX) — a (CX) +C,(X))[X] (dimcX = 2), 


C,(X)C HIR TX 的 第 i 个 陈 类 . 

He K BR WW (Lefschetz number) 与 映射 的 不 
动 点 集 相关 的 数 , 可 展 为 一 个 和 式 . 设 dE X— X 是 
连续 映射 ,X 是 紧 的 ,而 

Fix(f/)={xEX|f(x)=zx)} 
是 f 的 不 动 点 集 . SEK UH PX (Lefschetz,S. 05] AZ 
X 

LO —»YG), 

和 式 展 布 在 f 的 不 动 点 上 ,7Y(x) 是 整数 , 即 对 孤立 
不 动 点 ,YCzZz) 王 1 ,而 一 点 的 邻 域 中 TI, 一 
0. FAH CC LL CO XE XUL — A BA 2267 D 
trace(H' f) ,其 中 

H'fiH'CX,C) > H'CX,O) 
是 复 向 量 空间 H'COX ,COBS E [R] 38] B [e] £. 这 个 公式 
JE HH bal d E CAtiyah , M. F. ) 和 博 特 (Bott,R. ) 导 出 
的 ,并 于 20 世纪 60 年 代 中 加 以 改进 . 

阿 蒂 亚 - 博 特 - 莱 夫 谢 茨 数 (Atiyah-Bott-Lef- 
schetz number) 与 椭圆 算 子 可 交换 的 映射 的 莱 夫 
谢 茨 数 的 公式 . 设 X 是 没有 边缘 的 一 个 紧 C™ 流 形 ， 
P 是 椭圆 微分 算 子 ,f:X 一 X 是 可 微 的 且 与 P 可 交 
换 . 假设 f 提升 为 一 个 从 映射 ,例如 7, 以 使 了 通过 

f * sr)=f(s (f° G2) 
作用 在 截面 上 , 则 f 得 到 有 限 维 空间 KerP 与 Cok- 
erP 的 一 个 已 定义 的 自 同 态 ,规定 阿 带 亚 - 博 特 - 荣 夫 
Pit BON 


L(f,P) = trace(/|Ker P) — traceC/ |Coker P). 
E er JE i 


去 奇 理论 (Hodge theory) 关于 调和 微分 形式 
的 理论 . 霍 奇 理论 是 基于 德 拉 姆 上 同调 理论 . 假定 
M 是 紧 黎 曼 流 形 , 对 于 贝尔 特 拉 米 - 拉 普 拉 斯 算 子 A 
=dd+ ôd, Ag=0 时, 称 $8 为 调和 微分 形式 ,调和 zp 
形式 的 全 体 记 为 日 *. 霍 奇 分 解 定理 是 和 霍 奇 理论 的 中 
心 结果 , 它 指出 MM 的 pp 形式 空间 E*(M) 有 正 交 直 
和 分 解 

E’(M)=ACE?(M)) COH". 

由 这 个 分 解 定理 可 推出 :每 个 德 拉 姆 上 同调 类 中 存 
在 惟一 个 调和 形式 及 德 拉 姆 上 同调 群 的 维 数 是 有 限 
的 .类 似 地 可 以 把 霍 奇 理论 推广 到 全 纯 向 量 从 和 克 
勒 流 形 上 ,并 分 别 有 相 应 的 分 解 定理 . 

4Ë Fy FLU E Æ at (Hodge, W. V. D. ) 首 创 于 20 
世纪 30 4E (X Ip E AV) EF EE (Kodaira, Kunihiko) 
加 以 发 展 与 推广 . 

霍 奇 理论 使 得 分 析 与 拓扑 之 间 有 着 深刻 的 联 
系 , 它 在 分 析 学 中 有 着 广泛 的 应 用 , 它 可 以 应 用 到 多 
复 变 函数 论 . 超 定 微分 方程 组 及 拟 微分 算 子 等 分 支 ， 

黎 曼 流 形 (Riemann manifold) 有 二 阶 共 变 张 
量 场 的 微分 流 形 . 设 M 是 微分 流 形 ,g 是 M 上 连续 
的 2 阶 共 变 张 量 场 , 知 (Cizx) 为 1M 的 一 个 局 部 坐标 
系 , 则 £ # U ERA 

g = gidu Q dw’ (gi = gi). 
ë 
X=X 2, Y=Y Z<, peu, 


得 g CX, YO — g;X'Y', WARM FER X€ T,OMD, 
gOGY)z0, WERKE g 为 正定 的 . 这 个 对 称 2 阶 
共 变 张 量 场 称 为 度量 张 量 . 

若 微 分 流 形 M 上 给 定 了 一 个 度量 张 量 , 则 称 M 
AE WE. 

EB B metric tensor) 

E $8 f (star operator) 
射 . 设 Y 是 一 个 有 问 的 内 积 空 
变换 


JL AE DEC. 
外 代数 之 间 的 线性 映 
间 , 则 存在 一 个 线性 


x ACV) > AC) 
称 为 星 算 子 ,使 得 对 任 一 正 交 基 6162 e, 有 
x (D-—cahA:-Ae6, 
x (A Ae, =l, 
x Ce, Aes Aep = cei A s: Ae 
其 中 车 e1 AA Ae, 位 于 由 定向 所 决定 A,(V)\(0} 的 
分 支 内 时 , 取 “ 十 ”号 ,反之 取 “ 一 ”号 . 
可 以 等 价 地 把 星 算 子 写成 
* :A,CVO— A, (V ), 


则 星 算 子 有 性 质 : 

]. * x —(—1)5?"7?'idj 

2. 对 任意 的 mw,wEA4A(7) ,它们 的 内 积 为 

(vw) = w Go A xv) — *(v A^ xw). 

伴随 形式 (adjoint form) 星 算 子 作用 的 微分 
形式 . 微分 形式 

a= = eh idx A 
的 伴随 形式 是 形式 “ 
x a = p? 

其 中 


im, 
E? (M) rR 83 AW $8 (inner product in E? CM) 
E*(M) 中 定义 的 一 种 内 积 . M 上 p 形式 的 向 量 空间 
E*(M) 中 定义 内 积 > 


GE z^ a A xB (a,B € E*(M)), 


x* 为 星 算 子 .不 难 检验 上 述 内 积 是 一 个 对 称 正定 双 
线性 形式 . 

” 拉 普 拉 斯 -贝尔 特 拉 米 算 子 (Laplace-Beltrami 
operator) 由 星 算 子 的 伴随 算 子 与 外 微分 算 子 所 
确定 的 算 子 . 设 M 是 ” 维 紧 定向 黎 曼 流 形 , 利 用 星 
4L T ox E MBH ó: EP (M) — EM) HO 
=(—1) Pt x dx SET ó Rd 的 伴随 算 子 . 利用 
6 与 d 定义 算 子 A:E? (M)— EP (M)(0< pp<n)3 A 
—ód-rdé. A 就 是 拉 普 拉 斯 -贝尔 特 拉 米 算 子 . 

AT A 的 性 质 . 

1. 4 与 星 算 子 * 可 交换 , 即 x A= Ax. 

2. A Æ HEMAT, E Aea, p) = (a,AB). 

3. 4a =0 4 HA 4 da=0 H de=0: 

4. 在 紧 定 向 连通 的 黎 曼 流 形 上 只 有 调和 函数 
(ED Af=0) fé % [EE eA RX. 

弱 解 (weak solution) 算 子 方程 的 一 个 有 界线 
TERR BUE. GM 是 定向 紧 歼 曼 流 形 ,a€ E? (M). 
方程 Aw 二 a WIRD d — 17H. ER PE YZ gë: E" (M) 
—R 使 得 

(CAT 4) — (a, (VéC E*CMDD, 
其 中 人 是 A 的 伴随 算 子 .尽管 人 是 自 伴随 算 子 ,但 
仍 把 全 与 人 相 区 分 开 , 是 因为 这 个 定义 将 适用 于 
其 他 形式 的 算 子 ,例如 椭圆 型 算 子 . 

正则 性 定理 (regularity theorem) 关于 拉 普 拉 
斯 -贝尔 特 拉 米 算 子 方程 的 弱 解 为 经 典 解 的 定理 . 设 
oC E (M) ,i 为 方程 Aw 二 a 的 一 个 弱 解 , 则 存在 o € 
E* (2M) 使 得 

(PB)= (o,0) (VPEE?(M)). 
ES Ik, Ac — o. 这 个 定理 断言 方程 的 每 个 弱 解 都 有 一 
299 


e A da? 


( x are. A dax^-» $ 


dch A one 


Cx a ud 


个 通常 的 解 作为 代表 . 

调和 形式 (harmonic p-forms) 经 拉 普 拉 斯 - 

贝尔 特 拉 米 算 子 作用 为 零 的 微分 p 形式 . 记 

H’ = {w€ E’ (M) | Aw=0}, 
其 中 人 为 M 上 的 拉 普 拉 斯 -贝尔 特 拉 米 算 子 ,五 * 中 
所 有 元 素 均 称 为 调和 p ÉR. 

ETSE (Hodge decomposition theorem) 
微分 之 形式 空间 可 以 分 解 为 其 被 算 子 作用 的 像 集 
与 调和 之 形式 空间 的 直 和 的 定理 . 设 M 是 ” 维 定向 
的 紧 黎 曼 流 形 ,对 每 个 整数 p COS pn), Hr 是 有 限 
维 的 , 且 M 的 光滑 p 形式 空间 E^ (M) SIL F IE E 
直 和 分 解 

E*CM) — ACE’) @ A? 
= dó(£^) CD ód (E^) © H” 
= d(E*!) 四 SCE2+1) O Hr. 
因此 ,方程 Aw= a 有 一 解 wE E? (M) BJ 76 43 BR 
件 是 ,p 形式 "与 调和 了 之 形式 的 空间 正 交 , 即 当 a € 
CH^)- Bf , Ao — a 有 惟一 解 w€ E^ (M). 

T& M ECT Green's operator) ”微分 p BRS 
间 到 调和 z 形 式 空 间 的 直 交 补 的 一 个 映射 . 设 
G:E(M)— (H*>1 ,Va € E*( M) GORE 

Ao=a— H (a)#E (H^) 
中 的 惟一 解 ,其 中 五 ;:E*(M) 一 H?* 是 一 个 投影 算 
子 , 就 称 G 为 一 个 格林 算 子 . 

算 子 C 的 性 质 ， 

1.C 是 一 个 有 和 界 自 伴 随 线性 算 子 . 

2. 把 有 界 序列 变 成 有 柯 西 子 序列 的 序列 . 

3. 凡 与 拉 普 拉 斯 算 子 A 交换 的 线性 算 子 均 与 G 
交换 . 

利用 格林 算 子 易 得 到 : 

1. 在 定向 紧 黎 曼 流 形 M 上 ,每 个 德 拉 姆 上 调和 
类 包含 了 惟一 的 调和 形式 ， 

2. 定向 紧 微 分 流 形 的 德 拉 姆 上 同调 群 都 是 有 限 
维 的 . 

Be on 32 x3 (8 TE zE FB (Poincaré duality theorem) 
德 拉 姆 上 同调 群 与 其 对 偶 上 同调 群 同 构 的 定理 . 设 
M Æ n 维 定 癌 的 紧 微分 流 形 ,规定 双 线 性 函数 

Hir (M) X Hi OM) —R 
为 
(8. tope | $ WI 


其 中 $ 与 yy 是 代表 了 上 同调 类 (办 与 {y} 的 闭 形式 ， 
则 这 个 双 线 性 函数 是 一 个 非 奇 异 的 配对 函数 ,因而 
确定 了 Ha WM) Hfr (CM) 的 对 偶 空间 的 同 构 , 即 
Ha (MW) = (Air (M))"'. 

H JE JI Se BS HE RE BEY A, MAb n EE ILS 
连通 微分 流 形 , 则 Hier (MSR. 

< Sk jn Jš A _ BJ $y 8E ZE EB (decomposition the- 
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orem on holomorphic vector bundle) 由 算 子 3 与 
a* 所 确定 的 算 子 口 的 直 交 分 解 的 定理 . ELEM 
是 秩 为 :的 全 纯 向 量 从 ,M 为 紧 的 复 m 维 埃 尔 米 特 
mie. A™'”(E) 为 系数 在 中 的 C™~(p,q) 形 式 全 
Ik. CD, } 是 定义 在 M BE SS (UU, BERE E 的 转移 
晒 数 和 矩阵. 
E 的 纤维 上 的 埃 尔 米 特 形式 是 由 每 个 U; 上 给 
定 的 正定 形式 hj 名 MER, W h; HERE hijo» 
显然 有 h,—J 4h;T' 设 U; 上 埃 尔 米 特 度量 为 
ds? = Dpwdz’dz". 

对 于 9,9 € A^* (E), T 

$n uU OE 


2 Ë a a TM 1 2n 
~ DEE EE 8p5 p ph adr dz, 
定义 内 积 为 
($,) E (bp). 
M 
# 252" fi kE tti E 


| J== ° 3:959. 

EJE A^* GE) ,S4[ 4—0 BJ Fx # HAI E fü CO, 
DEK, CER T2S—0,2':$—0,i R RR A’, 
Ley AP (E) EWR W ABUSE & 4k. L^* 8] 五 2 的 
正 交 射影 记 为 P, 则 下 述 结论 成 立 : 

1. L^ =O LAH” 

SIA Do CAEH, 

2. 存在 格林 算 子 GL > DCL), EOL.) 
上 是 一 一 的 . 4 g€ Ht ,Gé—0,L GLP. 

3.3: SAME, WW Pe 与 $ 同 在 一 个 铎 尔 博 尔 
上 同调 中 . 

克 勒 流 形 上 的 分 解 定 理 (decomposition theo- 
克 勒 流 形 上 德 拉 姆 上 同 
tion M 是 克 勒 流 形 , 则 


rem on Kahler manifold) 
调 群 的 分 解 定 理 . 该 定理 
存在 直 和 分 解 

H MG = > HAM 


ptq-r 


Rod H'(M,C)E M F RB E [BJ VE SE , H^*CMD 
是 铎 尔 博 尔 群 , 而且 
H’*(M) = H**CM). 


mou De 
戴 文 惠 
"m Ë THA 


PAER wae FRR 何 伯 和 
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位 


{Bie (potential theory) 现代 分 析 数 学 领域 
的 一 个 分 文 , 主 要 研究 各 种 形式 的 位 势 ( 聘 数 ) 和 与 
其 密切 关联 的 调和 图 数 、 上 (下 H, 次) 调和 图 数 族 
的 各 种 性 质 及 其 应 用 .经 典 位 势 论 的 主要 研究 工具 
是 微 积 分 ,并 与 微分 方程 . 复 变 函数 论 紧 密 关 联 ; 现 
代位 势 论 以 拓扑 、 泛 函 分 析 与 测度 论 、 广 义 函 数 等 为 
主要 工具 ,与 分 析 数 学 领域 的 诸多 分 文 相 互 渗透 并 
和 随机 过 程 建立 了 深刻 的 内 在 联系 . 位 势 论 起 源 于 
物理 学 的 万 有 引力 学 说 和 静电 学 , 远 在 1733 年 , 拉 
格 朗 日 (Lagrange,J.-L. ) 就 注意 到 引力 场 是 一 个 隔 
数 ( 称 为 牛顿 位 势 ) 的 梯度 . 在 三 维 欧 氏 空间 ,一 个 单 
位 质点 e, 的 引力 场 在 点 x《(zx 关 y) 的 牛顿 位 势 等 于 
把 一 个 单位 质点 从 无 穷 远 移 到 点 x 所 做 的 功 ,其 值 
是 1/ |x 一 y|. 因此 ,一 个 质量 分 布 z 的 引力 场 在 工 
的 牛顿 位 势 是 

l 
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1772 ZE, Pr 38 ju är (Laplace, P. -S. ) 证 明了 ,在 不 分 
布 质量 的 地 方 , 位 势 满 足 拉 普 拉 斯 方程 . 这 样 , 物 理 
问题 便 化 为 求解 偏 微分 方程 的 数学 问题 . 

从 18 世纪 到 19 世纪 末 , 位 势 论 的 研究 限于 
维 欧 氏 空 间 上 的 牛顿 位 势 (x 宇 3) 和 对 数位 势 
(n=2) , BI Brig Z S ju S ye. 其 中 心 问题 之 一 是 古典 
狄 利克 雷 问 题 的 求解 .1823 4 , IH 15 (Poisson, S. - 
D. ) 就 球 域 情 形 给 出 了 解 的 积分 公式 ; 1828 年 , 格 
PK (Green, G. ) 对 边界 充分 光滑 的 有 界 区 域 , 从 物理 
直观 出 发 并 借助 于 格林 孔 数 给 出 了 解 ; 1840 年 ,高 
Nr (Gauss, C. F. ) 采 用 变 分 法 解决 了 平衡 问题 并 得 
出 狄 氏 问题 的 新 解法 . 这 两 个 问题 与 扫除 问题 相关 
联 , 此 后 一 直 被 称 为 位 势 论 三 大 基本 问题 .1855 年 ， 
tk Al FE FH (Dirichlet, P. G. L.) 41 $Z & (Riemann, 
(G. F. 2B. ) 利 用 所 谓 狄 利克 雷 原理 给 出 了 解 . 此 外 ， 
Xf 73 HE Jill 3€ (Poincaré, (J.-H. ) 的 扫除 法 , 施 瓦 效 
(Schwarz, H. A. ) 的 交错 法 等 .但 是 ,由 于 缺乏 足够 
的 数学 工具 ,这 些 解法 是 不 严密 的 ,需要 附加 条 件 . 
另外 ,在 这 一 时 期 的 主要 成 果 还 有 :1839 年 , 埃 恩 苏 
(Earnshaw, E. ) 证 明 狄 氏 解 的 极 值 原理 ;1850 年 ， 
黎 曼 把 位 势 论 与 函数 论 作 统一 处 理 , 揭 示 了 格林 函 
数 和 位 势 同 保 形 映射 之 间 的 密切 联系 ;1886 年 , 哈 
纳 克 (Harnack,C. G. A. ) 建 立 哈 纳 克 不 等 式 及 哈 纳 
ASUR. 此 外 ,关于 诺 伊 曼 问 题 及 多 重 调和 函数 
的 研究 也 有 不 少 成 果 . 这 样 ,直到 19 世纪 末 ,位 势 论 
的 三 个 基本 原理 , 即 极 小 值 原理 收敛 性 质 及 狄 利克 


论 


雷 问 题 的 可 解 性 已 基本 建立 , 它 为 现代 位 势 论 的 发 
展 作 了 很 好 的 准备 . 

20 世纪 以 来 ,由 于 深入 应 用 现代 函数 论 测度 
和 积分 的 理论 . 泛 函 分 析 一般 拓 扑 学 .抽象 代数 、 现 
代 概 率 论 的 思想 和 方法 ,位 势 论 得 到 莲 勃 发 展 , 开 辟 
了 新 的 研究 方向 ,创造 了 新 的 方法 ,成 为 分 析 数 学 领 
域 中 比较 彻底 完成 了 现代 化 变革 的 一 个 分 支 ,也 影 
啊 了 其 他 数学 分 支 的 发 展 . 

20 世纪 初 ,一 个 重要 发 现 是 ,1909 年 , 扎 雷 姆 巴 
(Zaremba,S. ) 所 揭示 的 去 心 球体 的 经 典 的 狄 利 克 
雷 问 题 未 必 可 解 这 一 事实 . 1913 Æ, h g N 
(Lebesgue H. L. ) 利 用 所 请 勒 贝 格 刺 给 出 的 不 可 解 
区 域 的 反例 更 有 深刻 意义 ,这 导致 了 对 区 域 边界 非 
正则 点 的 研究 和 广义 狄 利克 雷 问 题 的 提出 ,前 者 由 
凯 洛 格 (Kellogg,O. D. ). # #J J (Bouligund, G. 
L. ).3Ë28 (Wiener ,N. ) 等 人 完全 解决 ;而 佩 龙 (Per- 
ron,O. ) 于 1923 年 提出 了 关于 一 般 区 域 的 广义 狄 
利克 雷 问题 并 给 出 新 的 解法 ,经 过 维 纳 (1925 年 )， 
特别 是 布雷 洛 (Brélot,M. E. ) (1939 年 ) 的 改进 和 推 
广 , 得 到 解 的 存在 和 惟一 性 定理 的 一 般 形式 . 此 外 ， 
柯 尔 获 希 (Keldysh,M.V. ) 等 人 在 20 世纪 30 年 代 
还 研究 了 狄 利克 雷 问 题 的 解 的 稳定 性 . 

1925 4E , B Sr (Riesz,F. )5| 3i f E (C F ) AURI ER 
数 的 概念 ,为 位 势 论 研究 提供 了 新 的 方法 :里 斯 分 解 
定理 建立 了 上 调和 函数 与 位 势 之 间 的 紧密 联系 ; 而 
对 上 调和 函数 连续 性 的 研究 导致 了 细 拓 扑 概念 的 引 
A. 

20 世纪 30 FR, KZ, MS (Vallée-Poussin, 
C. -J. -G. -N. de la) 用 现代 观点 改进 并 发 展 了 庞 加 
莱 打 除法 ; 弗 罗 斯 特 曼 (Frostman,O. ) 发展 了 高 斯 
变 分 法 ,成 功 地 解决 了 紧 集 的 平衡 问题 和 扫除 问题 . 
同期 ,位 势 论 已 推广 到 非 古 典 核 的 情况 ,特别 是 里 斯 
位 势 核 , 它 已 不 属于 通常 与 偏 微分 方程 关联 的 位 势 
核 了 . 

从 20 世纪 40 年 代 起 , 泛 范 分 析 .拓扑 学 的 方法 
被 系统 地 引入 位 势 论 并 使 它 发 展 到 一 个 新 水 平 . 
1941 Æ , 3£ 4 (Cartan, H. ) 利 用 希 尔 伯 特 空 间 理 论 
研究 具有 有 限 能 量 的 测度 等 ,得 到 很 大 成 功 ;同年 ， 
马丁 (Martin,R.S. ) 建 立 了 马丁 边界 理论 ,导致 了 
关于 一 般 理想 边界 的 深入 研究 ;1950 年 , 戴 尼 (De- 
ny,J. ) 用 广义 函数 论 解决 了 完备 化 问题 ;1955 年 ， 
Zi BL C(Choquet, G. ) 建 立 了 一 般 容 量 理论 及 可 容 性 
定理 ,并 用 凸 锥 极端 点 理论 改进 了 马丁 的 成 果 . 此 
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外 ,对 于 更 一 般 空间 (例如 流 形 、LCA 群 ) 和 更 一 般 
位 势 核 的 位 势 论 也 有 了 深入 的 探讨 . 

E 30 多 年 来 ,位 势 论 迅速 发 展 ,其 显著 特点 之 
一 是 各 种 公理 体系 的 建立 . 为 统一 处 理 已 有 的 理论 
并 加 以 推广 使 之 适用 于 一 般 椭圆 型 和 抛物 型 方程 或 
随机 过 程 , 自 20 世纪 50 年 代 中 期 起 , 陶 获 (Tautz， 
G. fg (Doob, J. L.) A $8 @ . #4 7K (Bauer, H. )、 
邦 尼 (Bony ,J. M. ) RHH T HE (Constantinescu, 
C. ) 和 柯 尼 (Cornea,A. ) 等 人 分 别提 出 了 不 同 的 公 
理 系 统 , 建 立 各 种 形式 的 调和 空间 位 势 论 (最 近 , 关 
于 多 重 调 和 空间 及 非 线性 位 势 论 的 公理 系统 也 先后 
建立 起 来 ); 而 戴 尼 和 博 灵 (Beurling,A. ) 等 人 则 从 
能 量 和 狄 利克 雷 积分 等 概念 出 发 建立 了 狄 利 克 雷 空 
间 论 . 位 势 论 发 展 的 另 一 个 显著 特点 是 , 越 来 越 广泛 
深入 地 与 相 邻 分 支 ,如 复 分 析 ( 包 括 黎 曼 曲 面 ) .拓扑 
学 .几何 测度 论 .微分 几何 、 微 分 方程 .调和 分 析 等 相 
互 结合 和 渗透 ,是 发 挥 日 益 明显 的 作用 与 影响 . 特别 
引 人 注 目的 是 ,对 于 它 与 随机 过 程 论 之 深刻 联系 的 
深入 研究 ,同时 促进 了 这 两 个 分 文 的 繁 薪 和 发 展 ,在 
Hm. . 享 特 (Hunt,G. A. 2,38 HË (Meyer P. A. ) 和 钟 


开 莱 等 人 出 色 工 作 的 基础 上 ,产生 了 所 谓 概率 位 势 


论 或 马尔 可 夫 过 程 位 势 论 ,与 此 有 关 的 课题 正 吸引 
着 大 批 学 者 去 做 深入 人 研究 . 


一 般 位 势 论 与 广义 核 


一 般 位 势 (general potential) 经典 位 势 的 一 
种 直接 推广 形式 , 常 为 一 个 二 元 数值 琐 数 ( 核 ) 关 于 
某 个 测度 的 积分 . 对 于 一 个 取 定 的 核 ,考虑 诸 测度 所 
确定 的 位 势 及 有 关 的 调和 、 上 (下 ) 调 和 捅 数 等 的 性 
质 及 其 应 用 的 理论 称 为 关于 该 核 的 一 般 位 势 论 . 设 
(0,7 ) E: — ^ n] HERI. K Cr. y) t: JA. Q x OQ 到 
[一 co ,十 ce] 的 可 测 函 数 ,w 是 上 的 实测 度 . Zo 
& S xr € Q, PX HP BS FR AH S X, MH H (2 到 
[一 co ,十 ce 的 函数 


Dre Oy: =s [Kade 


PRA y 以 为 核 的 一 般 位 势 , 简 称 位 势 .通常 考虑 
EGR Q |F] BJ A J) BB OR 28 Be 3 == a| RE 为 不 取 
— oo ffl BJ F `É yE 2E PRG. 为 拉 东 测度 (有 时 设 /之 
0. BI u WEWE). 以 下 对 于 一 般 位 势 均 作 此 假定 . 

一 般 位 势 论 (theory of general potential) J 
“一 般 位 势 ”. 

核 (Kernel) 位 势 论 的 基本 概念 . 在 位 势 论 中 ， 
所 谓 核 , 常 措 一 般 位 势 的 核 (参见 “一 般 位 势 ”). 这 时 
车 (x,y) 宇 0 f p sr, RU PR K 为 正 核 ; 令 KK'(x,y) 
=K (ysr) K'A K me B), A K' = K , ME 
K 为 对 称 核 : 4QAMWMARRAA K (x=, y) 
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— KG y) BT , Bl] ER K 为 平移 不 变 核 ; 若 对 于 任意 
ARMED uH 


|| KGeondaGo dg? 0; 


则 称 天 为 正定 核 . 此 外 ,还 有 各 种 广义 形式 的 核 ,如 
测度 核 .广义 函数 核 等 . 

正 核 (positive kernel) “HK”. 

转 置 核 (transposed kernel)” 见 “ 核 ”. 

对 称 核 (symmetry kernel)” 见 “ 核 ”. 

平移 不 变 核 (invariant kernel under transla- 
tion)” 见 “ 核 ”. 

正定 核 (positive definite kernel) — JL," £z". 

ft Z (potential) 位 势 论 的 基本 概念 .所 谓 位 
A ,通常 指 某 个 函数 ( 核 ) 确 定 的 参 变 量 积分 .产生 位 
势 概念 的 原型 是 力学 中 的 引力 位 势 , 即 一 个 梯度 场 
(引力 场 ) 的 参 变 量 积分 ,一 般 在 R"“ (2 之 2) 中 ,由 全 
xh 
au du A 
ar,’ da,” "ër, 
给 出 [a] Ft Ly AY , PR BX u =u CLs Lrs" s Ln) RRA ML. 
此 概念 现 已 大 大 发 展 , 除 了 常 指 一 般 位 势 外 ,还 有 相 
应 于 广义 形式 核 的 位 势 , 在 调和 空间 用 上 调和 哨 数 
定义 的 无 显示 核 的 位 势 , 在 蒜 论 中 用 上 款 定 义 的 位 
势 等 . 

a 位 势 (a-potential) 亦 称 里 斯 位 势 ,关于 a 核 
的 一 般 位 势 . 设 0 一 R"(n 宇 2),|，| 表 示 欧 氏 范 数 ,0 
<an, ËR Kz ,y)= |z — y|“ “为 a 核 或 里 斯 核 . 它 
是 正 的 、 对 称 的 .平移 不 变 的 正定 核 ;相应 的 位 势 记 
为 U5, 称 它 为 «位 势 或 里 斯 位 势 . 必要 时 采用 a 核 
的 正规 化 形式 , 令 K(x,y)= 二 R(x 一 y), 而 K(x) 
二 A(n,a)，|xl”", 其 中 正规 化 因子 

Hi 


A Oria s= e 2 i 7 z G 


这 时 , 按 广 义 函 数 的 运算 定义 
Ory (Ke we): 

o 位 势 是 里 斯 (Riesz,F. ) 为 推广 牛顿 位 势 而 引进 
的 , 兰 德 柯 夫 (Landkof,N. S. ) 等 人 对 此 有 次 入 研 
究 . 里 斯 位 势 又 称 分 数 次 积分 (参见 本 卷 4 调 和 分 析 》 
AREA). 

里 斯 位 势 (Riesz potential) Bl “a MIA”. 

里 斯 位 势 论 (theory of Riesz potential) 位 势 
论 的 一 个 组 成 部 分 . 所 谓 里 斯 位 势 论 ,就 是 研究 a 位 
势 ( 即 里 斯 位 势 ) 及 其 关联 的 a 调和 ,a 上 (下 ) 调 和 
函数 等 的 性 质 及 其 应 用 的 理论 . 

a 核 (a-kernel) Wa fr SA", 

里 斯 核 (Riesz kernel) 见 “a 位 热 ” 

牛顿 位 势 (Newton potential) ”一般 位 势 的 经 
HH EAUT-—.TTER'(n2c3H.28 K = |z — y |” "Ry 


— grada = — 


为 牛顿 核 , 相 应 的 位 势 Us PE 22 ^F BUDE Bs 94 n = 3 
时 , 据 牛 顿 万 有 引力 公式 ,一 个 物体 (或 其 质量 分 布 ) 
产生 的 引力 场 在 任何 一 点 z 的 位 势 等 于 


SCH = | pote, 
J |z—y| 


这 里 B 表示 物体 所 占据 的 区 域 ,dy 二 odv,o 表示 密 
度 ,dv 是 体积 元 素 ; 且 为 表达 简明 略 去 一 个 常数 因 
FT. 当 o 仅 集 中 在 某 一 曲面 矿 时 ,关于 dy 二 odS 在 
r 上 积分 就 是 单 层 位 势 ; 车 同时 把 1/ |x 一 y| 改 为 


ERF y 在 一 的 内 法 向 导数 

ee 

ES A 
就 得 到 所 谓 双 层 位 势 (参见 《 偏 微分 方程 ) 相 应 条 
目 ). 


+ hz (Newton kernel)” 见 “牛顿 位 势 ”. 

2 核 (2 kernel) BI“ dR”. 

Xt Bl ir HB logarithmic potential) 一 般 位 势 的 
经 典 模型 之 一 .在 R: LW KG) —logl z— y| 
为 核 ( 称 为 对 数 核 ) 的 位 势 称 为 对 数位 势 , 记 为 UT. 
对 数 核 是 对 称 的 、 平 移 不 变 的 ,但 不 是 正 核 . 二 维 引 
力 场 的 位 势 即 为 对 数位 势 . 

对 数 核 (logarithmic kernel)” 见 “对 数位 势 ”. 

经 典 位 势 (classical potential) 几 娄 位 势 的 经 
典 模 型 的 统称 .所 谓 经 典 位 势 , 带 指 牛 顿 位 势 和 对 数 
位 势 , 也 指 与 它们 密切 关联 的 、R” 的 子 区 域 上 的 格 
林 位 势 . 它们 与 泊 松 方程 有 密切 联系 .例如 在 R* 中 ， 
当 p=odv, HE o 充分 光滑 时 , U 满足 方程 Au 
= — 4nc. 古典 位 势 常 考虑 jy 之 0 且 文 集 为 紧 的 情 
形 , 这 时 它 在 定义 空间 内 在 n 的 文集 之 外 为 调和 
(参见 “调和 函数 ”);R" 的 一 个 区 域 上 定义 的 调和 水 
数 可 表 成 单 层 位 势 与 双 层 位 势 之 和 ， 

经 典 位 势 论 (classial potential theory) ”位 势 
论 的 一 个 组 成 部 分 . 所 谓 经 典 位 势 论 ,是 指 研究 经 典 
位 势 及 其 关联 的 调和 函数 、 上 (下 ) 调 和 函数 等 的 性 
质 及 其 应 用 的 理论 ,也 称 为 关于 拉 普 拉 斯 方程 的 位 
势 论 . 

单 层 位 势 (potential of simple layer) 
分 方程 》 相 应 条 目 . 

NÆM (potential of double layer) Wmi 
分 方程 ) 相 应 条 目 . | 

阿 龙 扎 扬 -史密斯 核 (Aronszajn-Smith kernel) 
一 种 位 势 核 . 在 R^ 中 称 


K — OD Poo pec 


VAS Li 


a Kozon |z Re y|) 
2 Ë — qu n 


为 阿 龙 扎 扬 -史密斯 核 . MORBO a roo. K, 表示 第 
三 类 修正 贝 塞 尔 函 数 , 即 


KR Ye 20 Ari an 


一 般 位 势 论 与 广义 核 


A #% (A-kernel ) 
(一 co ,十 co Jf] PRA A; 
— log|x — y| (>| 5 
—log|z — y| + legly| dyl 21) 
称 为 4 核 .以 它 为 核 的 位 势 称 为 阿南 达 姆 -布雷 洛 位 
# ,阿南 达 姆 (Anandam,V. ) 和 布雷 洛 (Brelot , M. 
E. ) 两 人 于 1981 年 给 出 了 该 位 势 的 性 质 的 研究 , 自 
前 已 把 它 推广 到 一 类 和 歼 曼 曲面 上 . 

阿南 达 姆 -布雷 洛 位 势 (Anandam-Brélot poten- 
tial) ML“ A KR”. 

位 势 的 基本 原理 (fundamental principles of po- 
tentials) ” 指 与 核 K 相关 联 的 位 势 可 能 满足 的 一 些 
基本 性 质 , 包 括 : 

1 . 连续 性 原理 . 

.第 一 极 大 值 原理 . 
.广义 极 大 值 原理 . 

.第 二 极 大 值 原理 (控制 原理 ). 
. 惟一 性 原理 . 

.下 包 络 原理 . 

.能 量 原理 . 

. 罚 平衡 原理 . 

.平衡 原理 . 

X .扫除 原理 . 

在 一 定 条 件 下 ,这 些 原理 之 间 有 蕴涵 或 等 价 关 
系 .如 I 二 了 五,X 二 ,区 二 WL; 当 是 正 的 .连续 的 
对 称 核 且 当 x 关 y RARE, MESI, ISK, 
N 铺 X. 深 入 研究 核 与 各 原理 之 间 的 关系 也 是 位 势 
论 的 一 大 课题 . 

连续 性 原理 (continuity principle) 描述 位 势 
在 子 集 上 连续 蕴涵 全 空间 上 连续 的 一 个 原理 . 对 任 
fn] w 之 0, 若 限制 在 w 的 支 集 supp s E ,Uk 连续 (有 
限 ) 蕴 涵 Uk 在 整个 N 连续 , 则 称 核 K 满足 连续 性 
原理 . 例如 ,R" PAY a KR? 中 的 对 数 核 满足 该 原 
RB. 

$8 — 3R (Ë I EE (first maximum principle) 
描述 位 势 局 部 极 大 值 蕴涵 整体 极 大 值 的 一 个 原理 . 
H XHEP) nn, USM 在 u BJ x dE supp p 上 成 立 
蕴涵 该 不 等 式 在 整个 O 成 立 , 则 称 天 满足 第 一 极 大 
值 原理 .a 核 当 0<~<a<2 时 满足 该 原理 ,而 当 2<a< 
n 时 不 满足 该 原理 . 

广义 极 大 值 原理 (generalized maximum princi- 
ple) 第 一 极 大 值 原理 的 推广 . ETE X CO, 
对 任何 np, UM 在 supp g R Za UR Uk < 
CM 在 整个 82 成立 , 则 称 K 满足 广义 极 大 值 原理 .a 
核 都 满足 该 原理 . 

第 二 极 大 值 原理 (second maximum principle) 
亦 称 控制 原理 ,描述 两 个 位 势 的 大 小 关系 的 一 个 原 
H. 具体 地 , 若 对 任意 080, AZ20 UU 在 supp y 

303 


一 种 位 努 核 .从 R >x R° 到 


Arey) = 


== ED OG = < = E = 


上 成 立 蕴 涵 该 不 等 式 在 Q RAS, WR K 满足 第 二 极 
大 值 原理 .a 核 满 足 该 原理 . 

控制 原理 (domination principe) 
值 原理 ”. 

惟一 性 原理 Cuniqueness principle) 确定 两 个 
位 势 所 对 应 的 测度 相等 的 一 个 充分 必要 条 件 . 具体 
地 , 若 对 任何 能 量 有 限 的 正 测度 y AUR HU, 在 
supp #Usupp a 似乎 处 处 (参见 “似乎 处 处 ”成 立 草 
涵 y= 二 4, 则 称 K 满足 惟一 性 原理 . 例如 o 核 满 足 此 
原理 . 

下 包 络 原理 (lower envelope principle) 描述 
两 个 位 势 的 下 确 界 仍 是 位 势 的 一 个 原理 . 确切 地 , 若 
对 任意 A>0, u20, FE ”之 0, 使 

UL(x)-—miniUt(35,UL D), 

则 称 天 满足 下 包 络 原理 .所 有 的 a 核 都 满足 该 原 
JB. 

超 调 和 函数 (Chyperharmonic function) 在 任 
意 点 的 值 不 小 于 以 该 点 为 中 心 的 球面 上 的 平均 值 的 
PR. we D 是 R"(n 之 2) 的 开 集 ,f 是 D 上 的 下 半 连 
续 函 数 , 蔡 存在 7 这 0, 使 任何 rE (0,ro) 和 xzED, 恒 
有 


即 “ 第 二 极 大 


f (z) > fe Soy der) = f x e) (>z), 


其 中 eU =e, e 表示 单位 正 质量 在 球面 
SClær) = {ylly— z| =r} 

上 的 均匀 分 布 ( 因 而 上 式 中 的 积分 表示 f E Sri 
上 的 平均 值 ), 则 称 f 在 点 z 超 调和 .车 了 在 DD 内 处 
处 超 调 和 , 则 称 f 在 DD ARRA. ER EO, 可 分 
别 改 为 单位 正 质量 在 SC(0,r),SCzx,r) 界 定 的 球 内 的 
均匀 分 布 m” 与 msi. 当 y 之 0 时 ,UY 与 Ui(2a 
二 n) 分 别 是 R? 5E R^ 内 的 超 调和 函数 . 

刀 内 超 调 和 函数 全 体 成 为 一 个 凸 锥 , 即 f , z 
€ Xa, 8220 ZR WÑ af + Bg € WORE 0 * (+ co) 
— 00; K 关于 有 限 子 族 的 下 包 络 运算 封闭 , 即 

inf(f(z)|f € %') € KX, 
BE KL ON ZG BR f UE K P E, ATA y EXE 
[5] && , BJ f, z € OU 2 W #f TE h E {i h>fheg, 
则 

sup(/(z=)|/ € 2") € gi; 
对 闭 包 含 于 DD 的 开 球 B 内 的 .以 了 EV 为 边界 值 
的 泪 松 积分 Hy. W f 宇 Hj 在 B 内 成 立 ;进一步 , 若 
把 了 在 互 内 的 取 值 换 成 Hy, Pr RAE %¿ rh. 

JE Wi #0 ER XE (hypoharmonic function) 一 类 与 
ËB TJ Fl PCS 2E TH EY PRA. A TE z € D SR 
和 , 则 称 f 在 xz WIA; Sf 在 区 域 D 内 超 调 和 ， 
WP f ZE D 内 亚 调 和 . 

上 调和 国 数 (Csuperharmonic function) 超 调 
和 函数 的 一 个 子 类 . 若 R" RU X X, DAN RIAN 
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数 /天 = WR fA D 内 的 上 调和 函数 . 它 必定 在 DD 
内 几乎 处 处 取 有 限 值 且 局 部 可 积 . 例如 , 当 2<a— 
时 , |< |° Ay R” 内 的 上 调和 函数 ;二 次 连续 可 微 的 函 
数 了 为 上 调和 当 且 仅 当 


n 3? 
Af= > 27, <o, 
i=} i 


其 中 z, 是 点 xz 的 第 i 个 坐标 . 车 把 一 般 的 下 半 连 续 
PRA 了 看 成 广义 函数 ,上 式 仍 是 上 调和 的 充分 必要 
条 件 . Xt DA _E WA A AY ew f, 在 子 区 域 D 
CD) E7290 充分 小 时 ,k 十 1(% 之 0) 重 卷 积 
fem? x mO x Mm" (z) 

AY k URE SE BY j BJ E VSURI PROC. A > + 0 时 ,单调 
不 减 地 收敛 于 人 又 对 取 定 的 z€ D, fre (z) 5 f 
* m^ (Z) 都 是 > 的 单调 不 增 函 数 且 为 一 logr(z 一 2) 
sk r^ "(n> 3)RBJ U] eg. 

THA A BW (subharmonic function) 亦 称 次 
调和 函数 . SIE Da) A oR A — + f 28. # — f 为 上 调和 
函数 , 则 了 了 称 为 同一 区 域内 的 下 调和 函数 . 此 时 , 若 
Ot) JE t 的 单调 增 的 凸 函数 , 则 2。 了 了 为 下 调和 函数 . 
例如 , 当 x(z) 为 DCR* 上 的 复 值 解析 郴 数 ,实数 
a>>0 时 ,|xz(Cz)| 与 alog |u(Czx) | 都 是 下 调和 函数 . 

RA #0 ew (subharmonic function) 即 “ 下 调 
和 函数 ”. 

VA 40 EE (harmonic function) 兼备 上 调和 与 
PB al FA FE AY eR AK. 从 区 域 忆 到 (一 co, 十 ce) 的 函数 
f, 若 在 (ECD) 的 每 一 点 既 为 上 调和 ,又 为 下 调 
和 , 则 称 FEE WAM. f 在 点 xz WJ 402324 H (X 4 £ Z 
点 的 一 个 邻 域内 连续 且 满 足 平均 值 性 质 , 即 f (>) 
= f * €" (z) RSE tr, f G0 = f * m(x)) 对 充分 
小 的 > 0 恒 成 立 . 当 了 了 为 二 次 连续 可 微 时 , f # D 
调和 当 且 仅 当 满足 4Aj 王 0; 把 局 部 可 积 的 函数 视 为 
广义 函数 ,上 式 也 是 调和 的 充分 必要 条 件 . D 内 调 
和 函数 是 解析 的 , 即 在 其 中 每 一 点 xo = Gere 
Zz,) 的 一 个 球 邻 域 BC, rr)(CD) 内 可 惟一 地 展开 
JN, SE B5] FER BK 

228i Un pr aya) ee) 
其 中 bs ok, UE fn ER. JAA MRA EY 
研究 是 经 典 位 势 论 和 相 邻 分 支 的 重要 课题 , 它 有 明 
确 的 物理 意义 , 在 概率 论 中 ,对 应 于 蒜 的 概念 并 得 
到 深信 人 的 研究 ,更 一 般 意 义 下 的 调和 函数 见 后 (参见 
本 卷 (4 复 变 函数 论 ) 同 名 条 ). 

泊 松 积分 (Poisson integral) 球 内 犹 利克 雷 问 
题 的 解 的 积分 表示 . 对 于 从 n TERR IBI S — S Goo r2 Bi 
[一 ce ,十 ce] 的 可 积 函 数 f ,积分 

人 Se i us y| 


(o, Fy n 维 单位 球面 面积 ) 定 义 了 一 个 在 球 内 调和 的 


2 
z | do Cy) 


PR XC TELLS A SOA 2-8 BJ jk AI) be HTB] LR RC 
Hj 称 为 泊 松 积分 . BSE y€ S ES , IJ 
limH s(x) = f(y). 
DRA AY ERU BC < 何 时 可 表 成 一 个 泊 松 积分 曾 是 一 
个 引 人 注 目的 问题 ; 当 wx 之 0 必 可 做 到 ,马丁 (Mar- 
tin,R.S.) 把 它 推广 到 一 般 区域 上 得 到 所 谓 马 丁 积 
分 表现 (参见 “马丁 积分 表现 ”). 
极 小 值 原理 (minimum principle) 估计 超 调和 
图 数 极 小 值 点 的 位 置 的 论断 ,为 位 势 论 的 基本 原理 
之 一 . f #£X DODCRO AIA. D 
inf{ f(x) |r E€ D) 
> inf{lim inff(z)|y € aD"}, 


其 中 aD* E: D fg R'—R'U ise) R gu A A f # 2 
个 x, € D 达到 极 小 值 , 则 f 圭 f(zo). 特别 地 ,D 内 调 
和 消 数 奢 非 常数 不 能 在 内 点 达到 极 小 值 . 这 些 性 质 
分 别称 为 超 调和 函数 与 调和 函数 的 极 小 值 原 理 . 类 
似 地 ,对 于 下 调和 函数 与 调和 函数 ,有 极 大 值 原 理 . 

哈 纳 克 引 理 (Harnack lemma) 通过 不 等 式 搞 
述 区 域 上 的 正 调和 函数 族 的 一 个 整体 性 质 . 知 紧 集 
KC DCD E R' PH RR), 则 存在 常数 C —CCK, 
D)>0, ff fg 4 Sp X 

«us Cur) 
对 任何 在 D V Jal IBS 1E fei PS 8 u 20 和 任意 1322 
€ K 一致 成 立 . XP TE h PR A Và 2 ya 5 | EE CaX r 288 
ARFA). E E WE OE VARI PRICE Ph , Fe 31] E: AE 
质 的 重要 工具 ,该 不 等 式 有 许多 推广 形式 . 

哈 纳 克 不 等 式 (Harnack inequality ) 
5,5] FB”. 

哈 纳 克 原理 (Harnack principle) Krai Al ES 
数列 的 一 致 极限 仍 为 调和 图 数 的 一 个 原理 . 该 原理 
指出 : 设 {( 太 } 是 在 区 域 忆 内 调和 的 图 数列 , 若 每 个 
£f, fE D Exe HUP) e 9D E— Spe Sx. Wu C£) dE 
D E—3⁄% 05x H K IR eS C£ Ye D 内 调和 ;同时 ,在 
D 的 任意 紧 子 集 上 ， 

| 


dE dr; one ax 


即 “ 哈 纳 


都 一 致 收敛 于 


wl Aë Age f 
dei dri däs 
其 中 WV sMs" 400 是 任意 取 定 的 非 负 整数 . 
ya #0 E AY IE RHR (normal family of harmonic 
functions) 调和 函数 的 一 个 子 类 . See AVE 
区 域 D 内 调和 的 函数 族 , 若 其 中 由 无 限 个 元 素 组 成 
的 子 族 中 , 必 存 在 子 列 使 其 在 D 的 任意 紧 子 集 上 一 
致 收敛 于 一 个 在 DD 内 调和 的 函数 , 则 称 (f.|la€ A} 
为 调和 函数 的 正规 族 . 
在 区 域 忆 内 一 致 有 界 的 调和 函数 族 必 为 正规 


一 般 位 势 论 与 广义 核 


族 . 上 述 条 件 “ 一 臻 有 界 ” 改 为 “局 部 一 致 下 有 界 ” 时 ， 
未 必 为 正规 族 , 但 结论 类 似 , 不 同 之 处 在 于 极限 函数 
可 能 调和 ,也 可 能 恒 为 十 ce( 这 时 ,一 致 收敛 是 广义 
的 ). 

J” X E £8 së Jš HE (generalized Harnack princi- 
ple) ” 哈 纳 克 原 理 的 推广 . 硅 {f;1i1€7}) 是 一 族 在 区 
域 DC R” 内 调和 的 函数 组 成 的 上 定向 集 , 即 对 i,j 
ELVA LEIE SNS HB f,= f, W| EA £f fE AS PR 
H9 CF HE € ICI) ,使 得 

sup{ iC) |i€ Dj—suptf; GO |i€ ly} G€D), 
k nk [B J +00, MAE D 内 调和 . 这 个 性 质 称 为 
J SCM 20 be RS, EA BE (Perron,O. ) 用 于 求 广 
义 狄 利克 雷 问 题 的 解 ( 参 见 “ 广 义 狄 利克 雷 问 题 ”). 
调和 不 变性 (invariance of harmonicity) ”描述 
调和 图 数 在 某 种 变换 之 下 的 像 保 持 调 和 的 一 个 概 
Q. 所 谓 调 和 不 变性 ,是 指 R 的 调和 性 在 共 形 映射 
下 不 变 , 即 区 域 DC R° 内 调和 的 函数 在 共 形 映射 S: 
zz F Bt i$ Bi BS uCÁ Cr) TE D 的 像 域 
f(DD) 内 调和 .R"(n 宇 3) 的 调和 性 在 解析 变换 下 一 般 
不 再 保持 ,但 在 开尔文 变换 下 保持 不 变 . 区 域 DCR" 
EHAK ulr) RR’ 的 反 演 
tra | >a 一 AZ/ zl (#£ > 0) 
定义 的 函数 g BRA u 的 开尔文 变换 ,这 里 

«o = [n] dep) eem =o, 
EE D BY EX, cCDO Z3 val Al. 利用 这 种 变换 ,通过 在 
£ FE DK R ERE PE Ph BA JT R n] 49 E PR E 3625 X6 co 
ce 的 邻 域 上 的 同样 性 质 ， 

开尔文 变换 (Kelvin transform) 
性 ”或 本 卷 《 偏 微 分 方程 ) 相 应 条 目 . 

在 无 穷 远 点 的 调和 性 (harmonicity at infinity) 
位 势 论 的 一 个 概念 .在 R"(n 宇 2) 的 某 个 球 B 的 外 部 
调和 的 图 数 f, 若 其 开尔文 变换 在 原点 的 邻 域 调 和 
( 即 以 原点 为 可 去 奇 点 ), 则 称 f FE co Val Al. iX #h ER 
数 可 表示 为 

c HG 


fix)-—-C- MA (x € R'AB), 
b= 


其 中 C VR CP PIDE: 次 的 (关于 r= (Ziz 
… ,Xn) 的 分 量 x; 的 ) 调 和 多 项 式 ,这 时 f 在 无 穷 远 
点 ce 存在 有 限 的 极限 , 且 等 于 以 任何 一 点 >, 为 中 
ty .半径 充分 大 的 球面 SCzo,r)CCR"\B) 上 f WE 
均值 . 进一步 ,在 ce 的 上 ( 超 ) 调 和 等 概念 也 可 用 平均 
值 来 相应 定义 . 1944 年 ,布雷 洛 (Brelot , M. E. ) 对 此 
问题 做 了 深入 研究 ,从 而 把 R^ 上 的 位 势 论 的 研究 推 
RA R =R Uio K E R & zs] EX. 

调和 多 项 式 (harmonic polynomial) 一 类 特殊 
的 多 项 式 . 满足 拉 普 拉 斯 方程 


见 “ 调 和 不 变 
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PP op E 
ax? drj axi 

的 多 项 式 P (zi, Z> yz) 称 为 调和 多 项 式 . 

Wm EB (harmonic majorant) PK E (E K F 
BY 5 J 45 XE PECIA dal A PR. te f A A PJ S DC ü D 
ERX, h BJA B. AS f Hh Rh, A< f), WEA 是 
了 的 调和 上 属 ( 相 应 地 ,调和 下 属 ). D 上 的 一 个 上 调 
和 函数 奋 有 调和 下 属 , 则 它 必 有 最 大 的 调和 下 属 . 

调和 上 属 习 惯 上 也 称 调和 强 函 数 , 调 和 下 属 也 
BK Val 8155 PR X. 

VA $158 E AW (harmonic majorant ) 
B. 

va $0 F Æ (harmonie minorant) 
B. 

Wa 40 88 53 X (harmonic minorant) 
JA”. 

里 斯 分 解 定理 (Riesz decomposition theorem) 
位 势 论 中 的 重要 定理 . 一 个 上 (下 ) 调 和 函数 可 表示 
成 调和 函数 与 位 势 之 和 ( 差 ) 的 形式 ,这 种 表示 法 称 
为 里 斯 分 解 . 关于 一 种 位 势 , 这 种 分 解 的 准确 表述 
为 ;函数 f 在 区 域 D(CDCR") 内 上 调和 的 充分 必要 
条 件 是 存在 惟一 的 .集中 在 D 的 测度 py 宇 0( 称 为 了 
的 对 应 测度 ) ,使 得 对 任何 相对 紧 的 区 域 D: CD, C 
D), 有 

fO) SUVS FHG (ED), 

其 中 NS uk D 的 限制 ,U% 为 对 数位 势 (n 二 2) 或 
牛顿 位 势 (x 宇 3); H. 在 Di AVA. EX US tH Ay H 
VELA D 的 格林 函数 (参见 “格林 录 数 ”条 )Gi(z,y) 
为 核 的 位 势 


十 …， + 


Bp" “调和 上 
JL" ”调和 上 


即 “调和 下 


je (ydus: 


这 时 H, 就 是 f 在 D, 的 最 大 调和 下 属 . 此 外 ,上 的 
对 应 测度 w& 实 质 上 就 是 把 二 看 做 广义 函数 时 ,mA7 
所 表示 的 测度 ,其 中 mm 二 0 为 实 常数 ;特别 地 ,对 牛 
顿 位 势 ym = — 1/42’. 

+ WW $n gs 3 B3 MT WY dll EF (associated measure 
with a hyperharmonic function) I“ H Hir 4 ft E 
JE”. 

a JJ M AH (a-harmonic function) 在 里 斯 位 
势 论 中 ,与 经 典 位 势 论 里 的 调和 图 数 相对 应 的 概念 . 
若 R" 到 (一 ,十 cc) 的 函数 了 在 zo ER” 满足 下 述 
条 件 : 

1. 在 zo 的 一 个 邻 域 上 连续 ; 


2. | Fonda] dz <+ o; 
x|l1 
3. 对 充分 小 的 正 数 r, EA 
站 [fea = 
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其 中 
gU (y) 
0 (|| <r), 
= AT |= (E) sin Eyl? — 2-8 Ly 


(|y| > r); 

WWE f 为 在 zo 为 a(0 二 a 二 2) 调 和 的 . 若 f 在 区 域 
D 的 每 一 点 为 a 调和 , 则 称 f 在 D 内 为 a 调和 . 例 
如 ,a Az # UT CO a2)» TE p DÉI SC SRL PR a 调和; 
常 值 函 数 在 R" 上 为 a 调和 .应 注意 ,es” 的 支 集 为 {z 
||z| 宇 r}, 故 a 调和 及 a EVA CS “a _E JJ #ll eR 
数 ”) 都 不 是 局 部 性 质 ; 又 R" 上 的 a 调和 了 晴 数 为 a 
上 调和 当 且 仅 当 f— 0. 这 两 点 明显 区 别 于 通常 的 调 
Tl EYA& "gk. 

a 上 调和 水 数 (a-superharmonic function) 在 
里 斯 位 势 论 中 ,与 经 典 位 势 论 里 的 上 调和 吗 数 相对 
应 的 概念 . 称 R” 到 [0, 十 co] 的 函数 了 为 we EDA Al eR 
Bl (O0<a<i2), Tt, TS tee, xt f PRES, A 
满足 "ac 调和 函数 "中 的 条 件 2( 参 见 %a 调和 函数 ”)， 
Jf fi CD x NCA) < f z) MER CH: 及 充分 小 的 
r>0 fH p, vr. 例如 , 当 20 ,0<a<2 Bp a AU, 
为 a 上 调和 但 不 是 上 调和 (为 方便 起 见 ,通常 的 上 调 
和 也 称 为 2 上 调和 )， 而 当 2xca-n WUT 为 上 调 
Al. 类 似 于 上 调和 函数 ,对 固定 的 ~>0 及 a 上 调和 
函数 f，fxe (xz) 为 a 上 调和 且 当 ry0 时， 
fee? (> fa); BERR z. C€ R", f 达到 极 小 值 ， 
则 f(z) 夺 f(xo);a 上 调和 函数 的 不 减 列 {f,(z)}) 的 
极限 或 者 恒 等 于 十 ce ,或 者 为 上 调和 ;类 似 的 里 斯 
分 解 定 理 也 成 立 , 特别 当 ”之 3 时 ,这 种 分 解 呈 简单 
形式 

f(x) =U) +A (z €R’), 

其 中 y 宇 0,4 RENA RGAE f 且 为 a 调和 , 则 
zz, BI) f==A, 

2 EWA #0 p šq (2 superharmonic function) Bp 
£r Bi jv S ye "P BJ E TAURI PR $X , CER 29 18 T8 BJ E 18 A 
SE 

é FË (space)  — 26 ZEN £ REN. 所 谓 < 
CIUS e n RY 5 38 ENDISSE UE 
夫 空 间 Q: On 4 z 8 JF$8PR V. R'-R'U 
{oo} I] — 4 JF f 88 lal HE. IF B. ££ fn] P3 AI 3x FE B9 SË Pk 
V. 5 V, 的 交 VNAV, TE AB w: BS DIT [a] H: Bh 8J F E 
JEJE BJ — 2) SIRE BJ (n2 3. X T 7523 X6 A AS F). 
FR 上 的 调和 、 超 ( 亚 )、 上 (下 ) 调 和 等 局 部 性 概 
念 可 以 在 2 空间 上 相应 地 定义 ,局 部 的 里 斯 分 解 定 
理 也 成 立 . 为 了 推广 黎 曼 曲面 ,布雷 洛 (Brélot,M. 
E. ) 等 人 引入 这 种 空间 并 建立 了 相应 的 位 势 论 . 没 
有 无 穷 远 点 的 4 空间 在 几何 学 上 称 为 局 部 平坦 的 


或 局 部 欧 氏 的 黎 曼 空间 . 

格林 空间 (Green space) 
非常 数 的 非 负 上 调和 函数 的 2 空间 称 为 格林 空间 . 
R”(n 之 3) 及 其 子 区 域 都 是 格林 空间 , 黎 曼 曲面 是 刀 
空间 但 未 必 是 格林 空间 ; 复 球面 与 R^ 都 不 是 格林 空 
[8]. R° 中 的 区 域 为 格林 空间 当 且 仅 当 其 余 集 为 正 容 
量 集 . 一 般 地 ,2 空间 2 为 格林 空间 当 且 仅 当 2 上 
存在 格林 函数 .在 格林 空间 ,扫除 测度 与 极 集 都 可 通 
过 扫除 了 泡 数 来 明确 刻画 (参见 “格林 哺 数 ”及 “格林 空 
间 的 扫除 ”). 

格林 函数 (Green function) —28 EE wR. 设 
Q Æ & 2 H, rS Ae PK PRM, Je da JA Ox Q 到 (0， 
+00 JW EF BARE AY PPR G(x，,y): 

1. 对 称 性 , 即 GG, 42 GCy, 22. 

2. 固定 y 时 , 它 是 xz BJ LAM, E SH 
分 解 中 位 势 的 对 应 测度 为 狄 喇 克 测度 s, 即 集中 在 
点 y 的 概率 测度 . 

3. 在 满足 上 述 性 质 的 诸 上 调和 顶 数 中 G 为 最 
Du 

HE PK eB BX tH A A ARRS XRRR EM RAT 
用 概率 论 的 语言 描述 . 

格林 位 势 (Green potential) 一 类 重要 位 热 . 
在 格林 空间 中 以 格林 水 数 为 核 ( 称 为 格林 核 ) 的 、 正 
测度 的 位 势 称 为 格林 位 势 . 它 若 不 恒 为 十 ce , 则 必 为 
IE BJ E Y fH B CELL 0 为 最 大 调和 下 属 . 

SH (Green kernel) MR ARMIA”. 

等 位 面 (equipotential surface) 调和 晒 数 的 水 
平面 . 设 u 在 区 域 DC(DCR") 内 调和 ,a 为 实数 , 称 

二 {zx|u(zx) 二 4a) 为 等 位 面 或 水 平面 . Su 不 恒 等 
于 常数 时 ,对 于 万 内 的 点 2.4 z RT 
N = (y|grad u(y) = 0}, 

则 称 z Au 的 临界 点 .入 为 2 一 2 维 (局 部 地 ) 点 集 ， 
可 分 解 为 最 多 可 数 个 维 数 不 超过 ?一 2 的 实 解析 流 
形 且 它们 不 聚集 于 DN D 中 任意 紧 集 仅 与 其 中 有 
限 个 流 形 相交 ;任何 Z. NN H n—1 HER AA 38 $£ D 
的 解析 流 形 所 构成 . MAF DA # Sr BH #k A 
在 各 处 的 切线 都 平行 于 gradu 且 在 同类 曲线 中 为 极 
大 (以 包含 关系 为 序 ), 则 称 之 为 正 交 轨 线 , 它 与 每 个 
等 位 面 在 交点 处 正 交 . 当 xz 沿 某 正 交 轨 线 的 一 个 方 
向 变动 时 ,u(xz) 为 严格 增加 (或 减少 ) 的 ,因而 正 交 
轨 线 不 是 闭 曲 线 , 且 对 每 个 x 和 NN, 有 有 旦 仪 有 一 条 正 
交 轨 线 通过 它 ( 不 会 终止 于 它 ). 

格林 线 (Green line) 格林 了 旺 数 的 等 位 面 的 正 
AC EAR. Ki D AAR RA Glr,a),anW DF 
某 个 取 定 的 点 ,那么 它 的 正 交 轨 线 称 为 格林 线 . 对 a 
的 充分 小 邻 域 内 的 每 一 点 xo (zo Fa), AE BJ d 
林 线 经 过 它 ; 这 种 格林 线 惟 一 对 应 着 从 a 处 出 发 与 
该 格林 线 相 切 的 射线 ,这 种 对 应 给 出 了 从 < 点 发 出 


特殊 的 空间 . 存在 


一 般 位 势 论 与 广义 核 


的 格林 线 全 体 与 射线 全 体 之 间 的 一 一 映射 ,其 中 从 
a 发 出 的 格林 线 , 知 在 其 上 满足 infG 王 0, 则 此 格林 
线 称 为 正则 的 .因此 ,从 a 发 出 的 格林 线 几 乎 都 是 正 
即 其 中 非 正 则 者 所 对 应 的 射线 与 球面 S (a ,C) 

zx||zx 一 a|= 二 C} 的 交 是 (x 一 1) 维 的 勒 贝 格 零 测 
S NEEN n 维 勒 贝 格 零 测 集 Ni 包含 了 临 
界 点 全 体 入 ,使 在 每 一 点 z, € DNN 有 惟一 的 正则 
格林 线 厂 经 过 .让 zi 与 r 二 G(xzi,a) 及 厂 在 a 的 单 
dz UJ lu] 5 ¿ 组 成 的 有 序 对 (rr, 人 ) 建 立 对 应 ,就 得 到 
D\N PHRMA, DERN z, 的 格林 坐标 . U 
是 研究 格林 区 域 上 的 位 势 的 重要 工具 . GA s 表示 
D MK a 到 zi 处 的 弧 长 ,那么 有 

2. 2G 2 
as dn dr 

在 DNN 成 立 ,此 处 9G/m 表示 等 位 面 在 >, 处 的 外 
iE [n] Se X. 

格林 坐标 (Green coordinates) M“ KEE”. 

BENE (energy) 位 势 核 的 二 重 积 分 ,物理 学 中 
电荷 系统 的 位 能 这 一 概念 的 数学 描述 与 推广 . A, 
上 表示 QQ 上 的 测度 ,当下 式 成 立时 , 它 所 定义 的 取 值 
于 (一 co ,十 co ] 的 函数 T KAA WKF ER EOWA 
HREH: 


T= [K yda duo) 


z [uroa e JU Coda». 


特别 地 kx ()= Ix (t, 2 FR 7C inu 天 ) 的 能 量 . 
AM TRA RCS IEE w, 恒 有 Ik 0 AF 
号 仅 当 y= 二 0 时 才 成 立 , 则 称 核 K 满足 能 量 原 理 . e 
足 能 量 原理 的 天 又 称 为 严格 正定 核 , 它 必 正 定 ( 参 
见 “ 核 ”及 “位 势 的 基本 原理 ”). 

TH E BE Ht (mutual energy) 

BEI m JR (energy principle) 

a $ E BE RR (a- mutual energy) 
互 能 量 , 记 为 1.(4,p). 见 “能 量 ”. 

a 能 最 (a-energy) 关于 a 核 的 能 量 , 记 为 
L.C. 它 满足 能 量 原理 . “e 相互 能 量 ”. 

om Kr @ (strong convergence) 测度 网 (或 列 ) 
AK v6. 3C CBE ERO BJ SX. 设 核 K 满足 能 量 原理 ,那么 
能 量 为 有 限 的 测度 全 体 8xk 在 通常 实 线性 运算 下 ， 
以 Ik Q, 4028 VA RS BPE is ZK TH SE 28 [B]. ZZ, 
FE IB] x PRI GD Co) ;e AK CI] 8 | =I<Ç e OI R F 
po AU BR ( Jie 38 38 k 2 + 13 MER ACE, IN] 
CIR oe Lo 2 HASCE 0, HUEL C) SHUR T 
p. 又 记 测 度 全 体 为 M RM 中 的 网 ( 列 ) dic FEM 
NT LEM, $ BJ XE] FE fn E. š x $É BJ g äi 


"Ro" [fos] 收敛 于 | faz. 5 K 29 a Ec , I 


BE [e] C) ) um IK BNC 5 55 IC e, lala NEU 
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见 “ 能 量 ”. 
UL“ gE”. 
KT a 核 的 相 


地 ,关于 牛顿 核 的 .能 量 有 界 的 网 ( 列 ), 这 三 种 收敛 
一 致 ， 

SR Sr (weak convergence) 

F K BE (vague convergence) JL “aR We ox". 

— fi 8 Hi (general capacity) —2S2& eR X. + o 
是 2 (2 的 子 集 全 体 ) 到 [一 co, 十 cc] 上 的 集 函 数 ， 
车 jp 满 足下 列 条 件 , 则 称 为 2? 上 的 一 个 一 般 容 量 ， 
FER PENRE E 的 容量 ( 值 ): 

1. 单调 不 减 性 , 即 对 ECE, A QE SEE). 

2. 下 连续 性 , 即 对 单调 不 减 的 集 列 《五 ,上 ,有 

qCE,) — «CU EA 

3. 对 单调 不 增 的 紧 集 列 {K,) ,有 

PK,) > AN K,). 

容量 的 物理 背景 是 Ri 中 导体 的 电容 量 , 即 给 予 
导体 的 正 电 和 荷 量 与 由 它 所 产生 的 表面 电位 之 比 . 
1924 年 , 维 纳 (Wiener,N. ) 首 先 引 人 并 用 数学 方法 
来 研究 集合 的 容量 ,以 后 人 们 (特别 是 法 国学 者 ) 越 
来 越 多 地 把 它 与 位 势 论 相 联 系 而 加 以 发 展 . 上 述 一 
般 容 量 的 概念 来 自 绍 凯 容量 理论 , 康 斯 坦 丁 斯 库 
(Constantinescu , C. ) 和 柯 尼 (Cornea,A. ) 等 人 做 了 
进一步 的 推广 ,用 映射 4 一 Ri( 上 调和 也 数 f 的 扫 
除 ) 来 定义 广义 容量 . 

可 容 性 (capacitability) 一 个 集 的 容量 与 它 的 
紧 子 集 的 容量 之 间 的 某 种 相 容 性 . 对 2 上 的 一 般 容 
E p ak ER pLE) 二 sup{p(K)|K 为 上 的 紧 子 
R) MAKE RAO AHR E AW AR. 著名 的 绍 凯 
定理 指出 ,包含 于 一 个 K, 集 ( 即 可 数 个 紧 集 之 并 ) 
的 任何 e 解析 集 为 可 容 集 ,从 而 任何 波 菜 尔 集 必 
为 可 容 集 . 特别 地 , 因 R° 为 天, 集 , 故 其 中 任何 A 
解析 集 均 为 可 容 集 . 

关于 具体 的 绍 凯 容量 的 可 容 性 参见 “内 容量 ”和 
“外 容量 ”. 

可 容 集 (capacitable set) WM a RH”. 

A Et ECA -analytic set) 一 类 和 集合 的 连 
续 像 . 紧 度量 空间 的 KK 集 在 察 斯 多 夫 空 间 的 连续 
RIRI A 解 析 集 ,其 中 天。 集 是 可 列 个 天 。 集 之 交 ， 
K, 集 是 可 列 个 紧 集 之 并 . ET S HK n] CR biz 
夫 空 间 的 波 莱 尔 集 都 是 .% 解析 集 . 所 谓 解析 集 指 
的 是 波兰 空间 ( 它 同 胚 于 紧 度 量 空间 的 Cs SEO YE HE 
量 空间 的 连续 像 . 

解析 集 (analytic set) PL“ Z 解析 集 ” 

绍 凯 容量 (Choquet capacity) 简称 容量 ,一 类 
BIN $Ë pq. Ve 9 ARA OQ OB X * 2 IK (K ) Bl 
L0, +oo ] E BJ Ë BEC Ae F PU ARTE , MI PE $ 为 
有 上 的 绍 凯 容量 : 

1. 单调 不 减 性 . 

2. 上 连续 性 , 即 对 任意 紧 集 KK 和 任意 正 数 e, 
存在 开 集 V OK ,使 得 任何 紧 集 K AWE KCK C 
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见 “ 强 收敛 ”. 


V, 则 y(K’')—y(K)<e. 

3. 强 次 可 加 性 . 

例如 ,R"(n 宇 2) 上 的 a 容量 是 绍 遍 容 量 . 推广 的 
绍 凯 容量 指 的 是 取 值 限于 L0, 十 ce 的 一 般 容 量 ， 

另外 ,在 研究 一 般 位 势 时 ,应 区 别 那些 称 为 容量 
而 实 非 绍 凯 容量 的 概念 (参见 “ 倒 容 量 ”). 

RE (capacity) 指 绍 凯 容量 或 它 的 推广 形式 ， 

推广 的 绍 凯 容量 (extended Choquet capacity) 
JL 28 EET. 

内 容量 (inner capacity) 集合 的 一 种 度量 . 设 
y 是 人 上 的 绍 凯 容量 或 它 的 推广 形式 , 称 由 

Z. (E) = sup(gCRKO |K Jg E 的 紧 子 集 ) 

定义 的 2” 上 的 集 函 数 % .为 Q 上 的 内 容量 ;而 称 由 

d' CE) = inf(g, (O |G ARE EWE) 
定义 的 2 上 的 集 函 数 un 7g Q EBA. 少 "作为 
2” 上 的 集 函 数 是 一 般 容 量 且 满足 可 数 次 可 加 性 ,五 
KFY 可 定 容 的 充分 必要 条 件 是 y* (EI, CE). 
考虑 具体 的 容量 时 也 常 把 此 等 式 作为 关于 y 可 容 的 
定义 .对 于 所 谓 倒 容 量 , 因 其 具有 单调 不 增 性 , 故 定 
义 相 应 的 内 ( 倒 ) 容 量 w 与 外 ( 倒 ) 容 量 w 时 ,应 将 
上 述 定 义 中 的 sup 与 inf 对 调 位 置 ， 

外 容量 (outer capacity)” 见 “内 容量 ”. 

零 (外 ) 容 集 (set of (outer) capacity zero) 在 
位 势 论 中 有 特殊 重要 地 位 的 一 类 集合 . KAMA 
E %, 外 容量 或 内 容量 为 零 的 集 分 别称 为 零 外 容 集 
或 零 内 容 集 , 零 外 容 集 又 称 为 零 容 集 . 容量 未 必 有 可 
加 性 ,但 因 外 容量 具有 次 可 加 性 , 故 可 数 个 零 容 集 之 
并 仍 为 零 容 集 . 另 外 ,对 倒 容量 , 满 足 记 (五 ) 王 十 co 
或 <o, (五 ) 一 十 ce 的 集 五 分 别称 为 零 内 容 集 或 零 外 
容 集 ( 参 见 “ 倒 容量 ”). 

零 内 容 集 (set of inner capacity zero) 
(GIO ARR. 

Ar 3 Ab Ab (approximately everywhere) 对 某 
种 性 质 成 立 的 范围 进行 描述 的 术语 . 设 P 了 = 二 P(x) 是 
一 个 与 x 有 关 的 性 质 . 如 果 使 了 不 成 立 的 点 全 体 所 
成 之 集 4 为 零 内 容 集 , 则 称 了 是 近乎 处 处 成 立 的 
GEX p. p. p. GE XC à peu prés partout)); 如 果 A 为 
零 外 容 集 , 则 称 P 是 似乎 处 处 成 立 的 ( 记 为 q.P. GE 
X. à quasi-partout)). 

似乎 处 处 (quasi-everywhere) — D," 3E SE Ab Ab". 

K 容量 (K-capacity) 牛顿 容量 的 推广 . BOE 
一 般 位 势 核 K, S V (u) =sup(Ux(z)|z € supp z). 
PR Ce (CF) =sup{u(Q) |V (<1, 40, supp uF} 
WAR FW K 容量 .在 一 定 条 件 下 ,Cx BE TAL 
容量 . 它 概括 了 a 容量 的 基本 特征 ,用 于 一 般 核 的 位 
势 的 基本 原理 的 研究 . 

K 近乎 处 处 (K-approximately everywhere) 
对 某 种 性 质 成 立 的 范围 进行 描述 的 术语 . 性 质 P PE 


DW 


为 天 近乎 处 处 成 立 , 指 的 是 使 已 不 成 立 的 点 全 体 4 
满足 
V.CA) —inf(V G2 | nz0, (02 —1,supp 4C A) 
一 十 co 

(参见 “天 容量 ”). 此 外 ,也 可 据 天 容量 来 定义 天 近 
乎 处 处 与 K 似乎 处 处 的 概念 , 且 在 一 定 条 件 下 , 关 
于 天 近乎 处 处 的 两 种 定义 等 价 . 

位 势 网 ( 列 ) 的 收敛 准则 (convergence criterion 
for potential net (sequence)) SZ i KAA Di 
一 个 命题 , 即 如 下 论断 : 若 正 测度 网 ( 列 ) {jy}iel 浑 收 
RT n B fffE 2 $E F 使 每 个 py 的 文集 supp ,C H, 
则 

lim inf Už (x) > Ukr); 


进一步 , 若 核 天 ARS 天 "满足 连续 性 原理 , 则 上 了 式 
等 号 在 2 上 KK 似乎 处 处 成 立 . 

平衡 原理 (equilibrium principle) 如 下 静电 学 
中 平衡 问题 的 数学 描述 与 推广 :确定 在 某 一 导体 下 
上 的 正 电 荷 分 布 使 其 产生 的 能 量 为 极 小 . 给 定 一 般 
MAK 太 , 若 对 任何 紧 集 下 CQ, 存在 文集 包含 于 下 
的 正 测 度 o CO) — 1, EU GO YE F EK 近乎 处 处 
等 于 某 个 常数 Ex (FO. DER K WE SOF eg GR Su 
ARTF E 的 弱 平 衡 问题 的 解 ; 若 同时 有 

Ox) < Ex(F) 

在 2 处 处 成 立 , 则 称 K 满足 平衡 原理 . 4 Ez (F)>0 
FF, 1/Ek PET F K KAE Ck (F). ago 
平衡 原理 且 当 0<<a<2,a<—n 时 满足 平衡 原理 . 在 经 
典 位 势 论 中 ,平衡 问题 ( 即 对 经 典 位 势 如 何 确定 上 述 
的 测度 y) 与 扫除 问题 , 狄 利克 雷 问题 被 列 为 位 势 理 
论 的 三 大 基本 问题 . 

平衡 问题 (equilibrium problem) 
RH". 

88 3E fy J ER (weak principle of equilibrium) 
见 “ 平 衡 原 理 ”. 

88 3E f$ [8] ER AY SE (solution of weak equilibrium 
problem) JL“ £& EB”, 

平衡 测度 (equilibrium measure) — 5j 88 Æ 4/5] 
题 的 解 紧 密 关 联 的 一 个 测度 . BK K 满足 弱 平 衡 原 
理 ,当下 为 紧 集 上 且 EK (F)20 BF, B| H X + F B) 58 
平衡 问题 的 解 y 得 到 的 A— u/ Ex FORA F 的 平衡 
测度 . 在 一 定 条 件 下 也 可 利用 内 、 外 容量 来 定义 波 莱 
尔 集 4 的 内 、 外 平衡 测度 , 且 当 二 者 相等 时 , 称 之 为 
A 的 平衡 测度 .平衡 测度 的 位 势 Uk 称 为 平衡 位 势 . 
在 R"(n 宇 3) 中 , 紧 集 关于 牛顿 核 的 平衡 位 势 U; 
ERAF 的 无 界 成 分 上 就 是 以 1 为 边界 值 的 广义 狄 
利克 雷 外 问题 (参见 “a 容量 ”) 的 解 ; 对 于 上 述 À, H 
T IKQ)2A(2 =Cx(F) Uk 在 下 上 近乎 处 处 等 于 
1, 有 的 文献 把 4 称 为 容量 分 布 ,而 把 y 称 为 平衡 测 


见 平衡 原 


一 般 位 势 论 与 广义 核 


度 ; 也 有 仅 对 满足 平衡 原理 的 核 K 定义 平衡 测度 
的 . 

容量 分 布 (capacity mass-distribution) 
fig i BE”. 

平衡 位 势 Cequilibrium potential) 
E”. 

a 容量 (a-capacity) H a -4% BR s BJ — #h ZR OL 
容量 . 对 紧 集 H. ZS WLP) = inf{lCwo |p Z 0, 
CR”) = 1,supp# C F), HPL. RAW BE v Da 
fe IC. CF) =1/W. RRA F 的 a 容量 . 相应 的 
内 ,外 容量 记 为 Cs,C。, 称 为 a 内 .外 容量 . 容易 看 到 ， 
C.F Rit F RTF oR KAR. 男 一 方面 ,文集 含 
于 下 中 的 正 测度 全 体 关 于 浑 收敛 拓扑 为 紧 ,其 中 必 
有 正 测度 4 使 I.(4)=W(F), 这 个 4 就 是 平衡 测 
BE. 当 CCF) 220 时 ,4 可 以 看 成 下 列 三 种 等 价 的 变 
分 问题 的 惟一 解 : 

1. ACR”) 2 max (Y CR) |Y%20,V(%) =1,suppYC 
F),HrRVOO-sup(ULGO |z€ supp?). 

2. V C) 2 min(V O) |Y%>0,suppYCF,7(R") = 
C.(F)}. 

3. 1,042 — 2ACR") — min {7,(Y) — 2Y (QR) | YO, 
supp YCF}. 

a 内 容量 (a-inner capacity ) 

a 外 容量 (a-outer capacity) 见 “a RR”. 

维 纳 容 量 (Wiener capacity) 特殊 的 o 容量 . 
所 谓 维 纳 容 量 , 是 指 R"(" 之 3) 中 的 ERE 24 a= 2 的 
情形 , 即 2 容量 C,CFO) —1/W GO ,其 中 下 为 任意 紧 
集 . 平面 的 维 纳 容量 参见 “对 数 容量 ” 维 纳 
(Wiener,N. ) 1924 年 在 Rs 中 考虑 紧 域 下 的 余 集 
之 无 界 分 支 上 以 1 为 边界 值 的 广义 狄 利克 雷 外 问题 
的 解 ,并 用 曲面 积分 


ato 


见 平衡 测 


见 “a 容量 Sech 


的 值 定义 为 F 的 容量 . 这 里 S HAA HIER Son 
Pi URL RW S 的 外 法 向 导数 

倒 容 量 (inverse capacity) ”关于 Q 上 的 一 般 核 
天 ,定义 在 g^ 上 的 一 个 集 函 数 ; 特 别 当 K 为 a 核 时 ， 
一 个 集 的 倒 容 量 等 于 a 容量 的 倒数 .具体 地 ,对 一 般 
EK, W(P) =inf (Ig G0 | i220, nD =1,8 CO 
C F). 当 用 它 的 倒数 定义 容量 有 困难 时 , 常 直 接 研 
究 Wx(F) 本 身 , 并 称 之 为 倒 容 量 . 在 一 般 情况 下 , 它 
不 是 绍 凯 容量 . XN UMBRO ,W (@)= + co; 对 
ECQ, 定 义 内 倒 容 量 

W,(E)=inf(W(F)|F ABATE RE} 
和 外 倒 容量 

W.CE) —sup(W;CG) |G ABA EWE}; 
并 把 W. (E) = 十 co 与 W, (E) = + co BJ 4& ^y ER 2g 
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零 外 倒 容 集 与 零 内 倒 容 集 (参见 “ 零 ( 外 ) 容 集 ”,“ 近 
平 处 处 ”, “KK 近 平 处 处 ”). 

SS Sp (3| 2 $& (set of outer inverse capacity zero) 
见 “ 倒 容量 ”. 

T AASE set of inner inverse capacity zero) 
见 “ 倒 容量 ”. 

牛顿 容量 (Newton capacity) ”特殊 的 容量 . 所 
谓 牛 顿 容量 ,就 是 利用 牛顿 位 势 Ui, 对 R^ 的 有 界 波 
RE E 定义 的 容量 N (E): 

NCE) —inf (i(R |U7 (3) C1, 420, S CQOCCE). 
当 五 为 紧 集 时 ,牛顿 容量 与 维 纳 容 量 一 致 . 现 常 把 
RSH 2 容量 C,(F ) 都 称 为 牛顿 容量 . 这 是 
1932 4E , R 3€ + ZE 3& (Vallée-Poussin, C. de la) É 
用 与 维 纳 (Wiener,N. ) 不 同 的 方法 定义 的 . 

对 数 容量 (ogarithmic capacity) 由 对 数 核 确 

定 的 一 种 容量 .在 R* 中 ,关于 对 数 核 考虑 紧 集 下 oi 
倒 容 量 Wi(F), 当 限制 包含 于 单位 圆 BAN. A 
WCF) >0, WHE 1/W; OBA F 的 维 纳 容 量 . 对 一 
MRR FW CE) A RER 0 值 或 负 值 ,要 做 类 似 的 处 
理 不 方便 , 故 定义 

C,CF) = exp| — W,(F) ] 
AF 的 对 数 容量 . 对 和 CCB, 两 种 容量 值 相差 甚大 ， 
但 两 种 零 容 集 等 价 ,都 是 全 不 连通 的 勒 贝 格 零 集 . 值 
得 注意 的 是 ,包含 于 区 间 [L0,1j] 的 康 托 尔 三 分 集 是 勒 
贝 格 零 集 , 但 具有 正 的 对 数 容量 . 当 C, CF 0 时 ， 
对 RAR 的 无 界 分支 上 以 无 穷 远 点 为 极 的 格林 天 数 
g(zyco), 极 限 

lim| g (z ,00) — log|z|| 


存在 , 称 为 鲁 宾 常 数 , 它 正 好 等 于 WP). 

鲁 宾 常 数 (Rubin constant) M XIXARE”. 

C 绝 对 连续 测度 (C-absolutely continuous 
measure) 一 种 重要 的 测度 . 设 u ER 上 的 测度 ， 
AXT R 上 的 任何 o SEW EE F, RWA BOO -—0, 
则 称 为 R*" 上 的 C 绝对 连续 测度 .a 能量 有 限 的 测 
度 必 为 C 绝对 连续 测度 ,但 存在 C 绝对 连续 而 能 量 
为 无 限 的 测度 . ERA C 绝对 连续 的 正 测度 n. 满 
足 UL=U,, 在 supp yU supp% 似乎 处 处 成 立 , 则 jp 
二 7, 即 对 于 C 绝对 连续 的 正 测 度 族 , 惟 一 性 原理 成 
M. 

SE IE JRE (contraction principle of capaci- 
ty) 位 势 论 中 容量 的 一 个 性 质 . 设 ECR, É f : E 
—R' 满足 

feo — FOV < |z — y| (Vr,y E E), 
则 C.[ f (E)]< C.(E) (2 332, UR C,[ f (E)]< 
C, CE) (n — 2). 这 一 性 质 称 为 容量 压缩 原理 , 它 与 超 
限 直 径 的 概念 都 在 一 定 意义 下 描绘 了 容量 的 距离 性 
质 . 
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超 限 直径 (transfinite diameter) 如 下 定义 的 
一 个 和 点 与 点 之 闻 的 距离 有 关 的 集 汕 数 .对 R? 的 紧 
Se FO ER S) ,关于 对 数 核 K(r)== 一 log|x|,; 当 m 
一 co 时 ， 
c ef nos d 一 a!) 
单调 增加 ,把 exp[ — B, CF) ARB d4(F) 称 为 F 的 
超 限 直径 ,那么 4(F)==C1(F), 它 还 等 于 的 切 比 
雪夫 常数 (参见 “ 共 形 上 映射? 或“ 多项式 和 逼近 ?等 ). 在 
R” 中 ,把 天 换 成 正规 化 的 “ 核 天 .Cz), 称 相应 定义 
的 1/B《F) 的 极限 DCE) a 阶 广义 超 限 直径 , 那 
Z D.(F)=0.(F). 88 ËR B 4 H Z yay (Fekete, M. ) 
+ 1923 年 引 和 ,被 用 于 研究 共 形 映射 . 波 利 亚 
(Polya,G. ) 和 赛 格 (Szeg6,G. ) 就 R? 与 R? 的 一 些 
特殊 集合 算出 d 与 D. 的 值 ,从 而 也 求 得 它们 的 容 
=. 

J- X i8 IR EE fS (generalized transfinite diame- 
ter) 见 “ 超 限 直 径 ” | 

i $E (polar set) 一 种 充分 “稀薄 ”的 可 去 集 
(在 某 种 意义 下 可 忽略 不 计 的 集合 ), 是 零 容 集 概念 
By HES. FER" 中 考虑 对 数 核 (n= 二 2) 或 牛顿 核 (x 过 
3) ,车 存在 不 恒 为 十 2 的 、 在 ECECR") 的 每 一 点 取 
{BA + cof) i UZ), Wl gk E ARR. 它 是 一 
个 零 容 的 G PENT E. 单 点 集 为 极 集 ; 极 集 的 子 
集 、 交 、 可 列 并 以 及 在 共 形 变换 下 的 像 集 仍 为 极 集 . 
R° 中 的 极 集 是 全 不 连通 的 勒 贝 格 零 测 集 ;R" 的 区 域 
D 的 相对 闭 子 集 EE GARR. MW DNE 仍 为 区 域 . 又 
若 巨 的 每 一 点 都 存在 邻 域 w 及 w 上 的 上 调和 函数 了 
>>0, 使 得 扫除 函数 R — 0, WU f E 为 局 部 极 集 ( 参 
见 “扫除 函数 ”). 极 集 必 为 局 部 极 集 .上 述 定义 可 搬 
到 如 空间 ,而 在 格林 空间 中 ,局 部 极 集 与 极 集 等 价 . 
这 两 个 概念 为 布雷 洛 (Brelot,M.E. ) 所 引进 ,在 一 
般 位 势 论 或 公理 系统 中 都 有 重要 意义 . 

局 部 极 集 (locally polar set) MAE”. 

“P i #0 HE #4 (subharmonic extension) ## DÉI RX 
保持 下 调和 性 的 扩张 .以 下 两 种 情形 有 意义 ， 

LER’ "P XR £ E 为 开 集 w 的 闭 子 集 ,w 为 
w\E 上 定义 的 下 调和 函数 且 在 w 上 局 部 上 有 界 , 那 
么 zx 在 w 上 有 惟一 的 下 调和 延 拓 z, Bl u dE o EON 
下 调和 且 在 NE EEF u, 

uc) = lim supuCy). 

2. 阿南 达 姆 (Anandam,V. ) 研 究 了 在 一 个 紧 集 
外 为 下 调和 的 孙 数 ,把 在 R" 上 为 下 调和 且 在 一 个 
闭 球 外 取 w 的 值 的 函数 (或 加 上 一 个 位 势 U“ 的 负 常 
数 倍 ,其 中 为 狄 喇 克 测度 ) 称 为 & 的 下 调和 延 拓 . 

a 极 集 (a-polar set) 里 斯 位 势 论 中 的 一 种 充 


B,CF) = S 


4 Y RC B n] SE. REA IB y + o0 B r S UT Cu 
之 0,0<a<<2), 它 在 五 上 点 点 取 值 为 十 ce 而 在 z & 
E 取 有 限 值 , 则 称 E 为 a 极 集 . 这 里 采用 的 是 兰 德 
fe] X (GLandkof, N. S. ) 的 定义 .根据 埃 文 斯 定理 ,五 
为 a 极 集 当 且 仅 当 为 a 零 容 的 Gs 集 .a 极 集 的 子 
REFE G; 集 , 则 它 必 为 非 a RE. 

埃 文 斯 定理 (Evans theorem) f jÉ 2E SS 
位 势 的 关系 的 论断 . 其 推广 形式 分 如 下 三 种 情形 叙 
xb: 

l. # E E RO 32 G; 集 且 牛顿 容量 为 零 ， 
则 存在 20, U, £ E EAMEE ER+ ocfB3f 
有 u(GR"NE) —0C0AÀ mM U; 在 RE 内 调和 ). 

2. # E JE: R° BS =£ ER IE A HM OTR fz 
# Uy 满足 1 中 条 件 . 

3. BER" (n222079 JË a 容量 为 零 的 Cs REM 
ZENZ E EN --oofB ff UAB un (UNE) —0 未必 
成 立 , 当 五 为 紧 集 时 则 成 立 . 

上 述 位 势 常 称 为 埃 文 斯 位 势 . 由 于 埃 文 斯 CE- 
vans ,G. C. ) 5 SEZK Jl AR (Selberg, A. ) [RB] FF + 1935 
ae Hh y HL E E RE 8 JÉ 28 ae 1, 因 此 ,上 述 
定理 亦 称 为 埃 文 斯 - 塞 尔 贝 格 定理 . 

IR X R-E RN A E H Evans -Selberg theo- 
rem) ” 即 “ 埃 文 斯 定理 ”. 

埃 文 斯 位 势 (Evans potential) 
Fg". 

扫除 (balayage) 位 势 论 的 一 个 基本 概念 . 称 
É K 满足 扫除 原理 ,是 指 对 任意 紧 集 F 及 满足 Uk 
天 十 ce 的 正 测度 pw, 扫除 问题 有 解 , 即 存在 正 测度 yx 
(或 记 为 BrLO WA AE : 

supp/ C F, U(r) < UX (z) 
处 处 成 立 且 其 中 等 号 在 已 上 天 近乎 处 处 成 立 . 这 样 
的 y= 二 Brpy 称 为 把 1 扫 到 下 的 扫除 测度 ;Uk RA 
扫除 位 势 ;求解 y 的 过 程 称 为 扫除 . 格林 核 .wx 核 ( 当 
0<a 委 2,a< 和 72 时) 满足 扫除 原理 ,下 面谈 及 a 扫除 
均 指 这 样 的 a 核 的 扫除 ; 当 2— an 时 关于 a 核 的 
测度 扫除 一 般 无 解 , 但 可 用 广义 函数 另 做 处 理 ( 参 见 
“扫除 测度 ”). 扫除 问题 是 经 典 位 势 论 三 大 基本 问题 
之 一 


见 “ 埃 文 斯 定 


扫除 问题 (balayage problem) ” 见 “ 扫 除 ”. 


扫除 位 势 (balayaged potential)” 见 “扫除 ”. 
扫除 原理 (balayage principle)” 见 “扫除 ”. 
扫除 测度 (balayaged measure) 一 种 与 扫除 问 


题 紧密 联系 的 测度 . 所 谓 扫 除 测度 ,通常 指 用 扫除 问 
题 的 解 来 定义 的 某 个 测度 ,其 中 到 紧 集 F 的 扫除 要 
K supp CF CB WAR”). 到 一 般 波 莱 尔 集 EH 
扫除 见 “ 到 波 莱 尔 集 的 a 扫除 ”但 是 ,在 格林 空间 ， 
不 用 上 法 而 通过 扫除 函数 来 定义 到 任何 集 e 的 扫除 


一 般 位 势 论 与 广义 核 


测度 . 这 样 定义 的 扫除 测度 未 必 集 中 在 e, 但 当 e 为 
团 集 时 为 真 (参见 “格林 空间 的 扫除 ”>. 

fal 40 A% (reduced function) 在 一 个 子 集 上 
不 小 于 一 个 给 定 函 数 的 一 族 函 数 的 下 确 界 . 设 瑟 是 
— TR Q BLO, +00 | AY F BEY PRK u 所 组 成 
AY Pu dE GU BEAT UE d- oo € 0. f D E (E C Q) SJ 
[0 ,十 ce] 的 函数 , + RP Gr) =inf{u(z) lued B. ule 
=> f) (对 空 集 名 , 令 RF =0) RAW Sf BE 的 简化 
果 数 .简化 函数 和 扫除 函数 的 概念 是 布雷 洛 
(Brélot, M. E. ) 引 进 的 ,它们 是 研究 瘦 、 极 集 、 细 拓 
th FRNA ALA. 

T3 ER eB Cbalayaged function) 用 于 表示 位 势 
论 中 扫除 特征 的 函数 . 把 一 个 函数 2 的 下 半 连 续 化 
ic e. BN 

Qr) = lim p(y), 

那么 对 简化 函数 RY, 称 RIS f BE 的 扫除 函数 . 
特别 地 , 当 0 为 格林 空间 ,@ 取 作 非 负 超 调和 函数 
全 体 ,f 非 负 上 调和 , 则 RY 仍 为 非 负 上 调和 且 在 QN 
E 内 调和 , 称 之 为 f 的 上 调和 扫除 , 它 和 了 f 的 对 应 
测度 的 格林 扫除 可 一 致 化 (参见 “格林 空间 扫除 ”). 
| 格林 空间 扫除 (balayage in Green space) H 
除 问 题 在 格林 空间 的 具体 结论 . 在 格林 空间 Q SEHE 
WAR F, KTH II G 的 扫除 (简称 格林 扫除 ) 问 
题 有 解 .更 一 般 地 ,对 2 的 子 集 e, 非 负 上 调和 函数 
f 的 扫除 函数 RS 仍 为 非 负 上 调和 , 且 在 e 上 似乎 处 
处 等 于 re 的 余 集 调和 且 RSS 在 2 成立; 正 测 
E u BA DES u — UT 的 扫除 函数 R 必 是 另 一 个 正 测 
EE GO 56,0 BS fr $k. 布雷 洛 (Brelot,M.E. ) 把 Sr 
为 4 到 e 的 扫除 测度 . 24 e 为 闭 集 时 , 刀 就 是 格林 扫 
除 问 题 的 解 , 因 多 集 中 在 e IE B.= (z |e TET + 
瘦 }Ce( 关 于 “不 瘦 ”, 参 见 “ 瘦 性 ”). 此 外 ,e BRE 
4AM 4S LIM RR S> A R+= 0; 上 调 
和 函数 f 宇 0 到 一 个 开 集 o 的 余 集 的 扫除 函数 在 w 
上 就 是 以 f 为 边 值 的 广义 狄 利克 雷 问 题 的 解 ; 对 非 
极 集 的 紧 集 e,Ri 在 e 上 似乎 处 处 等 于 1, 在 一 定 意 
义 下 给 出 高 斯 平衡 问题 的 解 . QR" SDA , E 
顿 核 就 是 格林 核 ,关于 两 种 核 的 扫除 一 致 ; E R? 的 
有 界 区 域 Q 上 ,也 可 把 格林 扫除 测度 看 成 关于 对 数 
核 的 扫除 测度 . 

嘉 当 扫除 定理 (Cartan balayage theorem) H 
泛 函 分 析 的 方法 解决 扫除 问题 的 一 个 重要 结论 . 对 
a 能 量 有 限 的 正 测度 za 扫除 有 明显 的 几何 意义 . 
由 于 a 核 满 足 能 量 原理 ,因而 “能量 有 限 的 测度 全 
Ha, 以 ICI AD) 为 内 积 构成 实 的 准 硕 尔 伯 特 空间 ， 
其 中 正 测度 全 体 6 及 支 集 包含 于 紧 集 下 的 正 测度 
全 体 Z; (FF) 都 是 2。 的 完备 同 子 锥 .于 是 ,xE Ex 在 
Ei(F) 上 的 正 交 投 影 存在 且 惟 一 . 推广 的 嘉 当 扫除 
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定理 指出 ,这 个 投影 就 是 jy 到 F 的 a 扫除 测度 . 当 
限制 a — 2 时 ,就 得 到 原始 的 嘉 当 扫除 定理 . 

lr $E AY a 扫除 (a-balayage onto Borel 
set) 位 势 论 的 一 个 概念 .所 谓 到 波 莱 尔 集 的 a P 
ER ,就 是 寻求 一 个 集中 在 该 波 莱 尔 集 的 关于 o 核 的 
扫除 测度 . 对 o 容量 有 限 的 任意 波 莱 尔 集 五 , 正 测度 
上 的 a 扫除 测度 pl — Ben 存在 , 它 是 测度 网 (Brp)4r) 
(FF 为 的 紧 子 集 , (Ff}) 以 包含 关系 为 序 构成 定向 
集 ) 的 浑 极限 且 有 如 下 特征 :yy/ 是 EE 上 似乎 处 处 满 
RU GO SUE (zx) 的 位 势 族 {U(x)}) 的 下 确 界 消 数 . 

o 格林 测度 (a-Green measure) 一 种 特殊 的 测 
RE. 狄 喇 元 测度 e. PEKRE E 的 a 扫除 测度 Be. 
PRA E 的 a 格林 测度 . 对 任意 正 测度 pe, 


Pr = | Predl). 
supp z 


2 格林 测度 简称 格林 测度 . 

格林 测度 (Green measure) Mia 格林 测度 ” 

a 正则 点 (Ca-regular point) 位 势 论 的 一 个 概 
念 . 巨 中 关于 波 菜 尔 集 已 满足 Bee 一, 的 点 zo 称 
为 五 的 cx 正则 点 .不 满足 上 述 条 件 的 点 称 为 五 的 
非 正 则 点 .2( 非 ?正则 点 和 常 称 为 ( 非 ? 正 则 点 .五 的 内 
BUDA Ey a IE I| a o FIER DAWA. E 
的 “ 非 正 则 点 全 体 E, 可 能 包含 E. CICED S 
Ce( 匹 ) 之 比 可 任意 大 . 但 凯 洛 格 引 理 指出 ,五 门 瑟 ; 必 
为 “ 零 容 集 . 应 该 注意 ,正则 点 与 一 个 开 集 o BJ a 
正则 边界 点 是 不 同 概 念 ,后 者 指 的 是 R" ww 的 a 正则 


点 且 常 与 we 调和 函数 (0<a<2) 或 调和 函数 的 广义 


犹 利 元 雷 问 题 相 关联 .不 过 ,R" ow 的 2 正则 点 与 An 
的 2 正则 点 一 致 . 

TE A (regular point) “e EMR”. 

2 正则 点 (2 regular point) DL“e EMR”. 

JETER A Grregular point) Wie EMA”. 

维 纳 判别 法 (Wiener criterion) 边界 点 为 w dE 
正则 点 的 判别 准则 . 维 纳 判 别 法 如 下 : 波 莱 尔 集 E 
的 边界 点 ze 为 五 的 wx 非 正 则 点 的 充分 必要 条 件 是 ， 
XT gE (0,DE E, Ef (lo x |z—2x «qi 
有 


$689 cy < 
其 中 C, 表示 a 容量 . 又 ,这 里 E, 也 可 改 为 
0 
也 可 把 级 数 式 改 为 积分 式 


1 
| ao <+ o, 


n—a+1 
op 


HH C,(0) =C.CEN) xl lx xl). 
a T& Ek eR BL (Co-Green function) Z& Hh RJ 4% K ERI 
数 在 里 斯 位 势 论 中 的 对 应 物 . 对 开 集 DD 中 的 点 y, FH 
ey + AN HK OR) sa WH BE e, 到 RAD 的 a 扫除 测度 ， 
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ABA 
G^? (x,y) = UP) — Ue G2 

称 为 以 y NR D BJ o FR PK eR BK. 2 格林 函数 就 是 格 
Vk BRB (Z DL Fi P BR BC”). GO RA In F TERR s 

1. 在 DD 的 ,包含 y 的 连通 分 支 D IP GIU > 0, fE 
RAD: 上 G” 似乎 处 处 为 零 . 

2. 在 DD\{y}) 内 ,G” 作 为 x 的 函数 为 < 调和 且 在 
y 的 邻 域内 与 a 核 具 有 相同 的 奇 性 . 

3. 对 称 性 , 即 GO (roy =GP (y, z). 

调和 测度 (harmonic measure) ”分布 在 区 域 
《或 开 集 ) 的 边界 上 , 且 与 该 区 域 ( 或 开 集 ) 上 的 调和 
图 数 密 切 关 联 的 一 种 测度 . 对 R"(n 宇 3) 的 任意 区 域 
D, jk WW] va dU BE e,(yED) 到 aD 的 格林 扫除 o, 看 成 


aD 上 的 测度 ,就 称 为 天 于 y 的 调和 测度 . 对 波 莱 尔 


集 EC9D,w,《E) 一 w(y;;D) 看 做 y DIEN IC DO 
调和 , 取 值 于 [0,1]; 当 有 y € D #Ë o, E) —0, M 
e Cy, E; D) 70, Dër E ZA AURIUM RE RES. 同时 ， 

] 一 oly, E; D) > w(y,dD\E;D), 
SSES ECKE DCAM E X 

wy,00; D) = 1 — tu, des D) 
并 称 之 为 无 穷 远 点 ce 关于 y 的 调和 测度 ( 值 ). 特别 
45,74 D— (x| |x|2 020) Ef, 


E au Ia) 2—n 
D(y,o0o4; D) ] 0 > 0. 


关于 一 个 开 集 DD 的 调和 测度 可 类 似 地 定义 . 另外， 
对 R^ 的 有 界 区 域 D, 可 考虑 有 界 区 域 ANODD) E 
的 格林 扫除 , 同 法 可 定义 调和 测度 ;而 当 D 无界 时 ， 
可 用 有 界 区 域 组 成 的 单调 增 的 穷尽 列 ( 参 见 “ 理 想 边 
界 的 调和 测度 ”) 所 对 应 的 调和 测度 列 的 浑 极限 来 定 
义 , 并 仍 具 有 与 上 述 类 似 的 性 质 .平面 的 无 穷 远 点 的 
调和 测度 ( 值 ) 或 者 为 0, 或 者 为 1, 视 aD 为 正 容 集 或 
零 容 集 而 定 ( 参 见 “ 理 想 边 界 的 调和 测度 ”). 调和 测 
度 与 广义 狄 利克 雷 问题 密切 相关 (参见 "广义 狄 利克 
雷 问题 ”) ,在 更 一 般 的 空间 上 也 可 建立 这 一 概念 . 

调和 测度 零 集 (null set of harmonic measure) 
见 “ 调 和 测度 

细 拓 扑 (fine topology) 由 给 定 的 下 半 连 续 也 
数 族 确定 的 、 比 原来 拓扑 细 的 一 种 拓扑 . 在 非 空 集合 
Q EWS HG 7, @ E -— B JA (O, Z ) 到 
(0, +o | AY F >É z£ BE eg CAR pR. BJ rh BE CE + oo € 
D) ,把 形 如 

ir € Q|fGz) > À, (7 € GAS) 

的 集 全 体 记 为 3$ ,那么 SU 所 生成 的 拓扑 了 。 是 
使 D 中 每 个 函数 都 连续 的 最 粗 拓扑 , 称 之 为 (相对 
FOST 的) 细 拓 扑 . 细 拓 扑 下 的 开 集 、 闭 集 、 闭 
包 \ 极 限 等 分 别称 为 细 开 集 、 细 财 集 、 细 闭 包 、 细 极限 
S. 在 格林 空间 中 , 告 不 男 作 申明 , 则 总 认定 @ 是 非 


负 超 调和 函数 全 体 . 一 般 地 VA #H 5 793 BJ W S B] , 
都 假定 有 了 确定 的 与 Z. 

细 开 和 集 (finely open set) 

细 闭 集 (finely closed set) 见 “ 细 拓扑 ” 

细 闭 包 (finely closed set) DL Hii +F”. 

细 极 限 (finely limit) ” 见 “ 细 拓扑 ”. 

a W HA Hh Ca-fine topology) ”使 每 个 a 上 调和 
函数 都 连续 的 最 粗 拓扑 .在 R”" LR © HAE a 上 
VA Al ER C CO a2 an) A IK K + ont BS T 
《参见 “ 细 拓 扑 ”) 称 为 a 细 拓 扑 . 它 比 欧 氏 拓扑 细 且 
当 a<a 时 ,a 细 拓 扑 严 格 细 于 a 细 拓 扑 .a 细 拓 扑 下 
的 开 集 、 闭 集 、 极 限 、 瘦 等 概念 分 别称 为 a 细 开 集 、a 
SIE a 细 极 限 、a ES. 

a 细 开 集 (a-finely open set) Niort" 

a 细 闭 集 (a-finely closed set) 见 “a Ath”. 

a 细 极 限 (a-fine limit) DL “a 细 拓 扑 ”. 

a ¥8(a-thinness) W“a 细 拓 扑 ”. 

瘦 性 (thinness) 描述 一 个 点 集 在 某 一 点 的 邻 
域 充 分 “稀薄 "的 一 个 概念 .在 拓扑 空间 (2 ) 中 ， 
取 定 一 族 从 (Q ,了 ) 到 (0, 十 co) 的 下 半 连 续 纯 数组 
成 的 凸 锥 6.0 的 子 集 ERAT x, & E RN 
DECT? ME, FID) Rock (AFT u € Ó$, fE 


得 


见 “ 细 拓扑 ”. 


lim inf ar) uu 


E h rE E. HH, P E E z (zo EI, 8 BJ JE 
EN (zo) Æ xo BA E TE x, 88788. PR E EIE— A zo 35 
瘦 , 当 且 仅 当 对 A1 关于 @ 的 扫除 函数 R.A 
int (REN (>) |o 为 x, 的 邻 域 } < 1. 

zi QNE 在 的 每 一 点 都 瘦 , 则 称 记 为 肥 集 . 嘉 当 定 
理 指出 ,E RAFEH E 是 肥 集 . 因此 ,也 可 把 
肥 集 全 体 定 义 作 细 拓扑 6,. 集 的 非 正则 点 可 定 
义 作 “E EZAR”. 特别 地 ,在 R”" 中 ,zxo 为 请 的 a 
非 正 则 点 当 且 仅 当 在 xo 为 a 瘦 . 维 纳 判 别 法 实 即 
瘦 性 的 判别 法 . 

肥 集 (fat set) WMR”. 

559 (weak thinness) J “JE PE”. 

强 瘦 (strong thinness) £ fF EC Soen, 
描述 点 集 在 某 一 点 的 邻 域 “稀薄 ”程度 的 概念 . 类似 

inf (RT ^ Gr) |o 为 z, ABR) = 

WW AR E TE xo Geo & EO TRIB. 值得 注意 的 是 , 强 瘦 仅 考 
E x, & E, 35938 WR ie z € E SB. W EA Tee A 9S 
瘦 , 强 瘦 必 瘦 , 反 之 未 必 . 这 些 概念 都 是 布雷 洛 
(Brélot, M. E. ) 等 人 引进 的 ,常用 于 研究 函数 的 边 
界 性 态 ( 参 见 “ 瘦 性 ”). 

半 极 集 (semi-polar set) 
注 " 程 度 不 超过 极 集 . 在 拓扑 空 


一 种 可 去 集 , 其“ 稀 
[B] (0,7 rh, E 


一 般 位 势 论 与 广义 核 


可 表示 为 在 2 的 每 一 点 都 弱 瘦 的 集 之 可 列 并 , 则 称 
E 为 半 极 集 . 布雷 洛 下 包 络 定理 指出 ,对 B( 参 见 “ 瘦 
PE” PR TORI (ui) ,集合 
{x| lim inf(infu;(y)) < infu;(xr)} 

HERR. 半 极 集 是 布雷 洛 (Brelot,M.E. ) 为 了 在 

一 般 空 间 中 推广 极 集 的 概念 而 引进 的 , 汉 条 
(Hansen, W. ) 等 人 对 它 有 深入 研究 . 在 格林 空间 
BOSSE N K $ `4 H DOR E dE OQ 的 每 
一 点 瘦 , 故 极 集 必 为 半 极 集 , 且 反 过 来 也 对 ;一 个 开 
集 的 非 正 则 边界 点 全 体 为 极 集 ;集合 Bg 二 (IE TE 
Zz 不 瘦 } 称 为 集 E 的 基 , 一 个 正 测度 py RE 的 格 
WAR Z 的 质量 必 集 中 在 Be 上 

集合 的 基 (base of a set) MERE”. 

半 瘦 (semi-thinness) ”描述 集合 在 某 一 点 的 邻 
域 “ 稀 薄 ” 程 度 的 一 个 概念 . 设 0 为 格林 空间 且 OC 
R", 对 nEn, S | 

E cepas e 
称 集 E Tk ze PEHE nok, 
lim RT ^ (x) = 0 
对 每 个 上 4E ODRAZ. 对 于 OCR? ,这 个 条 件 等 价 于 
ENE, 的 外 容量 趋 于 零 . 把 ONE 在 上 的 每 一 点 都 半 
瘦 的 集 玉 定义 为 半 细 开 集 ,就 得 到 半 细 拓扑 . > ZR 
拓扑 下 的 极限 称 为 半 细 极限 . 

半 细 极限 (semi-fine limit) 
7-8". 

细 边 界 值 (fine boundary value) 函数 在 细 拓 
扑 意 义 下 的 边界 值 . — JR h c rJ D BTF z, (x € 
aD INA f(x)>a， ge aM f HE xo 的 边界 值 ; 当 此 
极限 不 存在 时 ,限制 xz 沿 DD 的 子 集 趋 于 xs WAT BE 
有 极限 . 特别 地 , 24 DUaD 上 有 细 拓 扑 时 , 若 限制 > 
在 x, 的 一 个 细 邻 域 趋 于 z 时 有 f a)— B, MU gg f 
在 ze 有 细 边 界 值 8. a - 细 、 半 细 边 界 值 等 可 类 似 定 
Kä 

XE 4 id 5 (Ë (simi-fine boundary value) Jl 
“ 细 边 界 值 ”. 

3E) [8] 331 SR (& (nontangential boundary value) 
区 域 上 的 函数 当 限 制 自 变 量 以 某 种 特殊 方式 趋 近 于 
边界 点 时 的 极限 . 设 DCR'GU22)J&— PERK 
区 域 , 即 D 为 有 界 域 且 满 足 条 件 :对 每 点 QE aD, a 
应 一 个 局 部 坐标 系 (X,y),XER”',y€ER', 及 一 个 
邻 域 N 和 函数 2(X) ,使 得 : 

1. |6(X)—6(X') | e| X— X' | C& 为 常数 ). 

2. N(1D— Nf (OX 30 | yz20 CX). 

3. N(13D— N(1(OX 2 | y=b(X)}. 

i / E. D bE X BJ ER EE EE AE 
个 以 zo € 3D 为 项 点 的 内 锥 荆 ( 即 存在 一 个 以 zo 为 
顶点 的 锥 T 8548 PNG) CI’ CD) BF x, BJ , f (>) 

S Ms: 


见 “ 半 瘦 " 或 “ 细 边 


有 同一 个 极限 值 ,就 称 f 在 ze 有 非 切 向 边界 值 ( 或 
HRR). 

fs REM (angular limit ) WEU [5] 32 IS" 

李 普 希 茨 区 域 (Lipschitz domain) J“JEW e 
边界 值 ”. 

法 图 - 杜 布 定 理 (Fatou-Doob theorem) 关于 
细 边 界 值 存在 性 的 定理 . 经 典 的 法 图 定理 断言 :R" 
的 球 内 的 正 调和 函数 在 边界 上 几乎 处 处 有 非 切 向 边 
界 值 . 杜 布 (Doob ,J. L. ) 将 它 推 广 为 , 关 于 格林 区 域 
D 附加 其 马丁 边界 A( 参 见 “ 马 丁 空间 ”) 所 得 的 紧 空 
间 上 的 细 拓 扑 ,D 内 的 上 调和 函数 二 0 和 调和 函数 
h>0 的 商 u/h Æ A 上 除 一 个 u 零 测 集 外 处 处 有 细 
边界 值 ,其 中 和 是 在 马丁 积分 表示 式 中 对 应 的 测 
度 ( 参 见 “ 马 丁 积分 表现 ”). 作为 特例 ,在 李 普 希 获 区 
域内 的 上 调和 函数 u> 在 AD 上 除 一 个 调和 测度 
零 集 外 处 处 有 细 边 界 值 . 

享 特 - 惠 登 定 理 (Hunt-Wheeden theorem) PB 
数 在 某 点 的 非 切 向 边界 值 与 半 细 边界 值 之 间 的 关系 
的 定理 . 该 定理 断言 : 李 普 希 获 区 域 上 定义 的 任何 函 
BUE dE z, € 2D 有 非 切 向 边界 值 , 则 在 ze ASEM 
等 的 半 细 边界 值 , 反 之 不 然 : 但 若 正 调和 函数 在 x。 
有 半 细 边界 值 , 则 在 ze 有 相等 的 非 切 向 边界 值 . 

SS Bh Xe Fl] s S [a] ER (classical Dirichlet probl- 
em) 亦 称 第 一 边 值 问题 ,经 典 位 势 论 中 三 大 基本 
问题 之 一 . 即 已 知 R"(n 宇 2) 内 的 区 域 D( 其 边界 aD 
为 紧 ) 及 在 AD 上 连续 的 实 函 数 f, 求 以 A Ae 
的 D 内 调和 也 数 .这 也 称 第 一 边 值 问题 , 当 D 有 
界 时 称 为 内 部 问题 .D 无 界 时 称 为 外 部 问题 ,这 时 为 
保证 惟一 性 旦 使 在 R^. 上 利用 反 演 ,在 R" (nZ 3) HJ 
利用 开尔文 变换 (参见 “开尔文 变换 ”) 使 内 、 外 部 问 
题 能 够 互相 转化 ,需要 限制 x 在 ce 为 正则 , 即 极 限 


limz (x) 


FE. 且 当 ”一 2 时 此 极限 为 有 限 , 当 ”之 3 时 此 极限 
为 零 . 自 18 世纪 起 ,大 批 杰出 数学 家 为 该 问题 的 求 
解 做 了 巨大 努力 (参见 “位 势 论 ”). 至 20 世纪 初 ,人 
们 才 认 识 到 ,对 一 般 区 域 未 必 能 求解 . 使 这 一 经 典 问 
题 恒 能 求解 的 区 域 称 为 狄 利克 雷 域 ,其 特征 是 每 个 
边界 点 都 正则 . 杜 布 (Doob,J.L. ) 把 经 典 问题 翻译 
成 概率 语言 并 做 了 深入 研究 (参见 “概率 与 位 势 论 ” 
部 分 ). 

第 一 边 值 问题 (first boundary value problem) 
即 “ 经 典 狄 利克 雷 问 题 ” 

狄 利克 雷 域 (Dirichlet region) 
克 雷 问题 ”. 

正则 边界 点 (regular boundary point) 一 类 边 
界 点 .所 谓 正 则 边界 点 ,是 指 R'(nZ22) B) — 4" JF # w 
的 边界 点 xo ,使 得 以 w 上 每 个 具有 紧 支 集 的 连续 函 
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见 “ 经 典 犹 利 


数 了 为 边界 值 的 广义 狄 利克 雷 问题 的 解 在 xo 的 边 
界 值 与 f(zxo) 一 致 .这 等 价 于 R" ww( 或 990 4E xo 不 
Ji. 34 n223 时 ,这 等 价 于 ze AR No GI, Qo) B 2 EW 
点 (参见 “a 正则 点 ”), 故 可 采用 维 纳 判 别 法 ( 当 n —2 
时 ,用 对 数 容量 代替 C 的 类 似 判 别 法 ). 常用 的 充分 

l. 在 To 存在 闸 PR BX 即 存在 Xo 的 开 邻 域 N K 
Nfiwo 内 的 上 调和 函数 0, (818 

lim w(x) > 0. 


XI 
D 


2. XJ 1. H N leo B CP PR 3 G, A 
lim G(Cx,y) = 0. 


ri 
0 


男 外 , 当 nz3 时 ,简单 实用 的 充分 判别 法 是 所 
谓 庞 加 莱 锥 条 件 , 即 存在 以 ze 为 顶点 的 圆锥 体 在 > 
的 某 邻 域 与 o 不 相交 ， 

iA Agt Carrier) W EMH A”. 

Be Jin 38 $Ë 2& #E (Poincaré cone condition) 4] 
用 区 域 的 外 锥 来 判断 正则 边界 点 的 充分 条 件 . 见 “ 正 
则 边界 点 ”. 

勒 贝 格 刺 (Lebesgue spine) 非 狄 利克 雷 域 的 
著名 例子 .在 Rs 的 直角 坐标 系 下 ,XY 平面 上 的 曲 
线 

y= es (z > 0) 
绕 工 轴 旋 转 的 曲面 所 包围 的 闭 区 域 称 为 勒 贝 格 
刺 , 它 在 原点 O 38. 由 此 可 得 到 一 个 与 球 同 胚 且 边 
界 曲面 除 O 点 外 充分 光滑 的 区 域 DD, 使 得 
D[(|F-—BNF, 

其 中 B 为 单位 球 . 可 证 万 不 是 狄 利克 雷 域 . 勒 贝 格 
(Lebesgue, H. L.) F 1913 年 给 出 了 如 上 具有 历史 
意义 的 反例 , 它 促 使 人 们 进而 考虑 广义 犹 利克 雷 问 
题 . 

广义 狱 利 克 雷 问题 (generalized Dirichlet prob- 
lem) 经 典 狄 利克 雷 问题 通过 适当 放松 边界 值 要 求 
进行 的 推广 . 该 问题 是 :已 知 R"(* 之 2) 的 区 域 忆 (3D 
为 紧 ) 及 从 aD #J[—co,+ o JEU eR C f, K DA 
A BJ PR us OE REA IE UL 3I A y A 

lim inf 25) lim infu (z) < lim sup u(x) 
< lim sup TO 


AM D JG EET u FEO WIEN GEA BOR PAL Pb RB [8] ER 
SI. By ROR u FEO A PRAR FO. 更 一 般 地 ， 
可 考虑 D 为 一 般 开 集 的 情形 . | 

H Wil 3% Perron, O. 2 F 1923 年 提出 ,经 布雷 洛 
(Brélot, M. E. ) 改 进 的 下 述 方法 被 公认 是 解 这 个 问 
题 的 最 有 效 工 具 . 下 面 以 ROG 30 A BLUR "ni 
的 内 部 问题 也 适用 . A ea PR CON. f, 当 DD 无 界 时 ， 
令 3D' —3DU {2} 并 补充 定义 flo) —0; BDA 
界 时 , 令 aD* =aD. D N — 4 8 W8J FU ER C v BRAS 


HJ) EKR, FRA E 4 DA z 8 TÍE— y€ ad’, 
184 lminfo(z2)2 f(y). H (x) —inf(vCxD |o X 
EK); Rid H;=—H- IRA HSHH; 与 
H; 分 别称 为 关于 f 的 下 解 与 上 解 . 当 H; SH, 相 
等 且 只 取 有 限 值 时 , 广 闵 狄 利 元 雷 问题 有 人 解 , 即 f 
是 可 解 的 . f 可 解 的 充分 必要 条 件 是 对 每 个 xE€D,f 
关于 调和 测度 w= 二 w(x，，;D)( 参 见 “ 调 和 测度 ”) 
可 积分 ,这 时 
Ti (zy = H yG) = Hye) = | fae, 


就 是 所 要 求 的 惟一 解 , 称 为 PWB ## BX PB 解 , 以 纪 
念 佩 龙 、 维 纳 (Wiener, N. ) 及 布雷 洛 的 工作 . 特别 
地 , 当 了 上 有限 连续 时 必 可 解 ,看 做 泛 函 的 对 应 测度 ， 
w, 由 这 样 的 全体 所 确定 并 可 由 此 给 予定 义 . y € 
aD 为 正则 边界 点 的 充分 必要 条 件 是 ,对 每 个 连续 
CAPRA f, 有 
lim Hx) = f(y). 

上 述 方法 在 格林 空间 、 马 丁 空间 及 更 一 般 空间 (参见 
“公理 化 位 势 论 ”) 也 适用 . 另外 ,在 一 定 条 件 下 ,也 可 
类 似 地 考虑 关于 a 调和 函数 的 广义 狄 利克 雷 问 题 . 

+ A (upper function) W“ X Xk FI E R 
kn. 

"FX (lower function) 
B. 

+ # (upper solution) 
B. 

f (lower solution) 
a”. 

PWB (PWB solution) 
a”. 

PB f& PB solution) BH“ PWB fm”. 

Ak Fil s P R Dirichlet integral) 用 以 给 出 
犹 利克 雷 问题 解 的 特征 的 一 个 积分 .有 两 种 定义 : 

1. JA R” 的 区 域 G | — co, + oo JE ESO f 4 
其 梯度 grad f 几乎 处 处 存在 时 , 称 


daf | lgrad f lidz 


为 f 的 犹 利克 雷 积分 . 

2. 对 R? 上 的 复 值 解析 孙 数 , 常 把 它 的 实 部 的 狄 
利克 雷 积 分 称 为 其 本 身 的 狄 利克 雷 积分 . 

在 黎 曼 曲面 上 也 有 类 似 情形 . 

Kk Fil SB RFE (Dirichlet principle) 利用 狄 利 
克 雷 积分 给 出 的 狄 利克 雷 问 题解 的 一 个 特征 . 设 夕 
AYR” 的 有 界 区 域 C A ve SE BY he AK A BR A 
BA SE PRA SR. ED be AR: 


(isf) = | (grad J, grad f,)dzx 


见 AKA ya #8 I] 


JT" LAL IE Ë Fi 


见 “ 广 义 狄 利克 雷 问 


见 “ 广 义 犹 利克 雷 问 


一 般 位 势 论 与 广义 核 


— p» 2 . Poar, 
Wi AK 5$ fr 2E Ri CÉ — fh SDL: — f, ]= 0)45 i 
的 商 空间 Z dé EAR IB Fp AE IBI. 狄 利克 雷 原 理 断 
Hk f€ Z HS Situa, WJ ZE H 
= {u€ Z |u Æ G 内 调和 } 中 ,经 典 的 狄 利克 雷 问 题 
HJ H 使 
|e — fl = Diu — f] 

达到 极 小 , 它 就 是 f 在 子 空间 五 (五 关于 2 中 的 
等 价 关 系 的 商 空间 ) 上 的 正 交 投影 . 该 原理 的 古典 形 
式 称 ,在 9G 充分 光滑 时 ,与 上 述 所 只 要 求 分 块 连续 
可 微 ) 同 性 质 同 边界 值 的 诸 郴 数 中 ,存在 使 狄 利克 雷 
积分 达到 极 小 者 . B 19 世纪 50 年 代 狄 利克 雷 
(Dirichlet, P. G. L. ) 32 & (Riemann, (G. F. )B. ) 提 
出 该 原理 之 后 的 半 个 多 世纪 ,包括 希 尔 伯 特 
(Hilbert, D. )、 外 尔 斯 特 拉 斯 (Weierstrass,K. CT. 
W. )) 在 内 的 大 批 数 学 家 为 该 理论 的 充实 付出 了 巨 
大 努力 . 20 世纪 50 FIÈ, RE Deny, J.) HI XA 
数论 的 方法 把 研究 深 和 一步; 布雷 洛 (Brelot, M. 
E. ) 把 上 述 结果 推广 到 2 空间 的 区 域 上 去 . 

BLD 涵 数 (BLD-functions) 一 类 重要 函数 . 所 
谓 BLD 函数 ,是 指 准 希 尔 伯 特 空间 2, BL cR 
克 雷 原理 ”) 的 完备 化 空间 中 的 元 素 , 这 种 元 素 全 体 
称 为 BLD 族 . xx E # i ë (Brélot, M. E. 2483 LIS, 
以 纪念 在 1906 年 引入 BL 类 函数 的 列 维 (Levi,B. ) 
和 戴 尼 (Deny,J. ) ,后 者 在 1950 年 应 用 广义 函数 论 
给 出 了 进一步 明确 这 个 空间 特点 的 完备 化 定理 : 
BLD 实际 上 是 由 下 述 BLD PC f 所 组 成 :f # G 
内 似乎 处 处 有 限 且 Z, A FI AK Ah Wh Wi ke 
了 .这 种 / 必 几 乎 处 处 有 梯度 且 D[ f |< +o. # f 
是 有 界 区 域 G, (G, DG) AY BLD 函数 , 则 在 G 上 
H; 存在 , 且 除 附加 常数 外 五 ; KR la Cl 
到 极 小 的 BLD 函数 ,也 是 惟一 满足 下 面条 件 的 在 
D 内 调和 的 函数 : 它 可 以 延 拓 成 G! 上 的 BLD 函数 
fi 且 使 得 在 G ING 上 fif. 

BLD #&(BLD-family)  À,"BLD 函数 ” 

BL 函数 (CBL-functions) —28 :8& E pg. 所 谓 
BL 函数 ,是 指 从 R 的 区 域 all —o5,4-oo ] B9 — 
KKA RE rp RET PRG 了 满足 : 

1. 在 几乎 所 有 平行 于 坐标 轴 OX G — 152.7, 
MEERE, SOE r 的 分 量 二 的 绝对 连续 函数 . 

2.# G E,D[ f ]« ooo. 

又 在 G 上 ,BL XT | f | = vDL 2E vi 25 
间 , 当 G 有 界 时 ,BLD 可 看 成 BL BS PE. X; GIR”, 


今 


Lf E E EA 
r |z|=r 


对 有 界 区 域 G 也 可 相应 定义 BL... BL, 关于 | | 
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BL, = |f € BL| lim 


成 赋 范 空间 . BL 函数 给 出 了 广义 函数 的 牛顿 位 势 
的 一 个 直观 描述 . 

BL, c EE (BL,-function) DL “BL wR”. 

P X. AKH (kernel distribution) 一 般 位 热 的 
核 这 一 概念 的 推广 形式 .对 从 R” 到 [一 ce ,十 ce] 的 


| eola dad pedes. 


则 称 f Ay RTS RA, ID AO BEC RIA SZ". 当 广 
SERE BA) EB p AR CA LG PR A PEOR) X. 
PRO RE AO RIRO ANE H £ 5 1/4 PERM P 
AH, PR k AS X NE DJ ON, IERIE BJ a X ka 
=A(n,a@a) |x|" "(EA l<ax<in,A(n,a) H IE $k E 
子 ) 是 广义 函数 核 ,这 时 = |z | ES 
广义 函数 的 位 势 (potential of distribution) 
一 般 位 势 在 广义 函数 情形 下 的 推广 .关于 广义 函数 
ÉE k, 
= (T € v" |T HRA T 的 能 量 


IT: = [EIT [de <+ 00} 


关于 内 积 
A EY Es er, (x)T (x) dx 
成 为 希 尔 伯 特 空间 . ETEM, WJ £T ES’ ,因此 可 


Wie Wa E a=kT 的 广义 函数 = 二 U7, 称 之 为 了 的 
Ck AS” mK aH. 特别 当 了 的 支 集 为 紧 
时 ,有 UU’ =k x T ,这 与 了 为 测度 时 的 形式 一 致 ; 当 
7 之 0 WU’ 为 函数 . 利用 投影 算 子 ,可 对 广义 函数 
的 位 势 讨 论 扫 除 、 平 衡 问 题 及 容量 等 . 以 正规 化 的 a 
I% ke 为 例 , 上 述 M 就 是 a 能量 有 限 的 ( 带 符 号 ) 测 度 
PAR Z, 以 Ii(py,v) 为 内 积 的 准 希 尔 伯 特 空间 的 完备 
化 . M RA ELRES ERKE KKR HS XA 
数 全 体 Mx 是 M 的 子 希 尔 伯 特 空间 ,TEM 到 Mx 
的 投影 T WE UTC) =U" (x) TE K ABB ET JL 
SP Ab ABE. Sr T= PT ATAKAR. B 
外 ,对 满足 U” (zx) 三 1 在 EI TEM RAR 

二 Px 了 是 在 Mk— (Ty f || T, — D || KBR 
的 惟一 解 , 称 IU K EBPE8 rm. | AK o 
谱 测 度 . 34 0 asc2 时 ,它们 分 别 与 把 & 看 成 一 般 
核 时 的 平衡 测度 及 a 容量 一 致 . 

广义 函数 的 牛顿 位 势 (Newton potential of dis- 

tribution) 一 类 广义 函数 的 位 势 . 以 有, HT vd 
数 核 时 T € M, 的 位 势 U” 称 为 广义 函数 的 牛顿 位 
3. CE R” ER BL 图 数 且 


[ar = 二 | lgrad U? Cr) K: 
(XT | T| “J Seg e UOI RSE 
BL, 函数 几乎 处 处 等 于 某 个 牛顿 位 势 UT. 双 层 位 热 
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十 ce) 的 连续 函数 u 


可 视 为 U” 的 特殊 情形 . 

抽象 边界 (abstract boundary) 由 不 属于 指定 
的 拓扑 空间 Q 的 点 组 成 的 集合 ,是 (2 在 延 拓 后 的 拓 
扑 空间 内 的 边界 . 具体 地 ,在 非 空 集合 O 上 赋予 拓 
th 7 , 设 I 是 非 空 指标 集 , 若 对 每 个 1€7, 对 应 着 一 
个 由 开 集 组 成 的 滤 基 (参见 “一 EE S 
则 在 82U7 上 存在 满足 下 述 条 件 的 拓扑 全 

1.7, 在 8 的 诱导 拓扑 为 地. 

2. NE FEX ELN 与 2 的 邻 域 的 交 全 体 构成 由 
A, 生成 的 滤 子 . 

于 是 关于 1,T 是 0 的 边界 , 称 之 为 1 的 抽象 
边界 . 这 样 的 拓扑 .1 中 有 最 细 者 , 它 使 得 OA 
集 ,在 IT 上 的 诱导 拓扑 是 离散 的 且 A: 中 的 集 与 i 之 
并 全 体 构 成 i 的 邻 域 基 . FEE OO 成 为 开 集 的 诸 拓扑 


(了 1) 中 最 粗 者 记 为 F nr AQT OS BIENES 
fe} WU QUT Z ) 也 是 察 斯 多 夫 空 间 的 充分 必要 条 


(FA: 

1. Vi€ IL, YLEN, r TE CQ 7 PR 
与 28, 的 某 个 成 员 V 不 相交 . 

2. Vi,jETC 关 7)), 存 在 UE Z%,V EZ, W14 U 
与 V 不 相交 . 

极 小 调和 函数 (minimal harmonic function) 
不 计 一 个 正 的 常数 因子 时 比 别 的 同类 函数 都 小 的 非 
负 非 零 调 和 函数 . 设 02 为 拓扑 空间 ,一 族 由 OS. 
组 成 的 凸 锥 2 和 一 族 由 2 到 
L0,-Foo |f] F k YE 22 PR p 组 成 的 凸 锥 07 当 满 足 
下 面 两 条 件 时 分 别称 为 抽象 调和 锥 和 位 势 锥 : 

l.u€ 4 ,p€ 2 H vs p M u= 0. 

2.v€ X,u€ 2c Bik influlr), vlr) € >, E rH 
2Z=% = Uu+pblu € HW, pCFP}. Pk BJ ES 
非 负 调和 函数 全 体 和 非 十 ce 的 格林 位 势 全 体 分 别 是 
% 与 S? 的 特例 . 

U 中 元 素 h(h 关 0) 称 为 极 小 调和 函数 , 指 的 是 
对 任意 u€E % ,u<h 蕴涵 存在 非 负 常数 a 使 4 二 ah. 
h E OS KD) ia A EL DC A= (ah |az0) A E C 
的 极端 母线 . EPA GE hi 等 价 于 hs SAM 4 TE TE BR 
数 a7 0 fi h, — ah; WTA BRA 的 等 价 类 . 极 小 
调和 函数 的 概念 是 马丁 (Martin,R.S. ) F 1941 年 
引进 的 ,布雷 洛 (Brelot , M. E. ) 等 人 在 抽象 空间 上 
加 以 发 展 . 目前 关于 抽象 锥 的 研究 已 发 展 成 为 专门 
DI H 锥 理论 . 

抽象 调和 锥 (abstract harmonic cone) 
小 调和 了 上 图 数 ”. 

抽象 位 势 锥 (abstract potential cone) 
小 调和 函数 ”. 

Ha h (minimal thinness) 点 集 在 抽象 边界 
点 的 邻 域 “稀薄 ”程度 的 一 种 描述 , 瘦 性 概念 的 推广 ， 


个 邻 域 U 


见 “ 极 


见 “ 极 


在 考虑 抽象 调和 锥 时 ,2 的 子 集 E 称 为 关于 极 小 调 
fü PR C A AAO) AE FRAZER DRE ,hh 到 的 
简化 函数 Ri 闫 hh. 集 族 {Q\E1E RF h 瘦 } 构 成 一 个 
IT Fins © 区 ;二 多 i, 它 是 类 hh( 参 见 “ 极 小 调和 消 
数 ”) 中 所 有 的 极 小 调和 归 数 (了 0) 所 对 应 的 共同 滤 
FKL Ka) sh 全体 m HER O 的 抽象 边界 称 为 极 
小 边界 , 它 是 极 小 细 拓 扑 ( 参 见 “ 极 小 细 拓 扑 ”) 下 的 
边界 . 布雷 洛 (Brélot, M. E. ) 还 考虑 了 更 一 般 的 极 
小 瘦 与 极 小 边界 . 

极 小 边界 (minimal boundary)” 见 “ 极 小 瘦 ”. 

极 小 细 拓 扑 (minimal fine topology) Q 上 的 
细 拓 扑 在 2 与 抽象 边界 的 并 集 上 的 一 种 延 拓 .在 0 
上 相对 于 =U (+ eo) (参见 “ 极 小 瘦 ”) 的 细 拓 扑 
记 为 7 HAY, PREABE 7. FR. EF QU m 
HEF UES (01 PEE m BOW TH FRO 
为 开 集 的 诸 拓 扑 中 最 粗 者 记 为 T ， 称 为 极 小 细 拓 
fh. 关于 .多 ,从 Q 内 到 边界 点 hh 的 上 \ 下 极限 与 天 
于 滤 子 多 的 上 、 下 极限 一 致 . 

康 斯 坦 丁 斯 库 - 柯 尼 定 理 (Constantinescu- 
Cornea theorem) ”统一 处 理 拓 扑 空间 各 种 常用 的 
紧 致 化 的 一 个 定理 . 该 定理 指出 ,大 OQ 为 非 紧 的 局 
PAA MSR Vv 是 一 族 从 Q 到 [一 co , + 
co] 的 连续 孔 数 , 则 存在 惟一 (至 多 相差 一 个 同 胚 ) 的 
紧 空间 0 满足 : 

1. Q 在 0 中 稠密 且 为 开 集 . 

2. 秋 中 每 个 函数 能 延 拓 成 0 上 的 连续 函数 了. 

3. /全 体能 分 辨 A— ONO 的 点 . A 称 为 8 的 理 
想 边界 . 

Q 也 可 看 成 Q 关于 如 下 的 一 致 结构 的 完备 化 
空间 , 它 是 使 到 中 每 个 函数 都 一 致 连续 且 相 应 的 一 
致 拓扑 与 2 原 有 拓扑 相 容 的 最 粗 的 一 致 结构 . 本 定 
理 概括 了 常用 的 紧 致 化 定理 ,提供 了 据 函 数 族 的 性 
质 来 引入 边界 且 保 证 原 空间 附加 边界 后 成 为 紧 空间 
的 理论 根据 . 

适当 选取 上 述 的 函数 族 亚 ,可 得 位 势 论 党 用 的 
如 下 几 种 紧 致 化 : 

1. 亚 历 山 德 罗 夫 单 点 紧 致 化 ,这 时 有 为 空 

2. 斯 通 - 切 赫 紧 致 化 , 这 时 辫 为 从 2 到 [一 co， 
十 ce 的 连续 函数 全 体 . 

3. 斯 托 伊 洛 夫 紧 致 化 , 取 了 到 为 如 下 从 到 到 
(一 ce ,十 ce) 的 连续 函数 了 组 成 :在 2 中 有 紧 子 集 
天, 使 得 (KR 是 一 些 区 域 的 并 集 且 在 每 个 区 域 上 f 
O SC. 

4. PRERA, 这 时 OAS -空间 ,于 是 从 0 
到 (一 co ,十 co) 的 .连续 的 BLD 函数 全 体 ， 

5. Se AML OAS Si. V. dE ER 
数 中 这 样 的 了 全体 :2 ARF F ET f EOF, 
内 调和 且 在 那些 于 Fr 上 取 值 等 于 了 的 BLD 函数 的 


一 般 位 势 论 与 广义 核 


犹 利克 雷 积分 中 ,f 达到 极 小 . 

6. 马丁 紧 致 化 ,这 是 位 势 论 中 重要 的 紧 致 化 ( 参 
Dp J Z= B|”). 

在 各 种 紧 致 化 下 得 到 的 理想 边界 仍 冠 以 同样 名 
字 , 如 亚 历 山 德 罗 夫 (理想 ) 边 界 等 . 

理想 边界 (ideal boundary) 见 “ 康 斯 坦 丁 斯 库 
- 柯 尼 定理 ”. 


Hr im - UJ e £ £L (Stone Cath compactif - 
ication) 见 “ 康 斯 坦 丁 斯 库 - 柯 尼 和 定理 ” 

斯 托 伊 洛 夫 紧 致 化 (Stoilow compactification) 
见 “ 康 斯 坦 丁 斯 库 - 柯 尼 和 定理 ” 

罗 伊 登 紧 致 化 (Royden compactification) Jl 
“ 康 斯 坦 丁 斯 库 - 柯 尼 定 理 ” 

仓 特 善 紧 致 化 (Kuramochi compactification) 
见 “ 康 斯 坦 丁 斯 库 - 柯 尼 定理 ”. 

BT BRAY (Martin compactification) 
斯 坦 丁 斯 库 - 柯 尼 定 理 ” 和 “马丁 空间 ”. 

马丁 空间 (Martin space) 位 势 论 中 的 一 类 重 
要 空间 . 格林 空间 CO FAT ew BORK, Cr) | ye OQ) 
的 紧 致 化 记 为 0, 并 称 2 为 马丁 空间 ,其 中 
GX,Yy) 
G Gr, Yo) ; 
y, € Q FERRE. A= QNO 称 为 马丁 边界 ,每 个 函数 
K, (x) FE Q 有 连续 延 拓 且 能 分 状 A; 2 可 度量 化 .R 
的 一 般 区 域 的 欧 氏 边界 与 A 全然 不 同 ,但 当 0 是 球 
或 其 他 较为 正则 的 域 ( 如 李 普 希 欧 域 ) 时 二 者 一 致 ， 
Xt R^ 的 单 连 通 格林 区 域 ,A 等 同 于 卡拉 西 奥 多 里 
(Carathéodory ,C. ) BJ 4p Ec 3 A. 对 马丁 边界 同样 可 
考虑 狄 利克 志 问 题 ; 可 把 2 上 的 细 拓 扑 延 拓 成 QU 
Ai( 参 见 “ 马 丁 积分 表现 ”) 上 的 极 小 细 拓 扑 并 可 讨论 
函数 的 边界 值 问题 (参见 “法 图 - 杜 布 定 理 ”); 马 丁 边 
界 可 翻译 成 概率 语言 并 在 随机 过 程 论 中 得 到 应 用 和 
推广 . 该 空间 是 马丁 (Martin,R.S. ) 于 1941 年 引进 
Bg. 

马丁 边界 (Martin boundary) 见 “ 马 丁 空间 ” 

马丁 积分 表现 (Martin integral representation) 
球 上 非 负 调和 上 为数 的 泊 松 积分 表示 在 一 般 区 域 上 的 
推广 .在 马丁 空间 2 中 ,对 于 2 上 的 极 小 正 调 和 函 
数 zx, 必 存 在 惟一 的 XEA( 定 义 见 “ 康 斯 坦 丁 斯 库 - 
柯 尼 定理 ”) 使 

uly) = uly OK(X , y) 

(Z L“ BT Z= aD”), PRICE X DJ A 的 极 小 点 ; 极 
小 点 全 体 A, 是 G, 集 . 马 丁 积 分 表现 定理 断言 :对 任 
一 非 负 调和 函数 x, 必 存在 惟一 的 .集中 在 A, 上 的 
拉 东 测度 w 之 0, 使 得 


u(y) = [KX oda Qo Cy € 0). 
上 式 右 端 也 是 双 层 位 势 的 推广 , 当 O 为 R" 中 的 球 
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见 “ 康 


K,(r)— K(z,y) = 


时 ， 

KCA yy) = SG UEM) 
上 述 定 理 促 使 绍 凯 (Choquet,G. ) Xt A rit #E fE Hi T 
出 色 的 研究 ,又 反 过 来 简化 了 马丁 (Martin,R.S. ) 
的 证 明 . 

P X ET iW generalized Martin boundaries) 
马丁 紧 致 化 的 推广 形式 的 理想 边界 . Z 8 VF Z A, , 例 
如 ,用 茶 个 二 阶 椭圆 型 方程 在 2 的 格林 函数 C (>, 
y) 代 蔡 调 和 方程 的 CCz,y)( 人 参见 “马丁 空间 ”) , 就 
得 到 与 该 方程 某 族 极 小 正解 相关 联 的 马丁 边界 A’ 
( 称 为 椭圆 马丁 边界 ) 及 极 小 点 全 体 A ,并 可 研究 OQ 
UA 上 的 位 势 论 性 质 以 及 方程 的 解 空 间 绪 构 ;A 与 
4 及 其 他 理想 边界 的 关系 等 是 常见 课题 . 特别 地 ,对 
方程 Lu 二 Pu(P 之 0,L 是 拉 普 拉 斯 算 子 ), 把 A 的 
基数 称 为 椭圆 维 数 , 记 为 dimP. 中 井 三 留 (Nakai， 
M. ) 等 日 本 学 者 在 具有 一 个 孤立 边界 点 的 平面 区 域 
上 对 dimP 的 值 域 与 密度 已 的 关系 做 了 深入 研究 ; 
另外 ,对 非 椭 圆 方程 也 可 考虑 广义 马丁 边界 . 

MAST ia (elliptic Martin boundary) W 
“广义 马丁 边界 ” 

椭圆 维 数 (Celliptic dimensions) DL P SV ur T 
边界 ” | 

绍 凯 表现 定理 (Choquet representation theo- 
rem) ”对 应 于 马丁 积分 表现 的 一 个 著名 的 泛 卫 分 
析 定 理 . 其 要 点 是 :在 一 个 局 部 凸 的 罕 斯 多 夫 拓 扑 线 
性 空间 2 中 HEC 的 底 ( 即 C 与 一 个 不 经 过 原 
点 的 闭 超 平面 之 交 )B 为 紧 且 可 度量 化 , 则 BPR 
个 元 素 y 必 是 某 个 集中 在 B 的 极端 点 集 上 的 概率 
测度 p 的 重心 , 即 对 2 上 任何 连续 的 线性 形式 1, 8 


ere [t codaco. 


述 表达 式 惟 一 . X 4" E E K AKERS A 20 
纪 中 叶 分 析 学 上 伟大 发 现 之 一 . 

绍 凯 边界 (Choquet boundary) 正则 边界 点 集 
的 一 种 推广 . KOE A RH Th Z= B], > E E S 
(一 ce, 十 ceo] 的 下 半 连 续 函 数 的 全 体 , 歼 的 点 y RA 
三 极 值 点 , 指 的 是 对 五 上 的 任何 概率 测度 ,不 等 式 


Lost? «fo 


对 LPL ICR / BUT BAe n Fy AK A Fe UM BE e. > 
极 值 点 全 体 称 为 五 (相对 于 20 B) WR. E E 
存在 紧 子 集 Ei, 使 中 每 个 元 素 f 在 E 达到 最 小 
值 且 在 同类 集合 中 E, 为 最 小 , 则 称 Ei 为 的 名 洛 
AF. 特别 地 , 当 D 是 格林 空间 (2 的 相对 紧 开 集 ， 
是 在 DD 内 调和 且 在 D 上 有 限 连 续 的 函数 全 体 时 ， 
D 相对 于 的 绍 凯 边 界 正好 是 D 的 正则 边界 点 全 
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体 ,而 它 的 闭 包 就 是 DD 的 希 洛 夫 边 界 . 这 两 种 边界 
与 Q 的 紧 子 集 的 稳定 边界 点 也 有 密切 关联 . 

> 极 值 点 (2Z-extreme point)” 见 “ 绍 凯 边界 ”. 

希 洛 夫 边界 (Silov boundary) 见 “ 绍 凯 边 界 ”. 

多 重 调 和 函数 (polyharmonic function) 一 类 
BEY mR. 满足 Au=0 B9. 3c B9 n] i PE Ek u KH 
多 重 调 和 函数 ,这 里 & 之 2,4A 是 拉 普 拉 斯 算 子 . 特别 
当 & 一 2 时, 即 满足 AAu-—0 BS P£ $X u BRA OLA Al PR 
数 . 对 于 平面 区 域 C 内 的 双 调 和 函数 &, 有 如 下 十 尔 
WE (Goursat, É. -J.-B ) 的 表示 形式 ， 

ulz) = Re(zf(z) + g(z)), 

这 里 fe) gle) CAR 2 £l p X. 


双 调 和 函数 (biharmonic function) W“ ge 
调和 函数 ”. 
位 势 论 与 函数 论 
外 映射 半径 (outer mapping radius) SM 


上 的 某 个 圆 盘 的 半径 . 设 E 是 复 平 面 C 上 的 有 界 连 
SE St, D. JE JE # CNE 中 那个 无 界 的 分 文 , 耕 共 形 映 
BI w= 二 w(z) 将 D. DD (zo | |xo | > R) AOR Bš Ë 
域 有 展开 式 
w=wlz)=ztata/zete, 

MWe R SRE) 28 E 的 外 映射 半径 . 可 以 证 明 ， 
R(E) 等 于 的 对 数 容 量 C,(E). 设 DCDCC) 是 单 连 
通 区 域 , 且 其 内 部 含有 原点 O. GRR zo — eG 
É D BRAM (w | [wo | Ro) ,并 使 p(0)==0, |g (0)|=1， 
NER =RoD)A D XT 0 HARAI. 利用 平 
# ^r dp By WK (E TE MATA. 4 DAFA, 
R (D< R(D), EH D EL À IS Sá rn 
AFP Bil ; i£ — zk Er dB X FE D BJ 2F 9 < T ei 
圆 的 反 演 区 域 记 为 D' , 则 RD) + RODOS, F 
号 仅 当 D 是 单位 圆 内 部 时 成 立 . 大 R, (D* ) > 
R (D), M] R, CD) «1. 

内 有 映射 半径 (inner mapping radins) 
射 半径 ”. 

5x $h1/4 圆 定理 的 推广 (extension of Koebe's 
1/4-disc theorem) 一 个 著名 定理 的 推广 . 主要 结 
RE: 

LZ w= f (z) —z-Fa;z'-- J ENA ER BI 
# A。 上 的 正则 涵 数 , 记 D = (zo |o = f (z),z € A.) 
和 E= r|rZ=0,# |x |= W) wE Di, WEDD 
格 测度 mES 1/4, ECKE zo = f. (z) 
=z/ (1 +=e'“)2. 该 映射 将 单位 圆 映 上 w 平面 去 掉 半 
BR Laws pe “1/4 p+ ©) a AR KM. 

2. dp B bn DX, D 的 任 一 边界 点 都 可 做 一 个 
半径 为 pb 的 圆 盘 包含 D, M D xii o 阶 的 . 将 满 


DL“ Sb BR 


足下 面条 件 的 定义 在 A。 上 的 共 形 映射 f 的 全 体 记 

HF R f RE f(020.]f(00|21 B = f(x) 

所 产生 的 区 域 Dy 是 o 阶 凸 区 域 . 张 鸣 贸 指出 ， 
Ly sup {r | A |w| <r, M] w € D5j 


是 方程 
NV T,C20 — T,)aresin dë = E 
(1x o «- oo) 

的 正 根 ,而 T. = 7/4. TR % IA: DX BLA À xo 
一 0 为 对 称 中 心 , 以 两 个 半径 为 o BJ BL JI 33 2 C 
po 一 十 co 时 退化 为 两 平行 线 )? 的 等 边 圆 弧 二 角形 的 内 
a. 

理想 边界 的 调和 测度 Charmonic measure at the 
ideal boundary) Ja FW EARS Aw ED 
J.dx R 是 开 歼 曼 曲 面 ,(R,),_so 是 R 的 子 曲 面 的 一 
个 穷尽 列 , 即 

KC RC es CR, s Rs 

其 中 R, 为 紧 集 且 RCR R, MMA, HARA 
解析 若 尔 当 曲线 组 成 . 设 w,(z) 是 D, 关于 RNR 的 
调和 测度 ,使 on COE T, EREA 1, Æ Tr ERE 
为 0. 据 极 大 值 原 理 , 在 RNR EA on GO e (2), 
由 此 , 据 哈 纳 克 原 理 , (w C) ha E RAR 内 的 每 个 
紧 集 上 一 致 收敛 . 记 


wlz) = limw,(z), 


则 wlz) 称 为 R 的 理想 边界 的 调和 测度 . 理想 边界 调 
和 测度 为 零 的 黎 曼 曲面 (包括 紧 黎 曼 曲面 ) 为 Os 类 
曲面 , 即 在 其 上 不 存在 格林 函数 的 黎 曼 曲面 . 

函数 论 零 集 (function-theoretic null-set) 4 
干 类 集合 的 统称 .所 谓 函 数论 零 集 ,是 指 在 复明 数 论 
中 使 某 个 性 质 不 成 立 的 ,或 指 关 于 某 种 函数 族 具 有 
可 延 拓 性 的 ( 紧 致 ) 点 集 . 常见 的 函数 论 零 集 有 : SHR 
Sia AS WU SA RSE PARMAR 
SWE Ns BER VERS. TBI RS GIOCARE EUR 
如 下 关系 (其 中 “全 ”表示 草 涵 0<e<1); 


(1 十 s)- 维 豪 斯 多 夫 


FRR ;解析 零 容 集 : = JE 
NRI. R- Nt 
HBOUASOOEEITA ` Ge -可 去 集 
E EE EE 


EA 
| ZWE ` 


关于 表 内 符号 及 名 词 的 意义 ,参见 后 续 各 条 目 . 
解析 容量 (analytic capacity) 定义 在 复 平 面 

的 紧 子 集 族 上 的 一 个 集 函 数 ,其 值 由 一 族 有 界 解析 

函数 的 导数 来 确定 . 设 下 为 复 平面 C 上 的 紧 集 ,ex 


位 努 论 与 函数 论 


/ CONF 的 非 有 界 分 支 D- 上 的 有 界 复 解 析 函 数 全 
体 , 称 
a(F)-—sup(|fJ(co||£€oBHIf|ls«n 
AF 的 解析 容量 . BAC PF) Rm FF 的 对 数 容量 ， 
则 一 般 有 a (F)<C,(F). 车 将 了 在 co 的 邻 域 展开 : 


fe)=a + Re, 
P4 x 
m 
, — ss e 
fi(o)=a,= f fods, 


其 中 卫 是 分 离 F Ejoo WJ B] BHI Ze. 又 ,解析 容量 为 零 
WEAR SAR. MABE DEE. | 
H Sh p 538 $E (Painlevé null-set) 


E» 


里 


见 “ 解 析 容 


Nz 类 零 集 (null set of class N+) —2K pki RX 
论 零 集 . 用 A (2) 表 示 定 义 在 平面 区 域 2 上 的 特定 
的 单 值 解析 函数 类 . 设 五 是 平面 CAN RE, ES = 
ONE EXE ES 的 任 一 分 支 OQ, 

M. (z, , Q) = Sup. | JC) | = OD 
WS E £: N> 252 5. 09 DL No RA Ns, Noe 和 
Noo + X F (DIAR F H BJ p $X JX : 
ZOO EAERI OIS}; 
$SOD-if|f E R ERTHAETTHR. 


Inten Pardy<n); 


SDD = (FIS ZRH BMA EDN). 

这 些 点 集 的 关系 参见 “函数 论 零 集 ” 这些 结果 
属于 阿尔 福 斯 (Ahlfors,L.V.) 和 博 灵 (Beurling， 
A. ). 

A) A $E (removable set) ATEA PEU B] R. 
A iEdR FE BJ — 2S PR $Z SES RE PRS HA R 
上 的 全 不 连通 闭 集 , 若 对 五 的 任 一 子 集 e 的 任 一 邻 
bk U。,U\e E BS f£ — X X pR C (ht Rr E BK) b, 
可 保 性 质地 延 拓 到 U, 上, 则 称 E 为 X 可 去 集 .X W£ 
表示 HB, HD. AB, AD, SD zx Lip? 4 pg 2⁄4, HP 
Lip; 类 为 满足 a MER 35 XAR UE BJ A FR H PR; 
其 余 含意 为 :H 调和 ,A 解析 ,S 单 叶 解析 ,B 有 界 ,D 
具有 有 限 狄 利克 雷 积 分 .各 类 可 去 集 的 关系 见 " 盯 数 . 
iX". 

可 去 集 与 黎 曼 曲面 分 类 有 密切 联系 .用 Ox R 
示 其 上 不 存在 非常 数 单 值 X 类 函数 的 黎 曼 曲面 . 对 
亏 格 有 限 情 形 ,Ox 类 曲面 正好 是 闭 黎 曼 曲面 关于 某 
X 可 去 集 的 余 集 ,其 中 X 代表 HB,AB 或 AD. 对 一 
般 情 形 ,Ons 类 曲面 上 的 点 集 是 HB 可 去 的 当 且 仅 当 
去 挥 该 集 后 所 得 的 曲面 仍 是 Om 类 .阿尔 福 斯 
(Ahlfors, L. V. 2, BY Ei (Sario, L. R.) th H = Ej 
(Nakai, M. ) A X: 32 š BH Iñi 4] 2S HB je VR 
刻 研 究 . 
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JE 40 42533 (harmonie continuation) 位 热 论 中 
的 一 个 概念 .所 谓 调和 延 拓 ,是 指 把 调和 项 数 的 定义 
域 扩大 的 过 程 或 所 得 的 困 数 . 设 wu 分 别 为 定义 
在 区 域 D,D: CCR") A BY VALRU mä VA] RU XE 38 Jy 3X 
如 下 : 

l. # D 1 D, AF Dif1D; 内 u, =u: , Wisi 
E AR TF ulp)=u (p) (p€ DOR ulp)=u:(p) pE 
D) AY PRK up) ft D= D, U D, 上 的 调和 图 数 . 

2. # Dif] Dy — 6 (8 (o 类 曲面 S 为 其 公共 
边界 ,ul 和 ws 在 S 上 有 相等 的 边界 值 且 有 只 是 符号 
相反 的 法 向 导数 , 则 满足 条 件 up) =u (p) (PED, 
US) u(p)=u.(p) PED: USAZ up) TE D 
=D USUD, 上调 和. 

3. 设 C 是 双 倍 型 的 黎 曼 曲面 , 即 可 表 为 G= 
GUCUG FC 由 至 多 可 数 条 解析 曲线 组 成 ,而 
G(1G-— 2 .G 与 C 互 为 沿 C 的 对 称 曲 面 ; 设 w(p) 是 
定义 在 C 上 的 调和 函数 ,在 CUC 上 连续 且 在 C 上 
u=0; ABC LE Mu(p)=—ulp) pw p $F 
C 的 对 称 点 ,xz(p) 即 延 拓 成 整个 C 上 的 调和 函数 . 
mR p=u(p)tiv He G EWR RRA up) 
满足 上 述 条 件 , 则 只 要 在 C Eg MS p)=—ulp)t+ 
iv Dp) P A p XF C 的 对 称 点 , 即 可 将 f(p) 解 析 延 
拓 到 整个 C E. 

4. 特别 地 ,对 平面 若 尔 当 域 乙 上 的 调和 函数 
uz) y D BJXI ALTE TE dC Ex RET HAM C, 使 在 其 


LE u—0 RSE —0, NJ u 可 越过 C 调和 延 拓 到 某 个 域 


群 上 的 位 势 论 


群 上 的 位 势 论 (potential theory on group) 经 
典 位 势 论 的 推广 .采用 群 上 随机 过 程 所 确定 的 测度 
作为 位 势 核 ,应 用 现代 分 析 方 法 给 出 相应 的 位 势 论 
原理 . 这 些 原理 具有 明确 的 概率 意义 . 这 部 分 均 设 XX 
是 一 个 局 部 紧 阿 贝尔 群 , 简 记 为 LCA 群 . 

X 的 对 偶 群 记 为 I.C(X) 表 示 X 上 连续 复 值 
PKI BY 4 DR. CX), CXM C.(X) 分 别 表 示 C CX) 
中 的 有 界 函 数 、 在 无 穷 远 点 为 零 的 图 数 以 及 有 具有 紧 
X. # BJ PR R LE] T Z= d]. 各 空间 均 赋 予 标准 拓 
Th. MCX). M, CX ) fü. M. CX) 4 Sil os X 上 的 拉 东 
测度 .有 界 拉 东 测度 和 有 紧 支 集 的 拉 东 测度 空间 . 
wx RIR X 上 的 哈 尔 测度 ,e* 表示 在 +€ X 的 狄 喇 克 
测度 . 又 ,测度 ¿€ M, CX) BS [8E H n 39] 08 ZR ZS B AE 
换 记 为 n. Bp 


OE: ngo PET); 


其 中 ,7)= 二 7Y(x). 
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浑 拓扑 (vague topology) 一 种 特殊 拓扑 . 在 
M(X) 上 用 浑 收 敛 定 义 的 拓扑 称 为 浑 拓扑 . M(X) P 
的 测度 网 (jw)oesa 称 为 浑 收 化 于 € MX) IA gs 
> u, FR WE 

lim, fy = (uf) 
对 任意 FEC CK) mor CS W" RMB”). 

16 SS # $4 Fh (Bernoulli topology) MCX) E IJ 
一 种 拓扑 . 记 M; (X) M, OO BJ IEE zk Piron 
BU) 88M, (X) PWE N Ca) atk B 2 Fil PR Fh 
SUF jE Mi (X) 的 充分 必要 条 件 是 u> H 

lim 44 CX ) = (X). 


SS FRE BÉ (convolution semigroup) 一 种 半 
BE. BE (,),> M; OO B IE MF SIE, 

1. Mt 0s 6 CX) = T, 

2. Vt.s 2 0. pu * p Mts 

3. i0 4 4-0), 
则 称 测 度 族 (m)>。 是 X 上 的 一 个 浑 连续 卷 积 半 群 . 
HARRAN Se "7 SCHER ETA deet 
PAE Ce) > 和 成 上 的 连续 . 非 负 函数 少 之 间 建 立 
了 一 对 一 的 对 应 . 称 y(r) 和 (jp),so 是 关联 的 . 对 每 
一 个 正 数 4, 定义 X 上 的 正 测 度 P: 


十 cm 
(pif) =| e" (Qu, Ddt (f € COD), 
0 


PR du BE E Co; osi E TRE BE OC) RI T WE zÑ Cresol- 
vent). Co) olii E AR TT FB 
Pi — py =— (À — WP * Ou 
XE $& Se fH SÉ BÉ (transient convolution semi- 
group) 浑 积分 存在 的 卷 积 半 群 . e Cos Je £ TA 
Æ FF. Ti (,),> DÉI ERS 


+ ox 
| dt 
0 


FE, RXV € C^ CX) BR 
+ oo 
| Gd <+ em, 


则 (wm)>o 称 为 X 上 的 迁移 卷 积 半 群 或 非常 运 半 群 . 
这 时 有 u> G— 69). 车 (14),so 不 是 迁移 的 , 则 称 
CHX 上 的 常 返 卷 积 半 群 . 

"ER 2 FA EK # (recurrent convolution semi - 
group) ” 见 “ 迁 移 卷 积 半 群 . 

群 上 的 位 势 核 (potential kernel on group) 5 
随机 过 程 紧密 关联 的 一 个 正 测 度 , 其 作用 类 似 一 般 
Ju Sie rp B FR CIO. E Ce) E — PE ERE 
群 , 则 称 测 度 


+o 
A == | pdt 
0 


是 位 势 核 . 记 DY (y)= (c |X* o FEE M' (XD), 
FRxx*oJ D ' (y) 6 £ o 的 XX -位 势 .每 一 个 位 势 


Fx x 满足 扫除 原理 以 及 其 他 位 势 原 理 . 

基本 核 (elementary kernel) 最 重要 的 一 类 位 
势 核 . 每 个 位 势 核 都 是 某 个 基本 核 列 的 浑 极限 . 设 = 
€ M; (X),ACX) 委 1, 且 级 数 


Zon 
浑 收敛 ,这 里 A 表示 H 的 n 重 卷 积 , 必 一 so, 则 称 
X 一 2, 


是 由 确定 的 基本 核 . 它 是 由 人 确定 的 卷 积 半 群 
Ce ‘exp(ty) ) Bg Mv XE. X X 是 位 势 核 MI VAT 0, 
Aye A+ ps 确定 的 基本 核 , 即 


Ax + & = 209). 
n=0 


SSK (perfect kernel) ”位 势 核 的 一 种 等 价 形 
式 .一 个 正 测度 Xx, 知 存 在 满足 下 述 四 个 条 件 的 一 个 
基本 正 测度 网 (o,),ev,V 是 X 的 单位 元 0 的 一 个 紧 
邻 域 基 , 则 称 X 是 一 个 完全 核 : 

1:0; CX) S1. 

2.0,€ D' (X),X *o,X H X * c> y. 

3.TE v WARE v^ EXX c,= X. 

4. X * o? 0(n—0o). 

每 一 个 完全 核 都 是 位 势 核 . 反 之 ,每 一 个 位 势 核 
都 是 完全 核 . 

X 扫除 测度 (XY-balayaged measure) 一 般 位 热 
论 中 扫除 测度 的 推广 . 设 xX 是 一 个 正 测 度 ,jE€ 
D (X),G BFR. A r ED COME PRA. W 
Rete eh EGER x 扫除 测 度 : 

1. AE supp CG. 

2. X * p X * p. 

3. X * py |e= X * ule. 

u 上 调和 测度 (wsuperharmonic measure) jË 
常 的 上 调和 隶 数 在 群 上 位 势 论 中 的 对 应 物 . 大 EE 
D' GE yx ESEC x ë =ë), IPE E dE p 上 调和 
测度 (w 调和 测度 ). 哈 尔 测 度 wx 是 x 上 调和 测度 . 
当 且 仅 当 jy(X)==1 时 ,wx 是 py 调和 测度 . 


u 调和 测度 (pw-harmonic measure) WL“ 4 上 调 
和 测度 ”. 
超过 测度 (excessive measure) 比 位 势 核 更 一 


般 的 一 类 测度 ,这 类 测度 及 其 简化 测度 在 研究 位 势 
核 原理 时 起 重要 作用 . 设 (,)—o JE X 上 的 卷 积 半 
BE REWE. 若 YVz 六 0, 上 是 -上 调和 的 (jw 调和 
BJ), US E X: T (Z) Á E ER pH WJ BE (CAS 2830) EF). X 
E BJ na ZR a, 是 超过 测度 . 当 且 仅 当 Vi Oy 
是 概率 测度 时 ,wx 是 不 变 测度 . 若 X 是 位 势 核 , 则 Vc 
€ D' OD.c BJ x (6 x «o 是 超过 测度 . 又 当 且 仅 
Mf 0—0 Bf X * o 是 不 变 测 度 . 对 于 每 一 个 超过 测度 


at L By te 3 dt 


$, 有 里 斯 分 解 式 :é 二 Xxo 十 7, 这 里 c€ D' (X),7 E 
不 变 测度 . 每 一 个 超过 测度 是 一 个 单调 增加 位 势 网 
B TET BR. 

AX & M RE (invariant measure ) 
jE”. 

简化 测度 (reduced measure) — fit f Hie rb 
简化 函数 的 类 似 物 . 设 G 是 开 集 ,和 是 超过 测度 , 那 
AWE Re 一 inf{w|lw 是 超过 测度 且 在 G 上 106) 
H EEG 上 的 简化 测度 . Rs 也 是 超过 测度 , RZ <š 
HEG ERSE 它 的 里 斯 分 解 式 Ri 一 Xx orn W 
E suppe CG. & G 是 相对 紧 的 开 集 , 则 Re 是 一 个 
(GE? 特别 地 ,R。 是 一 个 位 势 . 所 以 存在 惟一 的 oc 
€ D* (x) ,使 得 E = X * OG. 

X @ J Or capacity) 集合 的 一 种 度量 . 对 于 相 
对 紧 的 开 集 G, 由 RO 一 Xx oo 所 确定 的 惟一 测度 记 
为 oc PK 


见 “ 超 过 测 


cap(G) = fdo 


^ G 的 Xx 容量 . 

群 上 的 扫除 原理 (balayage principle on group) 
一 般 位 势 论 中 的 扫除 原理 的 推广 . 设 X 是 一 个 正 测 
度 , 若 对 任意 € M. (X) 和 任意 相对 紧 的 开 集 G, z 
在 G 上 的 x 扫除 测度 存在 , 则 称 x 满足 扫除 原理 . 
千 上 述 中 去 掉 “ 相 对 紧 ” 的 限制 , 则 称 x 对 所 有 开 集 
满足 扫除 原理 . 

群 上 的 控制 原理 (domination principle on gro- 
up) 一 般 位 势 论 中 的 控制 原理 的 推广 . 对 Yf,g € 
CODE 

X * f(x) < X * glx) (x € supp) 
—X* f(r) < Xx gr)r € X), 
则 称 x W E du a BB. WS g€ C; (X),Ve>0,#r 
Xx f(x) < X* g(x) + elr € supp f) 
—X*fG)sX*gG)-FsG€ X), 
则 称 x 满足 完全 极 大 值 原理 . 

群 上 的 质量 惟一 性 原理 (Cunicity principle of 
一 般 位 势 论 中 的 惟一 性 原理 的 推 
IT". So, pe D* (X), X * = X * tmu = p» 
WU eR X 满足 质量 惟一 性 原理 . 

群 上 的 正 质量 原理 (principle of positivity of 
群 上 的 位 势 核 满足 的 基本 原理 之 
一 .对 Yum e ED CO, 

Xx SX * uou OO SuOX). 
则 称 x 满足 正 质量 原理 . 

群 上 的 平衡 原理 (equilibrium principle on 
group) 平衡 原理 在 群 上 的 位 势 论 中 的 对 应 物 . 若 
对 每 一 个 相对 紧 的 开 集 G, 存 在 Ac € D' OO ,满足 
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mass on group) 


mass on group) 


TRR: 

1. supp Aç CG; 

2. X * Aç ux; 

3. Æ G E X * Ac! = ox; 
TU Ek x 满足 平衡 原理 . Ac! FRU G 的 X 平 衡 分 布 . 

X 3E ff +Y fn (X-equilibrium distribution) WM 
“ 群 上 的 平衡 原理 ”. 

电容 器 原理 (condenser principle) 群 上 的 位 
势 核 满足 的 基本 原理 之 一 . 该 原理 断言 :车 G1,G; 是 
一 对 开 集 ,Gi 门 G; 二 名 且 G, 为 紧 集 , 则 存在 I su € 
D' OO ff f ESX * (jp 一 pj) 满足 : 

1. 0< Es wy. 

2. Æ G, E 6— y. 

3. Æ G: 上 ,和 一 0 

4. supp /4 CG; supp CG. 

3j Së M HE (Levi measure) TE XN(0) E 5 
Cu >o 相 关联 的 一 个 正 测 度 . Gro, JE X EWE 
积 半 群 , 则 在 Xx\(0} 上 的 正 测度 网 


1 
7A | x10) 
[0 


34 — 0 时 浑 收 鳅 于 XX\{0} 上 的 一 个 正 测 度 ns YR pe 
是 关于 (pm)>o 的 列 维 测度 . 

7I) ££ -Æ Sr ZS 3X CLevi-Khinchin formula) + 
述 群 X 与 其 对 偶 群 关系 的 一 个 重要 论断 .X 的 对 偶 
群 上 的 一 个 复 值 水 数 y 是 一 个 具有 对 称 列 维 测 
度 的 连续 负 定 函数 的 充分 必要 条 件 是 

PY) =C LOL go» 


+ N ( — Rez,” dør) (YET), 


KRM CIO. 是 荆 的 连续 实 值 同 态 ,g 是 全 上 
非 负 连续 二 次 型 ,py 是 X\{t0} 上 的 正 对 称 测 度 且 满 
足 

NES = REG) dpa EL) 


并 且 ,C,l,g ,py HB o HERE. BI C—94(0 ,一 Imy， 
LÆRT oBI AEM BE, 
g(7) = lim £o. 
Ext ERA Fl] #E-3F AX. 
享 特 核 (Hunt kernel) 一 种 比 位 势 核 更 一 般 
的 核 . 一 个 正 测度 


, 


x= [rna 
AW A F EL AR TEUER A RHE: 


l. == £s. 

2. Vt, s 0. 4 * p tas. 

3. p, p, (ts). 

享 特 核 也 满足 扫除 原理 以 及 推广 的 电容 器 原理 
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等 位 势 论 原理 . 
公理 化 位 势 论 


公理 化 位 势 论 (axiomatic potential theory) 
在 抽象 空间 里 通过 设置 公理 的 方法 建立 起 来 的 位 势 
理论 .公理 化 体系 大 致 可 分 成 三 类 . 第 一 类 是 调和 空 
[B] i£ ,第 二 类 是 狄 氏 型 (又 称 狄 利 克 雷 形式 ), 第 三 类 
是 非 线 性 公理 体系 . 相对 第 三 类 而 言 ,第 一 、 二 类 都 
属于 线性 公理 体系 . 由 于 位 势 论 的 大 部 分 结果 都 可 
由 其 三 个 基本 原理 ( 即 狄 利克 雷 问题 \ 极 小 值 原理 和 
收敛 性 质 ? 导 出 , 且 为 了 适应 偏 微分 方程 和 随机 过 程 
的 需要 ,公理 化 位 势 论 迅速 地 发 展 起 来 , 它 提供 了 统 
一 处 理 问 题 的 方法 . 从 20 世纪 50 年 代 起 , 陶 英 
(Tautz,G. )、 杜 布 (Doob,J. LL.) 和 布雷 洛 (Brélot， 
M. E. ) 等 人 做 了 开创 性 的 工作 . 但 由 于 他 们 处 理 问 
题 的 各 自 需 要 ,其 公理 系统 也 因此 互 有 差异 . 20 Tt 
Zu 70 年 代 初 期 , 康 斯 坦 丁 斯 库 (Constantinescu， 
C. ) 和 柯 尼 (Cornea,A. ) 在 此 基础 上 建立 了 一 般 的 
调和 公理 系统 . 

通常 在 一 个 局 部 紧 的 豪 斯 多 夫 空 间 上 ,给 出 一 
个 函数 簇 ,规定 其 满足 若干 公理 ( 即 所 谓 的 调和 公 
理 ), 也 就 是 规定 了 犹 利 克 雷 问题 的 可 解 性 、 极 小 值 
原理 成 立 的 可 能 性 以 及 具有 某 种 的 收敛 性 质 , 这 构 
成 了 调和 空间 .调和 图 数 、 上 (下 ) 调 和 了 图 数 和 位 势 的 
概念 也 自然 而 然 地 建立 了 . 应 用 经 典 位 势 论 的 典型 
方法 ,经 典 位 势 论 中 的 主要 概念 ,如 扫除 、 细 拓扑 、 容 
量 \ 极 集 、 瘦 集 、 格 林 函 数 、 能 量 、 狄 利克 雷 积 分 和 一 
些 特殊 边界 等 ,以 及 与 它们 相关 的 问题 ,都 可 以 推广 
到 调和 空间 上 来 并 加 以 研究 . 

比较 典型 的 调和 空间 有 布雷 洛 空间 和 鲍 尔 空 
间 . 前 者 是 以 经 典 位 势 论 的 研究 对 象 拉 普 拉 斯 方程 
为 模型 的 ,因此 ,布雷 洛 空间 上 的 位 势 论 与 经 典 理论 
最 为 接近 ,成 果 也 最 多 . 二 阶 椭 圆 型 偏 微分 方程 均 满 
足 布雷 洛 公 理 系统 ,但 热传导 方程 则 不 然 ,为 此 鲍 尔 
(Bauer, H. DFAE T WREE. 拉 普 拉 斯 方程 不 
但 为 公理 化 位 势 论 的 形成 提供 了 原始 模型 ,而 且 指 
导 着 该 领域 里 的 大 部 分 研究 工作 . 

20 世纪 80 年 代 形 成 的 扫除 空间 论 和 已 锥 理 
论 是 调和 空间 论 的 推广 和 发 展 . 

第 二 类 公理 体系 不 同 于 第 一 类 , 它 是 从 经 典 的 
狄 利 克 雷 原理 和 相互 能 量 的 定义 出 发 建立 起 来 的 . 
50 年 代 末 由 戴 尼 (Deny,J. ) 和 博 灵 (Beurling,A. ) 
提出 了 狄 利克 雷 空间 论 , 现 已 发 展 为 狄 氏 型 ,主要 人 研 
究 定 义 在 希 尔 伯 特 空间 上 的 一 个 双 线 性 泛 函 ,在 满 
足 什 么 条 件 时 可 与 马尔 可 夫 过 程 建立 对 应 关系 .70 
年 代 , 富 山 (Fukushima,M. ) 在 正则 的 狄 氏 型 上 构 
造 出 强 蕊 尔 可 夫 过 程 被 认为 是 一 个 重大 突破 ,20 Tit 


| 


纪 90 年 代 初 , 马 志明 等 成 功 地 解决 了 拟 正则 狄 氏 型 
的 问题 . 该 理论 可 应 用 于 非 相 对 量子 力学 .马尔 可 夫 
场 、 伪 微分 方程 反射 扩散 过 程 、 无 穷 维 随机 分 析 、 鞭 
论 等 领域 的 研究 ， 

20 世纪 80 年 代 以 来 ,亚当 斯 (Adams,D.R. 2, 
BA fi Wk (Hedberg, L. I. 2, Syji& fu (Lehtola,P. ) 、 马 
梯 尔 (Martio ,O. ) Jk (& 4E Sr Fe (Lindqvist, P. ) 等 人 
对 非 线性 及 拟 线性 位 势 论 研究 作出 巨大 成 绩 并 初步 
建立 了 非 线 性 公理 体系 ,其 中 勒 达 拉 建 立 的 非 线性 
系统 是 布雷 洛 调和 空间 的 直接 对 应 . 

E #4 $E (sheaf of on 
类 映射 . REF dnd 8) CX, 7 
足下 面 三 个 条 件 的 映射 < 
CG? 

1. VU €.7 ,% (U) U En — eS CR. 

2.NU,V€.7 BUCV,# f € WV) Il 

f e€ (U): 

3. (UU, IC I1 CZ ,f 是 定义 在 其 并 集 W 上 
HY PRA. VIET fiu € UD Ml FEF (W). 

EX E (sheaf of functions) B^ pg ARE”. 

#2 yj #0 HE Chyperharmonic sheaf) — 2€ eR 3⁄4 
fk. WX 是 局 部 紧 的 豪 斯 多 夫 空 间 , 红 dX EK 
^" PR OT X 的 任何 开 集 U, 妈 (UD) 是 由 U 上 
的 一 些 取 值 于 (一 co ,十 ce ] 的 下 半 连 续 函 数组 成 的 
凸 锥 , 则 称 REX Fon ran 

VA #0 He harmonic sheaf) — 28 eR MH. i X 
Fe Jay AD RH 2£ RH FE [a]. 2 E: X F BJ — + 8 3⁄ 
g AXT X 的 任何 开 集 U «o0 (UV) 是 C(U) 的 线性 子 
空间 , 则 称 ZZ 是 XX 上 的 一 个 调和 簇 . ATR z€ 
X, 都 存在 开 集 U f c CU RAC HU) h(a) 40, 
D 2€ 称 为 非 退 化 的 调和 簇 . 

设 红 是 XxX 上 的 超 调 和 簇 , 对 任何 开 集 U, 令 

UT C= a). 
则 2€, 是 XX 上 的 调和 簇 , 称 Ze AD % 相关 的 
Val FSR. 

Ej #8 VE) 40 PE TH > BY VA $0 HE (harmonic sheaf as- 

DL yal 和 


JR ER AIR ,一 
Z), FEMME ST 上 且 满 
mA X 上 的 一 个 函数 


sociated with a hyperharmonic sheaf) 
SS", 

JER 1L AY VA #H RE (non-degenerate harmonic 
sheaf) JL“ JA RUE. 

MP 和 集 (MP-set) 使 某 种 形式 的 极 小 值 原 理 成 
立 的 开 集 . 设 X JE) BE AY Se Z X == |a] ,% k X 
上 的 超 调 和 簇 ,U ERR. A f € % (U), FER 
集 天 使 得 在 ZNK 上 f 宇 0, 并 且 VEE9U0, 当 x 时 
liminff (x) 衬 0,; 则 在 UU 上 £220. 那么 称 U 为 MP 
集 . 


可 解 集 (resolutive set) (PH F 27 -J `X ARI 


公理 化 位 势 论 


雷 问题 可 解 的 MP 集 . 设 U 是 MP 集 ,p 是 从 9U 
到 [一 ,十 co] 的 函数 ,把 UY(U) 中 满足 下 面条 件 
HJ u 称 为 Z -ER : u 有 下 界 , 存 在 紧 集 天 ,使 在 
UNK F uzo 且 对 任何 和 Ea, 当 过 一 和 时 有 
lim inf u(x) =¢(F). F 8342 hid A s 4 y= 
— 4 ,. K th o0 XX Fk y U 下 图 数 . Mid H, = 
inf Z(,, H,= sup Z£,. lll H,— H, ABT &Æ uU) 
Lie, 是 与 WHA AY TAAL DIF ALLE» BB A 
FR PEU EAM 200 n] ft ix Bp id H= H,— 
Ho RZA 2 -广义 狄 利克 雷 问题 的 解 .如果 任 
何 e€ C.(9U)(9U 上 具有 紧 文集 的 连续 的 实 函数 全 
体 ) 都 是 可 解 的 , 则 U 称 为 < 可 解 集 ,简称 可 解 集 . 

K Rf f& (Z -resolutive set) ML n] 88 S". 

4 [- X. 3 8) se Es ja] RS. -generalized Dirich- 
let problem) 一 般 位 势 论 中 狄 利克 雷 问 题 的 对 应 
Vj. W^ np fg SE”. 

c 广义 狄 利克 雷 问 题 的 解 (solution for Z- 
generalized Dirichlet problem) 见 "“ 可 解 集 ” 

€ 扫除 (区 -sweeping) 与 六 上 的 调和 簇 oC 
相关 联 的 一 个 测度 族 . 设 V 是 局 部 紧 的 豪 斯 多 夫 空 
间 X 的 一 个 开 子 集 ,aV 上 的 测度 族 w — (wr) ,e v ER 
为 了 上 的 一 个 扫除 . 若 扫 除 w 满足 下 述 三 个 条 件 ， 
则 称 扫 除 e 2 扫除 : 

1. V 是 相对 紧 的 . 

2. 对 于 任何 f€EC(9V),wf Æ V EKA A 
图 数 ( 即 o f € C (V). 此 处 


CE | fae, GE, 


其 中 | ”表示 上 积分 . 

3. 对 于 Y 的 任意 开 邻 域 上 的 任何 一 个 2€ PAK 
h, 有 wh |v = h |v. 

^ VAAN AIS (ZZ -harmonic measure) 与 超 调 
Fl fe CC H > HX , Hi u] AE FE 88 XE HJ — 4" IE 2k EZ PR. 
WU 是 一 个 可 解 集 , 则 每 一 YE C. (oU ) ARM y # — 
个 H,€ Gy QU). 对 每 一 7EU, 映 射 p>H,(z) 是 
C.(9U) 上 的 一 个 正 线性 泛 哨 ,因此 ,3U 上 存在 惟一 
的 正 测度 u.. EXEC OU), KRA 


H(z) S Join, = nq. 


He 称 为 U 的 在 点 zx( 关 于 纪 ) 的 调和 测度 . 于 是 ,对 
IU ERATE eR 六 可 定义 世上 的 函数 nf: 


(uf) = | fax. 


其 中 | ”表示 上 积分 . 
正则 集 (regular set) 经 典 的 狄 利克 雷 域 的 推 
广 (参见 "经典 狄 利克 雷 问 题 ”). 设 .上 是 局 部 紧 豪 
斯 多 夫 空 间 X 上 的 调和 簇 ( 以 下 同 此 假设 ).X 的 一 
个 相对 紧 且 边界 不 空 的 开 子 集 V 称 为 (相对 于 Z 
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的 ) 正 则 集 或 2 EMR, 如果 OV 上 的 每 一 连续 实 
函数 f 都 可 惟一 地 延 拓 为 上 的 连续 函数 了 ,使 了 
EZV) A feo BF fo. # 2€ (OH V E 
的 调和 函数 全 体 , 那 么 正则 集 也 就 是 在 新 条 件 下 使 
经 典 的 狄 利克 雷 问题 总 是 可 解 的 开 集 . 设 了 是 正则 
集 ,fEC.(9V) 二 (C(9V)), 对 每 一 xEV ,映射 f> 
f(x) 是 C.(9V) 上 的 正 线性 泛 函 ,因此 ,9V 上 存在 惟 
— FATE? 测度 e .使 


joe | /do, Sar Ou E CO 


wz UL ERAS V 的 在 点 xz( 关 于 CON 8] Atl lj Ze 
调和 测度 . Gi, 是 由 Z p= #E BJ EB AR. MJ Ze 
TER r Ko FAR AR €. 如果 V 是 相对 
T 2€ 的 正则 集 , 则 V 是 相对 于 Ao 的 可 解 集 , 并 
HÆV E.H Hu Hof, Wio, 就 是 Y WER x 
WF Zo 的 调和 测度 . 

一 个 区 域 如 果 是 正则 集 , 就 称 为 正则 区 域 . 

CC ENEA -regular set) 见 “ 正 则 集 ” 

A WME CA -harmonic measure) ML IE 
WS" 

TER [XXE (regular domain) “TERI”. 

A 8p 8 JS xn ER E (locally hyperharmonic func- 
tion? 在 每 一 点 的 某 个 邻 域 上 有 超 调 和 性 的 函数 . 
RUE- FE, u BU 上 的 取 值 于 (一 co ,十 ce] 
的 下 半 连 续 函 数 . 如 果 对 每 一 zE 忆 ,存在 zz 的 开 邻 
XXV .CCU ,使 得 对 任何 满足 FrCY- 的 正则 区 域 了 ,在 
V FH e,uszuCy) Co, BV BJ % 调和 测度 ,参见 
“Z Va RM BE”), ABA u PRA U EW QH XI T ZZ 
HI) JE) EGER Dal A BR. i ZO 为 U 上 的 局 部 超 调 和 
PR 4: Ml) Au E: X LDA. KA Ze 
P^ BJ EB val Ae. FEL SCC 就 是 与 76v 相关 的 调和 
$. 

EH WE Ser E DIS 340 #£ (hyperharmonic 


sheaf generated by a harmonic sheaf) 见 “ 局 部 超 
Hal ll p BX”. 
i $k ME P (convergence property) ”位 势 论 中 


的 一 个 概念 . 所谓 收敛 性 质 , 是 指 在 一 定 条 件 下 单调 
增加 的 调和 函数 列 的 极限 函数 仍然 调和 . 鲍 尔 
(Bauer, H. ?, £E fg CDoob, J. L. ) 和 布雷 洛 (Brelot ， 
M. E. 24r 3l TE fib 117 BY 2 EPS HL X EB al A 
Ak OC ROB: 

1. 鲍 尔 收敛 性 质 : 设 U EAP SR (un) 
Rem al, mee 

u = lim u, 

局 部 有 界 , 则 ue QU). 

2. 杜 布 收敛 性 质 : 设 U ERNE, Gs) CB QU) 
是 单调 增加 列 , 知 极 限 函 数 
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Cet (QU) 


u = lim v, 


TU Bä 个 稠密 子 集 里 有 限 ， W uc Z€ (U). 
3. 布雷 洛 收 剑 性 质 : 设 U 是 区 域 , Cu.) C 
EU) Fe aL SS DF, Æ AR BR PH BX 


u = lim u, 


TL Ce 


EU 中 某 一 点 有 限 , 则 ue ew). 

显然 ,具有 杜 布 收敛 性 质 或 布雷 洛 收敛 性 质 的 
eC 必 具 有 鲍 尔 收敛 性 质 , 反 之 不 然 . 如 果 撕 是 局 部 
连通 的 ,那么 具有 布雷 洛 收 钱 性 质 者 必 具 有 杜 布 收 
MEE REAR. 

调和 公理 (harmonic axioms) 用 于 定义 调和 
空间 的 基本 公设 . 设 4 die J Bp Mn e WU £ 3 == aJ X 
ENA. 调和 公理 系统 包含 四 个 公理 : 正 值 性 
公理 .可 解 性 公理 .完备 性 公理 和 收敛 性 公理 , PE DL 
相应 各 条 目 . 

正 值 性 公理 (axiom of positivity) 调和 公理 之 

一 .任意 z€ X, FFF RU Dx K h€ 2€, (U), E 
得 A(x) >0, Pl Aa 是 非 退 化 的 . 

可 解 性 公理 (axiom of resolutivity) 调和 公理 
之 一 . 相对 于 A 的 可 解 集 全 体 构成 XX 的 一 个 拓扑 
基 . 

完备 性 公理 (axiom of completeness) 调和 公 
理 之 一 . 对 任何 开 集 U，, Bu JE U 上 定义 的 取 值 于 
(一 co ,十 ceo] 的 下 半 连 续 函 数 , 且 对 任何 满足 7YCD 
的 相对 紧 的 可 解 集 了 , 在 V 上 恒 有 puul) Ca, 
EV Bj aps BECA e 调 和 测度 ” ,那么 

u€ MU). 

iir Sir ME ZS 8 (axiom of convergence? 
理 之 一 . ZZ 具有 鲍 尔 收敛 性 质 . 

调和 空间 (harmonic space) 一 种 有 序 偶 . Pris 
调和 空间 ,是 指 由 一 个 局 部 紧 的 豪 斯 多 夫 空 间 X 和 
X 上 的 一 个 满足 调和 公理 的 超 调 和 簇 % 组 成 的 有 
FRX, U). 在 调和 空间 的 开 集 U(UCX) 上 ,wuE€ 
PE QU MER ZA EB Val AN PR Cu € — 27 (U ) PROS ME 18] A Gë 
BUG ACC (U) Ee CU Ae KUNL- % (U) ]) 

14 #0 = ie (theory of harmonic space) 在 调 
和 空间 上 建立 的 公理 位 势 论 . 

调和 空间 里 的 超 调和 函数 (hyperharmonic 
function in harmonic space) 见 “ 调 和 空间 ?”. 

调和 空间 里 的 亚 调 和 函数 (hypoharmonic 
function in harmonic space) 见 “ 调 和 空间 ”. 

调和 空间 里 的 调和 范 数 (harmonic function in 
harmonic space) 见 “ 调 和 空间 ”. 

Vj $n = j] 8 AY EAA OW Csuperharmonic 
function in harmonic space) 一 类 与 调和 函数 直接 
关联 的 超 调 和 函数 . 设 避 是 调和 空间 (Xi, 和 里 的 


调和 公 


FRR ue WU). 如 果 在 任何 满足 VCU 的 相对 紧 
的 可 解 集 Y Eu Cu, 是 V 的 调和 测度 ) 是 调和 天 
数 , 则 称 是 U Ba AR. Zo LU 里 的 
上 调和 函数 , 则 称 ” 为 忆 里 的 下 调和 函数 . 这 是 里 
斯 (Riesz,F. ) 于 1925 年 在 经 典 位 势 论 中 引进 的 相 
应 概念 的 推广 . 

调和 空间 里 的 下 调和 #7 (subharmonic func- 
tion in harmonic space) 见 “ 调 和 空间 里 的 上 调和 
PRACT. 

VA #0 == [8] E AY f 39 (potential in harmonic spa- 
ce) 格林 位 势 在 调和 空间 的 推广 . 设 U 是 调和 空 
Ig] CX , Z O BAS, p 是 U HASSE fh E y A RR, 
E p EU 里 的 最 大 调和 下 属 是 0( 即 hE2CU)Hh 
<p AAK), BA p 称 为 U 上 的 位 势 . 

S 调和 空间 (SS-harmonic space) 以 平面 上 对 
数位 势 论 为 原型 的 一 类 调和 空间 .一 个 调和 空间 
(X CORA S 调和 空间 (或 PP 调和 空间 ) 指 的 是 ， 
对 每 一 点 ZEX, 存 在 X 上 的 一 个 非 负 上 调和 了 图 数 s 


(相应 地 ,一 个 位 势 po. FETE s (a) > 0 GB HE, p (ar) 
20). P 调和 空间 必 为 S 调和 空间 ,但 反之 未 必 成 


立 . 例 如 ,X=R"(n 宇 2), 取 经 典 的 超 调 和 函数 族 为 
U 时 ,(X, > E: S 调和 空间 , 当 nn 之 3 时 且 为 P 调 
和 空间 ,而 当 n 一 2 时 ,不 是 了 调和 空间 . 
P 调和 空间 (CP-harmonic space? 
al", 
调和 空间 里 的 里 斯 分 解 (Riesz decomposition 
in harmonic space) — Le 
的 对 应 物 . de Da AD AS |a] CX ,%0( > BE JF fE U 上 ,一 
E VADE BR C u 如 有 下 调和 下 属 , 则 可 惟一 Te 
=p +h, rR p 是 位 势 ,h BIA PAN u 的 最 
大 调和 下 属 . 
布雷 洛 空 间 (Brelot space) 特殊 的 调和 空间 . 
所 谓 布 雷 洛 空 间 ,是 指 由 一 个 无 孤立 点 ` 局 部 连通 且 
局 部 紧 的 豪 斯 多 夫 空 间 X 与 X 上 的 调和 簇 CC 组 
成 的 序 偶 (X, 22 rp 2€ 满足 如 下 公理 : 
1. 正 则 区 域 全 体 构 成 X 的 一 个 拓扑 基 . 
2..2€ 具有 布雷 洛 收敛 性 质 . 
W (X ,2 是 布雷 洛 空 间 , 则 X ER ee 产 
生 的 超 调 和 簇 ZZ 满足 调和 公理 , 即 4(X 0) FE 
调和 空间 . 因此 ,布雷 洛 空 间 是 调和 空间 . 特别 地 , 布 
雷 洛 空间 是 鲍 尔 空间 ,但 反之 不 然 . 布雷 洛 空 间 的 一 
个 典型 例子 是 ,在 维 欧 氏 空间 R° 的 任 一 开 集 U 
上 , 取 训 (UU) 为 U 上 的 满足 拉 普 拉 斯 方程 
us ar 
Af = H SC 


的 二 次 连续 可 微 的 图 数 了 全 体 ,那么 CC 是 R" 上 的 


见 “S 调和 空 


— T WERE. ("200 Fe fi t8 18 = n]. 事实 上 ,布雷 
洛 空间 就 是 以 拉 普 拉 斯 方程 为 原始 模型 建立 起 来 


的 扫除 原理 ,平衡 原理 和 电容 器 原理 等 . 


的 ,因此 布雷 洛 空 间 上 的 位 势 论 与 经 典 位 势 论 最 为 
接近 . 

鲍 尔 空间 (Bauer space) 一 类 特殊 的 调和 空 
间 . 所 谓 鲍 尔 空间 ,是 指 由 局 部 紧 豪 斯 多 夫 空 间 X 
t X ERKAM € ARNE Ho € 满足 如 
FAH: 

1. 2€ 满足 正 值 性 公理 . 

2. X 有 强 正则 基 (X 的 一 个 由 正则 集 构成 的 拓 
扑 基 称 为 强 正则 基 , 如 果 该 基 的 任意 两 个 元 素 之 交 
仍 为 正则 集 ). 

3. 2€ 具有 鲍 尔 收敛 性 质 

# OX , ZO) Fe BR ZK Z= [8] , 则 X bn ZZ 产生 的 
kB Dal AH Ux 满足 调和 公理 ， MX, Wy ) 是 调和 
空间 .因此 , 鲍 尔 空间 是 调和 空间 . 此 外 ,布雷 洛 空 间 
是 鲍 尔 空间 ,但 反之 未 必 成 立 . 由 热传导 方程 可 构造 

一 个 典型 的 例子 .在 2 十 1 维 欧 氏 空间 RURA U 

上 , 取 如 (UU) 为 U 上 满足 热传导 方程 


a _ 
In = Ox? 


AY — K XE BE n] PEST f 2 IK ABA e 是 R ”上 的 
Val Al SE. (RT , GO) Fe t) OR 2S [a] , [HS de p HK == 
jE]. 

ak F vg ES [aJ i£ (theory of Dirichlet space) 
受 BLD 函数 组 成 的 希 尔 伯 特 空间 论 的 启发 ,在 狄 利 
克 雷 空间 上 建立 的 一 种 公理 位 势 论 . 设 X 是 局 部 紧 
的 豪 斯 多 夫 空 间 , 和 为 X 上 一 个 处 处 稠密 的 正 拉 东 
il) RE OM EXE dE ZS JF 4E G, 6000500. i X b A Sp E 
Ay AA BY E IB ER u 2H K A IR IB IR] D= DCX, 
SW Pxh—IAAB.ERDCOX.5 E: k A TE >= 
JE]: 

1. 对 任意 紧 集 K, 存在 实数 ACK) 0, AG 

| lulde < ACK) Hal. 


2.C, CO] DCX, 0) fg C (X)K DCX, E) vh f] 

3. XE S E ri F FE— 1E % BJ He 38 BE T If — u 
EDX. E) AET LEDHIT, IS llul. 

若 对 于 uwED(X,é), 存 在 拉 东 测度 ,使 得 


GET =| gdp (PE Ce(X) N DCX,6), 


则 称 为 n 的 位 势 . 在 犹 利克 雷 空间 论 中 ,也 有 相应 
狄 利克 雷 空 间 (Dirichlet space) 见 “ 狄 利克 雷 
空间 论 ” 
Ak FE 89 xg i£ (theory of Dirichlet form) 公理 
化 位 势 论 的 一 种 形式 , 狄 利克 雷 空 间 论 的 进一步 发 
展 . 见 “ 公 理化 位 势 论 ”" 和 “概率 位 势 论 ”. BEML BY TK ER 
型 是 指定 义 在 如 下 希 尔 伯 特 空 间 二 (7Y,A) 的 一 个 笛 
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密 子 空间 DCE) E BJ. ie — ER TF N k TE TZ o 
E,BUY,.7 ) E: — MEET dRQY. 7 0 b oH 
限 测度 ,Y 上 定义 的 .关于 4 平方 可 积 的 数值 函数 
(等 价 类 ) 全 体 关 于 


IL gdy 


空间 记 为 LU). 
JR BE IK Fil TU T8 JE XX , 


为 内 积 构成 的 希 尔 伯 特 2 
ak RÆ (Dirichlet form) 
UL“ 3k Emme". 

Ak Fil Se BAK (Dirichlet form) BPA RAY”. 

扫除 空间 (balayage space) 调和 空间 的 一 个 
推广 形式 .在 具有 可 数 基 的 拓扑 空间 X 上 ,一 族 非 
负 下 半 连 续 函 数 构成 的 凸 锥 Y 满足 下 面 四 条 公理 
时 , 称 (X Z ) 为 一 个 扫除 空间 : 

1. Z 中 任何 单调 增加 列 的 极限 函数 仍 属 于 
Lee u 

2. 对 Z By TE fu] f S8 77. R TAR IS Cg 
—inf 7" RF Z 细 拓 扑 的 下 半 连 续 正则 化 仍 属 于 
YY( 参 见 “ 细 拓扑 ”和 “扫除 函数 ”) ,这 个 性 质 称 为 下 
XE [8] zx HR. 

3. u, f.gCc ET < fie, WHE v wE 
YER u-vcw.vxLf HB. ws, AARAA A 
然 分 解 公理 . 

4. 存在 一 个 由 X 上 的 连续 函数 构成 的 .满足 一 
定 条 件 的 函数 锥 多 ,使 得 中 的 每 个 函数 都 可 表 


RA DP 中 某 个 单调 增加 列 的 极限 . 中 的 元 素 称 


为 连续 位 势 . 

下 定向 公理 (lowerly directed axiom) 
际 空间 ”. 

自然 分 解 公 理 (natural decomposition axiom) 
见 “ 扫 除 空间 ”. 

f IE: == [a] rR BJ eG BW FE (function cone in bal- 
连续 的 牛顿 位 势 全 体 构成 的 凸 锥 的 


VES 


ayage space) 
类 似 物 . 

扫除 空间 的 连续 位 势 (continuous potential in 
balayage space) 连续 的 牛顿 位 势 的 类 似 物 . 见 “ 扫 
ER ax [8] ". 

14 RS lie (theory of balayage space) 建立 
在 扫除 空间 上 的 公理 位 势 论 ,是 调和 空间 论 的 一 个 
推广 形式 . 在 空间 具有 可 数 基 的 情况 下 ,该 理论 概括 
了 不 含 于 调和 空间 论 的 里 斯 位 势 论 和 离散 位 势 论 . 
该 理论 由 波 利 特 诺 (Bliedtner,J. ) 与 汉 森 (Hansen， 
W. ) 建 立 , 其 特色 是 采用 扫除 理论 统一 处 理 了 分 析 
与 概率 位 势 论 . 

离散 位 势 论 (discrete potential theory) fz € 
论 的 一 个 组 成 部 分 . 所 谓 离散 位 势 论 ,是 指 在 一 个 赋 
予 离散 拓扑 的 可 数 集 上 建立 扫除 空间 时 ,对 应 于 伪 
泊 松 半 群 (参见 《数学 辞海 ) 第 四 卷 的 有 关 条 目 ). 
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H $E CH-cones) ”抽象 调和 锥 (参见 “ 极 小 调和 
函数 ”) 的 推广 . 在 一 个 由 抽象 元 素 构 成 的 集 S 中 引 
人 加法、 数 乘 及 一 个 次 序 关 系 , 使 其 满足 下 列 条 件 ， 
MEK S 是 一 个 五 锥 ， 

1.S 关于 加 法 成 为 一 个 可 交换 半 群 并 有 一 个 零 
JB: 

2. 加 法 与 数 乘 满足 分 配 律 . 

3. S 中 的 元 都 大 于 或 等 于 0, 关 于 与 非 负 数 的 
数 乘 及 加 法 保持 次 序 ,还 满足 自然 分 解 公理 及 关于 
KE RAR A TZA MIE. 

H $E 3B it (theory of H-cones) WR H FEN 
位 势 论 性 质 的 理论 . 调和 空间 位 势 论 的 一 种 发 展 形 
I; h W E w (Boboc, N. 2, 7g fF (Buchar, Gh) fü fij 
E (Cornea, A. ) 等 人 从 “次 序 ” 与 “ 凸 性 ”出 发 建立 的 
一 种 线性 公理 系统 . 

非 线 性 位 势 论 Cnon-linear potential theory) 
关联 于 某 个 从 RY 到 RY 的 非 线 性 微分 算 子 的 位 势 
理论 . 通常 考虑 与 下 面 拟 线 性 微分 方程 
V e (| Vz |? ° Vu) = 0 相关 联 的 理论 , 故 亦 称 拟 线 
性 位 势 论 . 这 是 20 世纪 80 年 代 才 发 展 起 来 的 理论 ， 
与 拟 共 形 映 射 有 和 密切 联系 . 相应 的 非 线性 公理 体系 
也 已 初步 建立 (参见 “公理 化 位 势 论 ”" 和 “ 非 线 性 调和 
空间 ”). 

拟 线 性 位 势 论 (quasi-linear potential theory) 
见 “ 非 线性 位 势 论 ”及 “ 非 线 性 调和 空间 ”. 

非 线 性 公理 位 势 论 (non-linear axiomatic po- 
见 “ 非 线性 调和 空间 ”. 

非 线 性 调和 空间 《non-linear harmonic space) 
非 线性 公理 位 势 论 的 一 种 形式 ,布雷 洛 调 和 空间 的 
类 似 物 . 设 X 是 局 部 紧 的 .局 部 连通 的 豪 斯 多 夫 空 
(A), 20° 是 XX 上 的 由 连续 函数 组 成 的 一 个 徐 ,V j: X 
的 一 个 相对 紧 开 集 , 称 V ERC WS, Zei Lg 
条 件 : 

1. 狄 利克 雷 原则 :对 每 个 /7E CCoY ) ,存在 惟一 
WJ h€. Z2€(V)DC(V) 1E hl —h dd AH y. 

2. 比较 原则 ,对 每 个 Pig € COVO E f<z 
Za HSH, GV EN. 

BX, ZO E F Hl LE .OWERZL PE 
线性 调和 空间 : 

1l. 2: AC € (V)R aC R, W Ad-a.ah € HW). 

2. Alu de COV) PN Fel SS OV XE X BJ 


tential theory) 


u = lim u; 
peo 


在 某 一 点 z C V BUG IS (BET we Z€ (V). 

3. 对 X 的 每 一 个 开 集 U 及 每 一 个 紧 集 KCU， 
存在 一 个 正则 集 V ,使 得 KCVCU. 

若 要 研究 更 深入 的 性 质 , 有 的 非 线性 公理 系统 


还 包含 如 下 的 : 

4. 2C (VISÉ V 中 的 点 . 

值得 注意 的 是 ,布雷 洛 空间 并 不 是 本 类 非 线 性 
调和 空间 的 特殊 情形 . 
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概率 位 势 论 (probability potential theory) Mf 
究 位 势 论 与 概率 论 的 内 在 联系 的 新 数学 分 支 . 20 Tit 
纪 四 五 十 年 代 , 杜 布 (Doob ,J.L. )、 角 谷 静 夫 等 人 发 
现 了 经 典 位 势 论 与 布 表 运动 的 深刻 联系 ,1954 年 ， 
杜 布 的 论文 “ 半 吉 与 次 调和 函数 ”被 公认 为 是 开创 了 
概率 与 位 势 联 系 的 研究 的 新 篇 章 . 20 世纪 50 年 代 
中 期 以 后 , 享 特 (Hunt,G. A. ) 等 人 进一步 把 它 推广 
到 相当 一 般 的 马尔 可 夫 过 程 ,给 出 更 具 普 议 意义 的 
“位 势 ” 的 定义 . 从 此 ,位 势 论 的 许多 概念 .性质 获得 
了 明确 的 概率 意义 ,而 分 析 工 具 的 引入 大 大 促进 了 
概率 论 的 深入 发 展 且 又 反 过 来 影响 位 势 论 . FRA 
上 调和 函数 的 对 应 ,它们 的 单调 列 的 极限 及 里 斯 分 
解 等 性 质 的 极端 相似 性 揭示 了 读 论 与 位 势 论 的 内 在 
联系 ;马丁 边界 被 翻 详 成 概率 的 语言 并 用 于 研究 马 
氏 过 程 ;由 于 调和 空间 引入 了 次 马 氏 半 群 和 马 氏 过 
程 ,概率 方法 进入 了 公理 化 位 势 论 ;C™ 和 歼 曼 流 形 上 
由 于 麦 金 (Mckean,H.P. ) 等 人 用 随机 微分 方程 建 
立 扩散 过 程 而 提供 了 用 概率 方法 研究 流 形 上 位 势 论 
的 一 种 方法 ;由 博 灵 (Beurling,A. 2 f y Jë (Deny, 
J. ) 开 创 ,富山 、 马 志明 等 人 发 展 的 狄 氏 型 是 研究 概 
率 与 位 势 结 合 的 一 种 重要 形式 ; 波 利 特 诺 (Bliedt- 
ner,J. ) 和 汉 森 (Hansen,W. ) 建 立 的 扫除 空间 论 I] 
用 扫除 作为 工具 将 分 析 与 概率 位 势 论 统一 起 来 . 总 
之 , 近 几 十 年 来 ,位 势 与 概率 的 联系 作为 一 个 独特 的 
专题 已 经 并 且 正 在 得 到 次 人 研究 . 

布朗 运动 的 位 势 论 (potential theory for Brow- 
nian motion) 研究 经 典 位 势 论 的 概率 对 应 的 基本 
模型 . 从 历史 的 角度 看 ,布朗 运动 与 经 典 位 势 的 联系 
是 概率 与 位 势 之 间 关 系 的 最 初 发 现 . 设 人 3 Hn HE 
欧 氏 空间 R (2 之 1) 的 波 莱 尔 域 , (XGO GE LO, 
to) AR ER f BAIS Sl. px ui X GORU E 
移 密 度 . 对 BEB, SAFE tf XG C B HF, Z 
za 为 这 样 的 上 的 下 确 界 ,否则 令 rs 一 十 ce; 记 了 2 一 
rtg ,B'—R'NB;X 4 cy ool, id Ls 二 sup (0| 
XO)C€ Bj); = rs 一 十 ceo 时, 令 La = 0. 分 别称 Ta» TpR 
Al Le A XGOXpB 的 首 中 时 间 、 首 出 时 间 和 退出 时 
BN (CE 和 
qu Gr, * )= PLC, XG) C + ARAM x 出 发 
的 布朗 运动 对 B 的 首 中 分 布 和 禁止 分 布 . E x ES 
D WEE P. (t< +00) =1(K 0), WR BAH IK 
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集 ( 或 相应 地 ,非常 返 集 ). 那么 经 典 位 势 论 中 的 基本 
概念 和 性 质 可 作 如 下 描述 : 

1. > X B BS 1E Dl] jx (sk dE 1E D] 50 24 HL C P, 
(75 — 0) — 1 GR D 3, — 00 f ELE LEA, z H £ 
的 布朗 粒子 能 (相应 地 ,不 能 ) 立 刻 击 中 B. B ERE 
的 充分 必要 条 件 是 Palt +) =0, BI JA ££ fd] x 
出 发 的 布朗 粒子 击 中 B 的 概率 为 零 . 

2. 对 R"(n 宇 2) 的 非 空 开 集 D, 从 x+ED 出 发 的 
布朗 运动 对 D° 的 击 中 分 布 Hate )=hy (z, * ) 
恰 给 出 9D LRT x 的 调和 测度 . 这 时 关于 在 OD 上 
定义 的 有 界 且 本 性 连续 ( 即 除 一 个 调和 测度 零 集 外 
连续 ) 的 函数 2, 广 义 狄 利克 雷 问 题 的 解 

Hoi Jet ais dn = E(w X(T 


(Tp <+ œ), 
它 在 8 于 该 处 连续 的 正则 边界 点 y( 即 y € aD BW 
D 的 正则 点 ) 处 以 wy) 为 边界 值 .另外 , 24 83 B 
D 无 界 时 , 奉 事 先 不 限制 解 在 c2 处 的 正则 性 , 则 解 不 
惟一 ,但 每 个 有 界 解 必 可 表示 为 
E.[gCX (TDp)) , T pd 0o ]H-CP x (T p — 4-09) 
(C 为 常数 ). 

3. R" 的 非 空 开 集 DD, 车 在 D 上 存在 格林 函数 ， 
则 称 D ARBRE 24 223 时 ,任何 开 集 为 格林 集 ; n 
=1,2 BF, D 为 格林 集 当 上 生 仅 当 D° HARE. DW 
格林 函数 可 表示 为 


十 ee 


Gr,y) =| (P t.,z, y) "x E, pG A Tp, 


X (Tp) , y) ne AS em. t dt, 
而 


U'(x) = [GG duc) (> 0) 


就 是 D 上 格林 位 势 . 
4. M n>3 时 ， 


NETT 
即 为 牛顿 核 |zx 一 yl*“", 其 中 常数 


= n=? 时 ， 
十 co 
d Ke ET — Priv Jdt; 


BIA XE — In| x — y | ,其 中 Xo» No 为 满足 |zo 一 yo| 
= ] 的 固定 点 . 从 而 得 到 用 转移 密度 表示 的 牛顿 位 
势 与 对 数位 势 . 
5. 设 了 是 从 非 空 开 集 DD BLO, + co JE PR $K TE 
万 的 任 一 支 集 上 不 恒 为 十 ce EXE 100 及 rED, 恒 
有 
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f(z) È [Lis gar: 


且 当 ty0 时 积分 式 收敛 于 f(z), 则 称 了 是 D 上 的 
超过 函数 ,那么 f 宇 0 在 DD 内 为 上 调和 当 且 仅 当 了 

6. 与 上 述 相 似 , 可 通过 转移 密度 、 击 中 分 布 . 禁 
止 分 布 等 布朗 运动 的 概念 来 描述 里 斯 分 解 . 平 衡 问 
SR 能量、 容量 、 扫 除 、 瘦 等 位 势 论 的 基本 概念 及 其 性 
质 , 使 得 经 典 位 势 的 概念 都 被 赋予 相应 的 概率 意义 . 
例如 , 狄 喇 克 测度 e. 到 BEZ (02 过 3) 的 扫除 测度 
(又 称 格林 扫除 ) 即 为 B 的 击 中 分 布 hsa(z,*。); 对 格 
林 集 DD 内 的 相对 紧 的 波 莱 尔 集 B, 任意 正 测度 4 到 
B 的 扫除 测度 x 存在 ,x 集中 在 B 的 基 ( 即 B 的 正 
WASH) H UÉ) =P, tr <T); ERE E. — 4 
EKRE B 的 扫除 测度 存在 的 充分 条 件 . 

马 氏 过 程 位 势 论 (potential theory for Markov 
processes) ”概率 位 势 论 的 一 个 重要 模式 ,布朗 运动 
AB REBESEBJSEJ XZ T—=[0,+co)) HWY 
CE, B) AA 25 2 ADS RE. Re rh. E, 为 局 部 紧 
可 分 度量 空间 E BUG RB A A E BK ER 
域 多 与 单 点 49} 生 成 的 o 域 . IRL UP A 8 w SBR 
可 夫 转 移 半 群 . 设 大 0 E bx X BJ 4 al WJ eS 
数 ,对 a 之 0, 定 义 

Uf (a) = ] 9*8 fat = E [| ec (X,)de 

为 a 阶 位 势 ( 当 a 二 0 时 第 记 为 U7, 称 为 位 势 )， 称 
Ur 为 a Er fu B. BM € T A re “Pf AM 
Í Y 0 HY lime “P,f = f , WARK f E a B it RKI XX ,a=0 
HJ PF A RB pÓ PS 3. 超过 函数 类 是 位 势 论 中 非 负 上 调 
All pk BC FE BY BE Za HE. XT T Rn ph PRK f 和 任意 8— 
0, # # 3E fñ AAW < OW B X oo. E 8 
U's ^ f; 若 设 马 氏 半 群 {P,} 为 非常 返 时 ,这 一 结论 
对 8-0 也 成 立 . 据 此 ,许多 有 关 超 过 函数 的 问题 都 
可 化 成 关于 8 阶 位 势 的 相应 问题 来 处 理 . 

类 似 于 布朗 运动 ,一 般 马 氏 过 程 也 可 定义 首 中 
时 间 .退出 时 间 . 首 中 分 布 ` 正 则 点 、 极 集 等 概念 并 进 
而 讨论 扫除 .平衡 问题 等 位 势 论 的 概念 与 性 质 . 也 有 
从 概率 的 立场 出 发 研究 狄 利克 雷 问 题 与 马丁 积分 表 
示 的 工作 . 特别 关于 马 氏 链 的 位 势 论 , 不 论 过 程 常 返 
与 否 , 都 有 较 深 刻 的 研究 . 

一 般 地 ,从 款 论 的 观点 出 发 可 以 定义 位 势 , 并 建 
立 起 “ 蒜 " 与 "调和 ”这 两 个 不 同 领域 概念 的 密切 联 
系 ,得 到 本 质 上 一 致 的 结论 . 以 连续 时 间 T= | 0, + 
oo) fn]. i CO 57 , 己 ) 为 概率 空间 ,(: 罗 ,)ez 为 一 族 
上 升 的 . WJ o BR. WAFS ONCE. MES 
(上 、 下 ) 调 和 函数 有 许多 类 似 的 性 质 . om ERR ARTI 
成 凸 锥 且 关 于 下 包 络 运算 inf X YO BEBE E 
(X, mG) — EX, 为 上 的 递减 函数 且 (X, ROS BR AY 
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充分 必要 条 件 是 m G) = W AN; er X, N F h, f OD 
^ (— eo, + oo) E BJ YR š JT BJ h PC H EE TE z, € 
T 4£ E(| f(X, D D <+, CÉCOXO lE L0, 8 ] 
TEE PR. {X ARR, AGER Ao) e, WI 
有 同样 的 结论 . FER BR HE FBR X,)} NI =sup(X,, 
0} 也 是 下 款 ; 对 靳 (X,}) , (|X,|) 为 下 款 . 又 ,一 个 几乎 
所 有 轨道 为 右 连 续 的 上 团 {X,} 当 满足 


lim EX, = 0 
BT RAL ABA 24 OF e EE XF JU 3F BUG 
PUB AUG XS ERU, 


lim EX, >— co 
IS FE at wh SER E Je TEE RR (Y IV S UZO IR X, 
=Y, +Z. 与 位 势 论 相似 ,这 种 表示 称 为 里 斯 分 解 ， 
这 种 分 解 是 惟一 的 .另外 ,者 4 人 BCGo1ETZ A R 上 从 
并 出 发 的 布朗 运动 ,xz AR" EES Sou EF BH BEA. 
Mur) ool EE UBO] ET) AER. 

如 果 在 具有 可 数 基 的 调和 空间 X 上 存在 严格 
EBAH j==1 为 上 调和 函数 , 则 可 以 构造 一 个 
次 马 氏 半 群 使 其 相应 的 超过 上 函数 等 同 于 非 负 上 调和 
盟 数 , 且 由 这 个 半 群 可 构造 一 个 具有 连续 轨道 的 强 
马 氏 过 程 . 据 此 ,调和 和 空间 的 位 势 论 和 与 享 特 过程 相 
关联 的 位 势 论 二 者 便 通过 主要 概念 之 间 的 对 应 而 联 
系 在 一 起 . RIE T WE CConstantinescu,C. ), Pl 
Æ (Cornea, A. 2), W # (Hansen, W. ), 88 ZK (Bauer, 
H.). 3€ Àj CTaylor,J. C. fla HE Meyer, P. A. ) % 
人 对 调和 空间 的 马 氏 过 程 理论 做 了 许多 工作 ,他 们 
中 有 人 还 把 许多 结果 推广 到 扫 队 空间 和 五 锥 理论 
JS 


AL: PER 张 H 
RETR 


J A ng RAE 
林 S 高 琪 仁 


审 A C&W 高 琪 仁 


ih 


Oh A3 Er (Convex analysis) WFA r SR S RR 
的 数学 分 支 . 其 主要 目的 在 于 利用 集合 和 函数 的 吓 
性 来 处 理 各 种 分 析 问 题 ,特别 是 极 值 问 题 , 包 括 有 限 
维 的 数学 规划 问题 和 无 限 维 的 变 分 学 问题 . 其 主要 
工具 是 目 集 分 离 定 理 .次 微分 理论 和 对 偶 理论 . 

凸 集 的 概念 可 以 追溯 到 公元 前 3 世纪 的 古 希 腊 
时 代 . 当时 , 阿 基 米 德 (Archimedes) 已 定义 凸 弧 为 
所 有 连结 其 上 的 点 的 弦 都 在 同一 边 的 平面 曲线 .但 
是 系统 研究 凸 集 理论 是 以 19 世纪 末 、20 世纪 初 , 德 
国 数学 家 闵 科 夫 斯 基 (Minkowski,H. ) 的 工作 为 标 
志 的 . 闵 科 夫 斯 基 对 凸 集 的 研究 兴趣 起 源 于 他 对 ” 数 
的 几何 ”问题 (例如 ,一 个 平面 集中 至 少 有 多 少 个 坐 
标 为 整数 的 点 ) 的 研究 . 因此 ,他 提出 了 用 来 刻画 一 
点 到 一 个 凸 集 距 离 一 一 而 今天 称 为 闵 科 夫 斯 基 涌 数 
的 概念 , 它 尤其 包括 范 数 . 半 范 数 等 止 图 数 作为 特 
例 .在 他 去 世 后 的 1911 年 发 表 的 著作 中 ,他 对 R° 中 
A) ach SEA oe EH. 以 后 ,卡拉 西 奥 多 里 
(Carathéodory , C. ) && X dE — 2b Xj gà SE EB 1 YR ACT 
究 , 尤 其 是 在 1911 年 提出 R^ 中 的 凸 集 可 用 十 1 个 
点 来 表示 的 卡拉 西 奥 多 里 定理 . 

r p By BES BJ HB St y FA BI M RI PS (Cauchy A. 
—L. ) 算 起 .今天 ,人 们 熟知 的 柯 西 不 等 式 、 几 何平 
均 不 大 于 算术 平均 等 ,都 起 源 于 柯 西利 用 函数 的 加 
性 来 证 明 不 等 式 的 研究 .系统 的 凸 性 不 等 式 研究 是 
RE Z& Jensen, J. L. W. V. OR T fe, fth #£ 1906 年 发 
表 了 这 方面 的 专著 .用 作 凸 函数 定义 的 不 等 式 ,通常 
称 为 延 森 不 等 式 . 

对 早期 的 凸 性 理论 做 出 重要 贡献 的 还 有 黑 利 
(Helly,E. ). 他 在 1917 年 证 明 而 在 1923 年 发 表 的 
黑 利 定理 指出 ,如 果 R“ 中 的 紧 凸 集 族 的 任何 十 1 
个 集 有 非 空 交 , 那 么 整个 族 也 有 非 空 交 . (HEE BIE 
1921 年 , 比 哈 恩 (Hahn,H. ) 和 巴 拿 赫 (Banach,S.) 
更 早 地 证 明了 哈恩 - 巴 拿 赫 定理 ;这 一 涉及 凸 困 数 的 
线性 泛 函 的 延 拓 定理 是 与 凸 集 支撑 定理 或 凸 集 分 离 
定理 等 价 的 . 

20 世纪 50 年 代 , 既 由 于 数学 规划 、 对 策 论 、 数 
理 经 济 学 、 最 优 控 制 等 应 用 数学 学 科 发 展 的 需要 ,也 
由 于 泛 函 分 析 、 变 分 学 .位 势 论 等 基础 数学 学 科 发 展 
的 需要 , 凸 性 的 研究 变 得 越 来 越 重要 . 1951 #E , ZF UJ 
尔 (Fenchel, W. ) 在 美国 普林斯顿 大 学 印发 了 讲义 
SUL h fR A h eB). Se. EAA LE EE: n 
做 了 系统 总 结 和 发 展 . REA AL FR AE rh £e BEBE 
让 德 变换 的 概念 推广 成 为 今天 称 为 勒 让 德 - 芬 切 尔 


析 


AF48 ay JE $u pR BA) ABE So pe tH EL. FB AN PR A 
方便 的 新 概念 . 这 些 目 前 在 凸 分 析 中 都 成 了 基本 概 
念 . 以 后 ,克利 (Klee,V.L. ) 又 在 一 系列 论文 中 对 凸 
集 理 论 做 了 深入 的 剖析 . 绍 凯 (Choquet,G. ) 则 发 展 
T 1940 年 提出 的 克 菜 因 - 米 尔 曼 定理 ( 紧 凸 集 是 其 
MAREA GE), ME T SRA AR R h RA h 
锥 的 绍 凯 积分 表示 理论 . 1911 年 提出 的 布 劳 威 尔 不 
动 点 定理 ,也 在 这 一 时 期 被 发 展 成 为 紧 凸 集中 的 连 
续 映 射 的 各 种 不 动 点 定理 . 其 中 的 代表 是 角 谷 静 夫 
1941 年 提出 的 紧 凸 集中 的 闭 集 值 映射 的 不 动 点 定 
3H Fil BELG (Ky Fan) 从 1952 年 起 提出 的 一 系列 极 小 
极 大 不 等 式 . 

凸 分 析 真 正 锌 认为 是 相对 独立 的 数学 分 支 , 则 
RB FB (Moreau, J. J.) A% + 29 8] CRockafel- 
lar, R. T. ) 的 工作 . 1967 FRE BJ Bk SC ( rh R UR 
1969 年 洛 卡 费 勒 的 专著 《 凸 分 析 ) 被 认为 是 凸 分 析 
HARRE. 尤其 是 其 中 关于 凸 图 数 的 次 微分 理论 
和 对 偶 理 论 是 使 凸 分 析 真 正成 为 分 析 学 科 的 一 部 分 
的 标志 . 莫 罗 的 讲义 是 在 一 般 的 局 部 凸 拓扑 线性 空 
间 的 框架 中 叙述 的 ,而 洛 卡 费 勤 则 更 强调 数学 规划 
理论 中 的 应 用 ,把 凸 分 析 局 限 在 有 限 维 空间 中 . 以 后 
又 陆续 出 版 了 艾 克 兰 德 (Ekeland,I. ) A B Te- 
man,R. ?的 《 凸 分 析 和 变 分 问题 》(1974) 等 骨 在 针对 
变 分 学 .最 优 控制 等 应 用 的 巴 拿 赫 空间 上 的 凸 分 析 
著作 . 

20 世纪 70 4E (Ú DA Ja Oath X. E — 2b £ J > 
韭 凸 分 析 、 非 光滑 分 析 、 集 值 分 析 等 . 许多 凸 分 析 的 
基本 和 定理 被 推广 到 非 凸 集 和 非 凸 函数 情形 . 其 中 最 
B| AGE H BJ E: Të + #t DY SAE sa, hl sa, (Clarke, F. 
H. ) + 1975 年 提出 的 关于 局 部 李 普 希 茨 函数 的 广 
义 梯度 理论 . 1994 年 起 ,国际 上 出 版 了 第 一 本 《 凸 分 
析 杂 志 少 按照 该 杂志 的 发 刊 词 所 说 ,广义 的 凸 分 析 
理论 ,应 包括 上 屿 分 析 的 各 种 推广 ,尤其 是 包括 非 光滑 
分 析 、 集 值 分 析 等 . 

3E rh p fT (nonconvex analysis) 试图 把 凸 分 
析 的 基本 理论 和 方法 推广 到 非 凸 集 和 非 凸 函数 情形 
的 数学 分 支 . 这 个 名 称 目 前 已 不 常用 ,而 代 之 为 非 光 
滑 分 析 、 集 值 分 析 等 (参见 “ 凸 分 析 ”). 

JEJE i8 43 HF (nonsmooth analysis) (rB 
发 展 . 凸 分 析 的 次 微分 理论 使 得 人 们 能 够 对 非 光滑 
凸 函 数 推广 徽 分 法 来 处 理 极 值 问题 . 非 光 滑 分 析 就 
致力 于 更 一 般 的 广义 微分 法 ,来 处 理 非 光滑 消 数 的 
极 值 问题 . 这 方面 目前 最 成 功 的 是 克拉 克 (Clarke， 
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F. H. ) 对 局 部 李 普 希 蒋 函数 提出 的 广义 梯度 理论 . 
他 在 1983 年 出 版 的 《最 优化 和 非 光滑 分 析 ) 一 书 已 
成 为 这 方面 的 经 典 著作 (参见 “ 凸 分 析 ”). 

集 值 分 析 (set-valued analysis) 
为 研究 对 象 的 数学 分 析 . 点 对 应 集合 的 集 值 映射 是 
很 早 就 出 现 的 数学 概念 .但 长 期 来 虽 有 少量 研究 , 却 
常 被 人 认为 不 很 重要 . 20 世纪 50 年 代 以 后 ,由 于 数 
理 经 济 学 、 数 学 规划 理论 等 的 发 展 ,使 集 值 映射 概念 
在 其 中 起 本 质 作 用 . 例如 ,需求 映射 ,供给 映射 等 作 
为 价格 的 函数 都 不 是 单 值 的 ;数学 规划 问题 解 的 稳 
定性 问题 ,也 涉及 解 集合 (一 般 的 数学 规划 问题 的 解 
没有 惟一 性 ) 作 为 参数 的 集 值 映射 的 连续 性 . 凸 分 析 
中 出 现 的 导数 概念 的 推广 一 一 次 微分 映射 也 不 是 单 
值 映射 ,而 是 集 值 映射 . 这 样 ,就 逐渐 形成 集 值 分 析 
这 个 新 的 分 支 . 1990 F, WFR CAubin,J. P. 28 3B BH 
科斯 卡 (Frankowska,H. ) 出 版 了 《 集 值 分 析 》 一 书 ， 
初步 总 结 了 集 值 分 析 的 已 有 成 果 . 1994 年 ,国际 上 
出 版 了 《 集 值 分 析 洒 志江 参见 “ 凸 分 析 ”). 


m S 


ru fE (convex set) 实 线 性 空间 中 的 一 类 子 集 . 
I X ASA = [a] , K C X. 如 果 对 于 任何 Tis T2 
CERN A€ L01]. A 

Cl —= Arrt x. € K; 

那么 天 FRA X PRO OR. 其 几何 意义 是 天 中 的 任 
何 两 点 的 连结 线段 都 在 K 中 (参见 本 卷 ( 泛 函 分 析 》 
同名 条 ). 

ERS mz K,G € 7) 的 交集 1K; DEA 
集 . 有 限 多 个 凸 集 K,(i 一 1,2,…,n) 的 线性 组 合 

AK FAK - FAK, 
—ix€X|r-Amx-tAÀAzxTudTAm, 
r€ K, i=1,2, n) 

也 是 凸 集 . WR X =R" uk E H HR ES j Z= [B] 
拓扑 线性 空间 ,那么 凸 集 天 的 内 部 和 闭 包 也 是 吓 
集 . 在 局 部 凸 空间 中 ,每 一 闭 凸 集 一 定 是 一 族 闭 半空 
[8] BJ A. 

线段 (line segment) ” 实 线 性 空间 中 的 概念 . 设 
xir) 为 实 线性 空间 X 中 的 两 点 . 集合 

[xii] s (z€ X|z== AA) az, Az ,A€l0.1]! 
称 为 连结 xi,zs* 两 点 的 ( 闭 ) 线 段 . 把 人 所 属 区 间 [0， 
1 换 为 开 区 间 (0,1)、 半 开 半 闭 区 间 (0,1j] 等 ,类 似 地 
也 可 定义 开 线 段 、 半 开 半 闭 线 段 等 . 这 些 都 是 通常 解 
析 几 何 中 的 概念 的 一 般 化 . 如 果 把 AE [0,1j] 换 为 4 
E (一 c ,十 cp), 那 么 对 应 的 集合 称 为 连结 xix; 网 
点 的 直线 . 如 果 把 AC [0,1 JRA AC [ 0, 3-000 ABA 
对 应 的 集合 称 为 连结 cor: 两 点 、 以 zi 为 起 点 的 射 
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多 面体 . 如 果 uius 


线 . 

直线 (straight line) 

射线 (ray,halfline) DL“ ZË Ez”, 

fu& convex hull) 由 实 线 性 空间 中 的 集合 所 
生成 的 凸 集 . 设 S 为 实 线性 空间 X 中 的 集合 . 那么 
包含 $ 的 最 小 凸 集 称 为 $ HOA. 它 是 所 有 包含 S 
的 凸 集 的 全 体 的 交集 ,也 是 S 中 的 元 素 的 凸 组 合 的 
£ IK. S BJ ee 1 7J co S CS ABZ PR AT BO 


见 “ 线 段 ”. 


同名 条 ). 
仿 射 集 (affine set) 亦 称 仿 射 流 形 、 线 性 流 形 、 
$5 8] $E. 实 线 性 空间 中 的 一 类 子 集 . 设 X 是 实 线性 


空间 ,4CX. 若 对 于 任何 zi,zzE4 REM AER, Æ 
(1—40z,-FAx;€ A， 即 连结 A 中 任何 两 点 的 直线 仍 
在 4A 中, 则 4 称 为 X 中 的 仿 射 集 . 

仿 射 集 一 定 是 X 的 线性 子 空间 的 平移 , 即 4 是 
X 的 仿 射 集 的 充分 必要 条 件 是 存在 X 的 线性 子 空 
间 X; 和 a € X , fE 

A= X Fas ime € Ale a ++ m, E Xp. 

X; 的 维 数 也 就 称 为 4 的 维 数 . 还 可 指出 

X =A—a= {xXxEX|x=x— xr, Ts € A). 

Wat (affine hull) 由 实 线性 空间 中 的 集合 
所 生成 的 仿 射 集 . 设 4 为 实 线性 空间 X 中 的 集合 . 
那么 包含 4 的 最 小 仿 射 集 称 为 A 的 仿 射 包 . 它 是 所 
有 包含 A 的 仿 射 集 的 全 体 的 交集 ,也 是 A 中 的 元 素 
的 不 断 用 直线 连结 后 的 元 素 全 体 . 4 ILS F 8 TE 
记 为 aff A. 可 以 指出 ,aff A 中 的 每 一 元 素 x 都 可 表 
Zh 

C= > Ad 

其 中 

r€ A,A ER G=1,2,°°° 


aff A 的 维 数 常 称 为 4 的 维 数 . 

dh #8 & (convex combination) 一 类 特殊 的 线 
性 组 合 . 设 X 为 实 线性 空 [B]. ae ss Y,€ X sos 
À st 4AZB0,Àsd- AiR +A = 1. ABA Az +A, z+ 
SA d 就 称 为 Los Tis?” 9 Ly 的 凸 组合 . 这 些 点 的 
凸 组 合 全 体形 成 以 这 些 点 (不 一 定 全 部 ) 为 项 点 的 凸 
,2 一 Zo 线性 无 关 , 即 它们 
不 在 同一 个 n—1 维 仿 射 集中 ,那么 它们 的 凸 组 合 全 
体 称 为 以 这 些 点 为 项 点 的 维 单纯 形 . 

凸 多 面体 (convex polyhedron) 一 类 常见 而 又 
重要 的 多 面体 . 它 是 有 限 点 集 的 凸 包 . HEN. m 
面体 的 维 数 (参见 “ 仿 射 包 ”) 总 是 有 限 维 的 . 凸 多 面 
体 有 有 限 个 面 ,他们 都 是 较 低 维 数 的 凸 多 面体 . 凸 多 
面体 的 棱 是 指 它 的 一 维 面 ,顶点 则 指 零 维 面 .在 三 维 
欧 氏 空间 中 有 五 类 正 凸 多 面体 :正四 面体 .正方体 、 
正八 面体 、 正 十 二 面体 与 正二 十 面体 . 关于 三 维 凸 多 


Ë 
SECH ES = ]. 
i=] 


[BI [K B^ E XE HUE. EK hi AE 3E E KH DUE v E 
e 和 面 数 f 之 间 的 关系 :v 一 e 十 /二 2. 对 于 一 般 的 7 
维 凸 多 面体 已 , 设 0 三 k 志 nn 一 1, 并 令 f(P) 为 PP 的 
维 面 的 个 数 , 那 么 有 一 般 的 欧 拉 关系 式 : 


BD DA = 1+ (— Z: 


fy 2 Rak (convex polycope)” 即 “ 凸 多 面体 ”. 

单纯 形 (simplex) ”线段 .三 角形 、 四 面体 的 一 
AAG. n 维 单纯 形 定义 为 不 在 同一 个 n—1 维 仿 射 集 
上 的 2 十 1 个 点 的 凸 包 . 单纯 形 也 是 组 合 拓扑 学 .代数 
拓扑 学 的 基本 概念 .利用 绍 凯 积分 表示 理论 ,也 可 和 定 
义 无 限 维 的 单纯 形 , 它 是 每 一 点 都 有 惟一 积分 表示 
的 局 部 凸 空间 中 的 紧 凸 集 . 

代数 内 部 (algebraic interior) ” 亦 称 核 心 . LR 
性 空间 中 的 集合 的 代数 意义 下 的 内 部 . 设 4 为 实 线 
性 空间 X 中 的 集合 . 4 的 代数 内 部 是 指 这 样 的 点 a 
CA 的 全 体 ; 对 于 任何 hEX, AFE >00, [ETE A 
€ [0,e]BE.ad- Ah € A. A 的 代数 内 部 或 核心 常 记 为 
cor (A). 代数 内 部 的 概念 在 叙述 是 集 分 离 定理 时 起 
着 重要 作用 . 如 果 A=cor(A), 那么 A 称 为 代数 开 
集 . 以 代数 开 集 作为 开 集 来 定义 X 的 拓扑 ,使 XX 成 
为 拓扑 空间 ,但 是 这 种 拓扑 在 X 的 维 数 大 于 1 时 与 
X 的 线性 结构 不 协调 . 对 于 拓扑 线性 空间 中 的 凸 
集 , 其 代数 内 部 与 拓扑 内 部 一 致 . 

核心 (core) 即 “ 代 数 内 部 ”. 

代数 开 集 (algebraic open set) 
部 ” 

代数 闭 包 (algebraic closure) 实 线性 空间 中 
的 集合 的 代数 意义 下 的 闭 包 . 设 4 为 实 线性 空间 X 
中 的 集合 .4 的 代数 闭 包 是 指 这 样 的 点 b € X 的 全 
体 :存在 h€EXX, 对 于 任何 e 之 0, 存 在 4€E [0,e], 使 得 
b +h € A. 4 的 代数 闭 包 常 记 为 acl(4). 如 果 A 
二 acl(4), 那 么 4 称 为 代数 闭 集 . 它 也 是 XX 在 以 代 
数 开 集 为 开 集 的 拓扑 意义 下 的 闭 集 , 即 代 数 闭 集 的 
余 集 必定 是 代数 开 集 ;反之 亦 然 .代数 闭 包 的 概念 在 
叙述 凸 集 分 离 定 理 时 也 起 重要 作用 . 

有 的 文献 定义 代数 闭 包 时 ,要 求 对 于 任何 À 
E(0,s) 都 有 2 十 久 E4. 这 时 代数 闭 集 就 不 再 是 代 
数 开 集 的 余 集 .但 当 4 是 多 于 一 点 的 凸 集 时 ,由 这 
两 种 定义 得 到 的 代数 闭 包 是 相同 的 . 


见 “ 代 数 内 


代数 闭 集 (algebraic closed set) JW“ 
包 ”. 
代数 边界 (algebraic boundary) 3E ZR E zs JB] 


中 的 集合 的 代数 意义 下 的 边界 . 它 是 集合 的 代数 闭 
包 去 掉 其 代数 内 部 后 所 形成 的 集合 . 也 就 是 说 , 它 是 
当 实 线性 空间 X 以 代数 开 集 为 开 集 时 的 拓扑 意义 
下 的 边界 . 

相对 代数 内 部 (relative algebraic interior) JF 


称 内 在 核心 . 实 线 性 空间 中 集合 在 相对 意义 下 的 代 
数 内 部 . 设 4 为 实 线性 空间 X 中 的 集合 ,4 相对 其 
仿 射 包 的 代数 内 部 称 为 A 的 相对 代数 内 部 , 记 为 
icr A). 因为 集合 的 仿 射 包 是 原 空间 的 线性 子 空间 
的 平移 ,经 平移 后 ,原来 的 集合 就 可 看 做 线性 子 空间 
的 集合 ,从 而 可 谈 及 其 代数 内 部 . 代数 内 部 为 空 的 集 
合 其 相对 代数 内 部 可 以 非 空 .例如 ,平面 上 的 直线 其 
代数 内 部 是 空 的 ,但 其 相对 代数 内 部 非 空 .相对 代数 
内 部 的 概念 在 凸 集 分 离 定 理 的 叙述 中 也 起 重要 作 
用 . 任何 有 限 维 空 间 中 的 凸 集 的 相对 代数 内 部 总 是 
非 空 的 . 而 无 限 维 空间 中 总 存在 相对 代数 内 部 为 空 
的 非 空 凸 集 . 

内 在 核心 (intrinsic core) 
部 ”. 

相对 内 部 (relative interior) 拓扑 线性 空间 中 
的 集合 在 相对 意义 下 的 内 部 . 设 4 是 拓扑 线性 空间 
X 的 子 集 ,4 相对 其 团 仿 射 包 的 内 部 称 为 4 的 相对 
内 部 . 这 个 概念 在 拓扑 线性 空间 理论 中 不 太 用 ,但 是 
在 凸 集 分 离 定 理 的 叙述 中 , 它 起 重要 作用 . 

超 平面 (hyperplane) 一 类 重要 的 仿 射 集 . iz 
X 是 实 线性 空间 .X' 是 X 的 代数 对 偶 , 即 X 上 的 线 
性 函数 全 体 .a EX HIER, ER RARE 

= (ge Xa 3a) = 2 
PRO X 中 的 超 平面 ,这 里 (a',x) 为 a 在 x 上 的 取 
值 . a 有 时 称 为 五 的 法 向 量 .它们 都 是 初等 解析 几 
何 中 类 似 概 念 的 推广 . 超 平面 五 把 空间 X 分 为 两 
个 半空 间 : 


即 “ 相 对 代数 内 


H° = {x € X|(a',z=> <a}, 
Hu ewe eau 
为 由 五 确定 的 两 个 代数 开 半 空间 ; 
HS=(rEX|(a sx) <a}, 
H*, — (x € X | (a! x) a} 

c UU MUS s 间 ;如 果 X=R", B 
Z H Æ n—1EU; STAR. 如果 X 是 拓扑 线性 空间 ， 
ge AXSERN ek, 3E E. WAS 
且 仅 当 “连续 . 一 个 拓扑 线性 空间 X 中 不 一 定 有 闭 
超 平 面 , 尤 其 是 不 一 定 有 包含 给 定 的 X 的 仿 射 集 的 

超 平 面 . 但 是 局 部 凸 空间 有 所 述 性 质 . 

半空 间 (half space)” 见 “ 超 平面 ”. 

支撑 超 平面 (supporting hyperplane) 过 集合 
的 一 点 并 使 整个 集合 在 其 一 侧 的 超 平面 . 这 个 概念 
E BX BLA By HE (Minkowski, H. ) 首 先 提 出 的 . 设 A 
是 实 线性 空 SE X 的 集合 ,aE4. 如 果 超 平面 

— (r€ X|(a' ,x)—a) 
对 于 任何 y€ A ee te sa) =a, tha H fy 
为 4 的 支撑 超 平面 .a 也 称 为 H 的 支撑 点 . 相对 代 
数 内 部 非 空 的 凸 集 的 代数 边界 点 都 可 成 为 支撑 该 凸 
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集 的 超 平面 的 支撑 点 . 

TE X 是 拓扑 线性 空间 时 ,通常 要 求 支 撑 超 平面 
Kin. 这 时 ,内 部 非 空 的 凸 集 的 边界 点 都 可 成 为 支 
撑 该 凸 集 的 闭 超 平面 的 文 撑 点 . 对 于 巴 拿 赫 空间 的 
闭 凸 集 4, 毕 晓 普 - 费 尔 泌 斯 定理 断言 :4 的 支撑 点 
在 4 的 边界 中 稠密 . 

HE gi ES - 39 IR GR HI XE XE ( Bishop- Phelps theo- 
rem) ” 见 “ 文 撑 超 平面 ”. 

EB SE m Hy x BÉ OA OC supporting point of hy- 
见 “ 支 撑 超 平面 ”. 

O # 2 BS SE JH (separation theorem of convex 
sets) I #E HHBj BJ RAAN EH. 它 是 指 在 很 弱 的 
条 件 下 ,两 个 不 相交 的 凸 集 总 可 用 超 平面 分 离 . Dz 
A B 为 实 线性 空间 X 中 的 两 个 非 空子 集 . 

H = (x€ X|(a',z> = a) 
为 X 中 的 一 个 超 平 面 . 如 果 对 于 任何 zxE4 A y € 
B.A 


perplane) 


(2 p) — E Ca) 
ABA PRE D 分 离 A 和 B; 如 果 不 等 号 中 有 一 个 
是 严格 的 ,那么 称 H 严格 分 离 A 和 B; 如 果 存 在 e 
220,48 EE x € A A y € B 满足 
(d. sm) s XQ v3)-— £6, 

那么 称 H 强 分 离 A A B. 3£ À ñ) ii EA S SE E d 
下 :如 果 A 一 B 凸 ,其 相对 代数 内 部 ier CA — B) dE 
空 , 且 不 包含 原点 ,那么 A 和 B 可 用 超 平面 分 离 ;如 
果 同 时 还 有 其 代数 闭 包 acl(4 一 再 ) 不 包含 原点 , 那 
Z A 和 B 可 用 超 平 面 强 分 离 .注意 到 有 限 维 空间 中 
的 凸 集 的 相对 内 部 总 非 空 ,由 此 可 得 ,R” 中 的 两 个 
不 相交 的 凸 集 总 可 用 超 平面 分 离 . 

在 拓扑 线性 空间 X 中 讨论 凸 集 分 离 定 理 , 常 要 
求 所 用 的 超 平面 是 闭 的 . 这 时 基本 的 凸 集 分 离 定理 
为 :如 果 4 一 B h, AAR Int(4 一 B) 非 空 , 且 不 包 
含 原点 ,那么 A 和 B 可 用 闭 超 平面 分 离 ; 如 果 同 时 
还 有 A— B 的 闭 包 cl(4 一 B) 不 包含 原点 ,那么 4 x 
B 可 用 闭 超 平 面 强 分 离 . 因为 一 般 的 拓扑 线性 空 
中 可 能 根本 不 存在 闭 超 平面 ,所 以 有 内 部 非 空 Er 
集 的 存在 也 是 闭 超 平面 存在 的 充分 必要 条 件 , 其 中 
必要 性 由 超 平 面 形成 的 开 半 空间 是 内 部 非 空 的 凸 集 
而 得 . 当 和 是 局 部 凸 空间 (包括 巴 拿 赫 空间 ), 即 它 
具有 和 零 的 凸 邻 域 基 时 ,上 述 内 部 可 改 为 相对 内 部 , 且 
在 后 半 部 分 可 不 要 求 A — B 的 内 部 或 相对 内 部 非 
空 .一 种 常用 的 形式 如 下 : 设 4 是 局 部 凸 空间 关中 
Nadie. Be X PH ROR. AIR AM BAA 
交 , 那 么 它们 可 用 闭 超 平面 强 分 离 . 

凸 集 分 离 定 理 有 很 多 等 价 定理 ,其 中 最 著名 的 
是 哈恩 - 巴 拿 赫 定理 . 它 是 凸 分 析 的 基础 ,也 在 基础 
数学 与 应 用 数学 的 许多 领域 中 起 着 重要 作用 . 这 一 
定理 有 很 直观 的 形象 :平面 上 的 两 个 不 相交 的 凸 集 
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可 用 直线 把 它们 分 离 , 但 是 其 一 般 情形 的 证 明 必须 
用 选择 公理 或 其 等 价 定理 ( 佐 恩 引 理 . 超 限 归 纳 法 
等 ). $E XE WJ 4E JE E 20 gb £i) H Ë] #L < H dE 
(Minkowski, H. ) # H BJ (2 DL, À 3$ (TZ BH OD Wr) rh 
的 相关 条 目 ). 

P Sé HE HE (support theorem of convex 
sets) HÆNA XE EE B — BRA AE XX. 即 相 对 代数 
内 部 非 空 的 凸 集 的 每 一 代数 边界 点 上 都 存在 支撑 该 
凸 集 的 超 平面 (参见 " 文 撑 超 平面 ”). 

锥 (cone) 一 类 实 线 性 空间 中 的 集合 . 实 线性 
空间 中 以 原点 为 起 点 的 射线 所 构成 的 集合 称 为 锥 . 
it C 为 实 线性 空间 X 中 的 一 个 集合 .那么 C 是 锥 当 
且 仅 当 对 于 任何 xEC 和 2 宇 0( 有 的 文献 中 要 求 A> 
0 JH ArEC. 

集合 生成 的 锥 (cone generated by a set) 3E £X 
性 空间 中 ,由 某 个 集合 生成 的 锥 . 设 4 为 实 线性 空 
间 X 中 的 一 个 集合 ,A 中 所 有 的 点 与 原点 相连 所 得 
的 射线 形成 的 集合 称 为 由 4 生成 的 锥 . 设 4 为 实 线 
性 空间 X 中 的 一 个 集合 .那么 4 所 生成 的 锥 即 
局 44( 有 的 文献 中 要 求 A>0). 


Ou (convex cone) 一 类 特殊 的 凸 集 . 实 线性 
空间 中 既是 凸 集 又 是 锥 的 集合 称 为 凸 锥 . 凸 锥 C 满 
足 C 二 CCC. 对 于 和 中 的 任何 子 集 4, 由 它 生成 的 
凸 锥 是 其 元 素 的 所 有 正 线性 组 合 的 全 体 . 而 当 A 是 
征集 时 ,由 A 生成 的 凸 锥 就 是 AM4. NUR UE C WÑ 
j& C(1C— C0 — 40), 那么 经 常用 它 来 定义 实 线性 空 
间 中 的 半 序 关系 . 对 于 x,yEXX,， E X x y 为 
Vege: 则 之 满足 : 

1. za. 

2. z=Z-y,y2Zxz=z= y. 

3.22 y yY ZZL. 

E S + pk BJ D SÉ (convex cone generated by a 
set) 实 线 性 空间 中 的 集合 的 凸 包 所 生成 的 锥 . 12 
A 为 实 线性 空间 X 中 的 一 个 集合 .那么 A 所 生成 的 
凸 锥 即 其 元 素 的 正 ( 有 的 文献 中 只 要 求 非 负 ) 线 性 组 
合 全 体 . 它 也 是 包含 A 的 凸 锥 全 体 的 交集 . 

端点 (extreme point) ”出 集中 的 特殊 点 , 它 使 
该 凸 集 去 掉 它 后 仍 是 凸 集 . 设 4 为 实 线性 空间 X 中 
的 凸 集 .a€ 4 是 4 的 端点 的 充分 必要 条 件 : 如 果 存 
TE xix: €E A, TE 18S a= (xi 4- 3:2/2. BB A x, =x. =a. 
js) BË ru Z= [8] Pay S Da fS — E JE: Hong ea Se B B] r € 
Cra, Ju PIER S E HD. 当空 间 是 有 限 维 时 ， 
果 中 闭 凸 包 可 改 为 凸 包 ( 闵 科 夫 斯 基 定 理 ). 这 一 
A ME 
出 组 合 来 表示 .“ 无 限 ” 凸 组 合 可 用 关于 概率 测度 的 
积分 来 表示 . 由 此 就 引起 绍 凯 积分 表示 定理 :局 部 吓 
空间 中 的 紧 凸 集中 的 每 一 点 都 可 通过 在 端点 集 上 定 


义 一 概率 测度 ,使 得 该 点 有 积分 表示 . 

端点 概念 可 以 推广 为 一 般 的 端子 集 . 例如 ,对 于 
凸 锥 可 定义 端 射线 为 该 凸 锥 去 掉 它 后 仍 是 凸 锥 . 78 
凯 积 分 表示 定理 可 推广 到 凸 锥 情形 . 这 时 绍 凯 积分 
表示 理论 就 与 滑 数 类 的 积分 表示 理论 紧密 联系 起 
来 . 

端点 在 线性 规划 理论 中 也 起 重要 作用 . 每 一 线 
性 规划 的 解 一 定 在 它 的 可 行 集 的 端点 上 达到 . 因此 ， 
只 需 比 较 目 标 函 数 在 端点 上 的 值 就 可 求 得 规划 的 
解 . 这 正 是 单纯 形 方法 的 基本 思想 (参见 本 卷 4 泛 函 
分 析 》 中 的 “端点 定理 ”). 

克 列 因 - 米 尔 曼 定理 (Krein-Milman theorem) 
DL tL”. 

Wm T $E (extremal subset) Y £ B FEF sx pv +- 
4E. 如 果 凸 集中 的 开 线 段 与 它 相交 ,那么 相应 的 团 线 
段 就 完全 落 在 该 子 集中 . 如 果 该 凸 集 是 凸 多 面体 , 那 
么 端子 集 也 称 为 凸 多 面体 的 面 . 端子 集 有 这 样 的 性 
质 ; 在 原 凸 集中 去 掉 该 端子 集 后 ,其 余 集 仍然 是 凸 
集 . 有 上 述 性 质 的 凸 子 集 ( 即 原 凸 集 去 掉 它 后 仍 凸 ) 
称 为 半 端 子 集 . 半 端 子 集 可 以 不 是 端子 集 . 例如 , 闭 
三 角形 去 掉 半 条 闭 边 仍 是 凸 集 . 从 而 半 条 闭 边 是 半 
端子 集 ,但 它 不 是 端子 集 . 然而 , 半 端 点 与 端点 是 一 
致 的 . 对 于 凸 锥 来 说 , 半 端 射线 与 端 射 线 也 是 一 致 
Hy. 

>É tm T $E (semi extremal subset) 
#”. 

Z ERR (exposed point) I E BJ P9 pa. rh 
集 在 该 点 有 只 与 它 交 在 该 点 的 支撑 超 平面 . 类 似 地 
也 可 定义 暴露 集 、 暴 露 直 线 、 暴 圳 射线 等 . 暴露 点 一 
定 是 端点 . 在 凸 多 面体 情形 ,端点 也 一 定 是 暴露 点 . 
但 一 般 情 况 下 反之 不 然 .例如 ,把 一 个 半圆 与 一 个 以 
半圆 直径 为 边 的 正方 形 相 连 形成 一 个 凸 集 , 那 么 半 
圆 的 直径 端点 是 端点 ,但 不 是 上 暴露 点 . 对 于 局 部 凸 空 
间 中 的 紧 凸 集 , 皮 露 点 集 在 端点 集中 秽 密 ,从 而 紧 凸 
R E E oi Second Bir Kei re E 
JH). 

LI sa, Bee BS js == 
FA. 

斯 特 拉 斯 维 茨 定理 (Straszewicz theorem) W, 
TE 

E $E (polar set) 实 线性 空间 中 的 集合 按 一 定 
意义 在 对 偶 空 间 中 的 对 应 集合 . 设 X A- RES hh 
空间 ,X ARIAT H. RE ACX 的 极 集 是 指 

A?"-—ix'ex'Ivxe€A;"*,2 x1). 

类 似 地 也 可 定义 X "中 的 集合 相对 于 X 的 极 集 . X 
的 闭 单 位 球 的 极 集 就 是 X -的 朵 单位 球 . 一 般 情 况 
下 ,如 果 4 是 以 原点 为 内 点 的 有 界 闭 凸 集 , 那 么 它 
B5 PJ EL < H 2 pR 2 E: : 


B, Sig T 


间 几 何 中 具有 重要 作 


WN 


= inf{a > O0|x € aA) = 


=P CL” mr 
"EA 


Pa (=>) 


4" 的 闵 科 夫 斯 基 函 数 
pa lx") smile > 0|x* € aA") = sup Gr" ut 
XT OX 的 任何 集合 4, 它 的 双 极 集 4 — (A E: A 
与 原点 的 并 集 的 弱 闭 凸 包 ( 巴 拿 赫 双 极 定理 ). 

极 集 的 概念 也 可 以 对 一 般 的 对 偶 系 ( 即 一 对 在 
其 上 定义 了 双 线 性 函数 的 线性 空间 ) 来 提出 . 这 时 ， 
可 通过 极 集 来 对 对 偶 系 的 两 个 线性 空间 定义 各 种 所 
谓 极 化 拓扑 (参见 本 卷 4 泛 也 分 析 ) 中 的 相关 条 目 ). 

对 偶 锥 (dual cone) ” 亦 称 极 锥 , 锥 的 极 集 . 如 果 
C 是 X 中 的 凸 锥 ,那么 它 的 对 偶 锥 就 是 

人 
由 于 C 是 锥 , 即 对 于 任何 A> 0,AC—C,dE F zÇ rh BS 
0 换 为 1, 将 得 到 同样 的 C*. 因 此 ,对偶 锥 就 是 锥 的 
极 集 . 有 时 对 偶 锥 也 称 为 负极 锥 . 相应 地 也 可 定义 正 
极 锥 . 实 线性 空间 的 理论 常 可 推广 到 四 锥 的 情形 , 即 
通常 的 癌 量 的 线性 组 合 概 念 可 换 为 正 线性 组 合 概 
念 .这 时 ,对 偶 锥 就 起 着 对 偶 空 间 的 作用 . 

极 锥 (polar cone) 即 “ 对 偶 锥 ” 
. BKA (direction of recession) 实 线 性 空 
的 集合 中 的 射线 所 定义 的 方向 . 设 4 为 实 线性 空 
X 的 集合 . 若 AEX 上 且 存 在 zE4, 使 得 对 于 任何 e 
0,7H ctAhCA, AA h XR A 的 回收 方向 . 

[B] fr $& (recession cone) 一 种 有 关 实 线性 空 
间 中 集合 的 特殊 的 难 设 4 是 实 线 性 空间 X 中 的 集 

,4 的 所 有 回收 方向 组 成 的 集合 称 为 4 的 回收 
e 闭 集 的 回收 锥 有 时 称 为 渐 近 锥 . 当 集 合 为 凸 集 
时 ,其 回收 锥 为 凸 锥 . 当 集 合 为 包含 原点 的 财 凸 集 A 
时 ,其 回收 锥 即 C) AA. 有 时 也 对 任意 集合 4, 称 如 上 
定义 的 集合 为 其 回收 锥 . 

巴 拿 赫 空间 的 非 空 闭 凸 集 有 界 的 充分 必要 条 件 
为 其 回收 锥 只 包含 原点 . 因此 ,经 常 利用 回收 锥 来 证 
明 一 个 闭 凸 集 的 有 界 性 . 

渐 近 锥 (asymptotic cone)” 见 “回收 锥 ”. 

曾 锥 (barrier cone)” 实 线性 空间 的 集合 的 极 
集 所 生成 的 锥 . 设 4 AR Sip] X 的 集合 ,X* 为 
X 的 对 偶 .那么 4 的 曾 锥 可 表示 为 
P(A) = (x^ € X* Ix € A, G" x) <+ oo). 
因此 , 闸 锥 就 是 4 B] Se P£ PRICES IM. 当 集 合 是 
包含 原点 的 闭 凸 集 时 , 闸 锥 就 是 回收 锥 的 对 偶 锥 . S 
之 ,如 果 回 收 锥 的 内 部 非 空 ,那么 它 也 是 闸 锥 的 对 偶 
FEE 

VJ $Ë (tangent cone) 一 种 有 关 实 线性 空间 中 
的 集合 的 特殊 的 锥 . 它 定义 为 实 线性 空间 的 集合 中 
的 一 点 上 的 切 方向 的 全 体 . 有 限 维 空间 中 的 光滑 曲 
线 . 曲 面 以 至 更 一 般 的 光滑 流 形 中 的 一 点 处 的 切 方 
问 的 全 体 是 可 以 通过 微分 法 明确 定义 的 .但 巴 拿 赫 
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上 分 析 


空间 中 的 任意 集合 中 的 一 点 的 切 方向 的 全 体 则 需要 
专门 定义 : 

1. 当 该 集合 是 凸 集 时 , 切 锥 较 容 易 定 义 : 设 天 
是 巴 拿 赫 空间 X 中 的 凸 集 ,zEcl 天 ,那么 天 在 z 的 
切 锥 可 定义 为 


Tgr) = cl U ATs, 
AO 


其 中 cl AR BI EL; 4 r TE K A ABET. T. (nA 
空间 X535 x YE K 的 边界 上 时 ,Tx(zx) 不 但 包含 与 
K 的 边界 相 切 的 方向 ,也 包括 所 有 指 回 天 的 内 部 的 
方向 ;尤其 是 当 K 在 xz 附近 的 边界 光滑 时 ,Tk(x) 
是 闭 半空 间 . 

2. 当天 是 任意 集合 时 , 切 锥 的 定义 很 多 ,并 且 
各 有 各 的 用 处 ,常用 的 有 以 下 几 种 . 

1) 相依 锥 . 这 种 锥 是 布 里 内 (Bouligand,G.L.) 
在 20 世纪 30 年 代为 研究 几何 问题 而 提出 的 ,后 来 
在 非 线 性 规划 研究 中 又 被 重新 提出 ,目前 在 非 线 性 
规划 的 文献 中 所 说 的 切 锥 通常 就 指 这 种 锥 ,其 定义 
如 下 (以 下 de (y) 表 示 y 到 的 距离 inf | y— 
zl): 

Tar) = L € X| lim inf 


这 是 一 个 闭 锥 . | 
2) 邻接 锥 . ON BR HH [B] ES p| = AE REESE S 2Ë - 
米 柳 金 锥 IER EAE. 其 定义 如 下 : 
dy(Cxr + th) m dÉ 
t 


dk (z + th) = o). 
t 


Pi (4) = [A € X| lim 


tot 


3) se b yú U] S. ZR #kK& E $Ë #E. 它 是 克拉 交 
(Clarke, F. HO EWR Jj Sp Z= ES 3 P PELLI di 
度 理论 时 提出 的 . 其 定义 如 下 : 


CkCr) 一 (h € X| lim EE o}, 
Ze ja’ per 


t 
其 中 一 kx 表示 在 天 中 的 收敛 性 . 这 是 一 个 闭 凸 锥 . 
这 几 种 锥 依次 一 个 比 一 个 小 .但 当天 BOR 
时 ,它们 都 与 原来 定义 的 切 锥 重合 . 
这 些 切 锥 也 可 以 用 序列 极限 来 定义 如 下 : 
h€ Tk(x)e435t,--0',3h,—h, 
Vn,r + th, € K; 
h€ T(z) © Yt, > 07 ,3 h, >h, 
Mag pin, C K 
hE Cer) @ Vz, xx, Vt,— 05, 
J h, > h.,Vn,r, + th, € K, 
其 中 W 都 理解 为 对 于 充分 大 的 n. 这 样 ,引进 记号 
Tears CK ,z) ERAS E 
Qr, — kx) ,R(t, — 07),SCh, > h,) 
Vn xz, + th, € K 
BJ h 2k, h Q.SC (V.3 , ° 
€ (3 ),J Z #8# 
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E x 表示 po xr, R I 


JT r)e Tas CK 49. Tele) SF ya GK ym) 
Letz) = Jee CK ,z). 

对 Q@,R,S 取 各 种 不 同 的 值 及 不 同 的 次 序 , 由 此 可 定 
义 出 几 十 种 切 锥 . 其 中 最 大 的 是 Taa (Kor), CPR 
为 共 依 锥 ,也 是 布 里 冈 在 30 年 代 引 进 的 ;最 小 的 是 
Tyyy OK 30 ERA BOE. ix dE OH. 4 HE 
空 时 ,恰好 是 Ce (OO AAR T.yy (天 ,z) 有 时 也 有 应 
用 , 它 称 为 内 部 锥 AE #K FL By HE PRE-K I E. 

正如 在 经 典 分 析 中 ,导数 概念 和 切 方向 的 概念 
是 紧密 联系 在 一 起 的 ,在 非 光 请 分 析 中 ,各 种 广义 导 
数 概念 就 可 通过 各 种 切 锥 来 定义 , 此 外 ,还 有 若干 种 
切 锥 的 概念 不 能 包括 在 上 述 一 般 定义 中 . 

相依 锥 (contingent cone) Jl“) HE”. 

邻接 锥 (adjacent cone) MYE”. 

中 间 锥 (intermediate cone)” 即 “邻接 锥 ”. 

可 导 锥 (derivable cone) ” 即 “ 邻 接 锥 ”. 

KE 95 HE Te dE OK HD FE (Dubovitskij-Miljutin 
cone)” 见 “ 切 锥 ”. 

尤 尔 塞 斯 科 锥 (Uresescu cone) D," ]&E". 

oe Fy 2 YE (Clarke tangent cone) JL“ WHE”. 

fa] $8 $E (circatangent cone) Bl“ yg tv si WE”. 

共 依 锥 (paratingent cone) JL“ YE”. 

超 切 锥 (hypertangent cone) JL" WHE”. 

法 锥 (normal cone) 切 锥 的 对 偶 锥 . 在 集合 K 
ELH, K 在 zxEclK 处 的 法 锥 就 是 

Nk(G)-—TxG)* 

—í(íz'C€X'|Vx'€ K,(x',x'—2»x0), 
特别 当天 是 超 平面 时 ,Nxk(7x) 中 只 包含 超 平面 惟一 
的 法 向 量 ; 当 K JEDET, K 在 xEclK MAE BE A 
指 克 拉克 锥 的 对 偶 锥 . 法 锥 可 表示 为 点 并 到 天 的 距 
Së dx 的 广义 梯度 , 即 Nk(Cz) 一 dk(z)， 

卡拉 西 奥 多 里 定理 (Carathéodory theorem) 
有 限 维 凸 集 的 表示 定理 . 该 定理 断言 ,” 维 空间 中 的 
凸 集 中 的 每 一 点 都 可 用 该 集合 的 不 超过 nn 十 1 个 点 
的 凸 组 合 来 表示 . 

绍 凯 积分 表示 理论 (Choquet theory of integral 
representation) 基于 凸 集 和 凸 锥 理论 的 积分 表示 
理论 .在 紧 凸 集 情 形 , 绍 凯 积 分 表示 定理 是 殉 列 因 - 
米尔 曼 定 理 的 推广 . 它 断 言 ,对 于 局 部 凸 空间 中 的 紧 
HE K 中 的 任何 zE 天 ,都 存在 天 的 端点 集 ext K 
上 的 概率 测度 y;, 使 得 对 于 任何 x" EX*, 有 


(r',x)-— | (r' ,y)dz,(y). 
ext K 


当天 是 有 限 维 时 , 它 恰好 归结 为 紧 凸 集中 的 每 一 点 
都 是 其 端点 的 号 组 合 ( 闵 科 夫 斯 基 定 理 ). 这 一 定理 
可 推广 到 凸 锥 情形 . 该 凸 锥 要 求 可 用 紧 凸 集 生成 ,或 
者 说 , 它 的 基 是 紧 凸 集 . 于 是 这 样 的 凸 锥 中 的 每 一 点 
都 可 用 端 射线 锥 的 基 上 关于 概率 测度 的 积分 来 表 


示 . 许多 经 典 的 积分 表示 定理 可 归结 为 这 一 定理 的 
特例 . 例如 ,关于 正定 项 数 的 积分 表示 的 博 赫 纳 定 理 
就 可 用 绍 凯 理论 来 证 明 . 

Fl EH (Helly theorem) 4 X r! EJ RE 
# dbz EA Fl EE. K,G € DÀ R" 中 的 一 个 紧 
DER. 黑 利 定理 断言 ,如 果 其 中 每 2 十 1 个 天 ,有 非 
空 交 , 那 么 整个 族 也 有 非 空 交 . X E EE TE AL XE ri PRI 
数 的 不 等 式 组 是 否 有 解 时 很 有 用 . 

i at jr # EE (Minkowski theorem) 有 限 
维 紧 凸 集 ( 尤 其 是 凸 多 面体 ) 的 表示 定理 . 它 断 言 ,n 
维 紧 凸 集中 的 每 一 点 都 可 用 不 超过 xn 十 1 个 端点 的 
凸 组 合 来 表示 . 它 是 卡拉 西 奥 多 里 定理 对 于 紧 凸 集 
的 精确 化 . 在 有 些 文献 中 ,也 把 凸 集 分 离 定 理 称 为 闵 
科 夫 斯 基 定 理 . 


O A 数 


PE Ht (convex function) 一 类 定义 在 实 线性 
空间 上 的 函数 .通常 凸 函数 是 通过 所 谓 凸 性 不 等 式 
来 定义 的 . D: f 是 定义 在 实 线 性 空间 X 的 凸 集 K 
上 的 实 值 函数 . 如 果 对 于 任何 rir: EK 和 任何 ACG 
[0,1j, 总 有 
FCA — Ax, + àz) S (1 — A)f (x1) Af Cr), 
那么 f RERA K 上 的 凸 函 数 . # 3 HH F BS PRR 
S E FA d $E 2⁄8 Jensen, J. L. W. V. ) F 1906 4E 3| 


y 


f (x2) 


(1-2) f G1) + Af(x;) 


f(x) 
fF(1—2) x, xz) 


Q xy (Nx + ax, X2 Z 


XE. 单 变量 凸 函 数 的 几何 意义 为 :对 于 函数 图 和 象 上 的 
任何 两 点 ,在 该 两 点 之 间 的 图 象 都 位 于 连结 这 两 点 
的 线段 之 下 (如 上 图 ). 

如 果 上 述 不 等 式 中 当 z, Z xz, 时 总 有 严格 不 等 
号 成 立 ,那么 f ARAK EH hRS. 如 果 一 了 
AK bm ORM BA f PK EB RA. 类 
{bh 3 +B, BY XE XC "^ 3 [M] p Xr. 

he K Eme f 的 上 图 

epi f = {(7,a) € X X R|=<= € K,f(x) <a} 
总 是 图 象 空间 XXR 中 的 凸 集 ; 反 之 亦 然 . 因此 , 凸 
疯 数 就 可 定义 为 上 图 是 凸 集 的 函数 .不 仅 如 此 ,这 个 
定义 还 可 用 来 定义 取 扩 充实 值 的 凸 函 数 . 设 f A 
义 在 实 线性 空间 X F.#r RU (oe) HP CIEL B e 
数 . 那么 了 称 为 X 上 的 凸 函 数 是 指 其 上 图 epif 为 


XXR FHAR. 
dom f—ix€X|fi)«-oo) 

PA S 的 有 效 域 .在 XX 中 的 凸 集 KK 上 定义 的 凸 函 
数 就 是 有 效 域 为 天 AARNA ARIES AN 
一 0 的 凸 函数 称 为 正常 凸 函数 . 

有 限 个 凸 函数 的 正 线 性 组 合 也 是 凸 函数 . 凸 函 
ROR (Salac a B EEA 

f Go) =sup/,(z) 


ug RAR. RIA f, A f MBE X EACH PRB. ABA 
如 下 定义 的 下 确 界 卷 积 
f(z) = int. Pie 4:062) 


tH n PRB. 

定义 在 实 直线 中 的 开 区 间 (a,5) 上 的 凸 函 数 f 
有 许多 很 好 的 性 质 : 对 于 固定 的 y € (a,b), ry 
时 ， 


总 是 z 的 不 减 函 数 . 由 此 直接 可 导出 ,f # Ca ,b) BJ 
每 一 点 x FEA BERKEL OA fo), Mit f 
TE (a sb) Ee Be. 对 于 任何 zi; € lab) aLr, F 
列 不 等 式 成 立 : 

fO eO) 


J (ros ns Z, — T, 


= Gus f. C). 

它 也 是 有 左 . 右 导 数 的 函数 为 凸 函 数 的 充分 条 件 . 万 
其 是 ,如 果 SUS BA f 为 凸 孙 数 的 充分 必要 条 
fA fF RM; WR f 二 次 可 导 , 那 么 MEUM 
充分 必要 条 件 为 六 宇 0( 因 而 ,次 调和 函数 也 常 被 看 
做 凸 函 数 的 推广 . 这 里 次 调和 函数 是 指 满足 Ax 之 0 
的 多 元 函数 ,其 中 人 是 拉 普 拉 斯 算 子 ). 由 此 立即 可 
以 断定 ,x (a 宇 1),e”,log(1/z) 等 都 是 凸 函数 . 对 于 
一 般 的 线性 空间 上 的 凸 函 数 f, 因 为 它 等 价 于 在 f 
的 有 效 域 中 的 每 一 线段 上 是 凸 消 数 , 上 述 这 些 性 质 
都 可 有 一 定 的 推广 .例如 ,了 在 有 效 域 的 每 一 开 线 段 
中 有 相应 的 左 、 右 方 呵 导数 ,有 旦 有 某 种 单调 性 . 

有 限 维 空间 上 正常 凸 函数 一 定 在 其 有 效 域 的 内 
部 连续 . 一般 情 况 下 ,拓扑 线性 空间 上 的 凸 函 数 在 有 
效 域 的 内 部 连续 等 价 于 它 在 某 点 附近 上 有 界 或 上 半 
连续 . 对 于 赋 范 线性 空间 ,这 时 还 能 断定 它 在 其 有 效 
域 的 内 部 为 局 部 李 普 希 茨 函数 . 对 于 巴 拿 赫 空间 (或 
更 一 般 的 桶 形 空 间 ) 上 的 正常 凸 函数 ,在 有 效 域 的 内 
部 连续 等 价 于 该 函数 处 处 下 半 连 续 . 此 外 ,局 部 凸 空 
[B] (包括 赋 范 线性 空间 .有 限 维 空间 ) 上 的 下 半 连 续 
正常 凸 函 数 必定 是 连续 仿 射 函数 族 的 上 包 络 . 

严格 凸 函 数 (Cstrictly convex function) 
PR”. 

[U] Eñ AY (concave function) 


Ji, "dm 


Di, tt 函数 ”. 
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出 分 析 


P*d& DU ddp (strictly concave function) ML “fu 
PSU. 

IE 8$ D ER $ (proper convex function) 
函数 ” 

上 四 函数 的 有 效 域 (effective domain of convex 
function) BL“ U pg RC". 

TU Ch ee A (quasiconvex function) — dr eR A HS HE 
广 . 设 了 是 定义 在 实 线性 空间 X 的 凸 集 天 上 的 实 
(EL BRL C. 如 条 对 于 任何 rir EK RÉI AC [0.1], 
总 有 

f ( (1 el Az,) max{(f oos CES 

那么 了 就 称 为 天 上 的 拟 凸 函数 . 如 果 上 述 不 等 式 是 
严格 的 ,那么 了 RPA K 上 的 严格 拟 凸 图 数 . 如 果 
一 了 是 拟 凸 的 ,或 严格 拟 凸 的 ,那么 A AERA AE eR 
BX ,或 严格 拟 四 函数 . / 拟 凸 的 充分 必要 条 件 为 对 于 
任何 实数 o TK ER (€ X | AG sa) E: i e. 

FUL eR t BR T VIE de va RB HE Joe. 例如 , 拟 凸 
PE $X BJ Ja BC EL — E E P MEL. 

FE $& 30. P EÑ C (strictly quasiconvex function) 
JL" FU Ds PR a”. 

30. DI e t (quasiconcave function) 
g. 

FE T& 302 [J] pq Xt (strictly quasiconcave function) 
TL“ FA TS PRI RL”. 

£h BN eB (affine function) FEE B9 wR. ER 
Jë i'i PR AC, X JE: [H] | BY PR $X FR 79 03 St PAK. 它 必 定 
是 线性 函数 与 常数 之 和 . EA BR HE S RI E , 4 8 PRI 
就 是 一 次 图 数 . 仿 射 函数 的 重要 性 在 于 局 部 凸 空间 
(包括 赋 范 线性 空间 、 有 限 维 空间 ) 上 的 下 半 连 续 凸 
函数 一 定 是 连续 仿 射 函数 族 的 上 包 络 . 

Ix] REX Hr dE ER Minkowski function) 取 非 
负 值 的 次 线性 函数 . 这 是 一 类 非常 重要 的 凸 函 数 . 一 
般 的 闵 科 夫 斯 基 函 数 允 许 取 十 ce. 不 取 十 co 的 闵 科 
K H ker ER JE Dee Ges AL 
(代数 ) 内 点 的 凸 集 联系 在 一 起 . 设 4 是 以 原点 为 代 
数 内 点 的 实 线 性 空间 X 中 的 凸 集 . 那么 如 下 定义 的 
PRÉ pa 是 X EA RAL PR: 

palz) = inf {a|r € aA). 

这 样 A 满足 
(z € X|p.G) MISC A C (z € X|paGo)) < 1). 
4X 为 拓扑 线性 空间 , 且 4 以 原点 为 内 点 时 ,上 式 
左 端 为 4 的 内 部 ,而 上 式 右 端 为 4 的 闭 包 .反之 ,由 
连续 的 度 规 冰 数 出 发 ,也 可 定义 相应 原 凸 集 . 

FE A pR (gauge function) IL“ RRA 
g. 


ALES 


见 “ 拟 凸 函 


Rf JH && €i (additive function) 一 类 实 线 性 空 
间 上 的 实 值 函数 , 它 是 指 实 线性 空间 上 满足 
fG + y) = f(z) + f» 
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的 实 值 函数 /. 拓扑 线性 空 
定 是 线性 函数 . 

在 数学 的 其 他 领域 中 ,可 加 函数 又 称 “ 加 性 矣 
Zu" 其 定义 也 不 一 样 . 例如 ,在 测度 论 中 ,测度 就 是 
一 种 加 性 集合 函数 . 其 含义 为 两 个 不 相交 的 可 测 集 
的 并 集 的 测度 等 于 这 两 个 可 测 集 的 测度 和 . 

Zk RI Ande AW (subadditive function) Fy HH e Sir 
的 推广 . 它 是 实 线性 空间 上 满足 

J G IY EG =E: f G) 
的 实 值 函数 . 

正 齐 次 函数 (positive homogeneous function) 
SE £X FE 73 [8] A) — 28 SC E C. 它 是 指 满足 如 下 条 
件 的 函数 f; 对 于 任何 A> Oo, 

f (Az) = Af (z). 
由 定义 可 见 , 最 一 般 的 正 齐 次 函数 可 以 只 定义 在 一 
个 锥 上 . 

次 线性 函数 (sublinear function) 一 类 重要 的 
I PR C. 正 齐 次 且 是 次 可 加 的 函数 称 为 次 线性 函数 . 
局 部 凸 空间 (包括 赋 范 线性 空间 、 有 限 维 空间 ) 上 的 
下 半 连 续 次 线性 函数 一 定 是 连续 线性 函数 族 的 上 包 
络 . 如 果 一 了 是 次 线性 函数 ,那么 f EROS EB FE BR 
数 . 

上 线性 函数 (superlinear function) ML “W X 
PE PRB”. 

O MA Exh (convexity inequality) 四 图 数 满 
足 的 不 等 式 . 设 f 为 实 线性 空间 X HE K Em 
Or PRK. BIT FET zi,zzE 天 AE Ap, f 满足 
站 二 
这 一 不 等 式 , 可 以 得 到 :对 于 任何 ri, res 

eor € KE AX ttt A ef, A Ae tee A, 
一 1, 有 


[B] _ 85 x Be "iT JII p CS 


PECES J dd rtp 
S AGO AS Gp EE A GD: 
XP ANG zÇ B|] tii FE 45 SpA ,也 稼 称 为 延 森 不 等 式 . 当 
(rn 有 a; 
,上 式 变 为 “几何 平均 不 大 于 算术 平 


=p 2 oer a, == en 


均 ” 不 等 式 : 
a ee 


延 森 不 等 式 的 积分 形式 在 应 用 上 极为 重要 . 设 LR 
e BCX LAY IEW BE eX) = 1.936 u TP, 是 
Py BC UAT ERE AR ER 


Ae edu) < |. fode. 
许多 著名 的 不 等 式 都 是 延 森 不 等 式 的 特例 . 
延 森 不 等 式 (Jensen inequality) BL“ FE AS £ 


AU. 
哈恩 - 巴 拿 赫 定理 (Hahn-Banach theorem) 线 


性 函数 的 延 拓 定理 . 哈恩 - 巴 拿 赫 定理 是 线性 泛 函 分 
析 的 基本 定理 ,但 它 实 际 上 与 凸 集 分 离 定 理 等 价 , 因 
而 也 可 看 做 凸 集 分 离 定 理 的 解析 形式 . 一 般 的 哈恩- 
巴 拿 赫 定理 可 以 这 样 来 叙述 : 设 X 为 实 线性 空间 ， 
X, 为 它 的 线性 子 空间 ,f AE ME X EEK rh K 
Zo 为 定义 在 X, 上 的 线性 图 数 . 如 果 对 于 任何 x 
EX BA aSa), ARR ERA dom f— Xi 
的 代数 内 点 ,其 中 domf 是 f 的 有 效 域 ,那么 存在 X 
上 的 线性 函数 gp, 使 得 在 X, 上 9 与 o 恒 等 , 而 对 于 
任何 xEX, 总 有 oGOsfG). 

一 般 泛 函 分 析 教 科 书 中 的 XX SDK 2k FE 

空间 ,f 则 取 为 空间 的 范 数 . 这 样 , 喻 恩 - 巴 拿 赫 定理 

就 变 为 线性 泛 函 的 保持 范 数 不 变 的 可 延 拓 定理 ( 参 
见 本 卷 ( 泛 函 分 析 》 中 的 “哈恩 - 巴 拿 赫 延 拓 定 理 ”). 

指示 函数 (indicator function) 指示 集合 的 函 
数 . 设 天 为 集合 X 的 子 集 .那么 天 WI TRIS PR Ox 
为 在 天 中 取 零 值 , 而 在 天 以 外 取 十 ce 的 扩充 实 值 
函数 .通常 X 为 拓扑 线性 空间 . 这 时 ,6x D fh eR RC 
上 且 仅 当 天 为 凸 集 ;6x 下 半 连 续 当 且 仅 当天 AMR. 

指示 函数 在 约束 极 值 问题 中 可 看 做 理想 的 启 国 
数 .考虑 如 下 的 约束 极 值 问题 :minyCz)(CzE 天 )， 
其 中 了 是 定义 在 X 上 的 扩充 实 值 图 数 .那么 这 个 问 
题 也 可 表达 为 无 约束 极 值 问 题 的 形式 ; 

min{f (x) + ók(z)) CPC XX 

K 的 指示 函数 Ox BJ dE E ER A K 的 文 撑 图 数 

支撑 函数 (support function) 与 集合 的 支撑 
超 平 面相 联系 的 图 数 . 设 天 为 实 线性 空间 X 中 的 
集合 .那么 天 的 文 撑 图 数 定 义 为 和 的 对 偶 空 间 X" 
上 的 函数 


Ok(Z ) = sup (并 VES 


WSR X 是 拓扑 线性 空间 ， x 它 的 拓扑 对 偶 , 即 所 
有 连续 线性 函数 的 全 体 , 那 么 任何 集合 天 By CH ER 
数 总 是 X' 上 的 下 半 连 续 是 函数 . 当 ak (oe DA + oo 
时 ,X 中 的 超 平面 
HI = (r € X GU E E e 8 

必定 是 天 的 闭 凸 包 的 文 撑 超 平面 . 

有 相同 文 撑 了 水 数 的 两 个 集合 一 定 有 相同 的 闭 凸 
包 . 同时 ,每 个 对 偶 空 间 上 的 下 半 连 续 正 常 凸 函 数 也 
可 用 来 定义 一 个 闭 凸 集 . 这 样 , 闭 凸 集 的 支撑 图 数 与 
对 偶 空 间 上 的 下 半 连 续 凸 图 数 之 间 是 可 以 一 一 对 应 
的 ,并且 集 合 之 间 的 关系 也 可 用 支撑 函数 来 刻画 . 有 
不 少 特殊 的 闭 凸 集 类 就 是 用 对 偶 空 间 上 的 下 半 连 续 
凸 函 数 来 确定 的 . 例如 ,连续 凸 函 数 的 次 微分 就 以 该 
PRI HY) 88:323 75 In] SC Sc Pé PEUX. 

dt H ER BW (conjugate function) — ZR PR XP B PR 
BL A 1G PRI. pRB AY BE PPO AE BR. 设 f 为 实 线 性 


i ER 数 


空间 X 上 的 扩充 实 值 少 数 .X 为 X 的 某 个 对 偶 空 
间 , 即 由 和 上 的 一 些 线性 函数 所 构成 的 实 空间 . BB 
4 f ieee CR vr ENP RAR. Ce 
MA 
fe) = sup{ (x ,7) = f G), 

通常 ,这 里 的 X WEARS 间或 更 简单 的 有 限 维 
空间 R” m X 为 X 的 对 偶 空间 ,或 相应 的 R". 这 
时 , SE Sg BE S dE F kE. Be EA. f B — K SESE PR 
数 则 定义 为 

Jem Pp erum ELE AE Un 


它 也 总 .是 下 半 连 续 函 数 . 分 切 尔 - 莫 罗 定理 断言 ,f 
=f* `4 HAK f£ 是 下 半 连 续 晤 函数 .这 同时 也 肯 
定 了 :每 个 下 半 连 续 凸 聘 数 总 是 仿 射 函数 族 的 上 包 
络 . Ht op PR 22 BJ BE < TE BF A 15 (ñ [nj RBI BJ XJ E 1⁄2 rh 
起 着 本 质 作 用 . 

19 世纪 ,法 国 数 学 家 勒 让 德 (Legendre,A.- 
M. ) 首 先 在 力学 中 引进 类 似 的 概念 , 那 是 把 速度 变 
为 动量 的 变换 . 对 于 力学 方程 来 说 ,这 就 使 得 拉 格 时 
日 方程 变 为 哈密 顿 方程 .今天 ,人 们 就 称 这 样 的 变换 
为 勒 让 德 变 换 . 勒 让 德 变换 的 概念 实际 上 出 现 得 比 
XT HB zs la] sk SE Ye Zs [8] J k 3 E RL. 应 该 说 ,后 一 概 
念 的 起 源 之 一 就 是 勒 让 德 变 换 . 20 世纪 50 AFAR. 2 
UJZK (Fenchel, W. ) 又 把 勒 让 德 变换 进一步 抽象 为 
FE Su pF R AY S. I, ACIE] CE Ba RI 
ug os dd Ar 

Xt 8] eg BW (dual function) & cid 

极 化 函数 (polarity function) Bl “dE 8g gg ar”. 
— RES HM second conjugate function) J) 
“ 共 斩 图 数 ”. 

勒 让 德 - 芬 切 尔 变换 (Legendre-Fenchel trans- 
formation) BL“ 3t: 9g pR ae”. 

2 UJ R-X € EH (Fenchel-Moreau theorem) 
Ju," Etu eR C. 

13 -2* UJ) OR AR SS 3X CYoung-Fenchel inequality) 
pki 3 K R Hc $ pa A < [B] BJ AN SEL. AR dS TE SE ey oi 
定义 ,f MHF GE RS S 应 该 满足 f(x) 十 f* (x*) 
ax" ,z>. 该 不 等 式 就 称 为 扬 - 芬 切 尔 不 等 式 . 对 于 
A AR EE PRO f(r) = Ix |^ / pCp2 D , F: Ht iu RBA 


gases EE x l 


b ER 9 = ]i. 
对 这 两 个 函数 的 相应 不 等 式 就 是 经 典 的 扬 不 等 式 . 
一 般 的 不 等 式 是 芬 切 尔 (Fenchel,W. ) #E tH H 88 PR 
数 概念 时 作为 当然 的 结果 而 形成 的 . 
上 图 (epigraph) 函数 图 象 及 其 上 方 所 形成 的 
合 . 设 了 了 为 定义 在 集合 X EKT KAAK, S 
的 上 图 记 为 epi f, 定义 为 
epif = ((,29) € X XR|fG x a). 
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通常 和 为 拓扑 线性 空间 .epiy 为 凸 集 当 且 仅 当 上 了 是 
凸 芳 数 ; 它 可 作为 凸 函 数 的 定义 ,从 而 在 凸 函 数理 论 
中 起 着 重要 作用 . epiy 为 闭 集 当 且 仅 当 了 下 半 连 
Zr. IN k, F > XE SE PR Ct AS PROS PH PRK. 以 一 
^f P R 8 _E E B ie, sk P] D Ba #ËE 28 E FE BJ eR CR 
F JRE B) P CEA] iP 4E BR PRICES] B] 4G. 这 在 极 值 问 
题 的 讨论 中 是 很 有 用 的 . 

FA £3 Eq & (closed convex function) 
iE SET pR BO”. 见 “ 上 图 ”. 

ER 489 dh 4L (convexification of functions) W 
ER”. 

Jg 3 AY BJ ri closed convexification of func- 
tions) JL“ EA”. | 

下 确 界 卷 积 (infimum convolution) 两 个 图 数 
间 的 某 种 运算 . 设 fa. f, 为 实 线性 空间 X 上 的 两 个 
扩充 实 值 清 数 .它们 的 下 确 界 卷 积 记 为 RO SEX 
为 


即 “下 半 


Cr inf (f, (y) se Joe 393. 


如 采 file 都 是 凸 函 数 ， 那么 ADI tB E EG K 
数 . 引进 下 确 界 卷 积 的 主要 动因 是 因为 对 于 勒 计 德 - 
芬 切 尔 变 换 有 下 列 等 式 : 
(AUD = fr + fz. 
对 偶 理 论 (Cduality theory) i'i 4r Pr B5 = 9E £H Wy, 
部 分 . 对 偶 理 论 可 从 下 列 数学 规划 问题 的 讨论 中 知 
其 一 般 : 


min f(x), 
je < 0 G = 1]. 2 5 2, 


h;Cx) = 0 Gj = 1,2 5° q), 
TX FE BJ RB [a] gi , RT DAS | BË Br i BAO ea: 


L(z À, g) = f(x) + De (z) + Sah, (255 


FEA, Anse s Àp 为 非 负 实数 ; Die Haze" Ser 为 实数 . 
那么 不 难 指出 , 原 问 题 等 价 于 下 列 关 于 变量 > 的 极 
值 问 题 

min SE ;A, y). 
E 的 对 偶 问 题 定义 为 对 于 变量 (2， B) = (Qn 
Ags tas Has? ee s yu) AY AR (EL [B] RR 

max inf L(x;A,p). 


一 般 地 ,这 两 个 问题 中 的 最 优 值 不 一 定 相 等 , 即 通常 
只 有 
inf sup LG A, y) => sup inf LG À, O. 
如 果 这 两 个 值 相等 ,那么 对 偶 问 题 的 解 就 称 为 原 问 
题 的 拉 格 朗 日 乘 子 . 用 这 个 来 源 于 条 件 极 值 问 题 研 
究 的 术语 是 因为 这 里 的 拉 格 朗 日 乘 子 (4,Am) 使 得 原 
问题 的 解 必 定 也 是 下 列 无 约束 极 值 问 题 的 解 : 
min L(x;A, 1), 
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并 且 当 其 解 未 还 满足 

Ngi(z)=0 G—1,2,-.) 
时 , 它 也 一 定 是 原 问 题 的 解 . 因此 , 拉 格 朗 日 乘 子 的 
存在 性 就 成 为 这 类 数学 规划 问题 研究 中 的 重要 方 
面 . 

如 果 X 是 实 线性 空间 ,了 ,giG1 二 1,2,…,p) 都 
是 卫 上 的 实 值 凸 函 数 ,h;(j= 二 1,2,…,p) 都 是 了 上 
的 仿 射 函数 ,那么 原 问 题 就 成 为 在 一 个 凸 集 上 求 凸 
函数 的 最 小 值 问 题 . 这 时 ,如 果 存 在 +€ X, 满足 下 
列 斯 莱特 条 件 : 

z$) < 0 = 1,2,.,p), 
那么 原 问 题 的 拉 格 朗 日 乘 子 存在 . 这 就 是 著名 的 库 
恩 - 塔 克 尔 定理 的 本 质 内 容 .而 上 述 讨论 也 是 对 偶 理 
论 的 研究 出 发 点 , 即 由 此 出 发 可 寻求 更 一 般 的 成 对 
的 极 值 问题 的 再 ; 仑 框架 ， 

M fg; 等 都 是 仿 射 函数 时 , 原 问 题 就 变 成 线性 
规划 问题 . 其 对 偶 问 题 也 是 线性 规划 问题 ,并且 对 偶 
问题 的 对 偶 问 题 又 变 为 原 线 性 规划 问题 . 这 时 拉 格 
朗 日 乘 子 的 概念 也 与 对 偶 问 题 的 解 一 致 . 由 此 就 能 
导出 经 典 的 线性 规划 的 对 偶 理 论 . 一 般 的 对 偶 理论 
是 这 种 线性 规划 对 偶 理 论 的 一 般 化 . 其 更 一 般 的 形 
A AE F FA FE Bt PR E BE BY BEL ACHEN 
题 ”. 在 极 值 问题 (包括 数学 规划 问题 和 变 分 学 问题 ) 
中 以 前 只 有 个 别 的 对 偶 定 理 , 例 如 ,一 个 变 分 问题 常 
有 一 个 与 它 相对 应 的 对 偶 ( 共 罗 ) 问 题 . 系统 的 对 偶 
理论 最 早出 现在 线性 规划 理论 中 ,后 来 在 进一步 的 
研究 中 才 发 现 对 偶 理 论 中 起 关键 作用 的 是 函数 与 集 
合 的 凸 性 . 

拉 格 朗 日 函数 (Lagrange function) 见 “ 对 偶 
理论 ”在 其 他 数学 分 支 中 , 拉 格 朗 日 函数 可 能 还 有 
别 的 含义 . 例如 , 变 分 学 中 也 有 拉 格 朗 日 冰 数 ,其 含 
义 与 这 里 不 同 . 


Pr #& BJ H 3° + (Lagrange multiplier) W“XHS 
YS”. 这 是 数学 分 析 中 同一 名 词 ieee 
Hr se ër 28 (FE (Slater condition) Te“ Xt B x 
it. 
2*9] 4K (a) Si (Fenchel problem) 一 对 用 函数 


K J: SE He p BOE IA BJ BA l. 2 X 和 YY AIT 
EV As qul. X78 Y ` SHIA ETB Ea z [8]. A 是 
和 到 Y 的 连续 线性 算 子 ;4 是 4 EE t ST. CE 
Y"* 到 和 "的 连续 线性 算 子 .了 是 和 上 的 扩充 实 值 函 
数 ,g 是 Y EOD EKE RR. 芬 切 尔 问题 的 原 问 题 
为 和 上 的 极 值 问题 
min (f (x) + gCAx)), 
AOSHBIRIBIA Y* EWR a: 
max{— f*(— A*y*)—g’*(y")}, 

其 中 广 和 8& "分别 是 三 和 8 HRR. 如 条 / A 
g 都 是 下 半 连 续 凸 函数 ,那么 对 偶 问 题 的 对 偶 问 题 


又 变 为 原 问题 . 当 f ERER O o 是 有 限 维 空间 的 
正 锥 (第 一 卦 限 ) 上 的 指示 函数 ,那么 芬 切 尔 问 题 就 
变 为 一 对 互 为 对 偶 的 线性 规划 问题 . 一 般 的 数学 规 
划 问 题 的 对 偶 性 讨论 (参见 "对偶 理论 六 以 及 许多 变 
分 学 问题 也 都 可 纳入 芬 切 尔 问 题 的 形式 . 对 于 分 切 
尔 问 题 也 可 定义 拉 格 天 日 乘 子 , 它 是 当 两 个 极 值 问 
题 的 最 优 值 相等 时 的 对 偶 问 题 的 解 . 

利用 凸 集 分 离 定理 可 以 得 到 一 系列 有 关 芬 切 尔 
问题 的 解 和 拉 格 庆 日 乘 子 的 存在 定理 . 例如 ,如 果 f 
Ale PEPER ORM AY 的 原点 为 domg 
一 im A 的 内 点 ( 它 在 凸 数学 规划 情形 ,相当 于 斯 莱 
TER MEO ,其 中 dom g 是 g 的 有 效 域 ,im A 为 A 的 值 
域 ,那么 原 问 题 的 拉 格 朗 日 乘 子 存在 . 

次 微分 (Csubdifferential) 导数 概念 的 一 种 推 
广 . 设 X 为 实 巴 拿 赫 空间 (在 更 一 般 的 情形 ,X 可 以 
是 任意 局 部 凸 空 间 ),X * AEWRE |a]. 了 为 定义 
EX EWS JEGCÍB 83k. 如 果 对 于 r€ X, FE <` 
€ X* ,使 得 对 于 任何 y€ XX, 满 足 

Fy — JG) = (x* ,zy, 
那么 x’ 称 为 f 在 zx 处 的 次 导数 或 次 梯度 . 这 样 的 次 
梯度 全 体 就 称 为 f # x 处 的 次 微分 , 记 为 9F(x). 如 
果 这 个 X* 的 子 集 非 空 ,那么 称 f FE x 处 次 可 微 . 显 
SR f TE x 处 达到 总 体 最 小 值 当 且 仪 当 0€ af o). 

次 微分 的 定义 虽然 是 对 任意 函数 提出 的 ,但 是 
这 个 概念 主要 对 于 凸 函数 才 有 意义 . 在 单 变量 函数 
情形 ,导数 的 几何 意义 是 函数 图 象 上 对 应 点 的 切线 
的 斜率 ;而 次 导数 的 几何 意义 是 函数 上 图 在 对 应 点 
的 支撑 直线 (一 维 支撑 超 平面 ) 的 斜率 . AAS R A 
HELA RRB PRM RA DR 
HE FE YE OK PR uE » Ph LA i pR YY #% FE ERAS 5 VT 
it. 

如 果 / EDK, HE rit ERER, MA S 
一 定 在 xz 处 次 可 微 , 它 在 xz 处 的 次 微分 为 

af (Xx) = {x* € X*|Vh € X, 
Qut < f' CAS 

其 中 

yeso = lim fG + th? EC 
AST CAA HAAG X 的 单 边 方向 导数 , 即 
9f GN VA f' C; A XH pR $X BJ zo P] ri £. 由 此 
H| L, f # x WKAR e S EA BX 34 f TE = 
处 可 微 . 同 时 ,由 于 吓 函 数 / XE x MIE BES THE x 
附近 为 局 部 李 普 希 茨 函 数 , 网" 闭 的 次 微分 集合 一 
定 是 有 界 的 ,因此 由 布尔 巴 基 - 阿 劳 格 鲁 定 理 ,3f (zx) 
JE z" BR. 

次 微分 与 共 轿 函数 的 关系 极为 密切 . 事实 上 ,9f 
与 f WHR 广 之 间 有 如 下 关系 : 

Ue) Aa Se XO a) at: ay = (a sat}. 


中 EE 数 


由 于 当 f 是 下 半 连 续 凸 函数 时 ,有 f—= f" CD. 
莫 罗 定理 ), 把 X A XC ERE l] BLA F XD 
FRA: 
x* € Of Ceyx € of" (2). 
次 微分 映射 9f FER X BI X * BJ H <o BUB 

集 值 映射 , 且 对 于 X 的 强 拓扑 和 X oo 拓扑 是 上 
半 连 续 的 . 上 式 还 表明 ,如 果 f 是 下 半 连 续 凸 函数 ， 
那么 f 的 次 微分 映射 af BILGE PR f° 的 次 微分 映 
BY af" S. SER SE. 同时 ,由 次 微分 的 定义 ,对 于 任 
M rst EX C of Qni € gf E Ee e 
XZ 9X1 —X2) 220, 即 它 是 单调 映射 . 
次 梯度 (subgradient)” 见 “次 微分 ”. 
RSM (subderivative) 见 “ 次 微分 ” 
次 可 徽 (subdiffterentiable) WER”. 
BS GS S E EE (Moreau-Rockafellar theo- 

次 微分 运算 的 基本 定理 . 设 上 和 8 为 巴 拿 赫 


rem) 


=a] E Jp D. AKE PROC. 由 次 微分 的 定义 ,对 于 


任何 EX ,有 
gf (z) + aglr) TKF + g)(z). 
葛 罗 - 洛 卡 费 勒 定 理 指 出 :如 果 j 了 和 8 都 是 正常 凸 函 
数 , 且 存 在 zxEX, 使 得 了 上 在 zx 处 有 限 ,g 在 z 处 连 
续 , 那 么 上 式 的 逆 也 成 立 , 即 
9f (x) + 2g (x) = Af + g)(2). 

RMA Ade di WR fA z 都 是 下 半 连 续 正 常 凸 
函数 ,日 原点 是 dom f — dom g 的 内 点 ,那么 上 式 成 
A 

莫 罗 - 洛 卡 费 勒 定 理 是 凸 分 析 的 标志 之 一 . 它 实 
际 上 与 凸 集 分 离 定 理 是 等 价 的 . 它 的 典型 应 用 之 一 
如 下 :考虑 下 列 凸 规划 问题 :min f(r) (rE Ki, HP 
乒 是 X 上 的 正常 凸 函 数 , 开 是 闭 凸 集 . 由 于 这 一 问 
题 等 价 于 min LÁ GO T-0x G2) HP ôk 为 天 的 指示 
函数 , 故 z 是 问题 解 的 充分 必要 条 件 为 0E 
2(f+óx)(z). 如 果 对 于 特殊 的 上 和 天 可 应 用 莫 罗 - 
党 卡 费 勒 定理 ,这 一 条 件 的 右 端 就 可 展开 . 例如 ,在 
通常 的 数学 规划 情形 ， 

K = (ix € X|gi (x2 S 06°, 8,(r) =< 0; 

h(x) —0,-:,h(x)-—0), 

其 中 8158256 * £p 为 连续 凸 函数 ,hi i h. s. shy 为 连 
续 仿 射 函数 ,那么 由 此 就 可 导出 库 恩 - 塔 克 尔 定理 的 
次 微分 形式 ， 

库 恩 - 塔 克 尔 定理 (Kuhn-Tucker theorem) Æt 
学 规划 的 基本 定理 . 它 本 质 上 是 凸 数学 规划 的 拉 格 
朗 日 乘 子 的 存在 定理 (参见 “对 偶 理 论 ”). 一 般 的 数 
学 规划 著作 中 的 对 于 光滑 函数 的 库 恩 - 塔 克 尔 定理 ， 
其 实 是 利用 原 规 划 在 局 部 有 解 的 必要 条 件 等 价 于 一 
个 由 函数 导数 形成 的 线性 规划 的 解 ,再 由 此 而 导出 
DI. 例如 对 于 对 偶 理 论 中 的 连续 凸 数学 规划 的 库 恩 - 
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塔 克 尔 定理 的 次 微分 形式 为 ; 当 斯 莱特 条 件 满足 时 ， 
Z 为 问题 的 解 的 充分 必要 条 件 为 :存在 Ay s Àz» ttt, 
之 0 和 实数 phis attt 使得: 


p q 
0€ ƏfGz) + > Aag: T) + > Qh (Z), 
i=] j=1 


Ag (Z) = 0 Gs 1,25" ef, 

J Bf Se EE 3S GU] locally Lipschitz function) 
一 类 局 部 一 致 连续 函数 . 设 /为 巴 拿 赫 空 间 X 的 开 
集 0CX 上 的 实 值 函数 . WRF EN, FE, 
c;: 之 0, 使 得 对 于 任何 满足 | X1 T | <ó All | 之 2 — 
T | <ó Bror EN, 有 下列 不 等 式 成 立 : 

a= a) | See a 

那么 就 称 / 在 xz 附近 为 李 普 希 次 图 数 . 如 果 f 对 于 
任何 xEQ AER MA EE ke ARAB A SB 
称 为 是 (2 _E AS Jey BBE E 46 PRA. EE BE n] #% pR AK A 
X BE o pR ZX AB Ae Ja) Bp ES is OK PBL. 因此 ,这 是 比 上 
述 二 者 更 广 的 函数 类 .2 上 的 局 部 李 普 希 茨 函数 全 
体 构 成 一 个 实 线 性 空间 ,并 且 任 何 局 部 李 普 希 淆 函 
数 族 的 上 .下 包 络 也 是 局 部 李 普 希 茨 函数. 此 外 ,有 
限 维 空间 上 的 局 部 李 普 硕 茨 困 数 是 几乎 处 处 可 微 
的 . 

局 部 李 普 希 次 天 数 是 克拉 克 的 广义 梯度 理论 的 
主要 研究 对 象 . | 

J X BE (generalized gradient) ”梯度 或 导数 
概念 的 一 种 推广 . 这 是 克拉 元 (Clarke,F. H. ) XF + 
局 部 李 普 希 葡 函数 类 提出 的 概念 ,由 此 形成 的 理论 
目前 已 成 为 非 光 滑 分 析 中 最 成 熟 的 一 部 分 ,并 且 有 
广泛 的 应 用 . 设 了 为 巴 拿 赫 空 间 X 的 开 集 Q 上 的 局 
部 李 普 希 次 函数 ,zE (2. 

Jgf(x)—-(r'€X"INA€ X, rx’ ,hoxif^ (z;h)) 

就 称 为 f FE x SPAT XO SEE, E rh 

Peake aap f Gy 15 "n =O) 


yr. 


称 为 克拉 克 广 义 方 向 导数 . 当 f 为 连续 凸 函数 时 ， 
广义 梯度 就 是 次 微分 .因此 ,广义 梯度 是 次 微分 的 推 
广 . 类 似 于 次 微分 映射 ,广义 梯度 映射 是 从 QQ 到 XX* 
的 取 w' 闭 是 值 的 对 于 X 的 强 拓 扑 和 X * BJ w* 拓扑 
上 半 连 续 的 集 值 映射 . 

x X CAA PR ERY , H J J) BBE A PH BL 
处 处 可 微 , 广 义 梯 度 也 可 由 每 一 点 附近 的 梯度 的 聚 
点 的 闭 凸 包 来 定义 . 

克拉 克 广 义 方 向 导数 (Clarke generalized di- 
rectional derivative) WL“ XJF”. 

集 值 映射 (set-valued map) 点 对 应 集合 的 映 
射 . 设 X 和 YY 为 两 个 任意 集合 .下 称 为 和 到 了 的 集 
值 映射 ,是 指 对 于 任何 xEX,F(r)CY Æ Y 的 一 个 
子 集 (可 能 是 空 集 ).X BJ T 4E 

dom F = ir € X|FG £ gj 
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BRA F 的 ( 集 值 映 射 的 ) 有 效 域 .XXY 的 子 集 

graphF = ((,0€ X X Y|y € F(z)) 
称 为 F 的 ( 集 值 映射 的 ) 图 象 . 

如 果 令 Z=2 为 了 的 所 有 子 集 所 组 成 的 集合 ， 
IA XRAY 的 集 值 映射 也 可 看 做 六 到 Z 的 普通 
单 值 映射 . 因此 , 曾 有 人 认为 集 值 映射 与 单 值 映射 没 
有 本 质 区 别 .但 是 随 着 数学 规划 理论 、 数 理 经 济 学 等 
学 科 的 发 展 , 集 值 映射 越 来 越 显 示 出 其 特殊 的 重要 
性 .目前 已 初步 形成 专门 研究 集 值 映射 的 数学 分 析 
学 科 : 集 值 分 析 ( 参 见 本 卷 4 泛 函 分 析 》 同 名 条 ). 

集 值 映射 的 有 效 域 (effective domain of set- 
valued maps) BL“ S& (B B F”, 

f (& Bh 83 AY E] $& (graph of set-valued maps) 
见 “ 集 值 映射 ” 

集 值 映射 的 半 连 续 性 (semi-continuity of a set- 
valued map) 单 值 映射 的 连续 性 的 推广 , 设 X 和 Y 
为 两 个 拓扑 空间 .为 X BY 的 集 值 映射 .F ERA 
在 LEX Ak EFEZ, EIX F EFC) KAE M RR ER 
Uro CY, FE x 的 邻 域 U,CX, 使 得 对 于 任何 z' € 
Uz, 有 Br CU peas F 称 为 在 xr € X 处 下 半 连 续 ， 
是 指 对 于 ye f(x) 的 任何 邻 域 U,CY, 存 在 xz 的 邻 
域 U,CX, 使 得 对 于 任何 Z CU,, A EGAU, Æ 
多 .这 两 种 连续 性 在 为 单 值 情形 都 归结 为 通常 的 
连续 性 ,但 是 在 集 值 情形 有 本 质 区 别 .它们 相互 间 互 
不 包含 .一般 地 ,上 半 连 续 性 比 下 半 连 续 性 更 常见 
些 .例如 ,在 是 分 析 、 非 光滑 分 析 等 学 科 中 所 遇 到 的 
次 微分 .广义 梯度 等 都 是 上 半 连 续 的 集 值 映射 . 

集 值 映射 的 导数 (derivative of set-valued 
maps) 导数 对 集 什 映射 的 推广 . 历史 上 有 过 各 种 各 
P. ) 提 出 的 用 切 锥 来 定义 的 推广 ;或 者 说 ,大 部 分 推广 
都 可 纳入 用 切 锥 来 定义 的 形式 . Ve X ALY 为 两 个 巴 拿 
赫 空 间 , 忆 是 从 X 到 Y 的 集 值 映射 . 那么 F 对 于 其 ( 集 
值 映 射 的 ) 图 象 上 的 点 (x,，y)EgraphF 处 的 导数 也 是 
— A X 到 YY 的 集 值 映射 ,其 图 象 为 的 图 象 
graph 下 在 (rx,y) 处 的 某 一 种 切 锥 . 因此 ,有 多 少 种 切 
锥 的 定义 ,就 有 多 少 种 集 值 映射 的 导数 定义 ,它们 各 有 
各 的 用 处 ,用 得 较 多 的 切 锥 是 相依 锥 和 克拉 克 锥 (参见 
“ 切 锥 ”). 


Bf 史 树 中 李 宗 元 杨 家 新 wR 
审 "är 
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非 标 准 分 析 (nonstandard analysis) ”使 用 非 标 
准 模 型 研究 各 种 数学 问题 的 新 的 数学 理论 . 1961 
年 ,美国 数学 家 和 鲁 宾 孙 (Robinson,A. ) 在 荷兰 皇家 
科学 院 院 报 上 发 表 了 题 为 “ 非 标准 分 析 ” 的 论文 ,这 
篇 论文 标志 着 非 标准 分 析 的 诞生 .在 这 篇 论文 之 后 ， 
人 们 把 实数 域 及 其 上 的 各 种 关系 称 为 分 析 的 标准 模 
型 . 在 分 析 的 标准 模型 中 ,或 者 说 在 实数 域 上 展开 的 
分 析 学 称 为 标准 分 析 . 把 实数 域 及 其 上 的 关系 的 扩 
大 称 为 分 析 的 非 标 准 模 型 . 在 分 析 的 非 标 准 模 型 中 ， 
实数 域 R 的 真 扩 张 称 为 超 实 数 域 , 记 为 "R. 在 非 标 
准 模 型 中 ,或 者 说 在 超 实 数 域 *“R 上 展开 的 分 析 学 称 
为 非 标准 分 析 . 非 标准 分 析 是 标准 分 析 的 真 扩 张 , 即 
标准 分 析 中 的 每 个 函数 的 性 质 ,每 个 关系 ,每 个 定理 
等 ,只 要 能 在 谓词 演算 中 严格 陈述 ,它们 在 非 标准 分 
析 中 仍然 成 立 . 反 之 亦 然 ,这 就 是 所 谓 的 转换 原理 . 
同时 , 非 标 准 分 析 中 还 增加 了 一 些 新 的 概念 和 结果 . 

非 标 准 分 析 与 标准 分 析 不 同 之 处 在 于 超 实 数 域 
`R 内 包含 无 限 小 的 非 零 数 ( 即 其 绝对 值 比 任何 正 实 
数 都 小 的 非 零 数 ) 及 无 限 大 的 数 ( 即 其 绝对 值 比 任何 
正 实 数 都 大 的 数 ). 使 用 无 限 小 的 数 及 无 限 大 的 数 可 
以 更 加 直观 .更 加 简明 地 重新 建立 分 析 学 的 各 个 基 
本 概念 ,例如 导数 .微分 .积分 等 .这 正 像 微 积分 的 创 
始 者 莱 布 尼 茨 (Leibniz,G. W. ) 所 期 望 的 那样 . 从 而 
解决 了 300 FERS HE HR. MPL (Euler, L. ) 等 人 一 
直 想 解决 而 未 解决 、 后 来 长 期 引起 争论 的 一 个 古老 
而 且 深 刻 的 数学 问题 .不 入, 人们 很 快 地 认识 到 和 鲁 宾 
孙 的 方法 不 仅 可 以 用 来 重建 微 积分 ,而 且 也 是 各 种 
数学 研究 的 强 有 力 的 工具 . 1966 4E. IB A ji 1H 
(Bernstein, A. R. ) 及 和 鲁 宾 孙 利用 这 种 方法 首先 证 明 
了 希 尔 伯 特 空间 内 的 多 项 式 紧 算 子 具 有 非 平凡 的 不 
变 子 空间 ,为 停 小 30 多 年 的 不 变 子 空间 问题 的 研究 
增添 了 新 的 活力 . 1975 F, F (Loeb. P. ) 发 现 了 一 
类 以 内 集 为 支 集 的 内 容 丰 富 的 测度 空间 ,现在 称 为 
劳 勃 测度 空间 ,已 被 广泛 地 应 用 于 测度 论 .概率 论 、 
随机 分 析 、 控 制 论 、 数 理 经 济 等 方面 的 研究 之 中 . 
1977 年 & (Anderson, A. ) F Hj #š 8 PRK HH 
测度 构造 了 布朗 运动 . 1981 ^E.1H £ Hf (Perkins, 
E. ) 利 用 安德森 构造 的 布朗 运动 解决 了 与 布 妥 局 部 
时 间 有 关 的 某 些 长 期 悬而未决 的 问题 . 此 外 ,利用 非 
标准 方法 ,在 巴 拿 赫 空间 .拓扑 空间 .广义 函数 、 代 数 
数论 .微分 方程 数学 物理 等 领域 也 获得 了 许多 新 的 
结果 . 现在 人 们 不 只 把 使 用 非 标准 模型 的 分 析 学 研 
究 , 而 且 把 所 有 使 用 非 标准 模型 的 数学 研究 统称 为 


准 分 W 


非 标准 分 析 . 

第 一 个 关于 分 析 的 非 标准 模型 的 存在 的 证 明 ， 
即 和 鲁 宾 孙 给 出 的 证 明 是 基于 数理 逻辑 的 紧 致 性 定理 
(每 个 有 限 子 集 协调 的 句子 集 是 协调 的 ). 这 个 证 明 
对 于 熟悉 数理 逻辑 的 人 是 容易 的 ,但 对 于 不 熟悉 数 
理 逻 辑 的 人 来 说 是 困难 的 . 现在 大 多 数 作者 利用 超 
只 构造 来 建立 非 标准 模型 . 这 样 做 一 方面 可 以 尽量 
少 地 使 用 大 多 数 人 不 熟悉 的 数理 逻辑 知识 ; 男 一 方 
面 ,这 样 建 立 的 非 标 准 模型 具有 某 种 构造 性 ,适合 于 
大 多 数 人 的 口味 . 这 种 方法 由 和 鲁 宾 孙 提出 ,经 过 泽 康 
(Zakon, E. ) 戴 维 斯 (Davis,M. D. ) 及 林 德 斯 诺 姆 
(Lindstrom, T. ) 等 人 的 改进 及 发 展 ,已 被 大 多 数 人 
所 采用 .为 外 ,1977 年 ,美国 数学 家 纳尔逊 (Nelson， 
E. ) 提 出 了 一 种 称 为 内 集合 论 的 公理 方法 来 表述 鲁 
宾 孙 的 非 标准 分 析 , 这 种 方法 当前 主要 由 法 国 的 非 
标准 分 析 学 派 所 使 用 . 

近 40 年 来 ,关于 非 标准 分 析 的 研究 大 致 可 以 分 
为 两 个 方面 :一 是 非 标准 模型 本 身 的 研究 ;二 是 用 非 
标准 方法 解决 标准 的 数学 问题 . 关于 非 标 准 模 型 本 
身 的 研究 ,首先 是 要 提供 一 种 构造 非 标准 模型 的 统 
一 的 方法 ,这 个 问题 通常 是 用 标准 全 域 及 非 标准 全 
域 的 办 法 来 完成 的 . À T] BJ À B pP AS Br QS JI FE $Ë BJ 
办 法 来 构造 一 个 标准 全 域 , 它 可 以 包括 人 们 要 研究 
的 各 种 数学 对 象 , 然 后 再 构造 这 个 标准 全 域 的 非 标 
准 全 域 . 标准 全 域 中 的 各 种 数学 对 象 在 非 标 准 全 域 
中 的 像 就 是 可 供 利 用 的 一 个 自然 的 非 标准 模型 ;其 
次 是 要 提供 性 质 较 好 的 非 标准 模型 . 因为 非 标准 分 
析 在 拓扑 和 和 测度 论 等 方面 的 应 用 ,常常 要 求 非 标 
准 模 型 具有 较 好 的 性 质 . 例如 要 求 非 标 准 模 型 具有 
某 种 饱和 性 或 概括 性 . 绝 大 多 数 非 标准 分 析 方 面 的 
研究 论文 是 应 用 非 标准 方法 来 解决 标准 的 数学 问 
题 , 这 些 问 题 包 括 示 解决 或 者 已 解决 的 问题 . 用 非 标 
准 方法 重新 解答 已 解决 的 问题 常常 不 仅 可 以 给 出 比 
标准 定义 更 好 的 非 标准 特征 及 比 标准 证 明 更 好 的 非 
标准 证 明 ,而 且 更 重要 的 是 它 可 以 把 不 同 的 方法 统 
一 起 来 ,特别 是 提供 了 把 有 限 数 学 中 的 结论 和 方法 
应 用 到 无 限 数 学 中 的 可 能 性 . 利用 这 种 方法 在 许多 
AMAR AM Sit Mz Kha SA HEAR ST 
{A fJ OB. 

1966 年 ,第 一 本 关于 非 标准 分 析 的 专著 《 非 标 
EDO) BEDS. A PEA) HR. 在 这 本 书 中 , 作 
者 建立 了 一 种 特殊 的 非 标准 模型 一 一 扩大 ,而 后 论 
述 了 非 标 准 模 型 在 微 积分 、 拓 扑 、 实 分 析 、 广 义 孔 数 、 
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方面 的 应 用 . 在 这 本 书 的 序言 中 引述 了 当代 著名 数 
学 家 哥 德 尔 (G6del,K. ) 对 非 标准 分 析 的 看 法 :“ 人 
们 有 充分 的 理由 相信 ,以 这 种 或 那 种 形式 表示 的 非 
标准 分 析 , 将 成 为 未 来 的 分 析 学 . ”1977 年 ,出 版 了 
戴 维 斯 的 《4 应 用 非 标 准 分 析 》( 有 中 译本 ), 这 是 作者 
在 柯 朗 数学 研究 所 和 哥伦比亚 大 学 给 大 学 生 及 研究 
生 讲 授 非 标准 分 析 的 讲稿 的 基础 上 写成 的 .本 书 序 
言 中 的 一 段 话 对 非 标准 分 析 的 意义 说 得 很 精彩 : 3E 
标准 分 析 的 诞生 对 历史 也 是 一 次 巨大 的 嘲弄 . 数理 
逻辑 的 方法 是 由 于 在 分 析 中 要 求 绝对 的 严格 而 发 展 
起 来 的 (至 少 部 分 地 是 这 样 ), 然 而 也 正 是 数理 逻辑 
为 曾经 声名 狼 籍 的 无 限 小 方法 提供 了 正名 的 基础. 
事实 上 ,人 们 对 非 标准 方法 所 表现 的 热情 是 与 这 种 
正名 给 予 人 们 的 喜悦 心情 密切 相关 的 ,而 这 种 热情 
正 是 由 于 这 些 方法 有 数学 的 简明 、 优 美 、 巧 妙 的 性 质 
以 及 它们 具有 深远 影响 的 应 用 的 缘故 .” 
标准 分 析 (standard analysis) 见 “" 非 标准 分 
BT”. 
无 限 小 理论 (the theory of infinitesimals) BẸ 
“ 非 标 准 分 析 ”. 非 标准 分 析 与 标准 分 析 的 根本 区 别 
在 于 非 标准 分 析 中 有 无 限 小 的 非 零 数 及 无 限 大 的 
数 , 即 使 在 拓扑 空间 的 非 标准 模型 中 也 有 “无 限 小 的 
邻 域 ”一 一 单子 . 凡 在 标准 分 析 中 使 用 无 限 小 变量 的 
概念 ,例如 导数 、 微 分 .积分 等 ,在 非 标准 分 析 中 都 可 
以 使 用 无 限 小 的 数 来 更 加 直观 地 陈述 .因而 有 人 建 
议 使 用 "无限 小 理论 ”的 名 称 代替 "“ 非 标准 分 析 ” 
A # Site (internal set theory) [ARIE HESS 
析 的 一 种 公理 方法 . 它 的 公理 系统 从 通常 的 ZFC A 
理 系统 出 发 ,再 加 上 一 个 新 的 一 元 谓词 “标准 的 ”及 
转换 原理 ,理想 化 原理 .标准化 原理 这 三 条 公理 构 
成 . 谓词 “标准 的 ”指称 标准 数学 中 , 即 通 常数 学 中 的 
具体 对 象 . 内 集合 论 中 的 一 个 公式 称 为 内 的 ,如 果 它 
不 包含 新 的 谓词 “标准 的 ”, 即 它 是 ZFC 中 的 一 个 公 
式 , 否 则 ,这 个 公式 就 称 为 外 的 .例如 ，z 是 标准 的 ” 
是 一 个 最 简单 的 外 公式 . 设 A Gest t03E— Ë" FH 
AÑ T toth 是 自由 变 元 ,而 且 再 无 其 他 自由 变 
元 , 则 公式 
V tey CY TAT,ti, ,ti) 
— V BACT sige ,t)) CI) 
称 为 转换 原理 ,其 中 量词 V "z 表示 “VY z(z 是 标准 
mH". Ww BCzyy) 是 一 个 内 公子 sT y 是 自 由 变 元 ， 
可 能 还 有 其 他 上 自由 变 元 , 则 公式 
V "yj zV yC zBiGr.y)3 zV "yB(z,y) (OD 
称 为 理想 化 原理 ,其 中 量词 YV* "zx 表示 “VY "rod 
有 限 的 ) 一 ”. 设 C(Gz) 是 一 个 公式 , 它 是 内 的 或 者 是 
外 的 ,z 是 自由 变 元 ,可 能 还 有 其 他 自由 变 元 , 则 公 
X 
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V"rj'"yV"z(z€ yoz€ z A C(z)) (S) 
称 为 标准 化 原理 ,其 中 量词 3“y 表示 “3 yO 是 标 
MEAD) A”. 

转换 原理 (TT) 表 示 通 常数 学 中 的 命题 在 内 集合 
论 中 也 成 立 .反之 ,显然 也 是 对 的 . 这 正 是 非 标准 分 
析 中 的 转换 原理 . 理想 化 原理 (IT) 表 示 任 何 一 个 共 点 
的 内 二 元 关系 在 内 集合 论 中 可 全 满足 ,这 正 是 非 标 
准 分 析 中 的 饱和 性 . 标准 化 原理 (S) 是 ZFC 中 的 分 
离 公理 的 补充 , 它 表 示 对 于 任何 一 个 标准 集合 z, 存 
在 一 个 标准 子 集 y,y 的 标准 元 正好 是 zx 中 满足 C 
的 标准 元 . 

内 集合 论 的 公理 , 即 ZFC HARM E (T), 
(S), CD ,正好 是 非 准 分 析 的 饱和 模型 中 内 集 的 基本 
性 质 . 这 也 正 是 内 集合 论 名 称 的 由 来 . BS By) 
表示 实数 集合 上 的 二 元 关系 :zx 二 y, 并 且 c y70, Wl 
(GD) 的 左 端 显然 为 真 , 即 对 任意 标准 的 有 限 实 数 集 
z, 存 在 一 个 小 于 xz 中 每 个 实数 y 的 实数 z. ADE 
右 端 也 为 真 , 即 存在 一 个 大 于 零 的 实数 xz, 对 所 有 大 
于 零 的 标准 实数 yA z< y. 换 句 话说 ,z 是 一 个 大 
FEN TCR). FEM BS B(xz,y) 表 示 实 数 集合 
ENKA: 2c >y HA ox y0.948i CD n] HE tH TE TE 
正 无 限 大 . 有 了 非 零 无 限 小 及 无 限 大 ,在 内 集合 论 中 
就 可 展开 非 标准 分 析 了 . 这 个 方法 已 被 法 国 非 标准 
分 析 学 派 采 用 ,并 且 在 常 微分 方程 的 奇异 摄 动 方面 
取得 了 很 好 的 成 果 . 


非 标 准 全 域 


超 实 数 域 的 超 究 构造 (the ultrapower cons- 
truction of the hyperreal number field) 建立 超 实 
数 域 的 一 种 方法 ,这 种 方法 建立 在 自由 超 滤 子 概念 
的 基础 之 上 . 设 和 是 由 自然 数 集合 N 王 10,1，2,…} 
的 一 些 子 集 构 成 的 集 族 ,满足 : 

1. 28 fg Z & % NEK; 

2.25; A, BC 7 ,W| AC) Be Ze, 

3.4: ACW, FH ACBCN.A BEY; 

4. di ACN, W AEK MH A =N\ACH, — 
者 必 居 其 一 ; 

5. N A— 9; 


AEH 


m ARAN 上 的 一 个 自由 超 滤 子 . 满足 前 三 条 的 
子 集 族 称 为 N ERT. AU, Z = (A4CNIN\4 是 
有 限 集 } 是 滤 子 ( 称 为 有 限 余 滤 子 或 弗 雷 吹 滤 子 ). TR 
以 下 步骤 逐步 扩张 2 nj 48 #| — + AAMT: A 
A ÆN 的 任 一 无 限 子 集 , 并 且 A,A & WATER 
其 中 一 个 加 入 F, PRETERI k .自由 超 滤 
子 的 存在 性 可 由 选择 公理 或 佐 恩 引 理 严格 证 明 . 

ix R" 是 所 有 实数 序列 的 集合 , 即 R= (0,7 | 


{an}: NR). YER" 上 定义 等 价 关 系 ; {an~ dbn) 
AM 4 (n € N la, =b, € 人 .这 个 等 价 关 系 简单 地 写 
成 :a 二 6,,a.e. 读 为 几乎 所 有 的 a,=6,. 4 > R=R*/ 
~. R 中 的 元 素 是 RV 中 元 素 在 上 述 等 价 关 系 下 的 
等 价 类 .序列 (a,} 所 在 的 等 价 类 记 为 (a,), 即 (a,) 二 
(5,31 (bn) ~ (a,) )- YE" R 中 ,定义 加 、 乘 , 序 如 下 : 
lan) + lbn) = lant b, sand * (ba) = (a, * b,), lan? 
< (b) B AV ` a, b,.a. e. MR 是 有 序 域 .在 自 
ER ERA eR" Ree = lrer, e F, "`R E R 的 
有 序 域 扩 张 . "R 称 为 超 实 数 域 ，R 的 元 素 称 为 超 实 
数 . 例如 


——QQ tm 
Cuipo- Cebu FD 


都 是 超 实数 . 由 序 的 定义 ,对 每 个 正 实数 4a, 有 |el | < 
a, | e | 二 a, 这 种 超 实数 称 为 无 限 小 ( 数 ). w = Ca), 
c» = (— n) RE ER SCC. 由 序 的 定义 ,对 于 每 个 实数 
4a,， 有 |zx| 之 a, 这 种 超 实数 称 为 无 限 大 ( 数 ). 非 无 限 
大 的 超 实数 称 为 有 限 ( 超 实 ) 数 (包括 无 限 小 ). 每 个 
有 限 数 z 可 以 惟一 地 写成 += 二 zx" 十 e, 其 中 x*ER, 称 
为 z 的 标准 部 分 ,也 记 为 st(zx), 即 str) =°, 是 
无 限 小 . 一般 地 ,对 任意 xz,y€E "RS x— y 是 无 限 
小 , 则 说 > 无 限 接近 y, X += y. 对 于 每 个 a€R, 
集合 M(a)= (r€ R| raaf A a 的 单子 . 超 实数 
域 的 几何 示意 如 下 图 . 这 种 用 实数 序列 (R B RE $É BJ 


` s ... —1 1 2 .. E erm 


[一 —. 

ZING 
元 素 ) 及 超 滤 子 来 构造 超 实数 的 方法 , 称 为 超 实数 域 
的 超 寡 构造 .由 于 超 实数 是 实数 序列 的 等 价 类 ,因此 
实数 的 很 多 性 质 可 以 自然 地 推广 到 超 实 数 . 但 是 ， 
“R 的 子 集 有 些 可 以 表示 成 实数 子 集 的 序列 , 另 一 些 
则 不 能 ,前 者 具有 实数 集合 的 许多 性 质 , 而 后 者 则 没 
£. 

设 4C'*R, 若 存在 一 列 A.C R, TES: Gr) € A ` 
HA Mr, CA..a.e. (Bl {n C NI xz, € A.) € Z), Wl E 
A 为 *R 的 内 子 集 或 内 集 ,并 记 为 A= (A,). 否则 称 
为 “R 的 外 子 集 或 外 集 . 例如 , 设 


] a ] 
H (peal 7 Gaul 
MR 中 的 开 区 间 (e;,el) 是 内 集 , 因 为 
(£46) == (voc "Ble 


x ) 


M NET M 
(n 4-1?'n4-1 


dE te # 全 域 


其 中 


(n+1) 7 十 1 
ER 的 子 集 . 更 一 般 地 ,“R 中 的 任意 开 区 间 、 闭 区 
间 . 半 开 半 闭 区 间 都 是 内 集 . 

实数 集 的 一 些 重要 性 质 , 辟 如 说 R 的 有 界 非 空 
子 集 有 确 界 , 即 实数 的 完备 性 原理 ,对 于 超 实数 的 内 
集 也 成 立 . 

超 实数 的 外 集 不 能 表示 成 实数 集合 的 序列 ,其 
性 质 与 实数 集 差 别 较 大 . 最 简单 的 超 实数 的 外 集 有 : 
每 个 单子 M GO LB PR ARN, X; BR E H PA EC 
集 *NNN, 有 限 超 实数 集 GOO) = (rE "RIS aC R fi 
|z| <a), X; BR ER SC ME RNG (0). 证 明 它 们 是 外 集 
的 方法 是 证 明 它 们 不 具有 内 集 的 某 种 性 质 . 例如 
Mla), NGOER 中 有 上 界 但 无 上 确 界 “NNN 在 
“R 中 有 下 界 但 无 下 确 界 , 故 为 外 集 . A ACR, Wo 

"A (A) A 

定义 的 "*R 的 内 子 集 称 为 超 实 数 的 标准 内 子 集 . 例如 
"2 N: "Z Q, "R DE B] Casy) [zy y J GE 
中 zyER H z<y) 都 是 "R 的 标准 内 子 集 . 4 AC 
R 为 有 限 集 时 ，4=4;: 但 当 AN TIRE. ASA, 
"A 的 元 素 比 4 的 元 素 要 多 的 多 ,例如 ,w 王 (2) 王 
(0,1,2, 2c! — QU) SERE" N 的 元 素 , 而 不 属于 N. 


1 1 | 


超 实 数 (hyperreal number) 见 “ 超 实数 域 的 
GES GE 
标准 全 域 (standard universe) JPR SÉ £i FJ, 


是 一 个 包括 力 十 分 强 的 标准 模型 . 设 S 是 一 个 集 

4,4 VG) SV, GO —V,GOUZKQOL,CG D) 

EN) ,其 中 AVASDEV, SHEE. D 
U=V(S)= UV,(S) 


BRAVA S 为 个 体 集 的 超 结 构 或 标准 全 域 .S 的 每 个 
元 素 称 为 VC(S) 的 一 个 个 体 , 并 假设 这 些 个 体 不 含 
ZU XX m V GSONS. 的 每 个 元 素 称 为 VC(S) 的 集 元 .个 
体 及 集 元 统称 为 实体 (有 些 文献 把 集 元 称 为 实体 ). 
超 结构 的 表达 力 是 非常 强 的 , 它 包 含 了 与 S 有 关 的 
各 种 数学 概念 和 关系 . 例如 , 若 实数 域 RCS , 则 对 于 
任意 zx,yER, 有 序 对 
(z2,y)= (()z),(m=,y))C€C V,(S). 

MFR 上 的 序 关 系 委 来 说 ,因为 和 过 CRXR, 所 以 委 
€ V,(S). 对 任 一 实 函 数 FP: RR 来 说 ,因为 fCRX 
R ,所 以 TECH. 连续 函数 空间 CLO,1 ]— Cf] f: 
[0,1]J—R,/ ERE} € V, (CS). 若 复数 域 CCS DS 
尔 伯 特 空间 


BEIENEE x la, | <+} EV,(S). 


H £t (superstructure) ” 即 “ 标 准 全 域 ”. 
非 标准 全 域 (nonstandard universe) ”标准 全 
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域 的 非 标准 模型 . 它 是 另 一 个 超 结 构 的 子 集 . 设 U 
二 V(5) 是 一 个 以 5 为 个 体 集 的 标准 全 域 ,T 为 指标 
# CI 可 取 自 然 数 集 或 更 大 的 集合 ), 红 为 1 上 的 一 
个 自由 超 滤 子 ,S' 是 I 到 5 的 一 切 函 数 ( -序列 ) 之 
集 , 即 S'=={{ai}) |a:€E5), 其 中 {a;}) 表 示 了 到 5 的 一 
^ PN fil—S.fG)—a;G€lI.t1kES! 上 定义 等 价 
X # (aj) (6) 4$AM4 G € I|a =b) EW. ix 
等 价 关 系 简 单 地 写成 a; — ba. e... $ SSSA, A 
"S 为 个 体 集 的 超 结构 记 为 VY(*S). 

Pr te & aU = V CS) SE REER SU = “VV (S) 
是 V(*S) 的 一 个 子 集 , 它 的 元 素 按 如 下 方式 归纳 地 
选 自 VC(*S). 设 {4,) 是 VCS) 中 元 素 的 一 个 I 序列 ， 
若 存 在 一 个 p EN, 使 得 AEV, SGEIL), WR 
列 (4;} 是 有 界 的 . 若 序 列 {4;) 是 有 界 的 , 则 存在 一 个 
最 小 的 7EN, 使 得 {i| A;EV;(S)}E 人 ,这 个 ; FEN 
FRIAS PR. 对 于 每 个 有 界 序列 {4;) ,可 以 按 秩 归 
纳 地 选取 一 个 元 素 AEV(*S), 并 记 A= (GO UE 
(4,}) 的 秩 为 0, 令 A= CAD. B'S 中 的 一 个 元 素 . 假 
设 对 于 秩 小 于 j 的 每 个 序列 {B;} 已 经 定义 了 对 应 的 
JUR GBO ,并 且 {4;} 的 秩 为 j MEXA) = B) | 
{B,) 的 秩 小 于 7368 B,C A;,a.e. ) 这 样 就 完成 了 
AE pr fe RU =" VCS) AE. " V (S) PA JG = BR 
为 内 的 ,V(*S)\*V CS) FIC RASPY. 由 上 述 
M.S 中 的 元 素 都 是 内 的 ,因而 没有 外 的 个 体 . 上 
述 构造 非 标准 全 域 的 方法 称 为 超 寡 构造 . 

非 标准 全 域 也 可 用 公理 方法 建立 如 下 . EV CS) 
和 (3S) 分 别 是 以 SS 和 *S 为 个 体 集 的 两 个 超 结 
构 ,能 入 映射 :7(CS)-~>Y( 5S) 满足 如 下 两 条 公理 : 

扩张 原理 .“S 是 S 的 真 扩 张 , 即 SS S.J R 
对 于 每 个 a€S, 有 *a= 二 a. 

转换 原理 . 标准 全 域 的 语言 L(V(S)) 中 的 句子 
9 在 Y(S) 中 为 真 , 当 且 仅 当 它 的 " -转换 "9 在 V(*S) 
HAR. "92 是 把 ?中 出 现 的 常 元 符号 a 全 部 换 成 它 
的 "- 像 的 符号 "a 得 到 的 句子 . 若 4EV(CS)NS, 则 "4 
称 为 标准 集合 ,V(*S) 中 的 元 素 是 内 的 , 当 且 仅 当 它 
是 某 个 标准 集合 的 元 素 . 所 有 内 的 元 素 构成 的 集合 
记 为 “V(S), 它 就 是 标准 全 域 V(5S) 对 应 的 非 标 准 全 
域 . 

转换 原理 (transfer principle) 7RR% fg E w 
原理 ,联系 分 析 的 标准 模型 与 非 标准 模型 的 纽带 . 简 
单 地 说 ,转换 原理 是 说 形式 语言 中 相同 的 断言 在 标 
准 模 型 和 非 标准 模型 中 或 者 同 真 或 者 同 假 . 在 分 析 
的 (初等 或 高 阶 的 ) 非 标准 模型 的 定义 中 ,要 求 在 标 
准 模 型 中 的 句子 在 扩张 后 的 非 标准 模型 中 也 成 立 ; 
反之 ,由 于 后 者 是 前 者 的 扩张 ,因而 这 种 句子 在 局 限 
于 标准 模型 时 也 成 立 . 人 们 把 这 个 性 质 称 为 转换 原 
JE. 在 用 超 寡 构造 的 非 标准 全 域 中 ,可 以 证 明 转 换 原 
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理 成 立 . 在 非 标准 全 域 的 公理 定义 中 ,第 二 条 正 是 转 
换 原 理 . 在 莱 布 尼 蒋 (Leibniz,G. W. ) 发 现 微 积 分 的 
时 候 , 他 曾经 假定 存在 一 个 数 系 , 它 与 通常 的 实数 系 
具有 相同 的 性 质 ,但 它 包含 非 零 的 无 限 小 . Wt JL 
的 说 法 显然 包含 一 个 予 盾 , 即 通 常 的 实数 系 至 少 不 
具备 莱 布 尼 区 所 期 望 的 那 种 扩大 的 数 系 的 一 条 性 
E. 即 在 实数 系 中 没有 非 零 的 无 限 小 . BED 
(Robinson,A) 的 重大 功绩 之 一 就 是 使 用 现代 逻辑 
意义 上 的 形式 语言 解决 了 上 述 矛 盾 . 莱 布 尼 茨 的 说 
法 被 重新 解释 为 :存在 实数 系 的 一 个 扩张 , 它 包 含 非 
零 无 限 小 元 素 , 而 且 它 与 实数 系 具 有 相同 的 性 质 , 只 
要 这 些 性 质 能 够 在 特定 的 形式 语言 中 被 表达 . 实际 
上 , 非 零 无 限 小 这 个 性 质 是 不 能 如 此 表达 的 . 

Fe p Fe RIB (Leibniz principle) 即 “ 转 换 原 
理 ”. 

"I C-map) 联系 标准 全 域 和 非 标准 全 域 
的 映射 . 在 非 标准 全 域 定 义 中 的 映射 *:U 一 “U 可 以 
扩张 到 U 的 可 定义 子 集 上 去 . 设 4 是 U 的 可 定义 
子 集 , 即 A—(r€U |EzaCO), Ep aG E U 的 语言 
中 的 一 个 公式 ,上 厂 a(r) 表 示 alr) 在 U 中 是 真 的 . We 
X A=—(r€ "U| *`E *a(r))y AP ao (r) Ear)" 
转换 , 即 把 oC) PRA HIS a 全 部 换 成 它 的 
“ 像 的 符号 "a 得 到 的 公式 “请 "ar) 表 示 ar) FE" 
U 中 是 真 的 . 这 个 扩张 之 后 的 映射 称 为 "映射 . 特别 
Hp. QU) = U. “映射 又 称 为 自然 扩张 映射 . YE BR 
射 下 ,4 的 像 "4 称 为 A BJ So A 的 自然 扩张 * 
映射 具有 如 下 性质 : 

Le *(AUB)= "AUB. 

2. *CANB)=* AN *B. 

3. * (ANB)= * AN* B. 

4. " Gr, y) m9 C x, yp BPO y) Æ x y 的 有 
FE XT. 

D. Che =" f( c). 
BAe K (natural extension) W“ * BR”. 

自然 扩张 映射 (natural extension mapping) 
DLS * 映射”. 

Aj (internal set) ”本身 是 非 标准 全 域 的 元 素 
的 集合 . 由 非 标准 全 域 的 定义 ,以 5S 为 个 体 集 的 标 
EZR USV) KEER U= VS) E 
V(*S) 的 一 个 子 集 , 即 "UCV(*S). 若 B 是 一 个 集 
a FABART' U.N BRAWN. & BART 
VC(*S) 而 不 属于 *U, 则 BRASH. 更 一 般 地 , 几 属 
TU 的 元 素 称 为 内 实体 ,属于 V(*S) 而 不 属于 *U 
的 元 素 称 为 外 实体 . 由 非 标准 全 域 的 超 寡 构造 可 知 ， 
“也 中 的 一 个 实体 是 内 的 当 且 仅 当 它 可 以 表示 为 标 
EERU 中 的 一 个 有 界 序列 (4,). 特别 地 , 若 B= 
4A, 而 AEU, 则 B 称 为 标准 实体 . 


外 集 (external set) ML“ pg A". 

标准 实体 (standard entity) DL“ py S ". 

内 实体 (internal entity) BL,“ 8 E”. 

外 实体 (external entity) “AE”. 

超 有 限 集 (hyperfinite set) JR AME. 类 
似 于 有 限 集 的 内 集 . 内 集 4 称 为 超 有 限 的 ,是 指 存 
在 一 个 内 的 一 一 对 应 f: {1,2,…, 石 ) 一 4, 其 中 石 
E*N, 五 称 为 4 的 内 基数 , 记 为 |4 | 或 (4). 在 超 
Fe ia MIE ES PAS A= (4;) 是 超 有 限 的 
当 且 仅 当 几乎 所 有 的 (a.e. 0A; 是 有 限 的 . 若非 标准 
全 域 *U 是 扩大 , 则 对 于 U 中 任 一 集合 4 ,存在 超 有 
限 集 五 ,使 得 4CFC A. 

“有限 集 (* -finite set) BIRERE”. 

内 基数 (internal cardinality) PL 3878 PRR”. 

^J me X. [f$ EË (internal definition principle) JF 
称 内 性 定理 . 是 用 可 定义 性 判别 内 性 的 一 个 重要 定 
H. U WJ TE B 是 可 定义 的 , 当 且 仅 当 在 *U 的 语 
言 中 有 一 个 公式 a(z) ,使 得 B= {bE "U |" Halb}, 
其 中 * 瞩 a(6) 表 示 a(6) 在 “U 中 是 真 的 . 设 4 是 非 标 
eS MU 中 的 一 个 子 集 , 则 4 是 内 集 当 和 且 仅 当 它 
是 一 个 内 集 的 可 定义 子 集 .例如 ,4= {rE "NI1 委 “ 
«im.m€ N) 是 内 集 , 因 它 是 内 集 "N 的 可 定义 子 
集 . 

内 性 定理 (internality theorem) 
理 ”. 

^J ER SAL RE JE (internal function theorem) 用 可 
定义 性 判别 函数 内 性 的 一 个 重要 定理 . 设 f 映 4 到 
B 中 ,其 中 A,B AAR ES U KHATER. a Sf 
AAU WSL 中 的 一 个 项 j(x) 来 表示 , 即 对 于 
每 个 a€ AH f(a) 二 |p(a)|, GE P Le Ca? | 是 闭 
项 laU r BS [B fA RA. 内 函数 定理 是 
内 定义 原理 的 推论 . 

标准 定义 原理 (standard definition principle) 
用 可 定义 性 判别 标准 集 的 一 个 定理 . 设 B 是 非 标 准 
TRU 中 的 一 个 集合 , 则 B 是 标准 集 当 和 且 仅 当 它 
是 一 个 标准 集 的 “标准 "可 定义 子 集 , 即 集合 B Se 
准 的 , 当 且 仅 当 它 可 以 描述 为 zlizE * AHA 
P(x)} ,其 中 PCz) 是 一 个 只 包括 标准 常 元 的 谓词 . 

LAAM (overflow principle) ”关于 由 超自然 
数 构成 的 内 集合 的 性 质 的 一 个 重要 定理 . 设 4 RS 
ARRAS NWA LR. BASSES He RR n 
的 所 有 标准 自然 数 都 属于 AEE TAR KE 
然 数 H EB H 的 所 有 无 限 大 自然 数 也 属于 
4. 由 上 溢 原 理 很 容易 说 明 ,标准 目 然 数 之 集 N 不 是 
"N 的 内 子 集 . 

下 溢 原 理 (underflow principle) — E da JR BEAR 
对 偶 . EMA A 是 超自然 数 集 "N 的 内 子 集 ,五 
是 一 个 无 限 大 自然 数 , 且 小 于 五 的 所 有 无 限 大 自然 


即 “ 内 定义 原 


dE 标准 2 域 
数 都 属于 4, 则 存在 一 个 标准 自然 数 no, 使 得 大 于 6 
的 所 有 标准 自然 数 也 属于 4. 由 下 滋 原 理 易 知 ,无 限 
大 自然 数 之 集 `"NNN E'N 的 外 子 集 . 

t Fe Ph Fe 2! 5| (Robinson sequential lemma) 
亦 称 无 限 小 延伸 定理 . 关于 内 序列 的 性 质 的 一 个 重 
要 定理 . Wan bre ne KM RAP ARS, 
并 且 其 下 标 是 标准 自然 数 的 项 都 是 无 限 小 , 则 存在 
一 个 无 限 大 自然 数 v, 其 下 标 小 于 v 的 项 均 为 无 限 
Ah, 

无 限 小 延伸 定理 (infinitesimal prolongation 
即 “ 鲁 宾 孙 序列 引 理 ” 

惯性 原理 (permanence principle) E% JEM, 
F W Jak BE AR BSH) FF | S| EBISUER. 惯性 原理 有 时 
也 称 为 柯 西 原理 . 

柯 西 原理 (Cauchy principle) 即 “ 惯 性 原理 ”. 

共 上 点 关系 (concurtrent relation) 一 种 特殊 的 
二 元 关系 . 设 R 是 标准 全 域 U 中 的 一 个 二 元 关系 ， 
EX R 的 定义 域 中 的 任意 有 限 个 无 素 ara, t ,a,， 
在 R 的 值 域 中 总 存在 一 个 元 素 5, 有 (ai,6) € RG— 
1,2,…,n), 则 称 R 是 一 个 共 点 关系 . 换 句 话说 , 共 
点 关系 是 有 限 可 满足 的 二 元 关系 . 例如 ,自然 数 集 上 
的 序 关 系 及 集合 的 包括 关系 均 是 共 点 关系 . 

扩大 (enlargement) 一 种 特殊 的 非 标准 模型 . 
若 标准 全 域 U 中 的 每 个 共 点 关系 R 在 非 标 准 全 域 
“U 中 可 全 满足 , 即 在 非 标准 全 域 *U 中 存在 一 个 元 
X 5, 使 得 (a,5)E*'R 对 每 个 aE domR 成 立 , 则 
PRU 是 U 的 一 个 扩大 . 4 "U E U 的 扩大 时 ,映射 
* Oe aa EI 也 称 为 扩大 . 

共 点 定理 (concurrence theorem) 关于 标准 全 
域 的 扩大 的 存在 性 定理 . 该 定理 断言 :标准 全 域 U 
的 扩大 *U 是 存在 的 . 

饱和 的 非 标准 全 域 (saturated nonstandard uni- 
verse) 一 种 特殊 的 非 标准 全 域 . 设 * 是 一 个 无 限 
基数 ,A;E UNS. BRIA) je RAA REM, 
HE J 的 基数 小 于 x, 则 门 {4j)jey 关 名, 就 称 *U 是 
x 饱和 的 非 标 准 全 域 . 当 x card U 时 ,x 饱和 的 非 
标准 全 域 称 为 多 饱和 的 . 

多 饱和 的 非 标 准 全 域 (polysaturated nonsta- 
ndard universe) 见 “ 饱 和 的 非 标 准 全 域 ” 

概括 的 非 标 准 人 全域 (comprehensive nonsta - 
ndard universe)  — Rh BE BJdESRIEAE hk. Oh A.B 
是 标准 全 域 Z 中 的 两 个 集合 , 阁 每 个 泡 数 f: A 一 
“B 有 内 扩张 g:" 4 一 "B( 即 g 是 了 的 扩张 ,并 且 g 
EU), WPK U 是 概括 的 ; 铬 在 上 述 定义 中 ,4A,B 
都 是 实数 集 R 的 子 集 , 则 称 *U 是 弱 概 括 的 ; 若 在 上 
述 定义 中 4 是 自然 数 集合 N, 则 称 "U 是 序列 概括 
的 或 可 数 概 括 的 . 


theorem ) 
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38 HI FE BJ SE RE £ i (weak comprehensive 
nonstandard universe) 见 “ 概 括 的 非 标准 全 域 ” 

序列 概括 的 非 标准 全 域 (sequentially compre- 
hensive nonstandard universe) 见 “ 概 括 的 非 标准 
全 域 

可 数 概 括 的 非 标准 全 域 (countably compre- 
hensive nonstandard universe) ”有 即 “ 序 列 概 括 的 非 
标准 全 域 ” 

分 析 的 标准 模型 (standsrd model of analysis) 
亦 称 经 典 分 析 模 型 .通常 的 分 析 模 型 , 指 实 数 集 R 
及 其 上 的 各 种 关系 ,或 者 说 是 以 实数 集 为 个 体 集 的 
标准 全 域 V (FO. 

经 典 分 析 模 型 (model of classical analysis) 
即 “ 分 析 的 标准 模型 ” 

分 析 的 非 标 准 模 型 (nonstandard model of ana- 
lysis) 初等 的 非 标准 分 析 模 型 及 高 阶 的 非 标 准 分 
析 模 型 的 统称 . 设 乙 是 一 个 标准 全 域 , 若 其 个 体 集 $ 
包括 实数 域 R, 则 相应 的 非 标 准 全 域 "U 就 是 一 个 最 
荫 用 的 分 析 的 非 标准 模型 . 

B 模型 (B-model) IRER B 扩大 ,一 种 特殊 的 
非 标 准 模型 . K 是 一 个 句子 集合 ,三 是 在 天 中 出 
现 的 一 切 常 项 所 成 的 集合 ,T。, 是 了 中 一 切 共 点 关系 
的 常 项 所 成 的 集合 ,B R TWP PRK 的 一 个 
模型 M 如 果 能 使 B 中 的 每 个 共 点 关系 常 项 全 满足 ， 
即 对 于 B 中 每 个 元 素 5b, 存 在 一 个 常 项 a 能 使 (g ,a) 
Eb 在 MM 中 都 成 立 , 其 中 &g 遍历 4 的 定义 域 , 则 称 
M Æ K 的 一 个 B 模 型 或 者 B 扩大 . 

B 3 K (B-enlargements) H^ B 模型 ”. 

初等 的 非 标 准 分 析 模 型 (elementary nonsta- 
ndard model of analysis) 实数 域 上 的 一 阶 结构 的 
韭 标准 模型 . 设 R 是 实数 域 ,结构 M 是 实数 域 R 上 
的 一 阶 结构 , 即 M 是 尺 上 的 一 切 n(n 二 0,1,2,*…) 
元 关系 构成 的 集合 .天 为 一 切 在 M 中 成 立 的 句子 的 
集合 . 令 B =q) FEP q HPR 中 的 顺序 关系 , 则 
Fk K 的 任何 一 个 B 模型 为 一 个 初等 的 非 标准 模型 . 

高 阶 的 非 标 准 分 析 模 型 (higher order nonstan- 
dard model of analysis) ”实数 域 上 的 高 阶 结 构 的 
韭 标准 模型 . 设 R 是 实数 域 ,M 是 实数 域 R 上 的 丰 
满 的 高 阶 结构 , 即 M 是 R E — 9) c 型 关系 构成 
的 集合 .天 为 一 切 在 M 中 成 立 的 句子 的 集合 . 令 
B= (qj) RF q 指称 R 中 的 顺序 关系 , 则 称 天 的 任 
何 一 个 B 模型 为 一 个 高 阶 的 非 标 准 分 析 模 型 .上述 
分 析 的 非 标准 模型 ,B 模型 ,初等 的 及 高 阶 的 非 标准 
模型 等 概念 都 是 非 标准 分 析 创 始 人 和 鲁 宾 孙 (Robin- 
son, A. ) F 20 世纪 60 年 代 初 引进 的 . 

x 次 扩大 的 定向 极限 (direct limit of «-succes- 
sive enlargement) ”模型 逐次 扩大 的 极限 过 程 . 设 « 
是 无 限 基 数 , 归 纳 定 义 XX 的 «次 扩大 的 定 疝 极限 如 
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Foe X'—X ERBA, S bX’ >X E X° 的 扩 
K. 若 4 是 一 个 基数 ,4 三 ,并 且 当 a< 8<y<A 时 ， 
PK iX >X 已 定义 且 满 足 复合 等 式 避 = 已。i4. 
分 两 种 情形 归纳 如 下 : 

LZ A—Y-c1.,9 5U.X'—X X 的 扩大 
并 定义 di—dy Eé 

2. 若 1 是 一 个 极限 序数 ,首先 取 个 体 集 Xs 等 价 
T3FULX$ |a]. Bn 

Xj—ULX$laca]/— 

(r~y 4B fN M in) — y). 
其 次 ,归纳 定义 GO CORB EST IR XO 
CA) = (ilr) | x Eik(A)}/~. 

集合 AC X° E a HEN. d A= (B), B€ X° BI A 
JE a3 K PHIRI -RRA AC X* Rau 
的 ,各 4 是 某 个 wx 标准 集 的 元 素 . 术语 “标准 的 ”及 
“内 的 " 指 “0 -标准 ”的 与 “0 -内 的 ” 

多 扩大 (polyenlargement) 一 种 特殊 的 非 标 
准 模 型 . HAD OK XY 是 多 扩大 ,如 果 它 是 “ 
次 扩大 的 定向 极限 ,其 中 < 是 一 个 正则 基数 ,满足 « 
>card (X). 

多 扩大 的 饱和 性 (saturation property of poly- 
enlargements) 关于 多 扩大 具有 饱和 性 的 一 个 命 
题 . 设 ” ;XY 是 一 个 多 扩大 , 设 多 是 一 个 内 集 Y 
的 一 些 内 子 集 构成 的 族 , 它 具有 有 限 交 性 质 并 且 
card C )<card(X) , Bil PF) (F| Fe > AS, BI X 
是 card CX OfR fü BJ. 

多 扩大 的 概括 性 (comprehension property of 
polyenlargements) ”关于 多 扩大 具有 概括 性 的 一 个 
命题 . 设 ” :XY 是 一 个 多 扩大 , 设 f € Y 是 一 个 外 
PRAE H BRE f 的 定义 域 满足 

card(dom(f)) < card(X), 
B D 5 REA, H DOƏdom(/),R Drag), M f 
有 内 扩张 下 :D>R, 使 得 对 每 个 x €domCO.FG) 
=f (x), BX 是 概括 的 . 

享 森 引 理 (Henson lemma) 关于 模型 同 构 的 
一 个 引 理 .该 引 理 断言 :对 于 每 个 其 常量 及 关系 个 数 
IF card CX) Ccard* (X) EE card(X) 的 后 继 基 数 ) 
的 一 阶 语言 艺 , 大 4 与 已 是 二 的 初等 价 结构 , 它 的 
定义 域 与 关系 是 多 扩大 “X 的 内 实体 ,并 且 card CAD 
二 card(B), 则 4 与 B 是 同 构 的 . 


非 标 准 微 积分 


非 标准 微 积 分 (nonstandard calculus) 在 分 析 
的 非 标 准 模型 中 展开 的 微 积 分 . 实数 域 R 及 其 上 的 
各 种 关系 构成 的 数学 结构 称 为 分 析 的 标准 模型 . 在 
这 个 模型 中 展开 的 微 积分 , 即 在 实数 域 R 上 展开 的 


微 积 分 称 为 标准 微 积分 . 超 实数 域 "R 及 其 上 的 各 种 
关系 构成 的 数学 结构 称 为 分 析 的 非 标 准 模型 . 在 这 
个 模型 中 展开 的 微 积 分 , 即 在 超 实数 域 *R 上 展开 的 
微 积 分 称 为 非 标准 微 积 分 或 无 限 小 微 积 
分 析 的 非 标准 模型 与 分 析 的 标准 模型 有 密切 的 
联系 . 首先 ,分 析 的 非 标 准 模型 是 标准 模型 的 真 扩 
SK ,标准 模型 中 的 一 切 关 系 都 可 以 自然 地 扩张 到 非 
标准 模型 中 . 特别 地 , 超 实数 域 "R 是 实数 域 R 的 真 
扩张 ;其 次 ,在 标准 模型 中 成 立 的 任何 一 个 可 形式 化 
的 命题 y, 其 相应 的 命题 "*y( 即 把 y 中 出 现 的 每 个 常 
量 的 符号 换 成 其 相应 的 自然 扩张 的 符号 ) 在 非 标准 
模型 中 也 成 立 , 反 之 亦 然 . 例如 命题 
(Vr,yER)(dzER) (=+ y=z) 
在 标准 模型 中 成 立 , 故 其 相应 的 命题 在 非 标 准 模型 
中 也 成 立 , 即 | 
(V2 yC R) Gee Ry Cr yy 
这 就 是 所 谓 的 转换 原理 . TEER 
(Leibinz, G. W. ) 所 说 的 “用 于 有 限 实数 的 法 则 也 适 
用 于 无 限 实数 ,并 且 倒 过 来 也 对 ”这 个 原理 的 精确 
化 . 这 个 精确 化 澄清 了 持续 三 百 多 年 的 关于 微 积 
基础 方面 的 一 个 重大 的 引起 长 期 争论 的 含糊 不 清 的 
[n] Bn. 3x JE EE f E 4 (Robinson, A. ) 的 重大 功绩 之 
一 . 由 转换 原理 可 知 , 作 为 分 析 的 非 标准 模型 的 基础 
的 超 实数 域 与 实数 域 在 一 定 的 范围 内 具有 完全 相同 
的 性 质 .那么 超 实数 域 "R 与 实数 域 R 有些 什么 不 
同 呢 ? 首 先 , 因 为 *R 含有 无 限 大 的 数 , 所 以 它 是 非 阿 
基 米 德 的 ;其 次 ,“R 不 是 完备 的 ,而 R 是 完备 的 . 这 
些 不 同 之 点 是 否 与 转换 原理 相 了 矛盾 呢 ? 所 谓 R 是 阿 
基 米 德 的 ,就 是 下 述 命 题 成 立 : 
(YVxERIC4nEN) Cen), 
其 中 N 是 自然 数 的 集合 . 人 们 说 *R 不 是 阿 基 米 德 
的 ,就 是 说 ,上 述 命 题 对 "R 不 成 立 , 即 
(J3r€ RI(YnEN) zx, 
这 只 要 取 > 等 于 正 无 限 大 即 可 .但 这 个 事实 并 不 与 
转换 原理 矛盾 ,转换 原理 保证 命题 
(Vr€ RIAC NI (<n) 
TE'R 中 仍然 成 立 , 即 对 每 个 超 实数 ,一 定 存 在 一 个 
比 它 大 的 超自然 数 . 关于 非 完 备 性 的 情况 类 似 . 
非 标准 微 积 分 的 特点 在 于 人 们 可 以 自由 地 使 用 
无 限 小 的 数 与 无 限 大 的 数 来 陈述 概念 和 进行 推理 . 
这 样 赋 保证 了 有 限 情形 与 无 限 情 形 的 统一 ,又 保证 
了 数学 上 的 严格 性 ,使 概念 的 数学 定义 更 加 接近 它 
的 直观 含义 ,使 数学 推理 更 加 简明 自然 . 下面 以 函数 
连续 性 的 非 标准 特征 及 导数 与 积分 的 非 标准 特征 来 
说 明 非 标准 微 积 分 的 特点 . 
由 转换 原理 可 知 ,在 标准 模型 中 的 每 一 个 函数 
f:R—R 在 非 标 准 模型 中 有 一 个 像 f" R— "R ,并 
H 了 是 革 的 一 个 扩张 .注意 在 不 致 混 消 的 情况 下 ， 


非 标 准 微 积分 


通常 人 们 总 是 把 *f 也 写成 f. 所 谓 一 个 函数 是 连续 
的 ,其 直观 的 意义 是 当 自 变量 无 限 接 近 时 ,其 函数 值 
也 无 限 接近 , 即 若 zsa 时 ,有 f(x) 之 f(a), 则 说 
f(z) 在 点 a 连续 .但 在 标准 微 积分 中 ,这 个 概念 的 
叙述 不 可 能 是 如 此 直截了当 的 ,而 是 “YeER- ,jc6 
R',Vr€R,lr—a|«à-|f(ix)—f(aJ)|«e".n[p 
HE BH ,这 两 种 说 法 是 等 价 的 . 

类 似 地 ,人 们 可 以 给 出 导数 与 积分 的 非 标 准 特 
征 .所谓 一 个 函数 是 可 导 的 ,就 是 当 自 变量 无 限 接近 
时 ,其 差 商 有 限 且 无 限 接 近 , 即 当 marca. yasa, 
yFa WA 

fG)—f(a) . fCy) J Ca) 
qu y—a 
容易 证 明 , 这 些 差 商 的 标准 部 分 就 是 函数 在 点 4 的 
标准 意义 下 的 导数 , 即 
f (o | eoe 


Kabes?) 


所 谓 一 个 函数 的 积分 就 是 无 限 求 和 , 即 
| fade = Í > Fen A : 


RUBa.bDCR.,AC"NNN.a ror a (b—a)/a, 
dd Ed, 是 "La :b 189 — 1 4) EI Ax x EN 

由 上 述 过 程 可 以 看 出 ,利用 分 析 的 非 标准 模型 ， 
大 们 不 仅 可 以 对 无 限 接近 这 个 直观 概念 提供 一 个 更 
好 的 严格 的 数学 表达 ,而 且 可 以 把 无 限 问题 有 限 化 ， 
把 连续 问题 离散 化 . 

非 标 准 微 积 分 的 思想 及 其 基本 内 容 均 由 非 标准 
St Wr B3 8j 38 A & zz $h (Robinson, A. ) F 20 世纪 60 
年 代 初 提 出 . 1966 年 出 版 的 第 一 本 非 标 准 分 析 专 著 
《 非 标 准 分 析 兴 鲁 宾 孙 著 ) 专 门 有 一 章 叙 述 非 标准 微 
积分 . 1976 年 出 版 了 可 供 大 学 生 使 用 的 非 标准 微 积 
分 教材 《初等 微 积 分 》( 开 斯 勒 (Keisler,H.J. ) 著 )， 
这 本 教材 先后 在 美国 威斯康辛 大 学 及 其 他 大 学 试用 
过 ,得 到 了 好 评 . 同年 出 版 了 配合 上 述 教材 的 教师 用 
书 《 无 限 小 微 积 分 基础 兴 开 斯 勒 著 ). 1979 年 出 版 了 
更 加 通俗 易 懂 的 供 大 学 生 使 用 的 非 标 准 微 积 分 教材 
《无 限 小 微 积 分 兴 享 内 (Henle,J. M. ) É Y 3E [N (Ë ZK 
# (Kleinberg, E. M. ) 著 ). 此 后 出 版 的 非 标 分 析 专 
著 中 都 有 少量 关于 非 标 准 微 积 分 的 论述 . 

无 限 小 微 积分 (infinitesimal calculus) 
标准 微 积 分 ” 

超 实数 公理 (axioms for hyperreal numbers?) 
指 超 实 数 域 公理 化 定义 中 的 公理 系统 . 知 三 元 组 
(R, "R, x 满足 如 下 四 条 公理 , 则 R 称 为 实数 域 ， 
“R 称 为 超 实数 域 , x 称 为 自然 扩张 映射 ， 

公理 A:R 是 一 个 完备 的 有 序 域 ， 

ZE B: "R E R 的 真 的 有 序 域 扩张 ; 

AC: ARSO RFEA n WRAK de 
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扩张 .“R 的 域 运 算是 R 的 域 运算 的 自然 扩张 ; 

公理 D:( 解 公理 ) 如 果 两 组 公式 有 相同 的 实数 
解 , 则 它们 有 相同 的 超 实数 解 . 例如 ,实数 的 平方 根 
函数 由 下 述 规则 定义 : Vx GENEE NN 
委 y}. 由 解 公理 ,其 自然 扩张 YY 由 同样 的 规则 所 
定义 ,只 是 x 和 yy 取 超 实数 而 已 . 解 公理 实际 上 就 
是 转换 原理 . 

由 上 述 四 条 公理 定义 的 超 实数 域 可 以 有 任意 大 
的 基数 ,因而 不 是 惟一 确定 的 . 这 与 实数 域 是 惟一 的 
完备 有 序 域 不 同 . 为 了 确定 起 见 ,需要 另 一 个 公理 : 

AHE: GHA AER S 是 由 等 式 和 不 等 式 构 
成 的 集合 ,其 基数 小 于 R 的 基数 . 这 些 等 式 和 不 等 
Hä RS. Sing, ZS zx 的 每 个 有 限 
子 集 有 超 实数 解 , 则 S 有 超 实数 解 . 

满足 上 述 公 理 A SUALPREGRHCR 的 基数 是 第 
一 个 非 可 数 的 不 可 达 基 数 时 ,(R，“R, * ) 在 精确 到 
同 构 的 意义 下 是 惟一 确定 的 . 上述 公 理 系统 及 定理 
是 开 斯 勒 (Keisler ,H. J.) F 1976 年 给 出 的 . 

超 实 数 域 (hyperreal number field) 实数 域 R 
在 分 析 的 非 标准 模型 中 的 自然 扩张 , 记 为 “R. 超 实 
数 域 与 实数 域 一 个 重要 区 别 是 :尽管 实数 域 与 超 实 
数 域 都 有 各 种 不 同 的 建立 办 法 ,但 精确 到 序 同 构 , 实 
数 域 是 惟一 的 ,而 超 实数 域 不 是 惟一 的 . 容易 证 明 ， 
在 «饱和 的 非 标 准 全 域 中 的 无 限 内 集 至 少 具 有 基数 
,因而 在 这 个 模型 中 ,*R 至 少 具 有 基数 <. 由 于 在 
拓扑 学 的 研究 中 ,需要 任意 大 基数 的 非 标准 全 域 , 因 
而 不 能 固定 “R 的 基数 . 但 是 ,如 果 只 是 研究 非 标 准 
微 积 分 ,任何 一 个 超 实数 域 即 可 . 

超 实 数 轴 (hyperreal axis) 即 超 实数 直线 .在 
标准 情况 下 ,直线 上 的 点 可 与 实数 一 一 对 应 ,并 认为 
所 有 实数 由 小 而 大 可 以 从 左 至 右 排 在 直线 上 ,这 样 
的 直线 称 为 实数 轴 . 类 似 地 ,也 可 以 假设 直线 上 的 点 
与 超 实 数 一 一 对 应 ,并 认为 所 有 超 实数 由 小 而 大 可 
以 从 左 至 右 排 在 直线 上 ,这 样 的 直线 称 为 超 实数 轴 ， 
见 下 图 . 在 通常 实数 轴 上 ,可 以 标 出 一 部 分 整数 及 某 
些小 数 . 徊 要 标 出 很 小 的 数 及 很 大 的 数 , 那 就 需要 把 
图 形 放大 或 缩小 . 同样 的 道理 ,为 了 看 到 无 限 小 的 数 
或 无 限 大 的 数 , 需 要 借助 无 限 小 显微镜 及 无 限 大 望 


远 镜 . 在 图 上 ,中间 的 圆 面 是 对 应 0 的 无 限 小 显 微 
镜 , 人 们 看 到 了 无 限 小 一 e 及 e, 为 了 看 到 无 限 小 e, 
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人 们 需要 放大 倍数 为 1/1e| 倍 的 无 限 小 显微镜 . 图 
上 两 侧 的 圆 面 是 分 别 对 应 无 限 大 数 一 1/e 及 1/e 的 
无 限 大 望远镜 . 

无 限 小 显微镜 (infinitesimal microscopes) 一 
种 映射 . 它 把 超 实 轴 上 或 超 平面 上 的 一 无 限 小 部 分 
映 为 实 轴 上 或 实 平面 上 的 一 部 分 ,用 来 观察 超 实 轴 
上 或 超 平面 上 的 无 限 小 部 分 的 几何 结构 . 以 平面 为 
例 , 设 (a,5) 是 超 平面 上 一 点 ,6 是 一 个 正 无 限 小 ,对 
着 (a,5) 的 6 无 限 小 显微镜 是 一 个 映射 m: 

m(a-d-àx,b4-y) — (Gr,y) (ry K4). 
m $E (a,b) BRA 00,0) FEUD TE (a,b) ,半径 为 26 的 
圆 面 映 为 中 心 在 原点 .半径 为 2 的 圆 面 , 放 大 倍数 为 
1/8 ,但 保持 方向 不 变 . 例如 ,者 函数 y — AGE c= 
xo 时 的 导数 为 S, 则 对 着 
Cros (zo) ) BL ZG BR) Sé 
镜 如 右 图 . f (z )= sS 4H 
LEXIE Co, f (zo) ) BJ 
任意 无 限 小 显微镜 中 , BH 
线 y= f ON BUE R BA 
S 的 直线 . 

无 限 大 望远镜 (infinite telescopes) 一 种 有 映 
射 . 它 把 超 实 轴 或 超 平面 上 无 限 远 处 的 一 部 分 映 为 
实 轴 上 或 实 平面 上 一 部 分 . 以 平面 为 例 , 设 (a,5) 是 
超 实 平面 上 无 限 远 处 的 一 点 , 即 a? +h’ 是 无 限 大 ， 
对 着 (a,5) 的 无 限 大 望远镜 是 一 个 映射 +:t(a 十 zx,b 
十 y) 二 Czyy).t 把 (a,5) 映 为 (0,0), 把 中 心 在 Ca， 
b)、 半 径 为 2 的 圆 面 映 为 中 心 在 原点 、 半 径 为 2 的 圆 
面 , 即 保持 距离 又 保持 方向 , 见 “ 超 实数 轴 ” 的 图 . 

函数 公理 (function axiom) 见 “ 超 实数 公理 ” 

f ^N (solution axiom) 见 “ 超 实数 公理 ”. EC 
是 转换 原理 的 初等 形式 . 


ffl #0 ZS F# (saturation axiom) 


见 “ 超 实 数 公 
JE”, 
部 分 实数 解 (partial real solution) 实数 解 集 
HTE. 2 T 是 一 组 公式 ,其 变 元 为 x15 225 Les 
cy 实数 构成 的 元 组 Cc,cs,… D PRA T 的 部 
分 实数 解 , 如 果 它 可 以 扩展 为 了 的 实数 解 (clycz， 
二 

部 分 超 实 数 解 (partial hyperreal solution) fH 
实数 解 集 的 子 集 . 设 全 是 一 组 公式 ,其 变 元 为 zl， 
Loot Lrs" s Ln 超 实数 构成 的 和 元 组 Ccycz，…co) 
称 为 了 的 部 分 超 实 数 解 , 如 果 它 可 以 扩展 为 了 的 超 
实数 解 (clycz，…cu，…cv). 

Sp A1 EE (partial solution theorem) f Z 
理 的 一 个 推论 . 该 推论 断言 : 设 S 是 一 组 公式 ,其 变 
元 为 Lis Trs sT T 也 是 一 组 公式 ,其 变 元 为 X1» 
SSES LNW 9 Ene 则 下 述 命题 等 价 : 


1. S 的 每 个 实数 解 是 了 的 部 分 实数 解 . 

2. S 的 每 个 实数 解 是 7 的 部 分 超 实 数 解 . 

3. S 的 每 个 超 实数 解 是 Z 的 部 分 超 实数 解 . 

标准 实数 (standard real numbers) 即 通常 的 
实数 . 设 R 是 实数 域 ，R 是 超 实数 域 , 则 RC*R.R 
中 的 元 素 称 为 标准 实数 . R 中 的 其 他 元 素 称 为 非 标 

非 标准 实数 (nonstandard real numbers) NL 
“标准 实数 ” 

无 限 小 (infinitesimal) 亦 称 无 穷 小 , 指 其 绝对 
值 小 于 任何 正 实数 的 数 . 设 z € RI AMAT IER 
A rs x rS ERR x 是 无 限 小 . 若 存在 实数 ,有 |z| 
<r, HIE x 是 有 限 数 . 若 对 每 个 实数 r, |z |> r, I 
称 x 是 无 限 大 . 显然 ,z 是 无 限 大 当 且 仅 当 zz 是 无 
限 小 . 

无 穷 小 (infinitesimal) 即 “ 无 限 小 ” 

无 限 大 (infinite) 亦 称 无 穷 大 . 见 “ 无 限 小 ”. 

无 穷 大 (infinite) BJ“ KER K. 

无 限 接近 (infinitely close) B r,y& H, 
— y 是 无 限 小 , 则 称 > 与 y ARKE A r~y. XE 
一 般 地 , 设 X 是 察 斯 多 夫 拓扑 空间 ，“X 是 入 在"- 映 
射 下 的 像 .p,qg 是 XX 中 的 两 个 点 . 知 2 与 9 属于 同 
一 个 单子 , 则 称 p 与 g 无限 接近 , 记 为 pq. 

单子 (monad) Jee. 相互 无 限 接近 的 点 的 

合 . 设 zxER, 集 合 MiGDo-—(y€'Rixez y MN x 
所 在 的 单子 . 任意 两 个 单子 或 者 相等 或 者 不 交 . 单子 
M(0) 是 一 切 无 限 小 之 集 . 容易 证 明 单 子 M(0) 是 "R 
的 子 环 , 是 银河 G(0) 的 理想 , 即 无 限 小 的 和 、 差 、 积 
仍然 是 无 限 小 ,有 限 数 与 无 限 小 的 乘积 是 无 限 小 .更 
一 般 地 , 设 (X,7) 是 一 个 拓扑 空间 ,a E X 的 一 个 元 
素 ,a 的 单子 是 "XX 的 一 个 子 集 MM(a) 二 站 {*Ola€ 
O,O € c). AAHS ES T ýM Robinson, A. JWA 
非 标 准 拓扑 时 提出 的 ,后 来 由 户 森 但 尔格 (Luxem- 
burg, W. A. J.P sk S| [EXE BJ ER. 2 o 是 标准 全 
域 中 的 任 一 个 集 族 , 则 pO MOH (ALAC MIS 
YC)—U(U AAC ox 分 别称 为 -x 的 交 单 子 与 
FET: 

Æ (halo) — BD" 5 F”. 

银河 (galaxy) 相互 距离 为 有 限 的 点 构成 的 集 
SZ, 设 "R 是 超 实数 域 ,a€ `R, R 中 与 a 距离 为 有 
限 的 点 构成 的 集合 称 为 a 所 在 的 银河 , 记 为 Gal(a) 
KGa). X 是 度量 空间 , 则 在 *X 中 也 可 类 似 地 
定义 银河 概念 . 任意 两 个 银河 或 者 相等 或 者 不 交 . 银 
河 G(0) 是 有 限 超 实 数 之 集 . 容易 证 明 , 银 河 G (0) 
E'R 的 子 环 , 即 有 限 超 实数 的 和 、 差 、 积 仍然 是 有 限 

标准 部 分 公理 (standard part axiom) 关于 有 
限 超 实 数 与 标准 实数 之 间 关 系 的 一 个 公理 . 该 公理 
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断言 : 超 实 数 域 "R 中 每 个 有 限 数 无 限 接近 于 惟一 的 

标准 部 分 定理 (standard part theorem) 关于 
有 限 超 实数 与 实数 的 关系 的 一 个 定理 . 该 定理 断言 : 
使 得 x 与 r 无 限 接近 , 记 为 r= 二 st (xz) 或 r= 二 "x.r 称 
为 x 的 标准 部 分 . 

标准 部 分 (standard part) ” 亦 称 影 . 见 “ 标 准 部 
TEH”. Wr y 是 任意 两 个 有 限 超 实数 , 则 它们 的 
标准 部 分 之 间 有 下 列 关 系 : 

l. stCz4- 2 2st (xz) 十 st(y). 

2. st(x—y)=st(r)—st(y). 

3. st zy) — st Cx)st Cy). 

以 上 三 条 说 明 标 准 部 分 函数 是 环 G COD SCC 
域 上 的 同 态 . 

4. Æ stCy) 关 0, 则 st(z/ y) = st(z=)/st(y). 

5. 若 y= 二 YX, 则 st(y) 二 VstCr). 

6. Æ z< y, M] st(>)<st(y). 

X (shadow) 即 “ 标 准 部 分 ” 

标准 部 分 映射 (standard part map) 有 限 超 实 
数 集 到 实数 集 的 一 个 映射 . 设 Fin C FOJÉ DES 
超 实数 集 , 则 映射 st; Fin RJR, st(y)=2,4H8 
仅 当 zsy, 称 为 标准 部 分 映射 .z 称 为 y 的 标准 部 
分 . 这 个 概念 可 推广 到 一 般 拓扑 空间 . 设 X 是 拓扑 
= [Aa], " XE X 的 自然 扩张 ,ns( X) * X 中 的 一 切 
近 标 准点 集 , 则 映射 st:ns( XD Xo stCy) = =, 4 
且 仅 当 zy, 即 > 属于 z 的 单子 , 称 为 标准 部 分 映 
Bf. 

超 实数 存在 定理 (existence theorem for hyper- 
real numbers) 关于 超 实 数 存 在 的 一 个 定理 . 该 定 
理 断 言 : 设 R 是 实数 域 , 则 存在 R 的 有 序 域 扩张 "R 
K * 映射 ,满足 超 实数 公理 A 到 公理 D. 

超 实 数 域 的 惟一 性 定理 (uniqueness theorem 
for hyperreal number field) 关于 超 实 数 域 惟 一 性 
的 定理 . 该 定理 断言 :满足 超 实数 公理 A IAHE, 
JFH.'R 的 基数 是 第 一 个 非 可 数 的 不 可 达 基 数 时 ， 
(R.R, sx ) 在 精确 到 同 构 的 意义 下 是 惟一 的 . 

超 结 构 的 初等 部 分 (elementary part of super- 
structure) 超 结 构 的 个 体 集 及 个 体 集 上 的 一 切 n 
(n 王 1,2,…) 元 关系 构成 的 子 集合 . 设 V(R) 是 以 R 
为 个 体 集 的 超 结构 ,其 子 集 

RU Ù ZR") 
称 为 超 结 构 V(R) 的 初等 部 分 ,其 中 A(R") AER" 的 
A. 

“映射 的 初等 部 分 (elementary part of * -map ) 
“上 映射 在 超 结构 的 初等 部 分 上 的 局 限 .“ 映 射 是 ”: 
7Y(R) 一 “Y(CR),“ 映 射 的 初等 部 分 是 : 
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 JARU UU Z(D-—" V(QD,JGO— "x. 
n=] 


初等 扩张 原理 (elementary extension principle) 
转换 原理 在 "映射 的 初等 部 分 的 局 限 . 转换 原理 就 
是 :Y(CR) 中 的 句子 2 在 Y(CR) 中 为 真 , 当 且 仅 当 "9 
在 “Y(R) 中 为 真 . 初等 扩张 原理 断言 :V(R) 的 初等 
部 分 中 的 句子 , 即 R 的 一 阶 谓词 中 的 句子 在 R 中 为 
R, MHEN’ E'R 中 为 真 . 超 结构 的 初等 部 分 、 
“上 映射 的 初等 部 分 及 初等 扩张 原理 是 开 斯 勒 
(Keisler,H. J. ) F 1976 年 在 (无穷 小 分 析 基 础 》 一 
书 中 提出 的 . 

扩张 定理 (extension theorem) 超 实数 域 到 超 
结构 的 扩张 定理 . 该 定理 断言 : 设 (R，R, * ) 满 足 超 
实数 公理 A 到 公理 D, 则 存在 超 绪 构 通信 * VCR) 
—V(* R), 满 足 转 换 原 理 并 且 前 面 的 * 映射 是 后 面 
HJ x 映射 的 初等 部 分 . 

fl #0 AY #8 Zk T4 HR A (saturated superstructure 
embedding) 具有 饱和 性 的 超 结构 能 人 . — 1 #8 Z 
MJ EA, * :VC(R) 一 VC*R) 称 为 是 饱和 的 , 若 其 基数 
小 于 *R 的 基数 的 由 内 集 构 成 的 族 X 的 每 个 有 限 子 
集 有 非 空 交 , 则 X 有 非 空 交 . 

H Zh MJ Hk M Ze ZE BË (existence theorem for 
superstructure embeddings) > F 8 £i 44 Bx A Ze 
在 性 的 定理 . 该 定理 断言 :存在 满足 转换 原理 的 超 结 
FIERA * :V(R)—>V CR). 

Së Z5 14 HR À HE — TEZE JB (uniqueness theorem 
for superstructure embeddings) > TF 8 Z# ÀJ gx A 
惟一 性 的 定理 . 该 定理 断言 :在 精确 到 同 构 的 意义 
下 ,存在 惟一 的 超 结构 嵌入 * :V(R) > VCR), ## 
得 : 

l. * 满足 转换 原理 . 

2. * 是 饱和 的 . 

3. * R 与 所 有 内 集 的 族 的 基数 均 为 第 一 个 非 可 
数 的 不 可 达 基 数 . 

序列 有 界 的 非 标准 特征 (the nonstandard char- 
acterization of bounded sequences) ”用 序列 元 素 的 
有 限 性 刻画 序列 的 有 界 性 . 实数 序列 {c,} 有 界 , 当 且 
仅 当 其 自然 扩张 {a,) 的 每 个 元 素 有 限 . 

序列 的 极限 点 的 非 标准 特征 (the nonstandard 
characterization of the limit points of sequences) 
用 序列 的 无 限 远 处 的 项 刻画 序列 的 极限 点 . Dk (a) 
是 实数 序列 ,a 是 它 的 极限 点 当 且 仅 当 存在 无 限 大 
ARM n 有 aca,. 

序列 收敛 的 非 标准 特征 (the nonstandard char- 
acterzation of the convergence of a sequence) 用 
序列 的 无 限 远 处 的 项 刻画 序列 的 极限 . 实数 序列 
(a, VÀ a 为 极限 当 且 仅 当 对 于 每 个 无 限 大 的 下 标 n. 
zxa. 在 这 个 命题 中 ,人 们 用 到 了 两 个 序列 :一 个 是 
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通常 的 实数 序列 (a,},en; 男 一 个 是 这 个 序列 在 非 标 
EER U 中 的 * f iae “nN, 通常 也 简 记 为 (4a,}. 

二 重 序 列 收 钱 的 非 标 准 特征 (the nonstandard 
characterization of the convergence of double se- 
quences) ”用 二 重 序 列 的 无 限 远 处 的 项 刻画 它 的 极 
限 . 二 重 实数 序列 {a} 收敛 到 a 的 充分 必要 条 件 是 
对 所 有 无 限 大 自然 数 n,m, 有 ima. 

函数 在 一 点 处 有 界 的 非 标 准 特征 (the nonstan- 
dardcharacterization of the boundedness of a func- 
tion at a point) 用 函数 在 一 个 点 的 单子 内 的 有 限 
性 刻画 它 在 该 点 某 邻 域内 的 有 界 性 . 实 函数 f Co E 
zo 有 界 ( 即 AGO TE ze 的 某 邻 域内 有 界 ), 当 且 仅 当 
RB ER SEC f Co TE zo 的 单子 内 有 限 . 

极限 的 非 标准 特征 (the nonstandard character- 
ization of limit) 用 无 限 接近 刻画 函数 的 极限 . iz 

m7 B5) 
当 且 仅 当 era, Ff za," f(x). 

级 数 收 敛 的 非 标准 特征 (the nonstandard char- 
用 无 限 接近 和 刻 


acterization of series convergence) 


i Zt c 6 fc HE. 级 数 
2 

收敛 到 $S, 当 上 且 仅 当 对 任意 正 无 限 大 整数 H. S 

ea, tart Han BK 


收敛 , 当 且 仅 当 对 于 所 有 正 无 限 大 整数 ALK, 
=< E ay *** T ak7z0. 

iE BJ SE BR AE d$ GE (the nonstandard character- 
ization of continuity) 用 无 限 接近 刻画 函数 的 连续 
PE. 函数 f:R 一 R 在 点 aER 连续 , 当 且 仅 当 对 每 个 
ra, H * f z)== f (a). | 

— SN XE SE BJ SE #R AE Sr E (the nonstandard 
charcterization of uniform continuity) 用 无 限 接近 
刻画 函数 的 一 致 连续 性 . 函数 / :R—R 在 集合 4 上 是 
一 致 连续 的 , 当 且 仅 当 zz € A, xf DN," f e) 
as" f(z"). 

#8 SE rh fal f& E EB (hyperreal intermediate value 
theorem) 超 实 连续 函数 (连续 函数 的 自然 扩张 ) 仍 
具有 中 值 性 . 该 定理 断言 : 设 旺 数 了 EKHI ÉES, 
Zu "7,Zz<y 并且 对 任意 的 xE "H, HS u 在 
FOAM fy) ZI WATE € “Lay lA fle) =u. 

#4 SE Ex B AE RB (Chyperreal extreme value theo- 
rem) 超 实 连续 函数 仍 具 有 最 值 性 . 该 定理 断言 : 设 
函数 了 在 区 间 了 上 连续 ,z,yE " Io y WEBER 
E 区 间 Lis E J 有 最 大 值 和 最 小 值 ， 即 存在 之 1 922 
€'I,rxzXyruz my ER a E CaA 


最 值 定理 是 开 斯 勒 (Keisler,H.J. ) 在 他 的 《无 限 小 微 
积分 基础 ;一 书 中 使 用 的 名 称 . 从 内 容 来 看 , 称 为 超 实 
连续 函数 或 连续 函数 的 自然 扩张 的 中 间 值 定理 及 最 
值 定 理 较为 切 题 . 为 了 查阅 文献 方便 起 见 , 这 里 仍 保 
持原 名 称 . 

S 连续 (S-continuity) 超 实 数 域 上 的 函数 的 一 
种 连续 性 . 函数 f: "R— RE RGEC `R E S 连续 的 ， 
当 且 仅 当 对 于 每 个 PE RUE pezq W| fCpo e f (q). 
若 f 在 每 个 点 ag€ 4 上 S 连续 , 则 称 f 在 4 上 S 连 
续 . 应 用 S 连续 的 概念 ,可 把 连续 性 及 一 致 连续 性 的 
特征 简 述 如 下 :函数 了 在 4 上 是 连续 的 , 当 且 仅 当 "7 
在 A ES 连续 ;函数 了 在 4 上 是 一 致 连续 的 , 当 且 仅 
34" f fE" A E S 连续 .S 连续 的 概念 可 以 推广 到 超度 
量 空间 ( 即 度量 空间 的 自然 扩张 ), 设 XX,T 是 两 个 度 
量 空间 ,f:"X 一 *T,g€ * X. WFR p€ Xp 
xq WS Cp) 22 f (q0 BAR f 在 点 4 J& S 连续 的 . 
这 个 概念 是 鲁 宾 孙 (Robinson,A. ) 在 他 的 专著 《 非 标 
准 分 析 》 中 引进 的 ,后 来 戴 维 斯 (Davis , M. D. ) 在 他 
的 《应 用 非 标准 分 析 》 中 也 用 到 了 这 个 概念 ,但 他 把 它 
称 为 微 连续 . 

PIB (microcontinuity) 见 “s 连续 ”. 

"ÆC -continuity) 超 实数 域 上 的 函数 的 另 
一 种 连续 性 . 函数 f:“R 一 'R 在 点 gE"R 是 "连续 
的 , 当 且 仅 当 对 于 任意 给 定 的 正 超 实数 s, 存 在 一 个 正 
超 实数 6, 使 得 当 |p 一 g | 二 6,pE'R 时 ,有 

Z (2) — fA. 
BA, WR SER EER, MS ER 上 “连续 .但 S 
连续 与 “连续 不 可 比较 . 例如 ,函数 SC) ERE 
“连续 ,但 不 是 S 连续 的 . Tu PS AX 
0 (zx 0), 

EE 9 ` (z D> 0); 
其 中 7 是 一 个 正 无 限 小 超 实 数 ,在 z= 二 0 RS 连续 
的 ,但 不 是 "连续 的 . 

sf 连续 (e6-continuity) ”超度 量 空间 中 的 一 种 
连续 性 . RAM S: Xo T, HP X.T 是 度量 空间 ， 
"X T PME XT 的 目 然 扩张 . 知 对 任意 实数 e> 
0, 存 在 实数 6 汪 >0, 使 得 对 所 有 pC * X, RC.) 
<O 就 有 PCLf(p) SE, DIER PBR f E q fi eó XE 
续 的 . 如 果 / 在 g 处 是 ed 连续 的 , 则 了 在 a AFE S 连 
续 的 . 但 其 逆 不 成 立 . 例如 函数 

0 (=w==“< 0), 
Poner qb 
JE S 连续 的 ,但 非 eo 连续 . BD S YE ZE— RMA Zu WÑ eó 
连续 ,但 对 于 内 函数 来 说 ,9 连续 蕴涵 eó 连续 . 

RJ $X es S BJ SE ERE T GE (the nonstandard char- 
acterization of differentiable function) FH # Fg BJ 
无 限 接近 刻画 函数 的 导数 . PRG IRR 在 点 a € R 


非 标 准 微 积分 


有 导数 f' (a), M EUM 
fe — o ds Cig: 
对 所 有 rara WW. 

无 限 小 增 量 定理 (infinitesimal increment theo- 
rem) #87) X PK 2X BJ 8 Eb E FE. 该 定理 断言 : 设 y 
= f z) & SC ARM P GO fr TEJE H. Ar 是 非 零 无 限 小 ， 
WW Ay— f (z=É)A=+#Azr=dy+ Ax, HP e 是 某 个 无 
限 小 . 注意 ,此 处 与 标准 分 析 中 不 同 的 是 ,这 里 的 < 是 
一 个 无 限 小 的 数 , 而 在 标准 分 析 中 ,es 是 一 个 无 限 小 
变量 . 

超 实 中 值 定 理 (hyperreal mean value theorem) 
ie FY ok BR a AY AE oe BR. 该 定理 断言 : 设 实 函 数 了 在 
区 间 了 工 的 内 部 可 微 ,z,yE Iry, MEE z € `R, 
ee A 有 


f'(z) = Jo Sa 
YTT | 
RJ 48 gg Sr BJ dE ER EHS fiE (the nonstandard char- 


acterization of integrable function) 用 无 限 求 和 刻 
画 PRAY A). 函数 f:la,b]—R Elab] EE TEXE 
积分 


| f(z)dz, 
当 且 仅 当 
b $e 
| aide $1 fio — x2) 
a pem 


XT bx [8] N [a ,bj 上 的 每 个 无 限 细 分 ( 即 xii 7921) BM.» 
其 中 4 是 无 限 大 自然 数 . 
无 限 和 定理 (infinite sum theorem) 
与 其 原 函 数 关 系 的 定理 . 设 : 
1.h(z) 是 区 间 [La,6] 上 的 实 连续 函数 ，; 
2. B(u,w) 是 实 消 数 , 具 有 可 加 性 质 . 
Blu,w)= B(u ,v)--BG;w) 
Cuxiu<w,u,v,wE [a,b ]); 
3. 对 "[a,o] 的 任意 无 限 小 子 区 间 Lz,z 十 Az]， 
B(xr,r- Ar) 
Ax 


连续 函数 


zz hr); 


D BC(a,52— | A Gods. 


非 正 常 积 分 的 非 标准 特征 (the nonstandard 
characterization of improper integrals) 用 无 限 接 
近 刻 画 无 界 实 函 数 及 无 限 区 间 上 实 范 数 的 积分 的 收 
AFE. BI. 

1. RA / TESEJT EX IR] [a , 5) EER , 3E IE AR 
分 


| Gdns lim | f Godz 
a u-bJa 


收敛 的 充分 必要 条 件 是 存在 常数 工 , 对 任意 的 
u«b,u7cb,H | fdr =s L. 非 正 常 积分 
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| food — lim | / Gd 

发 散 到 十 ce 的 充分 必要 条 件 是 对 任意 的 
u-b, ub, | Sade 


是 正 无 限 大 数 . 
2. WE PR. f Ela, - 090 EER, 3E TE RAR 


MESE = lim [Sdz 
d ， us ood a 


收敛 的 充分 必要 条 件 是 存在 常数 工 , 对 任意 正 无 限 大 
H, 


MISSE == L. 
非 正 常 积分 
MESE = lim | (ade 
发 散 到 十 ce 的 充分 必要 条 件 是 对 任意 无 限 大 H, 


| Fdz 
是 正 无 限 大 . 
超 实 向 量 (hyperreal vectors) 分 量 为 超 实数 
B5 m Et. Ww dı ,05 à, € * R, M [p] & (asaz, gét ZE 
PRA ER SE [n] E. 


Fc BR jv fo) Æ Cinfinitesimal vectors) 长 度 为 无 
限 小 的 超 实数 向 量 . 超 实 数 向 量 4 称 为 无 限 小 向 量 、 
有 限 向 量 或 无 限 大 向 量 , 如 果 它 的 长 度 |41 分 别 是 无 
限 小 .有 限 的 或 无 限 大 . 

无 限 大 向 量 (infinite vectors) 


非 标准 拓扑 


非 标 准 拓扑 Cnonstandard topology) 在 非 标 
准 全 域 中 展开 的 拓扑 学 . 正 像 使 用 无 限 小 数 和 无 限 
大 数 可 使 微 积 分 的 基本 概念 更 加 直观 ,推理 更 加 简 
明 一 样 ,在 非 标 准 全 域 中 展开 拓扑 学 ,使 用 单子 及 饱 
和 性 可 使 拓扑 学 的 基本 概念 更 加 直观 ,推理 更 加 简 
SS WOX.0Od— dde HX 是 任 一 非 空 集 
合 ,z 是 X 上 的 拓扑 人 rz 是 X 的 一 些 子 集 构 成 的 族 ， 
os eA X 属于 z, 3F B. z 对 有 限 交 和 任意 并 封 
A). 设 空间 X 及 实数 集合 R 都 是 标准 全 域 V(S) 的 
TEE SKETE. 并 设 相 应 的 非 标 准 全 域 "“V(S) 是 
多 饱和 的 , 即 基 数 不 超 过 标准 全 域 V(S) 的 基数 并 
ee .更 确切 地 
说 ,三 A.C VS), {Ae RAA RZE, AHJ 
veer M. A; e AD. D, X TE 
“V(S) 中 的 自然 扩张 "*X Æ X 的 一 个 合适 的 非 标 准 
模型 . 设 acX.WpX 的 子 集 
M(a) =f) !'*O|a € OFF B O € 72} 
RA a ATF. X =€ Ma) HE x 近 于 a 或 近 标 
904 


见 “ 无 限 小 向 量 ”. 


ETF a 所 有 近 标 准点 的 集合 记 为 

ns(*X) = {x E€ *X|3a € X,z € M(a)}. 
用 单子 可 以 成 功 地 描述 “邻近 ”这 个 概念 . 由 开 集 的 
定义 可 知 , 一 个 集合 是 开 集 当 且 仅 当 它 的 每 一 个 点 
是 它 的 内 点 (点 a 为 集合 4 的 内 点 , 当 且 仪 当 A4 是 
a 的 一 个 邻 域 , 即 存在 OEr, 使 得 aEOC4), 这 反 
映 了 开 集 是 包含 它 的 每 一 个 点 的 “邻近 ”所 有 点 的 集 
合 . 使 用 单子 概念 ,可 以 更 直观 地 说 成 :集合 4 是 开 
£ `4 B. íM 4 * A 中 的 每 个 标准 点 的 单子 包括 在 A 
中 , 即 设 AC X. A 是 开 集 当 且 仅 当 Ya € A, Ma) 
C'A. SST, A 是 开 集 并 且 a € 4, 则 由 单子 的 
EX Maa RZ. 4 不 是 开 集 , 则 存在 4a€ 
4,a 不 是 4 的 内 点 , 即 a 的 每 个 开 邻 域 O 与 4 的 余 
AI ac dE :O (1 AAD. 显然 集 族 

(*Of|*A'lac O,O € rj 
具有 有 限 交 性 质 . 由 多 饱和 性 . 
NON tA lac OO0ETFA o, 
这 个 集合 中 的 任 一 元 素 属于 M(a), 但 不 属于 "A. 

再 如 函数 的 连续 性 , 它 的 直观 意义 是 把 邻近 的 
点 映 为 邻近 的 点 .标准 的 定义 如 下 : 设 (X,” )，(Y， 
UEAN, S XY, S EA a EH 
仅 当 对 任意 的 VES Cf (a))(f(a) 的 邻 域 系 ) ,存在 
TET (a)(a 的 邻 域 系 ), 使 得 UO CU. 这 类 似 于 
用 se 来 描述 实 连续 函数 . 使 用 单子 及 饱和 性 可 直 
接 陈 述 为 :了 在 点 a E, HERK SMM 
(f(a)), 即 把 单子 映 到 单子 内 . 非 标 准 方法 在 研究 
拓扑 空间 的 紧 性 方面 有 更 大 的 优点 .可 以 证 明 ,拓扑 

空间 X 是 紧 的 当 且 仅 当 "X 的 所 有 点 是 近 标 准点 . 
这 就 把 开 集 覆盖 的 性 质 转 化 为 点 集 的 性 质 . 利用 这 
个 性 质 , 很 容易 证 明 与 紧 性 有 关 的 定理 ,例如 , 吉 洪 
诺 夫 定理 一 一 紧 空 间 的 乘积 仍 是 紧 空间 . 

开 集 的 非 标 准 特征 (the nonstandard character- 
ization of open sets) 用 单子 刻画 开 集 . 设 4 是 拓 
扑 空 间 X 的 一 个 子 集 , 则 A 是 开 集 , 当 且 仅 当 对 每 

个 aeE4, 其 单子 hf(Ca)C A. 

闭 集 的 非 标准 特征 (the nonstandard character- 
ization of closed sets) “用 无 限 接近 刻画 闭 集 . 设 A 
是 拓扑 空间 X 的 一 个 子 集 , 则 A 是 闭 集 , 当 且 仅 当 
a€ X 无 限 接近 于 某 个 zE AN. A AEA. 

闭 包 的 非 标 准 特征 (the nonstandard character- 
ization of closure) 用 单子 刻画 闭 包 . i 4 是 拓扑 
空间 X 的 一 个 子 集 , 点 a 属于 A 的 闭 包 A 当 且 仅 
4 a 的 单子 M(a) 与 "4 的 交 非 空 

聚 点 的 非 标 准 特征 (the nonstandard character- 
ization of accumulation points) 用 单子 刻画 聚 点 . 
设 4 是 拓扑 空间 X 内 的 一 个 子 集 , 则 xz 是 4 BJ SŠ 
A HHN r 的 单子 M(x) 至 少 包 含 一 个 点 z 
eod a 


po] W Sr RJ dE Ex AE f$ GE (the nonstandard charac- 
terization of net convergence) 用 单子 刻画 网 收 
SX. 拓扑 空间 X PRPS, re J} GEI # J 到 拓扑 
空间 X BRDU ME a, 4AM AMR OE IV 
有 f(b)EM(a), 其 中 Maka 的 单子 . 

网 的 聚 点 的 非 标准 特征 (the nonstandard char- 
acterization of cluster points of nets) ”用 单子 刻画 
网 的 聚 点 . X CS, in € 是 拓扑 空间 X 中 的 一 个 网 
( 定 问 集 J 到 拓扑 空间 X 内 的 映射 ), 则 a ERS, | 
nE ERARE UER RRA nE JV, 
有 /@) C Ma) E RM(a)E a 的 单子 . 

边界 的 非 标准 特征 (the nonstandard character: 
ization of boundary) 用 单子 刻画 边界 点 . 设 4 是 
拓扑 空间 X 的 一 个 子 集 ,点 4 属于 A 的 边界 , 当 且 
仅 当 a 的 单子 M(a) 和 "A K * CXNAO) S= XV A 都 有 
Ads. 

紧 集 的 非 标准 特征 (the nonstandard character- 
ization of compact sets) 用 无 限 接 近 刻 画 紧 集 . iz 
A 是 拓扑 空间 X 的 一 个 子 集 , 则 4 是 紧 集 , 当 且 仅 
34" 4 的 每 个 点 无 限 接近 于 A 的 某 个 点 . 

紧 空 间 的 非 标准 特征 (the nonstandard charac- 
terization of compact spaces) 用 近 标 准点 刻画 拓 
扑 空间 的 紧 性 . 拓扑 空间 和 BAH. SAMY XW 
所 有 点 是 近 标 准点 , 即 "X 的 每 一 点 无 限 接近 于 X 
的 茶 个 点 ， 

豪 斯 多 夫 空 间 的 非 标准 特征 (the nonstandard 
characterization of Hausdorff spaces) 用 单子 刻画 
豪 斯 多 夫 空 间 . 拓扑 空间 X 是 豪 斯 多 夫 空 间 , 当 且 
仅 当 不 同 点 的 单子 不 交 ， 

正则 空间 的 非 标准 特征 (the nonstandard char- 
acterization of regular spaces) ”用 单子 刻画 拓扑 空 
间 的 正则 性 . 拓扑 空间 (X,r) 是 正则 的 充分 必要 条 
FEX 中 的 每 一 闵 集 S$ MX\S 中 的 每 一 点 a 有 
MONMa)= Ø, E MaE a 的 单子 ， 

M(S)-[f|(* A€Er|SCA). 

正规 空间 的 非 标准 特征 (the nonstandard char- 
acterization of normal spaces) 用 单子 刻画 拓扑 空 
间 的 正规 性 . 拓扑 空间 (CX,r) 是 正规 的 充分 必要 条 
件 是 ,X 中 的 任意 两 个 不 相交 的 闭 集 S S: 的 单子 
不 交 , 即 MS, TMS, 

M(S)=f\{* A|AE€r,S;CA}. 

乘积 拓扑 的 非 标 准 特 征 (the nonstandard char- 
acterization of the product topology) ”用 无 限 接近 
刻画 乘积 拓扑 . 设 和 X 是 X;(i1E7) 的 乘积 拓扑 空间 ,ff 
€ X,g€ ' Xlll gaf 4 BAX ERE C€ IB gG) 
^ fC), BIS AA lB] RPN T SG ER FEE , SHAE 
们 的 各 坐标 无 限 接近 . 利用 紧 性 及 乘积 拓扑 的 非 标 


ZZ 标准 拓 Fh 


HE Re TE ,很 容易 证 明 吉 洪 诺 夫 定理 一 一 紧 空 间 的 乘 
积 仍 是 紧 空 间 . 

Q H ¢h(Q-topology) 超 拓扑 空间 ( 即 拓扑 空 
间 的 自然 扩张 ) 中 的 一 种 拓扑 . 设 (X,r) 是 一 个 拓扑 
空间 . X 的 内 开 子 集 ( 即 *z 的 元 素 ) 构 成 *X 的 一 
个 拓扑 基 ,这 个 基 对 应 的 拓扑 称 为 "和 X 的 Q@ 拓 扑 . 相 
应 的 拓扑 概念 都 冠 以 字母 Q. 例如,Q 开 集 ,Q 内 部 ， 
Q 边界 ,Q 连续 等 . 一般 地 ,*X BJ N JF £ +J pk" X 
的 拓扑 ,因为 可 能 有 些 内 开 集 的 并 不 是 内 集 . 例如 ， 
一 个 单子 内 的 所 有 内 开 集 的 并 是 这 个 单子 ,但 单子 
一 般 不 是 内 集 . 可 是 *X 和 空 集 都 是 内 开 集 ,并 且 任 
意 两 个 内 开 集 的 交 仍 是 内 开 集 , 即 "X 的 内 开 子 集 
FJ X 的 一 个 拓扑 基 . 

S 拓扑 (S-topology) 超度 量 空间 ( 即 度量 空间 
的 自然 扩张 ) 中 的 一 种 拓扑 . 设 T 是 度量 空间 ,其 度 
量 为 0. 设 PE 7T,rER 正 实数 集合 ), 则 集合 
SO») =E Tle PQN 称 为 一 个 S ER. 容易 
WEBB. Bj S 球 的 交 中 的 任 一 点 都 是 这 个 交 之 中 的 
男 一 个 S 球 的 中 心 .于 是 诸 S 球 构 成 一 个 拓扑 基 ， 
其 相应 的 拓扑 称 为 “7 了 的 S 拓扑 .相应 的 拓扑 概念 
均 冠 以 字母 S. 例如,S 开 集 ,S 内 部 ,S 边界 ,S 极 
限 ,S 连续 等 .因为 度量 空间 是 拓扑 空间 ,所 以 超度 
量 空间 中 还 有 超 折 扑 空 间 中 的 Q 拓扑 .一 般 地 ,Q 
拓扑 比 S 拓扑 更 精细 .事实 上 人 中 的 Q 拓扑 可 以 
看 成 以 “7T 中 的 开 球 的 集 为 基 的 拓扑 . 设 DD 是 “7T 中 
的 一 个 内 开 集 , 则 对 于 每 个 点 p ED, 存 在 一 个 以 p 
AY BU sr © R ( 超 正 实数 集合 ?为 半径 的 开 球 B. 
使 BCD, 而 DD 就 是 所 有 这 种 开 球 的 并 . 因为 每 个 S 
球 可 以 看 成 一 些 开 球 的 并 ,所 以 每 个 S$ JF $E E: Q JF 
集 . 

S 极限 (CS-limit) 在 S 拓扑 下 的 极限 . 设 也 数 
f(x) 定义 在 D 上 ,DCT, 取 值 在 $S 中 ,T,S HER 
gall. pe DH S Bl g ih fJ — T a , #K S 中 的 点 
s 4 > 8 J pW SONS 极限 ,如 果 对 每 一 个 标 
HE SCC s>0, 存 在 一 个 标准 实数 00. ETE DN( p) 
PAAR q E op. q0 «0, W) oi f(g) s) «e. 


Yr £x ZE A (near standard points) 指 与 标准 点 
无 限 返 近 的 点 . 设 (X,r) 是 一 个 拓扑 空间 ,“ 了 是 X 


FE" 映射 下 的 像 ,p EX 中 的 一 个 点 ,大 存在 X 中 
HJ zx q. TE A p 无限 接近 9g, 则 称 p 是 近 标 准点 . 否 
Wi, p PKA X6 SA. 

Ei A (remote points) 见 “ 近 标准 点 ” 

遥远 性 定理 (remoteness theorem) 关于 遥远 
点 存在 性 的 一 个 定理 . 该 定理 断言 : 设 {p,1nE€*N) 
KX 中 的 一 个 内 点 列 ,r>0 为 实数 , 若 对 于 一 
JFRGREN*) Pp pdr, WER n€ "N. 
p. FEE. 简单 地 说 , 带 有 限 下 标的 项 之 间距 离 
大 于 某 个 正 实数 的 内 序列 之 中 必 有 遥远 点 . 
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dE 标准 分 析 

度量 空间 中 柯 西 列 的 非 标准 特征 (nonstandard 
characterization of Cauchy sequences of metric 
spaces) ”用 无 限 接近 刻画 度量 空间 中 的 柯 西 列 . 度 
量 空间 中 的 点 列 {S;} 是 柯 西 列 当 且 仅 当 对 任意 的 v， 
B€ NN, 有 Ses, HIT RS Bh — 一 个 点 列 是 柯 
西 列 当 且 仅 当 它 的 带 无 限 下 标的 项 相互 无 限 接近 . 

度量 空间 的 完备 性 的 非 标准 特征 (nonstandard 
characterization of completeness of metric spaces ) 
用 非 近 标准 点 刻画 度量 空间 的 完备 性 .度量 空间 X 
是 完备 的 当 且 仪 当 "X 的 每 个 非 近 标 准点 与 X 隔 
离 , 即 对 于 "X 的 每 个 非 近 标 准点 p, 存 在 正 实数 x， 
使 得 o(p, Kin, 

度量 空间 中 有 界 集 的 非 标准 特征 (nonstandard 
characterization of bounded subsets of metric 
spaces) 用 有 限 性 刻画 有 界 性 . 度量 空间 X 的 子 集 
B 是 有 界 的 当 且 仅 当 *B 的 每 个 元 素 是 有 限 的 (p 
€ “X 是 有 限 点 当 且 仅 当 存在 g€ X E p(p q) JE 
有 限 的 ). 由 紧 集 及 有 界 集 的 非 标准 特征 ,容易 看 出 ， 
在 度量 空间 中 紧 集 是 有 界 的 . 

等 度 连续 的 非 标准 特征 (nonstandard charac- 
terization of equicontinuity) ”用 SS 连续 刻画 等 度 连 
续 . 设 X,7 是 两 个 度量 空间 , f, XT, RAAI Sn) 
TE X 上 是 等 度 连续 的 , 当 且 仅 当 对 于 每 个 zz E'N, 
f, fE" X ES 连续. 

JB 1 E ZË (approximation theorem ) HI Pj PR 
JOB Xr e BE pR $K BJ — 4 =E PR. 该 定理 断言 : 设 X 和 
T 均 为 度量 空间 ,X BAW. SJ: X>'T ESEZ 
的 内 函数 ,并 且 对 于 一 切 p€EX,f(p) 是 近 标 准 的 ， 
BOF(p)=st(f(p)) PEX) M EZ XZ LES, 
而 且 对 于 每 个 PE `X," FORE)». 


非 标 准 测 度 论 


非 标准 测度 论 (Cnonstandard measure theory?) 
建立 在 非 标准 全 域 上 的 测度 理论 . 非 标准 测度 论 的 
发 展 可 分 为 三 个 阶段 

第 一 阶段 是 20 世纪 60 年 代 , 鲁 宾 孙 (Robin- 
son, A. ) 给 出 了 实数 集合 勒 贝 格 可 测 的 非 标准 特 
征 :实数 集合 A 是 勒 贝 格 可 测 的 , 当 且 仅 当 存在 * 闭 
# FC *R 及 * 开 集 GC*R, 使 得 FC*ACG, 并 且 
“mF )%"m(G). WAY ,m(A)=°C* m(G)). BD 
积分 可 以 表示 为 一 个 超 有 限 求 和 的 标准 部 分 : 设 
fiblo.1]-R 是 勒 贝 格 可 测 的 , f(x) 三 k(x C [ 0, 
1). —k-—y «yc <yr=k E * (—k ,k) WJ — 
4S 3EUB BR AXI] ,y zy a G=051,25°°,H—1), OT 


o H 
| fam = Se maya Fe y 
i=1 


第 二 阶段 是 20 世纪 70 年 代 前 半期 ,瓦特 伯 尔 
354 


格 (Wattenberg,F. ) 及 伯 恩 施 坦 (Bernstein,A.R.) 
用 一 种 特殊 的 计数 测度 来 表示 勒 贝 格 测度 . 设 X 是 
标准 全 域 中 的 任 一 集合 ,S BX 的 一 个 超 有 限于 
EIF X 的 每 个 内 子 集 A.E X 
|A 1) S| 

IS| "' 
其 中 |S| 是 S 的 内 基数 . ANS v. JE" X 的 内 子 集 上 
的 一 个 内 的 可 加 概率 测度 ,其 标准 部 分 是"X 的 
内 子 集 上 的 一 个 标准 的 有 限 可 加 概率 测度 . 可 以 证 
明 ,存在 一 个 SC 0,1), TEE XT ET Bh Dl 4% AT WU 
BCL0,1], 有 

m(B) = °» (* B) = °C 
S 称 为 勒 贝 格 样板 . 

第 三 阶段 是 20 世纪 70 FAR. 3 (Loeb, 
P. AY FASS, 饱和 性 提出 的 一 类 以 内 集 为 支 集 的 测 
度 空 间 理 论 一 一 劳 勃 测度 . 现在 已 广泛 地 应 用 于 测 
度 扩 张 . 测 度 表示 、 随 机 分 析 、 量 子 场 论 等 许多 领域 . 

内 的 有 限 可 加 测度 空间 (internal finitely addi- 
tive measure spaces) 以 内 集 为 支 集 的 有 限 可 加 测 
度 空间 . 设 了 是 内 集 ,-。 是 了 的 内 子 集 构成 的 族 ， 
-eg 是 内 集 并 且 是 一 个 代数 ,同时 vio > R' 是 有 
BR AT NAY A BRST. Y= CY, oY) BRA A OY A RR A 
加 测度 空间 . 

劳 勃 测度 空间 (Loeb measure spaces) 一 类 以 
内 集 为 支 集 的 测度 空间 . 2 Y = (CY, YY) BA 
的 有 限 可 加 测度 空间 . FE Mov: eZ > Rt, CA) 
=°((A)). 容易 证 明 , 存 在 到 ot, ) ( H ox 产生 
的 cc 代数) 的 惟一 的 o B| H£ TK A, W E 

ACB) = inf{*v(A) |B C A,A € ox). 
设 二 (ce ) 是 c(-e) 关 于 测度 4 的 完备 化 ,二 () 是 
到 LOS) AD SK, Wi BE zs] LOY = CY, Low), 
LODIA OY P= 4: 89 25 39) WJ BE 23 [8] , L Coo ) ËR 29 
53 9] o RA LOOPHRA RA SB n] MA, LO) 
PRA 37 JJ UE. 

劳 勃 测度 (Loeb measures) 
|] ". 

[^] iB YT E EË (internal approximation theorem) 
描述 劳 勃 可 测 集 与 内 可 测 集 关 系 的 一 个 定理 . KE 
eR LOY) =(Y,LOY), LY) EH Y=(Y, 
A ,v) f^ ^E AY 3 aM BE zs la], BC Y , WJ B 是 劳动 可 
测 的 充分 必要 条 件 是 存在 一 个 集合 AE .x ,使 得 
(CD)(4AB)=0, 其 中 4AB 是 4 与 五 的 对 称 差 ， 

超 有 限 劳 勃 空 间 (hyperfinite Loeb spaces) 

应 用 广泛 的 一 类 劳 勃 测度 空间 . 其 空间 的 支 集 是 超 
有 限 内 集 的 劳 勃 空间 . 设 Y 是 超 有 限 内 集 ,-x 是 Y 
的 所 有 内 子 集 之 集 ,6:Y 一 "(0,1), 并 且 满 足 


S8) = 1, WA) = 218) (À € o»), 


y€Y y€ A 


WCA) = 


B [1 171515. 


OL “ 5 2) WI BE s 


W Y — Qo 3E — ^ A BY A BR nj Jn PEs [8]. Rc 
XJ u RS 37 2 W JE == Ja] LORA RARE M. 

E ËR it & S i) Chyperfinite counting spaces) 
其 测度 为 计数 测度 的 超 有 限 劳 勃 空间 . GE E 
2$ 80) = [8] rh CS JL“ EB BR Ss Fe A”) 8600 = 1/ 
|Y |, Kp |Y | EY 中 元 素 个 数 ( 即 了 的 内 基数 )， 则 
称 *(4) 王 |4|17IZY| 为 计数 测度 ,其 相应 的 劳 勃 空间 
称 为 超 有 限 计 数 空 间 . 

劳 勃 提升 定理 (Loeb lifting theorem) 描述 外 
PRECES AY PR 2 XR I] — 7 E FE. 该 定理 断言 : 设 f : Y 
一 R, 则 二 是 劳 勃 可 测 的 充分 必要 条 件 是 它 与 某 个 
内 的 o BWR F:Y— R 几乎 处 处 相等 . eR F 
FR PR f 的 一 个 提升 . 

SG Hh) ARS EIB (Loeb integration theorem) #4 
xb u] l| e& AK BJ AR oP 53 E BJ BFL J FAO} RS BJ ZE E. 
该 定理 断言 : 设 f:Y 一 R R rap RA UU eR C, 
F 是 f 的 一 个 有 界 提升 , 则 


| fav, = *| Fa», 


S 测度 4S-measure) ” 超 实 数 集 *R 中 的 一 种 测 
BE. 2 D 33 R 内 的 一 个 点 集 , 它 可 以 是 内 的 或 外 
的 ,假定 存在 R 中 的 可 测 集 已 ,有 DC 五 .定义 万 的 
Sb S 测度 Som (CD) 为 一 切 包含 万 的 标准 开 集 的 测 
度 的 下 确 界 ,DD 的 内 5S 测度 Sim (万 ) 为 包含 于 万 内 
的 一 切 标准 闭 集 的 测度 的 上 确 界 . 02 2 Sim (D) < 
Som (D). ## Sim (D) — Som (D), J fk D Æ S u[ 
测 , 并 且 称 此 共同 值 为 DD BS S 测度 ,用 Sm CD) id 
Z. Aik. BCR, WB E: S 可 测 的 当 且 仅 当 BB 是 
勒 贝 格 可 测 的 ,而 且 其 值 相等 .S 测度 是 鲁 宾 孙 
(Robinson, A. ) F 20 世纪 60 年 代 初 引入 的 . 这 是 
在 劳 勃 测度 出 现 之 前 的 非 标准 测度 论 中 的 主要 


非 标 准 泛 函 分 析 


非 标 准 泛 函 分 析 (Cnonstandard functional anal- 
ysis) 建立 在 非 标准 全 域 上 的 泛 函 分 析 . 非 标准 分 
fr bh. STI Ar Dr EI DN IS T E oner, 
1961 年 非 标准 分 析出 现 ,1966 年 , 伯 恩 施 坦 (Bern- 
stein, A. R. ) 5429) (Robinson, A. ) 用 非 标 准 方 
法 解决 了 一 个 长 期 悬而未决 的 不 变 子 空间 问题 . 20 
世纪 30 年 代 , 冯 。 诺 伊 曼 (von Neumann J. ) #E Bj 
了 希 尔 伯 特 空间 上 的 紧 算 子 具有 非 平 几 的 不 变 子 空 
[E]. 于 是 , 非 紧 算 子 是 否 具 有 不 变 子 空间 的 问题 便 提 
出 来 了 ,但 是 一 直 没 有 大 的 进展 . 1966 年 , 们 恩施 坦 
及 和 鲁 宾 孙 证 明了 : 硅 了 是 希 尔 伯 特 空间 上 的 一 个 
多 项 式 紧 算 子 , 则 2 中 存在 非 平 几 的 空间 五 ,有 
JT'eE C E, 


JF Ex EG Hh A 


非 标准 方法 展现 了 一 种 十 分 美妙 的 思想 , 即 用 
一 个 可 以 使 用 有 限 维 线性 代数 的 结果 的 空间 从 上 面 
3 ir — T 7523 # == fH]. 有 限 维 线 性 代数 中 的 结果 指 
的 是 不 变性 定理 : 设 E F: m 维 的 有 限 维 线性 空间 ， 
人 是 五 上 的 一 个 线性 算 子 , 则 存在 一 个 链 

有 
其 中 dim (E) =i, MRA E, 对 了 是 不 变 的 . MED 
i8 xr 1° 的 空间 是 起 有限 空间 . 设 2 是 7 的 有 限 维 子 
= [a] 2, ELEC * Sve *NNN,dim(E,)= v. DS l 
原理 于 上 述 不 变性 定理 ,可 得 到 一 个 内 序列 
VO) RE BC vs hs 
dim (ED =i, ES E, 对 "7T 是 不 变 的 . 进一步 可 以 证 
明 °E;(j 二 0,1,2,…,v) 是 7? 的 关于 了 不 变 的 闭 线性 
子 空间 ,其 中 
E; = (z € F| FE y € Ej,x o yl. 
最 后 ,可 证 明 上 述 *Ej;(j 二 0,1,2,…,yv) 之 中 至 少 有 
一 个 是 非 平 几 的 . 

伯 因 施 坦 - 鲁 宾 孙 定理 (Bernstein-Robinson 
theorem) 关于 不 变 子 空间 的 一 个 定理 . 该 定理 断 
言 : 设 了 是 希 尔 伯 特 空间 关上 的 一 个 多 项 式 紧 算 
子 ,; 则 2 中 存在 非 10)、 非 7 的 一 个 闭 线性 子 空间 
E,# T(E)C E. 20 世纪 30 (RG + FB (von 
Neumann,J. ) 证 明了 希 尔 伯 特 空间 上 的 紧 算 子 具有 
非 平 凡 的 不 变 子 空间 . 于 是 非 紧 算 子 是 否 具有 不 变 
子 空间 的 问题 便 提出 来 了 ,但 是 一 直 没 有 大 的 进展 . 
1966 年 , 伯 因 施 坦 (Bernstein, A. R.) A $ È Ph 
(Robinson, A. ) 首 先 用 非 标准 分 析 证 明了 上 述 结 
AR. 所 谓 算 子 了 是 多 项 式 紧 的 , 指 T 了 是 有 界线 性 算 
子 并 且 对 某 个 多 项 式 Pl(zx) 二 Co 十 Ciz 十 … 十 Cx” 
(Co Cist C, ECO AFP ERKA. 

J” X ES g AY dE E A SE (nonstandard realiza- 
tion of generalized functions) 把 广义 函数 表示 为 
具体 的 非 标准 分 析 中 的 范 数 . 众所周知 , 像 6 函数 这 
一 类 函数 ,在 应 用 数学 中 是 十 分 有 用 的 ,但 在 标准 分 
析 中 却 不 能 把 它 表 示 为 一 个 具体 的 泪 数 .为 此 , 施 瓦 
Zk Schwarz, H. A. ) 等 人 建立 了 广义 函数 论 , 把 每 
— ó RRUGE X K W E Sit rb e, 
实现 了 这 一 类 函数 的 严格 定义 .在 非 标 准 分 析 中 ,9 
函数 可 以 定义 为 一 个 通常 的 函数 . 例如 aiser, 
其 中 a 是 任意 一 个 正 无 限 大 实数 . xx 6 eR A UT LB 
然 地 进行 加 、 减 、 乘 、 除 等 . 避免 了 在 标准 分 析 中 甚至 
难以 定义 广义 了 涌 数 的 乘法 的 困难 ,从 而 为 广义 函数 
的 研究 开辟 了 一 条 更 好 的 道路 . 


E 稿 冯 汉 桥 MRA S EE X E. 
€ A FAW 吴 小 亚 RLA 康 多 寿 
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小 波 


小 波 分 析 wavelet analysis) ”小 波 分 析 是 近期 
连 皂 发展 起 来 的 新 的 数学 分 支 . 对 数学 以 及 其 他 应 
用 学 科 , 它 都 产生 了 深远 的 影响 . 小 波 分 析 的 出 现 ， 
促进 了 不 同学 科 .不 同 领域 的 交流 ,带动 了 交叉 学 科 
的 发 展 ,这 对 科学 的 繁荣 与 发 展 是 极其 重要 的 . 

20 世纪 80 年 代 初 , 莫 莱 特 (Morlet,J. ) £ À Ë 
次 提出 了 “小波” 的 概念 . 小 波 分 析 的 思想 来 源 于 数 
学 中 的 考 尔 德 伦 - 赞 格 蒙 算 子 、 物 理 中 的 相干 态 、 工 
程 中 的 子 带 编码 等 方面 的 理论 .因此 ,小 波 分 析 的 出 
现 迎 合 了 许多 不 同 背 景 的 科学 家 和 工程 学 家 的 需 
要 ,引起 大 家 的 极 大 兴趣 . 作为 一 种 相当 简单 的 数学 
工具 ,小 波 分 析 广 泛 应 用 于 信号 分 析 、 数 值 分 析 等 领 
域 . 这 些 广泛 的 应 用 进一步 激发 了 人 们 研究 小 波 分 
析 的 兴趣 .在 这 种 情况 下 ,小波 分 析 得 以 迅速 发 展 . 

从 根本 上 讲 , 小 波 分 析 主 要 研究 郴 数 的 表示 :将 
图 数 分 解 为 "基本 基数 "之 和 .“ 基 本 了 晒 数 "是 由 小 波 
经 过 平移 和 伸缩 得 到 的 ,而 小 波 具 有 很 好 的 局 部 性 
和 光滑 性 ,因此 ,人 们 可 以 通过 分 解 系 数 刻画 晴 数 ， 
分 析 函 数 局 部 和 整体 的 性 质 . 在 小 波 分 析出 现 之 前 ， 
人 们 用 人 里 叶 基 、 哈 尔 基 来 分 解 函 数 . 傅 里 叶 基 具有 
很 好 的 光滑 性 ,但 是 局 部 性 很 差 ; 哈 尔 基 局 部 性 很 
好 ,但 光滑 性 很 差 . 而 小 波 基 可 以 弥补 二 者 的 不 足 ， 
兼 有 它们 的 优点 . 人 香里 叶 分 析 适 用 的 范围 ,小 波 分 析 
也 都 适用 ,因为 小 波 基 比 傅 里 叶 基 有 更 优越 的 性 质 ， 
所 以 小 波 分 析 的 应 用 范围 更 广 . 在 信号 分 析 中 ,由 于 
小 波 变换 在 时 域 和 频 域 都 有 很 好 的 局 部 性 ,因此 在 
数据 压缩 与 边缘 检测 方面 ,小 波 分 析 是 一 种 非常 有 
效 的 方法 . 

小 波 分 析 的 发 展 方兴未艾 ,从 事 小 波 分 析 研 究 
的 人 越 来 越 多 . 随 着 研究 的 进一步 深入 ,小 波 分 析 还 
将 被 更 加 广泛 、 更 加 深入 地 应 用 于 理论 数学 、 应 用 数 
学 、 信 号 处 理 . 图 象 处 理 与 分 析 、 语 首 识别 与 合成 .分 
形 等 领域 . 

可 允许 小 波 (admissible wavelet) ” 亦 称 连续 小 
波 或 基 小 波 , 它 是 满足 一 定 条 件 的 定义 在 实 直 线 上 
的 函数 ,用 它 可 以 定义 连续 小 波 变 换 , 进 而 通过 重 构 
公式 来 表示 平方 可 积 函 数 . E BRE (GO € LOO 
y 满足 可 允许 条 件 : 

shox: 7 £ 2 
|. KC de «4-66, 

其 中 Z(E y Ig gimp 26 He, BU 


‘ 1 十 co " 
(£) = —— | pyr)e dz, 
ó +. 


956 


分 本 


Dër %z) 为 可 允许 小 波 , 并 称 


| 
C = on ter cat 


为 可 允许 常数 . 因为 信号 (一 维 ) 和 图 象 ( 二 维 ) 都 可 
用 平方 可 积 函 数 来 表示 ,所 以 可 允许 小 波 在 信和 号 处 
理 和 图 象 处 理 中 具有 基本 的 重要 性 . 

基 小 波 (basic wavelet)” 即 “可 允许 小 波 ”. 


可 允许 条 件 (admissibility condition) IM“ nf 
允许 小 波 ” 
可 人 允许 常数 (admissibility constant) 


BL“ np fo 
许 小 波 ”. | 

连续 小 波 变换 (continuous wavelet transform) 
由 可 允许 小 波 决定 的 变换 . 对 于 一 个 可 允许 小 波 
%(z),Z CR) 上 的 连续 小 波 变 换 定义 为 


o aM NES 
T” f(a,b) = lal] Foal! — 


jae, 

其 中 a,bER,a 关 0,y ARY HREM. SWE 
LR). 这 一 概念 是 格拉 斯 曼 (Grassmann,H.G. ) fl 
Be He FF (Morlet J. ) 在 1984 年 首先 提出 的 . 

连续 小 波 变换 的 重 构 公式 《resolution of the i- 
dentity for continuous wavelet transform) 用 连续 
小 波 表示 函数 的 基本 定理 .一 个 函数 AG € L° (R) 
可 以 由 它 的 连续 小 波 变 换 重 构 出 来 . 关于 一 个 可 允 
许 小 波 VCz) 的 连续 小 波 变换 重 构 公 式 为 


f x) = ore payo Dé (z) dadb 


其 中 g(r) = a| "?9CG—0)/a). 

6 [R E E ERE (bandlimited function) 一 类 特 
殊 的 函数 . 在 频谱 空间 中 所 有 满足 16| 委 C 的 频率 £ 
的 集合 称 为 一 个 频带 ,频谱 位 于 这 个 频带 的 函数 就 
称 为 有 限 带 宽 函 数 . 确切 地 说 , 设 f Ga) € L: (R) FG 
f(z) 的 傅 里 叶 变 换 1 (8) 具有 紧 支 集 , 即 存在 常数 OQ 
0,ff31£[08 f(O=0, Ue f(zx) 为 有 限 带 
Ta PRK. 

i Se US BH E jA (continuous windowed 
Fourier transform) 亦 称 短 时 健 里 叶 变 换 , 它 是 在 
傅 里 叶 变 换 积分 表达 式 的 被 积 函数 之 中 加 上 一 个 窗 
口 函 数 而 成 的 ,通过 重 构 公 式 它 可 以 表示 平方 可 积 
函数 . Z6 5E — TOR e GO € LOEO ,人们 把 关于 
窗口 函数 e OB TE L2 (R) E BUE Sz f] ri 48 H np eR 
定义 为 

了 W. — t)e "dr, 

Rb w,tER, fr) EL’ (R). AUR g Jy Er RA 


g= Qu) je "T f dg wD B RT f 
在 时 间 z, 频 率 w 点 的 局 部 信息 . 

短 Rj fe E H&E 36 (short-time Fourier trans - 
form) 即 “ 连 续 窗 口 傅 里 叶 变 换 ” 

Oe BH SRA Bx (resolution of 
the identity for continuous windowed Fourier 
transform) 连续 窗口 傅 里 叶 变 换 的 一 个 基本 的 定 
H. 一 个 函数 f(x)EL(R) 可 以 由 它 的 连续 窗口 传 
里 叶 变 换 重 构 出 来 . 对 于 一 个 窗口 函数 g GO B) X BE 
fi ART eR, EHARA 


ue A, || T** f Gu yate didis 


HP Ay (ng Q eae 
iS 4E (waning moments) 刻画 图 数 的 一 个 
概念 . 函数 rd tr Sit RI, 


|e fdz = 0 Cl = ROT GE 13:5 


赫 尔 德 连 续 性 (Holder continuity) 刻画 图 数 
光滑 程度 的 一 个 概念 . 如 果 对 函数 f(x), 存 在 常数 
C>>0, 使 对 任意 xy € RH 

AG — fI S Clr — y|, 
ABA RRR f Co) E: a (Oa) YR aR $8 EE SEN)» JF 
PR a 为 赫 尔 德 指数 . 通过 分 布 导数 ,可 以 把 推广 到 
实数 . 信和 号 中 的 高 斯 白 品 声 光 滑 性 很 差 , 替 尔 德 指数 
I =172: 

TE WR ži) E (characterization of regularity ) 

— 4S p& X AY s OR S TB CIS T pR CER 1E DU] FE , BU 32 
滑 性 . 小 波 变 换 的 一 个 重要 性 质 就 是 可 以 刻画 函数 
的 正则 性 . 其 体 表述 为 :如 果 yy(x) 是 一 个 具有 紧 支 
集 的 小 波 , 设 f(x)EZL*(R) 有 界 并 且 连 续 , 那 么 当 且 
仅 当 存在 常数 C 盖 0, 使 

Iz feas e Care 
成 立时 ,了 f(x) 是 a(0 二 a 过 1) 次 赤 尔 德 连 续 的 . 

局 部 赫 尔 德 连续 性 (local Holder continuity) 
用 于 分 析 痕 数 的 局 部 连续 性 的 一 个 概念 . 如 果 对 于 
函数 /xz) ,存在 常数 C 盖 0, 使 对 任意 AER, 有 

dtp — f(z y| = C In], 
JE Z PR PRB f(x) 在 xo 点 是 局 部 a(0 二 a 过 1) 次 赫 尔 
德 连续 的 . 

局 部 正则 性 刻画 (characterization of local reg- 
ularity) ”小 波 变换 可 以 刻画 限 数 的 局 部 光滑 性 ,这 
正 是 可 利用 小 波 变换 检测 奇异 点 的 原因 . 具体 表述 
Aj 9 GOJ&— PAAR Sne, Te RA y 
决定 的 小 波 变换 . POEL (ROA AH AER. AE 
在 > 0 和 0<a<1 WRB RCS 0, fii | 

DI Vra by] = Pid |; 
IN 


|T" f (a ,b aa) < Togo? 


C |a|'^| la |“ + 


小 波 分 HW 


则 FC) FE xo KiE a RARR TE E E W. 

香农 取样 定理 (Shannon sample theorem) 连 
bE AE E KA f(x) 不 能 直接 用 计算 机 处 理 . 选取 
A(z) 在 离散 点 的 值 f(x,), 这 个 过 程 称 为 取样 . 香农 
取样 定理 是 针对 有 限 带 宽 消 数 的 . 该 定理 断言 :如 果 
f(x) 是 有 限 带宽 函数 ,supp /C[ — 0.010270). 
则 f(x) 可 表示 为 

sin (Nr — nt 

PECORE 


J Cry = 


如 果 取 N= x, WI 
fG)- 2 fon y m) 
这 时 ， 函数 可 由 整 点 的 函数 值 完 全 决定 

时 频 局 部 化 算 子 (band-timelimiting operator?) 
把 时 间 和 频率 两 个 空间 放 在 一 起 来 考虑 称 为 时 - 频 
相 空 间 . 时 频 局 部 化 算 子 是 一 种 同时 实现 时 间 和 频 
率 的 局 部 化 的 算 子 , 即 在 相 空 间 上 局 部 化 的 算 子 . 时 
域 局 部 化 算 子 Qr 定义 为 


di dEr 
(Qrf) (zx) = eT (sl U 


ala L) 
频 域 局 部 化 算 子 Po 定义 为 
L eg D 
dE > M. 
相应 的 时 频 局 部 化 过 程 可 以 用 算 子 QrPoQr 来 刻 
画 ,其 表达 式 为 
(QrP aQ f) (x) 


if sin(2(x 一 Ss Fad 
0 


(Paf) (ê) = 


(|x| ST), 


or “(x 
leet, T 
z Pi J) BD 460 T RE BJ AR GE 18 TI EP 
数 可 以 准确 计算 出 来 . 

窗口 傅 里 叶 变 换 局 部 化 算 子 (localization oper- 
ator for windowed Fourier transform) 通过 窗口 
傅 里 叶 变 换 实现 的 一 种 时 频 局 部 化 算 子 . 给 定 一 个 
PR BX g GO € L (R) ,相应 的 窗口 傅 里 叶 变 换 局 部 化 
算 子 Ls 定义 为 


Ls = rake gt yp" dwdt; 


其 中 g*'(x) 二 g(x 一 t)e”™ OEL ARRAN 
AALS z R^ 中 的 一 NE 
TEA — RUBER TR UU. RT WR g GO y Pw: 
go(r)— ng "exp(—2?/2),3FJ 
S = S, = (Go,D lw + £ < R’}. 


这 时 L = Ls FRE ARORA T' PRX 
LN 

= =| sie "de, 
7 Jo 


YF I B^ FEE PA RUE AR AR Ty BR BK 


A, CR) 
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exp 


Q(x) = (wzy z ET -$|. 

它 提供 了 男 一 种 时 频 局 部 化 的 方法 ,在 窄带 雷 
达 设 计 中 经 常 被 运用 . 

小 波 变 换 局 部 化 算 子 (localization operator for 
wavelet transform) 通过 连续 小 波 变换 实现 的 一 
种 时 频 局 部 化 算 子 .给 定 一 个 可 允许 小 流风 GD) 
€ L'C(O ,相应 的 小 波 变换 局 部 化 算 子 Ls 定义 为 

Ls = Cg || Conger, 
HPC, OE 2(R) 中 的 内 积 ,而 
gG) = lag =], 


S E R° 中 的 一 个 可 测 子 集 . 
人 们 可 以 取 ylz), 使 它 的 健 里 叶 变 换 为 


^ 26e7* C2 0), 
£) = 
EES , (E< 0). 
并 取 S=S c= ((a,b) ER} XR la? +e +1 X2aC},C 


zl. 这 时 小 波 变换 局 部 化 算 子 可 写 为 
Le = Ls. 


ded 


= Cy" jte GOGOL Cadete] 


EA, =%, A (Eist EI. Le EE 
E eh p[1 i 


Z 
C+1 T n + "EIE 
对 应 的 两 个 特征 函数 gi uu BJIR EAE 18 Zp Fd IE 


(ot) (ë) 


m 


— 2V2  te-H (Ë > 0), 
-iVanTDat2 


0 (E< 0), 
(d, ) ()= (rt) C—6). 
其 中 L; E RK £ Y zÀ. 
La) = 
Ee Tug 
I — m + DT (a +m + 1) m! 


m= 0 


A] RI BR SE pg BL 


1 
e = — (p7 + yg), 
Faces MAP SE 


K=- 


i 
E d, ) 
TE TEE IZ. 

小 波 变换 局 部 化 算 子 提供 了 又 一 种 时 频 局 部 化 
的 方法 , 它 在 宽带 雷达 设计 中 应 用 广泛 . 

HER Crame) 和 希 尔 伯 特 空间 中 具有 某 种 性 质 
的 一 组 向 量 . 希 尔 伯 特 空间 OO 的 一 组 向 量 (9;)jey， 
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如 果 存 在 常数 OA, B< +00, EMER SCH 
É 
a aR 


则 称 (g)jey 为 框架 ,并 称 常 数 4 AQ jes PRB 
为 (gy)jey 的 上 界 . 

紧 框 架 (tight frame) 上 下 界 相 等 的 框架 . 对 
于 希 尔 伯 特 空间 Ze 的 一 组 向 量 (9)jey, 如 果 存 在 
常数 4 二 0, 使 对 任意 SCH W E 

> Fp | = All f TM. 
IBA TRIGO XE. 

框架 算 子 (frame operato) 由 框架 决定 的 算 
F. 如 果 (9g)jey 是 希 尔 伯 特 空 间 OO 的 框架 ,框架 算 
FF: API) RHA 

(FF); = Ce) 
EP PCJ) = {c= Ce jer] Dies ley l” <+ e°). 

Xt RE% (dual frame) 由 一 个 框架 诱导 出 的 
另 一 种 框架 . 如 果 (g)jey 是 希 尔 伯 特 空 间 CC 的 框 
ARF 是 框架 算 子 F BUdt tu P T- , A 

Aid < F' F < Bid, 
其 中 id 表示 恒 等 算 子 . 令 56—O"'F) e, ERO) je 
Rei Di III DR DIS JE € ,有 
f= de} SPB = A SW 

即 可 用 对 偶 框 架 表 示 希 尔 伯 特 空间 Z€ 中 的 元 素 ， 

离散 小 波 变换 人 《discrete wavelet transform) 
由 可 允许 小 波 决 定 的 另 一 种 变换 . 对 于 一 个 可 允许 
小 波 ylz), 在 LC(R) 上 的 离散 小 波 变换 定义 为 


T> f ar? i " fü d(az ^t — nb)dt, 


EB m.n€Z.a 1,6250 HEM f€ L (R). 
INE HE BB (wavelet frame) 由 小 波 产生 的 框 
AR. E VCz) 为 一 个 可 允许 小 波 ,者 
(d (Gr) = az ""7g(a; "xz 一 Ho)| m,n € Z) 
构成 L^ CRO A ESR BITE TE S OA B «Feo ,使 
对 任意 f a) € LOO WA 


All fll? < 2, I0 9. | 


则 称 (uu Ever 

Xt (Bj). GR HE 28 (dual wavelet frame) 一 类 特 
殊 的 对 偶 框 架 , 互 为 对 侦 的 两 个 框架 均 由 小 波 产生 . 
假设 VCz) 为 可 允许 小 波 ,使 得 { 加 ,ez 是 小 波 框 
HR. # ff dE RJ fe VF Jy WK Z (z), BE Ë (uuu ez 是 
{Dinan dine DÉI XY BAER , WU BR Ua) er lé, eg 
的 对 偶 小 波 框 架 , 这 时 二 者 互 为 对 偶 小 波 框架 . 此 
外 ,对 SDE LICR) 有 

Jiu» Os aa 


m n€ Z 


B| fll’, 


= >) GI, dus) 


值得 注意 的 是 ,不 是 所 有 小 波 框架 都 存在 对 偶 小 波 
框架 ,对偶 小 波 框 架 强 调 的 是 对 偶 框 架 由 一 个 函数 
经 过 平移 和 伸缩 得 到 ， 
E kanot E H E jh (discrete windowed 
Fourier transform) 离散 化 的 窗口 傅 里 叶 变 换 . 对 
一 个 给 定 的 函数 g(t)EL(R), 在 L(R) 上 的 离散 
窗口 侍 里 叶 变 换 定 义 为 


to | 
r= | fiDgGG — nt))e "ds, 


Rb mn€Z.u0.570 BRM. SEL R). 
BO fe EHE ZE BJ NE Cwindowed Fourier 
transform frame) 由 傅 里 叶 变 换 产 生 的 框架 . 给 定 
窗口 函数 g(r) € L^ (R) , An AR. 
(g, (z) = e mur g(x nt)|m,n € Z) 
HR L CR) BHEZR BD ARTE O0<A,B< +00, ,使 对 任 
BADER) ,满足 
A | £I? . IG aso: P [2 |, 


WUE (ence) mone eH OF CE BLO HERR. 此 时 ， 一 定 有 
woto X. 2m. 

xj 48 A 1 48 SB HF E 28 (dual windowed Fourier 
transform frame) 窗口 傅 里 时 框架 的 对 偶 框 架 . 给 
定 窗口 函数 g C2 € L^ R), WR 

(Emal) = e ™* g(x — nt) |m,n € Z) 
构成 L' (R) If] t H £8 Eg np j 28 , Ju] — ze f£ TE ER 3⁄ 
E(x) ELR), (E (Eus o sez EJ LE a. ez FIXES 
HER, HocBog—(COF'FOCg. B Ban ?mnez 为 
(Emn? m nez AI XHB A O E EHER. 与 小 波 框架 不 同 
DIS, Br 48 A H [83 E E HER A ET ER. 

JN ER 381 (wavelet function) 亦 称 正 交 小 波 
pR 2 ,一 种 特殊 的 平方 可 积 晒 数 .用 它 可 构成 L° CR) 
空间 的 规范 正 交 基 . 假定 Pr) € L° (RD im 

(uu CO = 27 79(2 "x — n)|m,n € Z} 
构成 二 CR) 的 一 组 规范 正 交 基 , 则 称 y(x) 为 一 个 小 
UE PC. CET BR Lu nez 为 正 交 小 波 基 . 

JE 交 小 波 (Corthonormal wavelet) 
数 ”. 

正 交 小 波 基 (orthonormal wavelet basis) L 
“小 波 函数 

里 斯 基 (Reisz basis) 和 希 尔 伯 特 空间 中 满足 一 
定 条 件 的 线性 无 关 的 向 量 组 . 对 于 希 尔 伯 特 空间 
eC 的 一 组 向 量 (ej)jey ,如 果 (ej)jey 是 线性 无 关 的 ， 
并 且 存 在 常数 0 二 4,B 一 十 co ,使 任意 f € 2 ,满足 


AIFS XIe) P <BIFI?, 
jel 
那么 称 (e;)iev 为 里 斯 基 . 
多 分 辨 率 分 析 (multiresolution analysis) 由 


见 “ 小 波 函 


J 波 分 dh 

D Sins (Mallat ,S. ) Alia H5 (Meyer, Y.) F 1987 年 
引入 的 概念 . 3 FH BJ 7) UC pk Be RT WA ai E £ or BF SR AT 
析 ( 简 记 MRA) f8 By. L^ (R) rh B8 — 59 Br] + = fal 
UV jj je R2 Bat PB. UR EEL RETR 
fr: 

l. ee CVCV CVCV CV; 

2. T]; zV m (0) , Uje2V,=L’° RR). 

3. fe) € V,S f(x) € V,. 

4. f(x) CV,OXHEX REZ, fix—k) €V,. 

9. 存在 项 数 2EYo, 使 得 ! e(z—n)|n€ Z) 形成 

V, 的 一 组 里 斯 基 . 

这 里 o JE (V jj ez HS AE RR G, ALTER ON. BE BR 
数 . 

尺度 函数 (scaling function) 
析 ”. 

正 交 多 分 辨 率 分 析 (orthonormal multiresolu- 
tion analysis) ”能 产生 正 交 小 波 基 的 多 分 辨 率 分 
fr. 设 9 是 多 分 辨 率 分 析 {W)ez 的 太 度 函数 ,如 果 
(gGc—)0 [n € Z) FGM Vo 的 一 组 规范 正 交 基 ， 则 称 
(Vj)jez 为 正 交 多 分 辩 率 分 析 , 一 般 记 为 正 交 MRA 
By OMRA. 

X R E x AS £ two - scale difference e - 
quation) 一 类 斥 度 函数 所 满足 的 方程 . 正 交 多 分 
辩 率 分 析 中 的 尺度 函数 满足 方程 

olx) = V2 hx — n), 


称 此 方程 为 双 尺 度 差分 方程 . 
面具 (mask) 与 矿 度 函数 相关 的 重要 概念 . W 
尺度 函数 9 满足 双 尺 度 差 分 方程 
P(X) = V2 hex — n), 


把 2 的 面具 定义 为 
m, (£) = a he, 


VET: 
它 有 时 也 被 称 为 符号 函数 . 其 中 (4,) 是 面具 系数 , 称 
为 尺度 序列 ,是 一 个 低 通 滤波 器 . 

正 交 多 分 辩 率 分 析 的 小 波 函 数 (wavelet func- 
tion in orthonormal multiresolution analysis) iff 
ih TE A6 £ 4r HESS 4 45 Bll BJ ^] NU Pw. C JE: E 
交 MRA 的 尺度 函数 ,(h,) 是 它 的 低 通 滤 波 器 ,由 z, 
二 《一 1)"h-_,+1 给 出 它 的 高 通 滤 波 器 ,用 它 可 以 定义 

pir) = V2 2,8. @(2z — n), 
这 个 函数 是 一 个 小 波 函 数 ， 称 为 正 交 多 分 辨 率 分 析 


AY) UE PE WC. 它 的 侍 里 叶 变 换 满足 CE) = 
m,(§/2) 9/2) ,其 中 


1 _. 
m (£) SUE Pen BN ge int 
Ke 2; 


见 “ 多 分 辩 率 分 


是 y WR. 
迈 耶 小 波 (Meyer wavelet) 一 种 特殊 的 小 波 
P aX. 它 的 尺度 函数 8 的 傅 里 叶 变换 定义 为 


Ee ere 
ney — {2m Meos| Foe lél — 0) | 
On 3. | 4/3): 
0 (其 他 )， 
其 中 必 是 光滑 函数 , 且 满 足以 下 条 件 : 
v(x) = | (z: S Doy 
1 Cr ==: Er 


v(r)--v(1-— x) =. 
小 波 函 数 VCz) 的 傅 里 时 变换 为 
gE) = V2ne"" (QE 十 2x) 
+ @(£ — 2x) 1àC8/2). 
d (x=) BRA ABI. E ETC H f PR 32% , EG E É BT 
Jr Ae X XE UA D JE ELSE RRR CR. 
A8 BR JE X1 HE (Meyer, Y. ) F 1985 年 构造 的 
正 交 小 波 . 
拜 特 - 雷 默 瑞 小 波 (Battle-Lemarie wavelets) 
亦 称 正 交 样 条 小 波 ,一 种 特殊 的 正 交 小 波 , 它 与 由 样 
条 图 数 生成 的 多 分 辨 率 分 析 相 关联 . 设 p 是 N 阶 忆 
样 条 函数 ,其 傅 里 叶 变换 定义 为 


QE) = (22) Hie MS sin Së 


pe x (N 为 奇数 )， 
1 (N 为 偶数 ). 
取 尺 度 函 数 为 pq GO 9^ 定义 为 
$c) = e [2227 KE + Seit ey, 


$GO FEE BY JJ WE ORG U(x) ey EB GER 
波 , 它 是 N—1 次 可 微 的 ,指数 衰减 的 正 交 小 波 . 

劳顿 条 件 (Lawton’s condition) 判断 尺度 图 
数 正 交 性 的 一 个 条 件 . 设 mo CO EÉ Ul 


N 
m. (ë) = s > h,e 人 


的 三 角 多 项 式 , 定 义 (2N 一 1)X(2N 一 1) 阶 矩阵 4 
— (Ap): 


N+1 


$ 


其 中 


A, = Dy hue, 
(e Ve I, k < N — 1). 
# 4 的 特征 值 1 是 非 退 化 的 , 则 称 mo CE) W8 E. mp 
条 件 , 它 由 劳顿 (Lawton ,W. ) 于 1990 年 提出 . 
劳顿 定理 (Lawton’s theorem) i] FE eR A 
正 交 性 的 基本 定理 . DUE FE Wr Pš SE mo CO JE AD 


1 N 
EE DR h, — int 
"22 


m, (ë) E 
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的 三 角 多 项 式 , 满 足 
Ims C5) |? + [mm G + 0) |? — 1, m4C0 — 1. 
定义 9 JJ 3X FE AJ PROB, HS H! RA 


Oey e E ve TIm, (27/6), 


j=l 


W (oeGc—2?|n€ Z) &3LI& E 26 R24 ALY m, CS 
足 劳 顿 条 件 . 

科恩 条 件 (Cohen’s condition) 判定 尺度 函数 
正 交 性 的 一 个 条 件 . PARE KURI K | = 
2x, 且 对 任意 E[ 一 n,n] 都 存在 1€2Z, 使 十 2xl € 
KIPAR K 为 与 [一 x ,zj 是 27 - 同 余 的 .对 于 mo(&) 
ECL 一 x ,zj ,如 果 存 在 与 [一 n,mj 同 余 的 紧 集 K,K 
以 O 为 内 点 ,以 及 常数 Co>0, 使 得 

int [ma (2-6) | |7 205s € K) Z Co 

那么 称 mo CO 98 RCREIBLZR fp. 这 个 条 件 是 科恩 (Co- 
hen, A. ) 于 1990 年 提出 的 . 

科恩 定理 (Cohen’s theorem) š Bir H BE ey 
正 交 性 的 重要 定理 . 设 m, C E = ffi Z S ,满足 

| C I? + [mS (Š + x)|? = 1, m,(0) = 1. 

XE X. p JJ X FE BJ ER 3% , HAR E np AR RC 


OE) = (ni Tw. (27/6), 


D Let —n) nC Z) aL IE EHO BLY m, CE) 
足 科 恩 条 件 . 

尺度 序列 的 完全 重 构 条 件 (perfect reconstruc- 
tion condition for scaling sequence) 尺度 序列 的 
一 种 刻画 条 件 , 它 能 保证 信和 号 变换 后 的 完全 重 构 . FE 
列 (h,),ez 满 足 完全 重 构 条 件 是 指 (h,),ez 满 足以 下 
两 个 条 件 : 

1. 正 交 条 件 : Pez hanh, = 004 

2^5 正规 条 件 : 2. e zh, == TEP 

利用 完全 重 构 条 件 可 以 构造 一 组 有 限 脉冲 啊 应 
WE UK d UA dU g, =(— D'hasasN 为 任 
意 整数 ,一般 取 N= 0. {4,) 是 低 通 滤波 器 ,{g,} 是 高 
通 滤波 器 . 用 它 可 以 分 解 , 并 完全 重 构 序 列 信号 

滤波 器 的 消失 和 矩 (vanishing moments of filter) 


刻画 滤波 器 的 一 个 概念 .一 个 序列 {h,},ez 满 足 & 阶 
消失 和 矩 条 件 是 指 
S C7 1 h, = 0 (Q = 01,548 — 1). 
阶梯 形 算法 (cascade algorithm) 用 于 求解 双 
JR BE 25 4r Jj fe BJ a8 Xr EK. 给 定 序列 (hiez, 可 以 


利用 阶梯 算法 求 方程 
qr) = duh (2x — n) 
的 解 .定义 o (z) 为 简单 函数 ， f£ [277 (n — 1/2), 


2 (2 十 1/2)) 上 为 常 值 ,zaEZ;P (z) E Ay Ez £& TE PR 
Br. 在 L2- ,2 (2 十 1)) 上 是 线性 的 ,2”EZ. 算 法 


如 下 : 
1. 4 piln) —9,, (€ Zie-0 x Dos GO E 
AE X. 
2. 计算 95(2 7n) (n€ 2»): 
9 7n) = ih, apta (QT). 


3. f& F ili xe X fE o; (2 n) PG BI Gi C). 

令 joo, nj AR 
9 = lime; 

为 方程 的 解 . 

阶梯 形 算法 可 用 于 尺度 函数 和 小 波 函 数 的 构 
x. 

32 4# 8$ (Mallat algorithm) 信号 的 分 解 
与 重 构 的 一 种 标准 算法 . 马 勒 特 (Mallat,S. ) 在 图 象 
分 解 和 重 构 的 塔 式 算法 启发 下 ,基于 多 分 辨 率 分 析 
的 框架 ,于 1987 FE ST BRK. wo) BIE 
36 MRA 的 尺度 函数 ,满足 


v 2 Dj ho — pn). 
Sup. SX TES c = (c) € AT GE 
BARH c = Hc! Lad! = Ge = Z. 为 
分 解 的 次 数 , 其 中 
(He), 一 2 hut 


(xr) = 


(Gc), = 5n ET 
BRASH O—H mnes d’, 其 中 


(G'a), = p 240 
分 别 是 H ,G 的 对 偶 算 子 . 


二 维 马 勒 特 算法 (Mallat algorithm in two di- 
mension) 马 勒 特 算 法 在 二 维 图 象 的 推广 . 设 c° 
= (m,n? mez € P (Z°), E X HH, 和 GG, 为 算 
C HG 对 行 和 列 分 别 作用 ,分 解 公式 为 

ee y aS Git ts 
d = H G, dë = GG !, 
J=1,2,-. L 为 分 解 次 数 .合成 公式 为 
PASIE H CEU Ga 
+ G; Hid" + G; Gid”. 

二 进 小 波 (dyadic wavelet) 一 类 二 进 制 伸缩 
的 小 波 , 经 常用 于 奇异 性 检测 . 对 于 ya) ELR), 
如 果 它 满足 稳定 性 条 件 , 即 存 在 常数 O< A, 
B« +00 EIFI ILE Ab REB) w € R A 

A x; >) |éX2/w)|* < B 


那么 称 yx) 为 一 个 二 进 小 波 ， 
稳定 性 条 件 隐 含 着 二 进 小 波 一 定 是 小 波 . 
稳定 性 条 件 (stability condition) I“ ity) 


iE. 
二 进 小 波 变 换 (dyadic wavelet transform) 由 
二 进 制 小 波 决 定 的 变换 . 设 y(x) 是 二 进 小 波 , 令 


E BE os 
w = L|. 
这 时 f(x) 在 尺度 2: 上 的 小 波 变换 为 
W wif (=) = fx dur), 


则 称 函 数 序列 
W f = (W; f (z=));ez 

为 二 进 小 波 变换 . 二 进 小 波 变换 是 连续 小 波 变 换 半 
离散 化 的 结果 . 人 们 只 是 把 尺度 因子 离散 化 ,平移 因 
子 依然 连续 取 值 . 

二 进 重 构 小 波 (dyadic reconstructing wavelet) 
一 类 小 波 函 数 . 对 于 一 个 给 定 的 小 波 , 另 一 个 具有 某 
种 特定 性 质 的 函数 称 为 它 的 二 进 重 构 小 波 . 给 定 小 
波 函 数 Cr) EP PRB XCz) 的 傅 里 叶 变换 满足 


> Diw w) = 1. 


ABA gr ey J(z) 的 重 构 小 \ 波 函数 . 
二 进 小 波 变 换 重 构 公 式 (resolution of the iden- 
二 进 小 波 变换 


tity for dyadic wavelet transform) 


的 基本 性 质 . 关于 一 个 二 进 小 波 y(z) 的 二 进 小 波 变 
换 重 构 公 式 为 
| Jie) = p» W, f x Xi (>), 


Hn xGON yr) BJ r TANI pR 2. 

任 一 信号 上 可 以 由 它 的 连续 小 波 变换 Tf 的 
值 完 全 确定 . 如 果 人 们 希望 从 T" f Ca , b) E a= 
21(jEZ) 离 散 点 的 值 重 建 信号 ,就 要 对 小 波 加 更 多 
的 限制 ,这 就 是 稳定 性 条 件 . 


平滑 算 子 (smoothing operator) —2 #5678 
作用 的 算 子 . 给 定 一 个 二 进 小 波 y(x), 取 重 构 小 波 
X Coe ,使 得 对 于 任意 w, 

2 9 ^w)XG^w) 


是 正 数 . 引进 实 函 数 gz) ,使 其 傅 里 叶 变换 满足 
Iw) |? = Méca, 


这 时 2’ 尺度 下 的 平滑 算 子 定义 为 
S (2) = J xw iy, 

其 中 e; (a) = y Sch 

Be BEL dto E 2 j (discrete dyadic wavelet 
transform) 离散 信号 的 二 进 小 波 变 换 . 如 果 9 Go 
€ CR) 是 二 进 小 波 ,信号 万 = (d,),ez € Ë , ME 
Pau d,—S,f m). 离散 信号 序列 

Saf n), (W; f Diei) 
PKA D wane 进 小 波 变换 . 记号 Wut Sy uj r3 
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参见 “二 进 小 波 变换 ?与 “平滑 算 子 ” 

双 正 交 小 波 基 (biorthonormal wavelet basis) 
正 交 小 波 基 概 念 的 推广 . 设 ,2 分别 为 两 个 多 分 辩 
率 分 析 的 尺度 函数 ,相应 的 面具 分 别 为 


] : 
(€) = —— he me, 
n VD 2 | 


m. (£) = o er, 
n€ Z 


Mo CEM CE) + m. (£ + 0917465 + T) = ]. 
定义 两 个 小 波 函 数 y EC ERES He 3p GI 
0(E) 一 mail(E/2)2C6/]2)， 


QD = my 6/2 (6/2, 
其 中 
gh i sjat 
m (8) = FE 19h. ue n; 
= EN ap —in£ 
m (£) = FE aa DÀ. e e, 
如 果 
(dus (12227 MC ez» 
(ju (22927 "" (27 "x—n))buaez 
都 是 L’(R) AY E Br 3£ HHA 
(dons Dos ) = Omsm Onn 9 
则 称 (Grins Pm FB TL? CR) BY STE 8 J E. x 


时 , 称 y,Y A LIEK Ah, 为 双 正 交 尺 度 序列 ， 
£i Bn 为 双 正 交 小 波 序 列 . 此 时 ,对 任意 f(x) € 
LRA 


fies SOG Vag Car 


m.,ncz 


m Cf d, ds Cr 


具有 紧 支 撑 的 正 交 多 分 辩 率 分 析 小 波 ( 险 尔 小 
波 除 外 ?缺乏 对 称 性 ,不 可 能 是 对 称 的 或 反对 称 的 ， 
相应 的 滤波 器 不 能 保持 线性 相位 . 为 了 克服 正 交 小 
波 的 这 一 缺点 ,构造 具有 线性 相位 的 有 限 长 滤波 器 ， 
而 引入 了 双 正 交 小 波 的 概念 . 双 正 交 小 波 可 同时 具 
有 紧 支 集 和 线性 相位 . 

双 正 交 小 波 (biorthonormal wavelets) 
正 交 小 波 基 ”. 

双 正 交 尺 度 序列 (biorthonormal scaling se- 
quences) WM REXIME”. 

XX 1E zv i PF | Cbiorthonormal wavelet se- 
quences) 见 “ 双 正 交 小 波 基 ?” 

双 正 交 尺 度 序列 的 完全 重 构 条 件 (perfect re- 
construction condition for biorthonormal scaling 
sequences) 双 正 交 斥 度 序列 的 刻画 条 件 , 它 们 能 
保证 信号 变换 后 的 完全 重 构 . FP (ha), Ch,),ez 
满足 双 正 交 小 波 的 完全 重 构 条 件 , 是 指 

1. 正 交 条 件 : "cb, uh, = 0s. 
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见 “ 双 


2. 正规 条 件 : >,ezP, = > ech; ==. 2, 

利用 完全 重 构 条 件 可 以 构造 一 组 双 正 交 小 波 滤 
ET SUME , {gn} , TAF v } ,其 中 p" Catt E as 
8 二 (一 了 7 大 小 用 来 分 解 信 
号 ,滤波 器 组 (h,) o 在 滤波 器 组 
的 构造 中 ， MEE 根据 实际 需 
要 ,可 以 要 求 一 个 滤波 器 有 对 称 性 或 反对 称 性 ,保持 
线性 相位 ,而 另 一 个 满足 较 高 的 消失 和 矩 条 件 ,具有 适 
当 的 光滑 性 . 

JE & (wavelet packets) ” 正 交 小 波 的 一 种 推 
广 . 它 提供 了 更 多 可 供 选 择 的 正 交 基 . 设 2 是 正 交 多 
分 辨 率 分 析 的 尺度 函数 , 儿 是 一 个 小 波 函 数 ,满足 方 
程 


qx) = V 2 X h,pz — n), 


n€ Z 


JG) = V2 Xg, px — n), 
ncz 
4 $-—9,9—4 EM 


$4) = 2 bi ha(2x — n), 
n€ Z 
Pri r) = V2 5g. Ax — n) 
n€ Z 


(k 1,2,.…), 
pe BY FE AJ (277 g (27x —k) |m,n € Z. REZ} RMA 
W t, E n 称 为 频率 参数 ,m 称 为 尺度 参数 ,& 称 
为 位 置 参数 . 此 序列 中 ,适当 地 选取 可 以 构成 L*(R) 
的 规范 正 交 基 . 在 设 定 的 花费 函数 下 可 以 选 出 “最 
好 ?的 基 , 这 在 很 多 应 用 中 是 非常 重要 的 . 

对 信号 进行 小 波 分 解 , 得 到 高 频 和 低频 信号 ,再 
一 次 做 小 波 分 解 时 ,只 是 对 低频 信号 进行 分 解 . 为 了 
细 分 信号 ,也 应 对 高 频 信 号 进行 小 波 分 解 ,这 就 要 引 
入 小 波 包 的 概念 . 这 一 概念 是 由 科 伊 夫 曼 (Coif- 
man,R. R. f HB Meyer, Y. ) 提 出 的 . 

M 进 制 小 波 CM-band wavelet) 由 二 进 制 小 
波 推广 而 得 到 的 一 类 小 波 .假设 L(R) 中 的 一 列 闭 
子 空间 {V;)jez 满 足下 面 五 个 条 件 , 称 9 是正 交 多 分 
XE A Er V i) jez B] REE RR: 

lec V CV CV SGSV LIC Vae ses 

2. (A;ezV ;= {0}, U je z V; L2 (R). 

3, 7 GC V SS OV DE Ves 

4. f(x) EV EMER REZ, f x— k) € V,. 

5. TF AE PRÉC PEV., E1 (o, (x2 — 9r — n2) Qn 
EZ) 形 成 Vo 的 一 组 规范 正 交 基 . 

WW; AV EV PREIE 

Vii =e Ow. 
XT eR AY} A<s<M—1),M Riv (z— k) |1 
<s<M—1,kEZ} fa MR Wo 的 一 组 规范 正 交 基 , 那 
A RUP) OS M-— 12S M 进 制 小 波 . 这 里 pn 
双 尺 度 差分 方程 


x |a), BI 


qr) = Masq(Mx — n), 
n€ Z 


而 dr 满足 方程 
P(r) = Dasp Mz — n). 


FR B RE Ca; ocicm—1.j¢2 IJ REE ,其 中 (ao;) 称 为 尺 
度 序列 ,而 对 所 有 155 M — 1 BR an) ADR. 

从 矿 度 图 数 和 小 波 函 数 出 发 ,可 以 构造 两 通道 
的 滤波 器 组 . 若 希 望 得 到 多 通道 的 滤波 器 组 ,就 需要 
从 多 进 制 小 波 出 发 . M 进 制 小 波 可 以 使 尺度 陋 数 和 
小 波 函 数 满 足 某 种 对 称 性 ,克服 二 进 正 交 小 波 不 能 
保持 线性 相位 的 缺点 . 

小 波 和 矩阵 (wavelet matrix) 

尺度 序列 (scaling sequence) — J^ M 进 制 小 波 ” 

小 波 序列 (wavelet sequence) WM 进 制 小 波 ”. 

多 小 波 (multiwavelets) 小 IRE PRI AU AY) Ha HE 
ERB wel pk. we 二 CR) 中 的 一 列 财 子 空 间 
(Vj)jez 满 足下 列 条 件 , 则 称 其 中 的 (9*}) (a=1,2， 
…, 荆 ) 为 正 交 多 分 辨 率 分 析 {Vj)jez 的 尺度 函数 系 : 

l. CV,C V, CCV,CV ., CV es, 

2. (NjezV ;= {0}, U; zV =L: (R). 

3. f(x) EV SfM xz) € V,. 

4. f (x) EVS XES REZ, f(x —5) € V. 

5. 存在 函数 9 (32 € Vy (a 1,2, t OG 
(Of GO =g G—2)]a-1,2,:,L,n€ Z) JÑ Vo 的 
一 组 规范 正 交 基 . 

id W; AV, YE V, :中 的 正 交 补 空 间 , 即 

V. = V; (D W;. 
FARAY AS<s<L(M—1)) , WR (J^ (x 一) 
l1 S LOM — D,&€ Z) WJ Ë W. 的 一 组 规范 正 交 
3k ABAR UP OSGELOM — D) Z pU (sk [š] d 
小 波 ). B= (el^ pO 满足 双 尺 度 差分 方程 
B(x) = > PB Mz — n), 
EZ 


其 中 E. 是 L X L 5 $E B£. Y= CP dÉ ege qr 
满足 方程 


DB,“ M 进 制 小 波 ” 


P(r) = > QPLMz — n), 


其 中 Q, E L(M—1)X L HAE. 

常用 的 小 波 函 数 从 正 交 多 分 辩 率 分 析 中 得 到 的 ， 
如 果 该 多 分 辨 率 分 析 是 由 一 个 尺度 函数 生成 的 ,就 得 
到 M 进 制 小 波 (CM 可 以 等 于 二 ) ,而 有 时 多 分 辩 率 分 
析 是 由 两 个 或 多 个 尺度 函数 生成 的 ,这 时 得 到 的 小 波 
成 为 多 小 波 . 设 M 为 一 个 正 整 数 . 人 们 可 以 要 求 有 些 
尺度 函数 为 严格 对 称 , 有 些 为 严格 反对 称 的 ,并 且 具 
有 很 好 的 局 部 性 ( 指 有 紧 支 集 , 并 且 支 集 长 度 较 短 ). 
人 们 可 以 要 求 相 应 的 滤波 器 保持 线性 相位 ,长 度 较 
短 . 值得 说 明 的 是 :此 时 滤波 器 系数 不 是 数 , 而 是 拖 
阵 , 这 给 构造 滤波 器 提供 了 一 种 新 思路 . 


向 量 小 波 (vector wavelets)” 即 “多 小 波 ”. 

多 维 小 波 (multi-dimensional wavelet) 高 维 
空间 的 小 波 . 假设 L?(R”") 中 的 一 列 闭 子 空间 
{Vj}jez, 满 足以 下 五 个 条 件 , 则 称 其 中 也 数 o 为 正 
交 多 分 辨 率 分 析 {V;)jez 的 尺度 函数 ; 

l. **CV,CV,CV,CV .CV.aC-.. 

2. {jezV ;= {0}, U je zV; — EL" (RP). 

3. f (32 € V; f (27x) € V,. 

4. f(x) EV MER REZ", fC 1) EV. 

5. 存在 函数 PE V, fif G (2) —9(x—D)U€ 
ZJE Vo 的 一 组 规范 正 交 基 . 

记 Wj 为 Vj 在 Vj;-1 中 的 正 交 补 空间 , 即 

V ed = V; ER W;. 
XJ TF RMA (GA) ASK? — D WIR uu — k) I< 
S2 —1.&€ Z'V E Wo 的 一 组 规范 正 交 基 ,那么 
BiG} ASs<2"-DABENE. 

用 张 量 积 的 方法 可 以 构造 多 维 小 波 , 但 通常 要 
构造 的 多 维 小 波 是 指 不 可 分 离 变 量 的 , 它 可 以 提取 
多 维 号 的 信息 ,在 实际 应 用 中 有 重要 意义 . 

局 部 三 角 变 换 (local trigonometric transform) 
在 处 理 语音 信号 中 一 类 重要 的 变换 . MRA 

| V Bcos| n n 十 zl] 
形成 LL0,1j 的 规范 正 交 基 . 38 ib H PROC] UT 1 
变换 可 用 它们 构造 L2 CR) AY IE 26 38. 如 果 R= UL, 
是 一 个 区 间 分 解 ,14 二 [Laisar+1j ;bit) 是 一 个 细心 构 
i& AY Bf DI PROC. S E DER] [ a4 — s, a, tees J, E1 


; n| n+ +] @ — a) 
Pn eb) = — —b, (t) cos | ——__* — ——— 
ri ak 


2 
(n,k C Z) 
形成 L’ (R) BS ALE 1E AC 3£ RAHA J SD AS 
SS SE pL Hb nT E E Jay BBE GR 它们 通称 为 局 部 三 
角 基 ,信和 号 按 这 种 基 展 开 称 为 局 部 三 角 变 换 . 对 每 个 
区 间 ,还 可 往 下 分 解 ,对 应 地 可 构造 局 部 三 角 基 
EL. 给 定 花 费 函 数 可 实现 自 适应 的 最 好 基 表 示 . 反 变 
换 即 重 构 过 程 通 过 反 折 擂 变 换 也 很 容易 实现 . 在 处 
理 音 条 信和 号 .语音 信号 中 局 部 三 角 变 换 有 一 定 优势 . 


n = ole] 


EAE BO Sum 
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H JE JU fa] (fractal geometry) IPRA AAT. 
是 研究 自然 科学 各 个 领域 中 出 现 的 大 量 不 规则 几何 
形体 的 新 兴 科 学 , 它 在 数学 .物理 .地 质 、 材 料 . 生 命 
科学 和 工程 技术 等 学 科 中 有 着 广泛 的 应 用 . B 20 tit 
Zi 80 年 代 以 来 ,分 形 几 何 的 理论 研究 和 实际 应 用 也 
速 发 展 , 优 秀成 果 不 断 出 现 , 使 得 它 不 仅 成 为 数学 科 
学 的 一 个 非常 活路 的 分 文 ,而 且 更 成 为 前 沿 科 学 
一 一 非 线 性 科学 的 一 个 重要 组 成 部 分 . 

自然 界 出 现 的 诸如 云层 的 边界 ,山脉 的 轮廓 , 雪 
花 , 海 岸 线 等 “不 规则 ”几何 形体 ,难以 用 经 典 几 何 中 
的 直线 .光滑 曲面 来 描述 . 同时 ,大 量 不 同类 型 的 不 
规则 几何 对 象 常 常 出 现在 自然 科学 的 不 同 领 域 中 ， 
如 数学 中 解决 非 线性 问题 时 出 现 的 奇怪 吸引 子 , 流 
体力 学 中 的 满 流 ,物理 中 临界 现象 与 相 变 ,化 学 中 酶 
与 蛋白 质 的 构造 ,生物 学 中 细胞 的 生长 ,工程 技术 中 
HJ fri HE LR pe Eee 长 期 以 来 ,人 们 试图 将 它 
们 纳入 经 典 几 何 框架 中 进行 研究 ,但 人 们 发 现 , 由 此 
导出 的 模型 即使 在 近似 的 情形 ,无论 在 理论 上 还 是 
在 实验 中 ,都 难以 处 理 所 接触 到 的 实际 情形 . 另 一 方 
面 , 人 们 已 注意 到 不 规则 图 形 往往 能 提供 许多 自然 
现象 更 好 的 描述 . 20 世纪 80 年 代 初 ,由 芒 德 布 罗 
(Mandelbrot, B. ) 所 创立 的 分 形 几 何 , 提 供 了 研究 
这 类 不 规则 几何 对 象 的 新 思想 .新 概念 、 新 方法 和 新 
技巧 . 近 几 年 来 ,这 一 新 兴学 科 在 数学 .物理 、 化 学 、 
地 质 、 材 料 . 生 命 科 学 .工程 技术 等 诸 学 科 中 已 得 到 
广泛 应 用 . 同时 ,不 同学 科 中 提出 的 大 量 问 题 又 激励 
了 分 形 几 何 的 深入 发 展 . 特别 应 当 指 出 的 是 ,分 形 几 
何 的 诞生 与 发 展 对 整个 科学 的 发 展 有 极为 重要 的 意 
义 , 诚 如 斯 来 辛 格 (Shlesinger,M.F. ) F 1986 年 所 
指出 的 ;20 世纪 的 后 半期 似乎 是 科学 与 数学 变 得 
更 加 专门 化 的 时 期 , 令 人 注目 的 是 ,在 前 一 个 十 年 ， 
下 述 两 项 课题 使 上 述 趋势 得 以 逆转 : 非 线 性 动力 学 
与 分 形 . 前 者 涉及 运动 的 非 线 性 确定 方程 的 一 般 普 
适 行为 ,而 后 者 则 是 研究 自 相 似 或 自 仿 射 对 象 的 几 
何以 及 该 几何 上 的 动力 学 . 两 者 均 已 应 用 到 一 系列 
深刻 的 交 又 学 科 的 问题 中 .” 

自 20 世纪 80 年 代 后 期 以 来 ,分 形 几 何 及 其 相 
关 领 域 取得 了 非常 丰富 的 成 果 , 特 别 是 在 自 相 似 集 
性 质 的 研究 、 自 仿 集 的 维 数 估计 、2 阶 密 度 、 自 相似 
测度 的 健 里 叶 分 析 、 分 形 的 李 普 希 区 等 价 、 一 些 特殊 
集 的 分 形 结构 、 重 分 形 测度 分 析 以 及 测度 的 分 形 理 
论 等 方面 ,成 果 更 为 丰硕 . 

另 一 方面 ,分 形 物理 也 获得 巨大 进展 ,特别 是 研 
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究 在 分 形 上 (尤其 是 在 分 形 唱 格 上 ) 呈 现 的 物理 现象 
和 物理 性 质 、 分 形 结构 形成 的 物理 机 制 ( 即 探讨 分 形 
形成 的 物理 起 源 ) 方 面 ,成 果 卓 著 . 例如 :分形 唱 格 上 
的 磁 相 变 和 临界 动力 学 ( 即 临 界 点 附近 的 非 平衡 统 
计 问 题 ) 反 常 动力 学 ( 唱 格 振动 .无 规 行 走 、 且 旋 波 
等 ). 紧 束缚 型 哈密 顿 量 的 量子 力学 .各 种 系统 的 多 
重 分 形 研 究 . 广 延 耗 散 系统 的 自 组 织 临 界 性 等 ;后 者 
则 包括 :各 种 计算 机 模型 (扩散 置 限 聚 积 模型 
(DLA)、 介 质 电击 模型 (DBM)、 解 释 分 形 生长 的 理 
论 ( 不 动 点 变换 、 分 支 生 长 .生长 界面 动力 学 (KPZ 
理论 ) .2 维 拉 普 拉 斯 生长 映射 的 哈密 顿 动 力学 等 ). 

KR RB SB (Riemann, (G. F. )B. ) 早 在 19 
世纪 就 预言 过 :“ 在 很 大 尺度 或 很 小 尺度 下 ,人 们 所 
遇 到 的 几何 学 可 能 与 普通 的 欧 几 里 得 几何 有 很 大 的 
不 同 ”. 在 大 尺度 方面 , 爱 因 斯 坦 (Einstein,A. ) 的 引 
力 理论 提供 了 弯曲 的 时 空 模型 ,在 小 尺度 时 ,情况 会 
如 何 ? 分 形 几何 是 否 会 部 分 地 满足 上 述 需 求 ? 科学 
家 们 期 盼 着 分 形 几 何 能 给 出 满意 的 答案 . 

分 形 分 析 Cfractal analysis) 即 “ 分 形 几 何 ?” 

科 克 曲线 (Koch curve) 一 种 典型 的 分 形 曲 
Zk. E, 为 单位 区 间 ,以 五 的 中 间 三 分 之 一 线段 为 
底 , 向 上 作 等 边 三 角形 ,然后 去 掉 该 底 ( 保 留 端点 ). 


Eo 


由 此 得 到 的 4 条 线段 组 成 的 图 形 记 为 E: E 的 
每 一 边 重 复 上 述 过 程 , 所 得 到 的 折线 多 边 形 记 为 
E;; 应 用 同样 的 方式 ,从 E, GE E. 当 Ë 趋 于 无 穷 
时 ,折线 多 边 形 序列 E, 趋 于 一 极限 曲线 五, 称 为 科 
克 曲 线 . 它 是 科 克 (Koch , H. von) + 1904 年 构造 出 
来 的 . 科 克 曲线 到 具 有 如 下 性 质 : 

1. 曲线 具有“ 细 结 构 ”, 亦 即 它 包含 对 应 任意 
小 尺度 下 的 细节 ,不 管 取 多 么 小 的 尺度 ,60° 的 尖 角 
仍然 出 现 , 只 是 边 长 相应 减 小 (注意 ,用 正 多 边 形 通 
近 圆 时 , 相 邻 边 夹 角 递增 趋 于 1800. 这 个 事实 表 


明 ,曲线 的 复杂 性 不 随 尺 度 的 减 小 而 消失 . 

2. 曲线 E 难于 用 经 典 的 方法 刻画 ,从 整体 上 
看 , 它 既 不 是 满足 某 些 简单 几何 条 件 的 点 的 轨迹 , 亦 
不 能 作为 任 一 简单 方程 的 解 的 集合 ;从 局 部 上 看 , 它 
不 能 通过 切线 来 描述 (事实 上 ,曲线 上 的 点 已 没 
有 经 典 意义 下 的 切线 ). 

3. 曲线 的 “长 度 ” 为 无 穷 大 ,而 “面积 ”为 零 . 从 而 
人 们 不 能 用 通常 的 测度 来 量度 它 的 “大 小 ”. 

4. 曲线 具有 局 部 与 整体 的 对 称 : 它 由 4 个 与 
E 相似 的 部 分 组 成 ,其 相似 因子 为 1/4; 而 每 部 分 由 
4 个 更 小 的 但 仍 与 相似 的 、 其 相似 因子 为 1/4 的 
部 分 组 成 …… 上 述 对 称 性 亦 称 为 自 相 似 性 . 

5. 尽管 EE 具有 复杂 的 细 结 构 , 但 它 的 定义 非常 
直接 ,特别 地 ,E 可 以 由 简单 的 递归 方式 生成 ,而 且 ， 
它 的 逐 阶 迭代 E, 给 出 上 的 越 来 越 好 的 近似 . 

性 质 1.2.3 反映 了 科 克 曲线 的 “不 规则 性 ”, 而 
性 质 4,5 则 给 出 了 科 克 曲线 某 些 “规则 ?的 性 质 . 一 
般 地 ,人 们 所 讨论 的 分 形 集 都 具有 前 述 的 某 些 性 质 
或 是 它们 的 变形 . 

自 相似 集 (self-similar set) 一 类 具有 自 相似 
性 的 分 形 集合 ,是 最 重要 的 分 形 集 类 . 设 咯 为 R” 中 
的 闭 子 集 . 映射 S:D 一 D RA D EM RRNA 
存在 cER,0 过 c 过 1 ,使 得 

IS(z) Stainlseclz — y| (zx,y € D). 

当 上 述 不 等 式 中 等 号 成 立时 , 亦 即 

IS(z)— S| = c|=z — yl. 
MJ S 称 为 相似 映射 . (le, e, e BRR 
缩 族 , 即 对 于 任意 j.1<j<m, 

IgG — @ OD | < ejlz — yl 

(Z y DOS cim 1 
满足 
F = UPF (1) 


的 非 空 紧 集 到 称 为 压缩 族 @ 的 不 变 集 . 特别 地 ,如 
果 所 有 的 记 均 为 相似 压缩 , 则 天 称 为 自 相 似 集 . €E 
由 具有 各 向 同性 的 线性 压缩 族 , 即 相似 压缩 族 生 成 ， 
其 最 重要 的 特征 是 它 的 局 部 与 整体 具有 严格 的 相 
似 . 自 相 似 集 在 分 形 几 何 的 研究 中 具有 非常 特殊 的 
地 位 . 

压缩 映射 (contracting mapping ) 
SS", 

相似 映射 (similar mapping) 见 “ 自 相似 集 ”. 

B (h # (affine set) 一 类 具有 自 仿 性 的 集合 . 
对 于 沿 不 同方 向 有 不 同 压缩 系数 的 线性 压缩 族 所 产 
生 的 不 变 集 称 为 自 仿 集 . Rd xp T :R°— R“ 是 一 
个 线性 变换 ,6b 是 R^ 中 的 一 个 向 量 , 则 

S(r) = T(z) + b (z € R°), 

称 为 R 上 的 一 个 仿 射 映射 . 如 果 一 个 仿 射 映射 还 是 


见 “ 目 相似 


分 X JL fd 


压缩 映射 , 则 称 S Jy R^ 上 的 仿 射 压缩 . 一 个 仿 射 压 
缩 族 4) 有 :的 非 空 不 变 集 称 为 自 仿 集 . 
自 仿 集 可 分 解 为 若干 部 分 , 而 每 一 部 分 通过 一 
个 仿 射 映射 ( 即 沿 各 个 方向 放大 率 不 同 的 映射 ) 与 整 
体重 合 . 
仿 射 映射 (affine mapping) 
仿 射 压缩 Caffine contracting) 
AE B fH JI $ ( pre-self- 
similar set) —25 B #8 YER 
相似 性 的 集合 . 一 个 集合 的 任 
意 小 的 部 分 经 过 放大 ,再 经 光 
滑 扭 曲 , 可 与 该 集 的 某 一 更 大 
部 分 重合 , 则 称 为 准 目 相似 
集 . 例如 ,由 f(z) 一 z: 十 C 对 
适当 的 C 产生 的 朱 利 亚 集 就 
是 一 个 准 自 相似 集 , 如 图 所 
IR: 
Sit B 48 (UL #E (statistics-selfsimilar set) — 
类 具有 统计 自 相 似 性 的 集合 . 统计 自 相 似 集 在 下 述 


"Bos". 
见 “ 自 仿 集 ”. 


E», 


意义 下 具有 相似 性 : 它 的 任意 部 分 经 放大 后 与 整体 
具有 相同 的 统计 分 布 律 . 

在 科 克 曲线 生成 的 过 程 中 , 铬 每 一 尖 角 允许 以 
相同 的 概率 向 上 或 向 下 生成 ,那么 它 的 极限 曲线 仍 
然 存在 并 具有 细 结 构 . 从 如 图 所 示 上 看 ,虽然 似乎 比 
科 克 曲线 更 “复杂 "(实际 上 更 接近 自然 界 中 的 海岸 
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分 E 几 何 
线 ), 但 该 集 具有 统计 自 相似 性 . 
测度 与 维 数 


李 普 希 菊 映射 (Lipschitz mapping) 两 个 测度 
空间 之 间 的 一 种 映射 . Be (X I, q.) (X, da) ARS 
RE E [B], EC X, , f:E>X, 为 由 到 X, 的 映射 ， 
如 果 存 在 正常 数 ed 

d,(J (z), f(y) S cld (ry)) (zy € E), (1) 
DS / 满足 a 阶 赫 尔 德 条 件 . 如 果 a= 1, 了 称 为 
李 普 希 茨 映射 ,如 果 存 在 常数 C0. (EE 

Cdi(z;y) =a (sy) Sed Ges) 

Cee EEJ; 
Ju] f KALE # >< Bh 9). 

双 李 普 希 茨 映 射 (double Lipschitz mapping) 
WS Ze ES Fir RAR AT”. 

ó @m(d-cover) REZE, dPR- AA 
m. E X X WTR xF ó> 0, X 的 可 列 ( 或 有 


限 ) 子 集 族 {Ui};s!1 称 为 E 的 一 个 6 覆盖 ,如 果 它 满 
足下 述 二 性 质 : 任 一 U, 为 直径 {U,}) 不 超过 65, 即 |U,| 
<6;U, BY Hf Se UU, Iu E, HI YUE. 

3 Hr a X UH (Hausdorff measure) 分形 几 
何 中 最 重要 的 测度 之 一 dere dd) 为 度量 空间 ,为 
X 的 子 集 , 设 520,00, 
SE) = "E Jor WE OBR), 


这 里 的 inf 表示 对 EMMA ó BGR SRR. < 
BOE) = lim 25 (E), 

HAERA E W s 2E 2£ R £ AMM BE. 它 的 值 可 能 为 

2E TEA ER EX IE FAK. MR OSM CE) «— + oo , Wt] 

PRE Ws &. 

ZS p £ > W| BE HH xm X (Hausdorff, F. ) F 
1919 年 引入 .在 整数 维 的 情形 , 它 与 勒 贝 格 测度 仅 
相差 一 个 因子 ,而 在 非 整数 维 情形 , z£ B ADM RE Ej 
勒 贝 格 测度 有 本 质 差别 ( 它 不 是 局 部 有 限 的 ,从 而 不 
是 拉 东 测度 ), 但 仍 保 留 勒 贝 格 测度 的 许多 重要 性 
质 . 豪 斯 多 夫 测 度 的 性 质 如 下 : 

LG EC X , f: E—> X, HE eB AGAT, 
则 对 任意 s 宇 0, 有 SO" FE) <c" E). Ak, 
WR SAS EA RAH , WW 2€' (f (E) <cc ACE), 
如 果 / AMEE s y Eh BF , JII) | 

c'e (GE) < C (J (E)) < eet" (E). 
特别 地 ,R” 中 子 集 的 豪 斯 多 夫 测 度 在 平移 及 正 交 变 
换 下 不 变 . 


2. 齐 次 性 . 设 ECR’, $ AE = làAxx € EJ, A 


270, Jl] AOE) =X CE). 
3. dt EC R?, WJ SO CoV CE) SA CE). 
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4. R° rH Ef] FRAY n 维 豪 斯 多 夫 测 度 与 4 HE 
勒 贝 格 测度 相差 一 个 仅 与 n BR BK, BE 
ER PARSER ERM EU (E) = em I" (E), 其 


中 
= JD 
是 直径 为 1 的” 维 球 的 体积 . 

5. f FPE. HE Oct oo, EC X , IJ 

1) 7 (E) «oo 2€" CE) — 0. 

2) ZE CE) 0 £^ (E) —oo 

s 4 SE Hr de XU HE -dimensional Hausdorff 
measures) Jl “Stor d Xm RE". 

sfEG-seO WS BLAME. 

网 Cnet) 空间 X 中 的 一 种 子 集 类 . 设 < 为 满 
足下 述 条 件 的 X 的 子 集 类 :对 任意 z€ X 以 及 对 任 
意 e>0,FFTE AC 多 ,使 得 x€ A H.[A] Se, WRK 
M 称 为 X 的 一 个 网 , 记 X 的 所 有 的 网 的 集合 为 
A OO. X 的 所 有 子 集 作成 的 网 记 为 < o. 

网 的 维 豪 斯 多 夫 测 度 (s-dimensional Haus- 
dorff measure of a net) 与 网 关联 的 豪 斯 多 夫 测 
RO S € ⁄/(X),EC X,# X. E X+. F Bs OR 
斯 多 夫 测 度 As (EDA 


> CE) =lim inf| Y UU) 39 


be 
2 


E W ó WE U, € s. 
KF J BS SS Er BRAM E d 


dimg,z E= sup(s].Z#v, (E) = œ} 
= inf{s| 2% (E) = 0}, 
HRK ERFA < MESZ. 


NAE Ar (equivalence of the nets) 两 个 网 之 
间 的 关系 . 设 FFEN), WRES EC X, 
及 任意 5 之 0, 存 在 正常 数 € 502270 , [8 183 

185 (E) SCR (E) Log CE), 
则 称 网 多 | SAY, f 1 e, WE 

G3 (E) = 6s (E), 

Wes 57. 5j FZ, RSH dB amu 
EE fr Pd Br Sp. tH B Se £ SI BE 38 IRI. P3 S SE Hr IST 
Tr tH Dis ër HE BAB IR. 

[o] 83 58 SE (fr (strong equivalence of the nets) 
见 “ 网 的 等 价 ”. 

JL, 的 等 价 类 (equivalent classes of Sol Z 
E R^ 中 一 些 集 类 的 关系 , 设 基 =R*, 令 

Foy F os F ccs F cops F op 

分 别 表 示 R^ 中 的 闭 集 类 、 开 集 类 、 闭 凸 集 类 、 闭 球 类 
以 及 开 球 类 . 那么 

L. F 929 4 cc== c. 

2.7 o= A eg cz Z on. 


sr 覆盖 引 理 (57-covering lemma) R: rH B] EK 
族 的 一 种 覆盖 定理 . 该 引 理 断言 : 设 < D R^ PARR 
区 域内 的 闭 球 族 , 则 存在 可 列 或 有 限 个 彼此 不 相交 
IST ERE CB.) ,使 得 

VB CUS5B;. 

其 中 5B; 表示 与 B; 同心 ,半径 为 bib fa BJ pk. 

# SH Fil Fw E BEC Vitali covering class) 2 [a] X 
"P AS — BK. WE EC (X aD v—v OD X 的 一 
个 子 集 类 . 如 果 对 任意 z€ E P| TEE 9>0, 均 存在 
UC€vu,fif8 xCU.BH 0«[U|xzó,Wl| v RRA E 的 一 
个 维 塔 利 履 盖 类 . 

1 HS Fl] Ze Fe 5| FEC Vitali covering lemma) Bi 
中 的 一 个 覆盖 定理 . SIMS : z E AR WO 
可 测 子 集 , 为 的 有 界 闭 子 集成 的 维 塔 利 类 . 则 可 
以 从 v 中 挑 出 (可 列 或 有 限 ) 的 不 相交 的 集 列 {U,;}， 
(HRA DU, |*= oo, MAA CENU,UO =0. 如 果 
C (OE) «oo ,对 任意 ce 这 0, 可 以 要 求 上 述 集 列 满足 

GE) < UI + e. 


5 BR mj EF + & = XE (theorem of sets of finite 
measure) 分 形 几 何 的 一 个 重要 定理 . 它 有 许多 应 
H. 该 定理 断言 : 知 EC R° 为 闭 集 ,: 灾 < CE) — oo , Ml 
FERR PCE, BE OAC) «oo. 有限 测度 子 
集 定 理 是 由 伯 西 柯 维 奇 (Besicovitch A. S. ) 于 1952 
年 获得 的 . 

Sr kr (Hausdorff dimension) 分 形 几 
何 中 最 重要 的 一 种 维 数 . 由 豪 斯 多 夫 测 度 的 定义 可 
知 , 对 于 ECX, 存 在 ;的 一 个 临界 值 ,使 得 (EE) 
从 无 穷 跳跃 到 零 ,此 临界 值 称 为 集 E BJ 3 RF KE 
数 , 记 为 dimn ,其 精确 定义 为 

dim, E= sup {s |Z CE) > 0} 
= inf {s| CE) = 0}. 

豪 斯 多 夫 维 数 由 豪 斯 多 夫 (Hausdorff,F. ) F 
1919 年 引入 . 豪 斯 多 夫 维 数 的 性 质 如 下 : 

1. f Ar TE. E EC X. X EO CE) «oo, WMldimy E 
<s;4 GOCE) DO, Wldim; Es. 

2. 单调 性 . A EC F , i| dimy Exzdimy F. 

3. 0 稳定 性 . x UE us NR , W 

amy lu sup (dimy E,j. 
它 的 一 个 直接 推论 是 任意 可 列 集 的 豪 斯 多 夫 维 数 为 

4. dt ECX, f X> X, 为 a BEAR RT , D] 

dimy f(E) < — dim, E. 
Wk, EC X ,, f : X> X, 为 李 普 硕 欧 映射 , 则 
dim, f (E) < dimy E. 
特别 地 , 若 f 为 双 李 普 希 区 映射 , 则 


维 数 


D m 与 


dimy f(E) = dim; E. 
IN Ik, , TE 30 ERA AI HS JI Se RJ 2Ë 2% ; S£ E Ek: E EE 
映射 保持 集合 的 维 数 不 变 。 

覆盖 原理 (covering principle) 估计 分 形 集 的 
豪 斯 多 夫 维 数 最 常用 的 方法 . 它 只 要 对 一 列 特殊 的 

盖 类 做 估计 ,在 具体 问题 中 ,经 常 出 现 “ 自 然 ” 的 覆 
盖 类 . 该 原理 断言 : 设 ECR. AU kl 为 EE 
的 一 列 6 覆盖 ,60. HI RETE TE IE Fe ARCA c, 使 得 
对 任意 k, Eo Ui | < c, B. 

lim int Ci 09; 
此 处 inf c, 表示 对 固定 & 使 前 式 成 立 的 c, 的 下 确 
Fe MY AO CE) «oo, fi dimy Exzs. 

IR & y pA EË (principle of mass distribution) 
估计 豪 斯 多 夫 维 数 的 一 种 常用 的 技巧 . 7E SR BILE 
斯 多 夫 维 数 的 下 界 的 估计 一 般 要 比 上 界 的 估计 困难 
得 多 ,最 常用 的 技巧 是 找 一 个 由 这 个 集合 所 支撑 的 
分 布 “均匀 ”的 测度 ,使 得 它 在 任何 一 个 球 上 的 质量 
被 球 的 ， 维 体积 所 控制 , 它 由 下 面 的 质量 分 布 原理 
FRR: ECR 上 的 正 有 限 测度 ¿ 满足 BT F ZE 
德 条 件 , 即 存在 常数 0290 520,070 使 得 

EQ) x ell (12 
对 所 有 满足 1U I< 的 集 U 成 立 , 则 
| BOE) > WE) fe, 
JF Hdim, Es. 

Va Ht O} fti 1 EE H äre S Frostman, O. ) + 
1935 年 证 明 ,也 称 为 弗 罗 斯 特 曼 引 理 . 

比 林 斯 利 定 理 (Billingsley theorem) 
布 原理 的 一 种 变形 . 设 p> 为 正 整 数 ， 

Ln = [mp ",n + Dp "] 
X n 阶 p 进 区 间 , 设 TER, 令 了 (zx) 表示 包含 x 的 
n BT p HER la]. 2 ECR, u E H E x # BJ IEA RK 
莱 尔 测度 . 如 果 


Eu gn ERE Lc. 
n o nlog p 


质量 分 


9 


Wildim, E =a. 

EE K ERI XE 38 Ji FH EE AK UTR] (Billingsley, P. ) 
于 1962 年 证 明 的 一 个 更 为 普遍 的 结果 的 一 个 特殊 
情形 ,但 它 在 许多 情况 下 应 用 起 来 更 为 方便 ， 

弗 罗 斯 特 曼 引 理 (Frostman Lemma) 联系 热 
论 与 分 形 几 何 的 一 个 非常 重要 的 结果 . 设 瑟 为 及 
PRR. AAE), MI ff E x HERI a 阶 赫 
尔 德 正 有 界 波 莱 尔 测度 . 弗 罗 斯 特 曼 引 理 与 质量 分 
布 原理 一 起 通称 为 弗 罗 斯 特 曼 引 理 , 它 给 出 了 一 个 
集合 具有 正 有 限 s 维 豪 斯 多 夫 测 度 的 充分 必要 条 
件 . 

测度 的 势 (potential of a measure) 与 测度 关 
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分 W X fy 
联 的 一 种 积分 . 设 n JE R^ 上 有 界 正 波 莱 尔 测度 , a 
Z0. UEA =€ R“ 的 a 势 定义 为 
Does Seo. 
poc] 
测度 n 的 a 能 量 定义 为 
— |e _ ff duCzodp Go) 
LD = [Urdea = | Ee 


能 量 与 豪 斯 多 夫 测 度 的 关系 : 设 EC S 
尔 集 . 
1. Æ we M, E), L) «69,2770 , I 

ec CE) > 0. 
2. dp CCE) «0, WEE BE M, (E), TEXTE 
意 Be, I, (u) «o0. 

集合 容量 (capacity of a set) HRY 中 集合 关 

联 的 一 种 量 . 设 天 为 R 的 紧 子 集 , 记 
IK) = int LGO. 
其 中 MKR H K 文 撑 的 波 莱 尔 概率 测度 构成 
的 集合 . 紧 集 K 的 a 容量 定义 为 
Cth] GK) 

= sup((I,()) l|# € M,CK)). 
任意 ECR’ 的 a 容量 定义 为 

C,CE) = PD. COR 

ZEE (capacity dimension) 与 容量 相关 
的 一 种 维 数 . 设 已 CR“, 则 集合 已 的 容量 维 数 定义 
为 

dime E= sup(s!C,CE) > 0) 
ssantislcoe = 0). 

A Ht HE Ej SE £ 2 #E 3⁄2 KARA EC R“ 为 
ik 36 ¿KE , Wdim, E= dime E. 

i R BS AE (Minkowski content) ZZ Hh 
测量 方式 的 一 种 推广 . 设 E 为 R* 中 有 界 集 ,用 下 面 
的 方式 来 考察 的 “大 小 ”. 设 El(e) 为 EE 的 ce 平行 
IK: EGO — rid (r, E)E}. Wt E 43 BIA R° 中 的 点 ， 
长 为 7 的 线段 ,面积 为 a 的 圆 盘 , 则 五 (e) 的 面积 分 
别 等 价 于 


2 
re’, 2le + xe’, d Bd : 


在 上 面 三 种 情形 都 有 CO Gc CR Ps AE 
的 欧 氏 维 数 . 基于 上 述 思想 ,在 R 中 ,可 以 用 一 般 非 
整数 “尺度 ”, 通 过 极限 式 
NOS 

来 测量 E. 特别 地 ,车 s 恰好 为 E 的 欧 氏 维 数 ,测量 
的 结果 为 正 有 限 , 因 此 上 述 测量 可 视 为 经 典 的 测量 
的 推广 . 

KE AR 的 非 空 有 界 子 集 ,s 之 0, 则 互 的 上 、 
下 s 维 闵 科 夫 斯 基 容 度 分 别 定 义 为 : 

368 


Z**(E)= limsup(26) "^"(E(e)), 
Z& (E)= liminf(2e) ^£Z^(E(e)). 
£—Ü 


如 果 ere, MRED s ERAKMBAR EE 
在 , 记 为 ACE) ,并 等 于 上 述 共 同 值 . 闵 科 夫 斯 基 容 
度 不 具 次 可 加 性 ,因此 不 是 一 个 外 测度 . 

BJ X Er dE ## (Minkowski dimension) — 
fh 5j x] BE < RF BE A EH 2 EK BJ HE. E E US R“ 的 
非 空 有 界 集 , 则 EE 的 上 、 下 闵 科 夫 斯 基 维 数 分 别 定 
义 为 : 

dim; CE) — sup{s; Z2''(E) = oo) 
—int(s; cA CE) = 0), 
dim, CE) = sup(s; ZZ, (E) = coj 
= inf(s; Z, (E) = 0), 
#dim, CE) — dim, CE) , WFK E 的 闵 科 夫 斯 基 维 数 
存在 , 记 为 dims(E), 其 值 为 上 述 公共 值 . 

闵 科 夫 斯 基 维 数 有 下 列 等 价 定 义 , 这 些 不 同 的 
定义 是 根据 不 同 的 目的 引入 ( 故 亦 有 不 同 的 称呼 : 布 
里 准 维 数 , 柯 尔 莫 哥 洛 夫 炉 ,度量 维 数 , 对 数 密度 , 信 
息 维 数 , 计 盒 维 数 或 分 形 维 数 ), 在 具体 使 用 时 可 视 
方便 采用 . 闵 科 夫 斯 基 维 数 的 等 价 定义 : 设 五 为 R 
中 非 空 有 界 集 ,se 盖 0,N: EEFI 4 个 数 之 一 : 

l.fiu E 的 半径 为 se 的 最 少 财 球 数 ; 

2. B sm E 的 直径 最 大 为 s 的 集 的 最 少 个 数 ; 

3. 半径 为 上 的 球 填 充 瑟 所 需 的 球 的 最 大 个 数 ; 

4. 与 五 相交 的 e 网 中 的 立方 体 的 个 数 ,其 中 上 
网 为 下 述 RY 中 立体 的 集合 

Le, Cm, + De] X + X [m€ (ma 1)e] 


(Mim tma E Z); 


则 
NS log N? CE) 
dim; CE) = lim sup = 
dimys(E)= liminf — 
—- eko 一 loge 
闵 科 夫 斯 基 维 数 的 性 质 如 下 : 设 E 是 R“ 中 非 
空 有 界 集 , 则 


1. dimy Exzdim, E. 

2. dim; dim, 是 单调 的 . 

3.4 LZ" CE) 20, Mjdims E —d. 

4. dima 是 有 限 稳 定 的 , 即 

dims(E U F) = max(dim, E,dim, F). 

5. t f; E—R" 为 李 普 希 茨 映射 , 则 

dim, f(E) < dim, E; dim; f(E) < dim, E, 
特别 地 ,上 .下 闵 科 夫 斯 基 维 数 在 双 李 普 希 茨 映射 下 
ATA. 

6. dim, E = dim, E, dim, E = dim, E. 

H [XE Wr AÉ AE CB XE Cop BY f E H. A 


3 RH £ SAEC] f YF EF , IN E SE FH _E RRA 
这 一 维 数 ; 男 一 方面 , 闵 科 夫 斯 基 性 质 6 指出 闵 科 夫 
斯 基 的 “分 辨 率 ” 不 够 . 
fE cR Br BJ ë IE (modification of set functions) 
— PPE IE RJ SE ph GO Q:{A| ACR?) [0, eo Jg dE 
f FA E PRÉC QC — 0. + 
(A) = inf( S}Q(A)) | A CU, Ai, 


则 2 RA Q 的 修正 . Al EXE XB Sie RS SA 
测度 . 

集 函 数 族 的 临界 指数 (critical exponent of fam- 
ily of set functions) BARAK AH RRR 
导出 的 临界 指数 . 2 s= 0 并 设 对 每 一 s,Q' 为 非 负 
Ë. JE] SE pR TR. 称 集 函 数 族 Q' 具有 临界 性 质 , 如果 
对 任意 ACR^,0«t« «oo # Q'(A)>0, l| QCA) 
=co;# Q'CA) «oo, Wl] Q* CAD) — 0. E Q' 满足 临界 
性 质 , 则 它 诱 导 一 个 临界 指数 , 记 为 D(Q)= D, E X. 
为 

D(A)= sup(s|Q'CA) = co) 
= inf(s|Q' CA) = 0}. 

fE d LN AY S PR TER (critical property of fam- 
ily of set functions) Ji“ py BO BS I AGG C. 

修正 族 的 临界 指数 (critical exponent of modi- 
fied family) ”通过 修正 的 集 消 数 族 诱导 的 指数 . < 
Z DO 的 修正 族 , 则 外 测度 族 2 亦 具有 临界 性 
质 . 由 Z 的 临界 性 质 引 入 一 个 维 数 , 称 为 修正 族 的 
临界 指数 , 记 为 Z: 

P(A)= sup(s| ACA) = oo) 
= InÍís| 2:( A) = 0). 

临界 指数 的 修正 (modification of critical expo- 
nent) 对 第 一 个 指数 修正 后 得 到 的 指数 . 后 面 两 个 
指数 都 具有 可 列 平稳 性 .类 似 于 对 集 郴 数 Q 的 修 
E AMIAR ES D 的 下 列 修正 ,并 记 为 DuA 
定义 为 

Dy(A)=inf {sup D(A;) |A— UA. 

各 类 指数 的 关系 (relationship for various ex- 
ponents) 集合 4 的 各 种 指数 之 间 的 关系 . 设 AC 
R* , Jill : 

1. 对 任意 S220, 2 CAD CQ" CAD. 

2. D4C A — Z2CAY &CDCA). 

第 2 个 结果 指出 修正 后 的 集 函 数 族 的 临界 指数 
与 未 修正 的 集 函 数 族 的 临界 指数 经 修正 后 的 临界 指 
数 一 致 . 

预 填 充 测度 (pre-packing measure) 
种 测度 , 设 ECCR^,07 0,5220. > 

PE) = sup( >) IU, ) 为 的 6 填充 )， 
其 中 sup 表 示 对 所 有 的 的 6 填充 取 上 确 界 ， 


集合 的 一 


m E 与 维 uU 
PUE lim DUE) inf P(E), 

P 称 为 s 维 预 填充 测度 . P 具有 单调 性 与 临界 性 
质 ,但 不 具 次 可 列 可 加 性 . 

预 填充 维 数 (pre-packing dimension) 由 预 填 
充 测 度 诱 导出 的 一 种 维 数 .一 个 维 数 称 为 预 填充 维 
DE 

ACE) = supis|P'CE) = co} 
= mi s| P Er = 0). 
该 维 数 与 上 闵 科 夫 斯 基 维 数 相等 , 即 
ACE) — dim, E. 

填充 测度 (packing measure) 分 形 几 何 中 一 
类 最 重要 的 测度 . 对 预 填充 测度 P 及 它 诱导 的 预 填 
充 维 数 A 进行 修正 : 

P(A)= inf | > PADIA =U A}, 
dimp A= inf (supA(A,)|A = U A;J. 

上 述 测度 57 CA) 5j grdim, A 分 别称 为 集 4 的 
s 维 填充 测度 与 填充 维 数 . 

填充 测度 与 填充 维 数 具有 豪 斯 多 夫 测 度 与 罕 斯 
£ X HER BJ EE a CR UL," 2c RH e] EE” A RENE EA 
维 数 ”). 填充 测度 与 填充 维 数 由 岑 可 (Tricot ,C. ) F 
1982 FSA RA SRS RUE SMS RAM 
“对 偶 ” 的 性 质 . 

填充 维 数 (packing dimension) 

度 ” 


见 “ 填 充 测 


填充 测度 的 弗 罗 斯 特 曼 引 理 (Frostman lemma 
of packing measure) ”关于 填充 测度 的 一 个 重要 定 
H. 该 定理 断言 : 设 ECR’. 

1. 设 是 由 互 文 撑 的 有 限 正 测度 . 如 果 存 在 正 
常数 c 盖 0, 使 得 对 任意 xER ,有 et GOOD Scr’, Wil 
S (E) «oo. 

2. 如 果 存 在 正常 数 070 IE BUT 2| r, y0 AR 
HEM CE) HER cx€R' 8 uB, G0 Seri, 
D 4 (E)> 0. 

不 同 测度 与 维 数 的 比较 (comparison of difer- 
ent measures and dimensions) 几 种 测度 与 维 数 之 
间 的 比较 . 人 们 定义 了 豪 斯 多 夫 测 度 AA , 预 填充 测 
BE PAWE SU 以 及 上 、 下 闵 科 夫 斯 基 容 度 BS 
5B. ,其 中 豪 斯 多 夫 测 度 与 填充 测度 是 外 测度 ,并 
且 填 充 测 度 是 预 填充 测度 的 修正 . i8 E. PRAM 
基 容 度 的 修正 测度 为 A Ej oU, ARANETA 
科 夫 斯 基 测 度 ,它们 分 别 诱导 出 具有 可 列 平稳 性 质 
的 维 数 dimws 与 dimws, 称 为 上 .下 修正 闵 科 夫 斯 基 维 
数 . 

不 同 测度 的 比较 : 设 ECR? 5220 , D 
OC (E)< Z, CE) 
«min (ZZ, (E), A  CE)) 
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<max({ 4%", (E), * CE») 
SH T (ho CE); 
UC CES SCEOSCPC ES 
cI €" (ESA CE) | 
dimy CE) dimus (E) 
«min {dim CE) , dime CE)J 
<max idima CE) ,dimp CE)j 
<dim,(E). 
存在 使 上 述 结论 中 的 每 个 不 等 号 严格 成 立 的 集 
A 
E. 
集合 的 齐 次 性 (homogeneous property) 集合 
的 一 种 内 在 性 质 .下 面 的 结论 指出 当 集 合 瓦 具有 某 
种 “ 齐 次 ”性质 时 , 它 的 填充 维 数 和 上 闵 科 夫 斯 基 维 
3 — 30. Ut ECR 为 紧 集 ,如 果 对 任意 开 集 VA 
dimz E = dim,(E N V), 
Jilldimp»— dim; E. 
4j TÉ HE FA (product of fractals) 一 种 分 形 集 . 
指 两 个 分 形 集 EE 与 FF 的 积 集 , 记 为 EXF. 设 EF,F 
CR 为 勒 贝 格 可 测 集 , 经 典 的 富 比 尼 定 理 指出 ， 
EX Fy = (EY) X COE); 
其 中 s" 表示 nn 维 勒 贝 格 测度 . un E FH A Ae > WI 
度 或 填充 测度 代 蔡 勒 贝 格 测度 ,上 述 结论 不 再 成 立 ， 
但 仍 具 有 某 些 关系 . 
4y T Fe FR B) 3e RT 2 XL mj B Hausdorff measure 
of product of fractals) 亦 称 玛 斯 传 德 定理 . 一 种 集 
£ HJ 2 RH £ UE. dE PS JE $ BJ ELS BY BT E 
Xu JE. Ke E CR”,FCR", 则 存在 仅 依 赖 于 s，,t 的 正 
常数 c, 使 得 
SOE x F) > eg (EAF). 
Tu gm f£ (& E B (Marstrand theorem) 
HEAR BJ ae Hp £ DC N| FE”. 
4] TÉ He ROY HH SK SE BW (Hausdorff dimen- 
sion of product of fractals)  — fh f& & D ae Wr X 
维 数 . TB PAS od E SE J PS BJ IT KEK. UE 
CR",F CR", D. 
1. dim, EX FZ2dimy E-- dimy F. 
2. dimy E X Fxmin (dim, E 4- dim; F ‚dimz E 
+dimy F}. 
3. max {dimz E d- dim; F ,dims E 4- dim, E) 
«dim, E X F dim; E -- dim; F. 
4j J£ Fe FR BJ IR 7E E (packing measure of 
product of fractals) 一 种 集合 的 填充 测度 . 指 两 个 
分 形 集 的 积 集 的 填充 测度 . ig ECCR".FCR', 
GLEN en P CF) «oo , M E TE DUKE T sc 的 正 
常数 c 使 得 
PTE X F) < cP CES (F). 
Sy J FE FR BJ HR FE ## BW (packing dimension of 
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product of fractals) 一 种 集合 的 填充 维 数 . 指 两 个 
分 形 集 的 积 集 的 填充 维 数 . 设 ECR”, FCR”, W: 
l. dimp EX FXdimp E-- dim, F; 
2.dimy EX Fxzminldimg E+dimp F dimp F 
+dimy F}; 

3. iX ECR",FCR', WR E 5 F 中 有 一 个 是 正 

则 集 ( 即 集合 的 豪 斯 多 夫 维 数 与 填充 维 数 相 同 ), 则 
dim, E X F = dimy E + dim, F. 

4r JE SE X (projection of fractal) — #h EXE 
影 . 指 分 形 集 在 通过 原点 的 直线 上 的 正 交 投影 . Go 
表示 平面 上 通过 原点 的 直线 ,ze 表示 对 于 直线 0 的 
正 交 投影 . 设 EC R° 为 波 莱 尔 集 , 则 : 

1. 对 任意 0€ Gaps 

dimy Get bie min(dim;; E, p). 

2. 若 dimr( 五 ) 委 1, 则 对 几乎 所 有 的 6€ 10,27], 
有 dimr ps CE) — dim, E. 

3. Zridimy 之 1, 则 对 几乎 所 有 的 0€ 0,27], 

polE)>0. 

自 相 似 集 的 相似 维 数 (similarity dimension of 
self-similar sets) 目 相 似 集 的 一 种 重要 维 数 . EE 
为 对 应 于 压缩 比 为 o BRB DL Bs HR S leie) 的 
自 相 似 集 . # s 满足 


WW s RA ABUSE E 的 相似 维 数 , 记 为 dims E. 

自 相 似 集 的 测度 与 维 数 的 性 质 (measure and 
dimension of self-similar sets) 自 相 似 集 所 具有 的 
一 些 重 要 性 质 . 设 上 满足 开 集 条 件 , 则 ， 

LOGE (E) «oo; 

2. dim, E=dimp E— dim, E- dim; E =s; 

3. 对 任意 z€ E 及 任意 720,8 
Cc s G ob Dun GN 

r0 (2r 


HCE N wer) 


MON 


以 及 
l; log Z(E f) B,(>)) 
im ——— e s, 
SpA logr 
其 中 Ci,G; 为 正常 数 ;如 果 开 和 集 条 件 不 满足 , 仍 有 
dim, E = dim, E < dim, E, 


则 称 满足 上 述 性 质 的 分 形 集 具 有 正则 性 . 
几 类 重要 的 分 形 集 


A OBR FE 38 Rh Bt EE (finite family of contracing 
mappings) JS #RIK V ER BOAR. 满足 压缩 条 件 的 有 
限 个 映射 所 成 的 集 族 . 设 DC R° 为 闭 集 ,映射 S$:D 
—R* 称 为 D 上 的 压缩 映射 (简称 压缩 ) ,如果 存在 正 


常数 0 过 c 过 1, 使 得 对 任意 zx,yED, 成 立 不 等 式 
d(S(z),S(y)) < cd(x,y). 
R^ Ef — A BR EF 38 BRT D US; < < LPR A R° 上 的 
一 个 和 迭代 图 数 系 (IFS) ,其 中 
IS; (2) —S;Cy) | i| x— »| (0<c,<1,z,y€ D). 

和 迭代 函数 系 (iterated functions system) ff 
“有 限 压缩 映射 族 ”. 

压缩 映射 族 的 不 变 集 (invariant set of a family 
of contracting mappings) 迭代 函数 系 生 成 的 不 变 
集 ,是 典型 的 分 形 集 . 对 它 的 一 般 性 质 的 研究 是 一 个 
重要 而 困难 的 课题 . BE Sis S;s "ss S; A R^ 上 的 压缩 
映射 族 , 则 存在 惟一 的 紧 集 E, 使 得 

E=USE, 

集 E 称 为 压缩 族 {S;)1<i<n 的 不 变 集 或 吸引 子 . 

开 集 条 件 (open set condition) 加 在 压缩 映射 
族 上 的 一 种 条 件 . 设 S155$5,***,.$, FE R^ 上 的 压缩 映 
BF. 如 果 存 在 开 集 VCR” 使 得 


US EV VI a = B Gs p, 


则 称 压 缩 族 Si Sost Sn 满足 开 集 条 件 , 亦 称 该 压 
缩 族 的 不 变 集 五 满足 开 集 条 件 . 

开 集 条 件 容许 相似 压缩 族 作用 在 某 些 集合 上 可 
以 有 重 苹 ,但 要 求 重 县 不 能 太 多 . 由 席 夫 (Schief， 
A. ) 提 出 的 定理 刻画 了 开 集 条 件 , 但 并 没有 减少 判 
别 开 集 条 件 是 否 成 立 的 难度 . 

席 夫 定理 (Schief theorem) 对 开 集 条 件 的 一 
种 刻画 . 即 在 开 集 条 件 下 , 自 相 似 集 的 测度 与 维 数 都 
有 完整 的 结果 . 该 定理 表述 为 : 设 E 是 压缩 系数 为 ci 
的 相似 压缩 族 S; CL mo B AA ,s 为 其 相似 
维 数 , 则 下 述 条 件 等 价 : 

1. 开 集 条 件 成 立 . 

2. E O: 

康 托 尔 三 分 集 (Cantor third-middle set) 一 
种 重要 的 自 相 似 分 形 集 . 设 E56L0,1] 为 单位 闭 区 间 ， 
E; Ar Eo 删 去 中 间 长 为 1/3 的 开 区 间 (1/3,2/3) 
所 得 到 的 集合 , 即 E, 由 闭 区 间 [L0,1/3] 与 [2/3,1j] 组 
成 ,这 两 个 区 间 称 为 1 阶 基 本 区 间 . 而 (1/3,2/3) 称 
为 1 阶 基本 间隔 . 分 别 去 掉 两 个 1 阶 基本 区 间 的 中 
间 的 1/3 得 到 五 :, 即 E, 由 4 个 闭 区 间 ( 称 为 2 阶 基 
本 区 间 ) 


os Les Ls Co] 
组 成 ,去 掉 的 两 个 开 区 间 称 为 二 级 阶 基本 间隔 . 继续 
上 述 作法 ,至 第 & 步 ,人 们 得 到 Ei. 它 由 2 个 长 为 
3 的 财 区 间 ( 称 为 & 阶 基本 区 间 ? 组 成 ,被 挖 掉 的 
2^ 个 长 为 3“ 的 开 区 间 称 为 第 & 级 间 隅 . 令 € 
= (lE RO Sr HRC ASS, AS MIE 安 为 


几 类 重要 的 分 形 集 


全 不 连通 的 自 密 闭 集 . 令 
uH end gu d 
$1Cr) = 3° S, (z) = 3 =E Sé 
则 相应 的 自 相 似 集 为 经 典 的 康 托 尔 三 分 集 . 
谢 尔 品 斯 基 垫 (Sierpinski gasget) ”一 种 重要 
的 自 相 似 分 形 集 . 令 


Br y= | 


pur 
-— ll d 
s ae E 2'4 t3 
1 va 
ac [62 
则 相应 的 自 相 似 集 称 为 谢 尔 品 斯 基 垫 . 

A [8 Bl (directed graph) 一 种 由 顶点 与 有 辐 
线段 组 成 的 几何 图 形 . 设 v 为 顶点 集 , 将 其 标记 为 
{1,2,…,qg), 为 有 向 楼 集 , 它 的 每 条 边 都 从 某 个 顶 
点 出 发 并 在 某 个 顶点 终止 (一 对 顶点 可 以 由 几 条 楼 
连结 ,一 条 校 也 可 以 由 同一 个 顶点 出 发 与 终止 ), 二 
Zu Bi Cu GO ke — 4178 In] É]. i 2;,j 为 从 顶点 i 出 发 
到 顶点 ; 24 ERA S BJ Ë Sr STAM HARE 
点 j £X IE BJ H k ARAM ES AS Ce es ,ei) 的 集 
合 , 称 为 路 经 集 . 连结 有 向 图 顶点 的 路 径 所 满足 的 条 
件 称 为 传递 性 条 件 .存在 正 整 数 如 ,使 对 任意 :7 都 
有 整数 p, 满 足 1e puc p HE BIG E SPIES LN 
即 , 对 有 向 图 中 的 每 对 顶点 ,都 有 长 度 不 大 于 了 之 的 
路 径 连 结 它 们 ， 


路 径 集 (path sets) 见 “ 有 向 图 ” 

传递 性 条 件 (transition condition) 见 “ 有 向 
图 go 

FA 335 JH $2 (graph-directed sets) Á 4H 4L # oi 


— RES. B GC 60 NB I] A. it F.R R 为 相似 
HE: 的 相似 压缩 ,eE 3, 则 存在 惟一 非 空 紧 集 族 
EE, E, {E48 

E; = Ut U.ee, F(E). 
压缩 集 族 4F.:eES) 称 为 图 递归 相似 压缩 族 ( 或 图 
i$ HE SERLO LEER ELLE SS EQ PRIUS XS 
HAE. 图 递归 集 有 非常 广泛 的 应 用 . 

直观 上 看 ,图 递归 集 族 的 每 个 元 素 E; H# T 
分 别 与 Ei OPE *** E, 相似 的 部 分 组 成 , 当 q=1 HY , 
回 到 经 典 的 自 相似 集 ， | 

[& ë VS 46 BE (graph-directed matrix) 对 应 于 
图 递归 集 的 矩阵 . e sco. ABE AU = (AN) Diese PKR 
AiG AIS ABE. CMR K PF E [B TE 
为 eCA». 

Eg] ë JS SE AY HE E (dimension of graph-directed 
sets) 图 递归 集 维 数 的 两 个 性 质 . BE CE i B 
足 传 递 性 条 件 与 开 集 条 件 的 图 递归 集 ,s 满足 
eA )=1, ER LS jq. 
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1. 0-2 EDLP (E) <o. 

S dia s (ua s: 

SoBe He (McMullen set) 一 类 重要 的 自 仿 
集 . 设 n>m>2 NIESEXX.RO s m)—(G.;0x 
«n,Oxij«mj. 9 RC R(On,m), # R22, H R, X 
AR Ro BAR. GO € Ro E X 


= WE, Rcs 
SG. = | 5.2] Gi), 


M S, i at HS HR ,其 在 z 轴 与 y 轴 方 向 的 压缩 比分 
别 为 1/n 5 1/m. B E 为 仿 射 压缩 族 {5;.;}) open 的 
自 仿 集 , 即 
E = Ui jer Su; (E), 

KK E 为 仿 射 压缩 族 S; EZAR. 

麦克 缪 伦 集 有 下 述 几 何 解 释 : 将 单位 正方 形 E 
划分 为 nXm 个 边 长 分 别 为 1/n 与 1/m 的 长 方形 . 
EF(i,j) 表 示 长 方形 

[I 
则 5; 将 E, WEA Ei,;( 在 不 产生 混淆 的 情形 下 ,人 们 
FAG. PRARKAB EG, j)), AT R, 亦 表示 经 映射 
Sipe Gj) € Ro 所 得 的 长 方形 族 . + S= US; + M 
OE) = US uC E E Uijer EG, j). 

重复 上 述 过 程 ,而 将 每 一 Ci, 站 用 SEG DD 
替 , 最 后 得 到 的 极限 集 二 NS CE BI 7 2 s, 22 
伦 集 . 

SS xe £3 [t $E B HE BW (dimensions of McMullen 
sets) Z 22 (E SE BJ 2Ë 22 Z: A. dE E XE s 22 1 


集 , 则 


m 


dim, E = log, | DN) ; 


其 中 N, 表示 在 第 一 次 生成 过 程 中 从 第 j 列 中 挑 出 
的 矩形 数 ; 


dim, E = log, s + log, 
其 中 r=Ħ#R s= # (j, G, DER (Ë|| # J &] € 1 
阶 生成 元 五 :=2 (中 的 一 个 矩形 的 个 数 ). 

上 述 结果 指 出 麦克 缪 伦 集 的 维 数 与 它 的 基本 长 
数 与 闵 科 夫 斯 基 维 数 不 相 同 ,因而 不 是 正则 集 . 一般 
的 自 仿 集 的 研究 要 比 麦 克 比 伦 集 困难 得 多 . 

A BAS (Moran sets) ” 自 相 似 集 的 一 种 推广 . 
莫 朗 集 按 下 述 方式 推广 且 相 似 集 :在 逐次 迭代 中 采 
用 有 限 的 不 同 的 压缩 比 并 且 基 本 元 的 位 置 可 以 变 
化 . 

莫 朗 集 类 (Moran classes) R.— = Zk FJ Bg s 
BH Se BJ Se 25. 英 朗 集 类 考虑 满足 相同 结构 的 英 朗 集 
构成 的 集 类 并 考虑 集 类 中 英 朗 集 间 的 相互 关系 . 

— fg X BH SS By 44 yë (construction of Moran 

SY 


sets) Dë E SN ROS B 58: BJ BJ 25 Fg. UJ 
CR" 为 内 点 非 空 的 有 界 闭 集 . (zj 为 一 列 正 整数 
序列 ,$= (于 ) 为 一 列 有 限 正 实 向 量 序列 ,其 中 
p, = (C1. 98,29 *** stunn 
(Dous LECN,1xJjxn). 
对 任意 REN, ic 
D, = (Gili S n,,1 < j < Ë). 
约定 D,  ,id D= UizoD.. 

ix o= (0i, 035°, 0) E Day T= (1,0, Tn) € 
站 td 0 * T= (iaa ees aa Tot CO. r 0€ Dy, 
I< b, iE oelzs (01,03, 6). RE 的 子 集 族 m= (J .; c 
ED} 称 为 具有 英 朗 结构 ,如 果 它 满足 : 

1. 对 任意 o€D,J 与 J 相似 , 亦 即 存在 相似 映 
BY SaR R? 使 得 SD =). WE J,=J; 

25 对 任意 k= 0 及 任意 OC Drs dats äe ter res e 
Jan, 为 Se 的 子 集 , 并 且 对 任意 Aj Jo N Jo 
= BF BIN E JF SRA TO 

3. 对 任意 £2>21, c € D, IR d jn, 有 


Ee 

|J. | au 
< 

E, ES UJ , 
K 

E = s 
m E 为 非 空 有 界 财 集 . 


对 于 子 集 族 r= (J, o Di, RI 中 内 部 非 空 的 
有 界 财 集 7, 正 整数 序列 (ni)isi, 满 足 莫 朗 结构 的 集 
E-—EG,J. (in TRÀ WEG. n). (D, BJ 5 BB 
集 . i A= CJ, nj (DB DAWE, Un)» 
(Š, ) ) RS] 9E BJ S ñ i C 28, KARR. ERASE 
E,E' EM, 它们 对 应 的 生成 集 族 为 + 与 Tz, 则 与 
7' 的 元 素 间 的 相互 位 置 可 以 不 一 样 ,尽管 它们 都 满 
足 莫 朗 结构 的 条 件 13253. 38 F = {Ja E Di} Z, 
的 元 称 为 EE BJ k NEET. i 

e = [Jio $ = {J 30 c D}. 

fk BAS (homogeneous Moran sets) 一 类 
特殊 的 莫 朗 集 . BUTE RE k> Deam E 
亦 即 第 & 阶 的 压缩 比 均 为 ci, 则 相应 的 莫 朗 集 称 为 
Jr IK 5: BH SE TH Dz BJ 5€ B8 SA iD 2 

MOS {mg} (ce}). 

3 Ry 5] A TE CR $E (homogeneous symmetry 
Cantor sets) 一 类 特殊 的 康 托 尔 集 , 设 空间 维 数 d 
二 1, 若 对 任意 之 1,0€E Di, 它 的 十 1 阶 基本 元 
Jan  ,1<j<m BE J... J... ln, E Ja P 
从 左 至 右 排 列 满足: 

1. J。.1 的 左 端点 与 J, DERSE, Jon, H 


右 端 点 与 J 的 右 端点 重合 . 

2. |Z. | es | 
本 区 间 的 长 度 为 MC 

3. 相 邻 的 & 十 1 阶 基本 区 间 的 间隔 相同 . 

由 此 得 到 的 莫 朗 集 称 为 齐 次 均匀 康 托 尔 集 , 记 
AES sind stews) Midna €. 

fy 3T 2x15] 5] RFE CR $E (partial homogeneous 
Cantor sets) 一 类 特殊 的 康 托 尔 集 . 如 果 将 齐 次 均 
匀 康 托 尔 集中 的 条 件 2,3 用 下 述 条 件 代替 : 

/的 左 端点 与 J 的 左 端点 重合 ,J oco BJ Ze 
端点 与 /的 右 端 点 重合 ,1 委 j 委 ws 一 1, 则 得 到 的 
莫 朗 集 称 为 偏 齐 次 康 托 尔 集 , 记 为 

€ ` = EJ, (ns), ic). 

齐 次 康 托 尔 集 与 偏 齐 次 康 托 尔 集 在 一 维 齐 次 莫 
朗 集 的 研究 中 起 重要 作用 . 

预 维 数 序列 (pre-dimension sequences) 满足 
一 定 条 件 的 序列 . 设 i18;}) 为 一 列 有 限 正 实 向 量 序列 ， 
其 中 


,,1( 从 而 ,每 个 十 1 阶 基 


d 一 (Cii 64,99 1*9 as) 
(Dos, bRC€N.Ixjxn), 
fi Sk 满足 下 列 等 式 


PRIF FI idus AA SUUS A. 
Xt BH f& BJ 2E # (dimension of Moran set) X 
朗 集 的 维 数 公式 . 令 
lim inf w L limsup Sis 
# c. >0,Mldimy, E=s. ,dimp E=dim,;(E)=s". 
下 面 两 个 结果 是 压缩 比 的 下 确 界 为 零 的 情形 ， 
ps RE 情形 要 复杂 得 多 : 


1. 设 莫 朗 集 类 . £=. (Jos (ni) {D, } ) 满 足下 
RRIF: 
13 SUP Me: = ALO, 
2) O<int max te; HESE :一 SUP max (ç; xps 


则 对 任意 EC. 4, dimy Es. dim, E= Ss 
2. Z 


则 对 任意 EC Z, 
dim, E =s,, dimp E = dim, E = EI, 

E XR FRE RA ES BH fie BJ Bl] k 步 构造 为 基础 所 
E ELE] B +H ULIS B) 2 2 FR BJ R A. E ol LOS 
一 列 自 相 似 集 的 极限 , 预 维 数 的 极限 与 该 莫 朗 集 的 
维 数 有 密切 关系 . 

一 维 齐 次 莫 朗 集 的 维 数 (dimension of one di- 
一 维 齐 次 莫 


mensional homogeneous Moran sets) 


Ej a B] $e By HE Xu 


朗 集 的 维 数 公式 . 由 于 在 一 维 的 情形 有 很 好 的 序 结 
构 , 其 结果 更 为 丰富 与 深入 . 现 将 一 维 齐 次 莫 朗 集 与 
葛 期 集 类 的 维 数 公式 分 别 定义 如 下 : 


| 
t. = liminf x EC. 


, 
k— oo mE log ces 


log n;-::n 
ole E = ee a Esen : 
则 一 维 齐 次 莫 朗 集 类 的 维 数 有 如 下 人 性质 : 
1. 对 任意 EC o, 
t. < dimy E < s, =< s* 
< dimp E < dimp E < Aë 

2. 还 有 

1) i z. <s, FR t <a<s, MH ECA, 
BE f& dim, E — a. 

2) Beien E SB WHE EC, o, 
fii fj dim, E= B. 

— HE FF RB BH $E JE BJ 28 BW (dimension of one 
dimensional homogeneous Moran classes) JL“— 
维 齐 次 莫 朗 集 的 维 数 ” 

3T 2x15] 5] BR TE 2 & BJ 2 t (dimensions of ho- 
mogeneous Cantor sets) ”均匀 康 托 尔 集 的 维 数 公 
3X. Z € — (J, ELSE d'A C=C" CU, {np} 

{cs)) 分 别 为 齐 次 均匀 康 托 尔 集 与 偏 齐 次 均匀 康 托 
尔 集 , 则 其 维 数 公 式 分 别 为 : 

dim, € = s, , dimp, € = dim, € = t", 

dim, @* —t,, dim» = dims Z = Er. 

fii 3T Z 23 5J Ri YE ZR $E BJ HE BW (dimensions of 
partial homogeneous Cantor sets) JL“F KOR 


托 尔 集 的 维 数 ” 
函数 图 象 的 维 数 


项 数 图 象 (graph of functions) 分形 的 图 形 所 
呈现 的 图 象 .假定 1 二 [0,1j] 为 单位 闭 区 间 . 设 fio 
R, 令 

T(f ,7) = PSA) = (G,JG));t € I), 

WE PDA KZ fT EWR. 

函数 在 一 点 的 6 振幅 (6-amplitude at a point of 
a function) KAA E — AB ó SBR PAE. Fe 
之 差 . Kf IPR 为 连续 函数 . 设 ó > 0, z € T. id 
Or, Œ) A BRE f EA t BJ ó Hz B, BD 


O. (t) = Sup JG! ) = inf fat’) 
le — | <ë |e --i| <8 
= sup JG) — fanl. 
六 人 和 [一 全 上 十 全] 


函数 在 区 间 . 上 的 6 变 差 (6-variation on an in- 
terval of a function) 刻画 函数 在 区 间 上 变化 的 一 
TR Z la,b]C I, ER Sf Elab] Ef ó BB 
VjywsLa,6bj 定 义 为 f 的 6 振幅 在 La,bj 上 的 积 
373 


b 
V sola TA = | O, Gd: 


函数 / 在 1 上 的 总 变 差 定义 为 
y,— sup J G) = inf f G). 

函数 在 区 间 上 的 总 变 差 人 (total variation on an 
interval of a function) M“ gg aE px iR] E. B) 6 2 

s WY te OR BRK E (s-Holder condition) Zi) Hj eR 
数 性 态 的 一 种 条 件 . 设 f :1—R 为 连续 函数 , 称 / TE 
点 守 满 足 s 阶 赫 尔 德 条 件 (0<s* 迄 1) ,如果 存在 常数 
c,， 使 得 对 所 有 的 ET, 有 

= eser 
FF XE BE PR f(z) 在 点 +t 满足 反 s 阶 赫 尔 德 条 件 , 如 
果 存 在 常数 070 EMER 00H 
O, (t) có. 

E # EZ] # AY Bd RI Nr dé HE BW (Minkowski di- 
mensions of the graph of functions) ”函数 图 象 的 
闵 科 夫 斯 基 维 数 的 几 个 公式 . 

L.X f:1>R 为 连续 函数 , 则 

log Man 
ge 
log V, (I) 
um | 
I. 2 0 二 s* 委 1, 了 为 7 上 的 连续 函数 
LZ II sa, NAREKIN 
dimsI'Cf,I) < 2 — s. 
2.48 f TE I E WR — 5X s 阶 反 赫 尔 德 条 件 , 则 
dimsT'(f ,I) >= 2 — s. 

3. 设 连续 函数 了 在 了 上 满足 一 致 与 反 一 致 * BT 

赫 尔 德 条 件 , 则 
dim,T'(f ,1) = dimp (f, I) = 2 — s. 

ey 3 E] $8 BS Se NI 2 = 4E BW (Hausdorff dimen- 
sion of graph of functions) PR X ER] AA zx Hr Ze < 
维 数 的 一 个 不 等 式 . 与 闵 科 夫 斯 基 维 数 不 同 ,函数 的 
振幅 性 态 不 足以 确定 六 数 图 象 的 察 斯 多 夫 维 数 , 而 
且 远 比 确定 闵 科 夫 斯 基 维 数 困 难 . 设 K CR 为 波 莱 
尔 集 . 假定 

1. Z (Ox CK) >0, P. px CKO RNR K dE X 
轴 上 的 正 交 投影 . 

2. 存在 常数 ccz>0 及 0<c<1, 使 得 对 任意 
水 平 闭 区 间 [xi,xzj X Cy] ,存在 disd? 满足 T,» 
<ar: DÉI 15 az 一 Qi 二 C1(7Xs 一 X1) 并 且 长 方形 


E ED X E = eG = 


dim,,T'(f ,I)D = limsup| 2 
ó—0 


dim, (f, ID) = limint 
5 ô— 0 


2 


Gre e See sr [n A —O, 
则 dimp KZec(a,c; 2221. 其 中 clasc) JJ TX Ié ent a 
5 ci WJ IE A. 
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Sh oR RH HS je Br eñ XX BJ 4 XX (dimension of 
Weierstrass function) ZR Hir Br hi Hir pR $£ ËJ — 4 


维 数 公式 . Wt 
We) = A.A cos('t) (ene 2,29 D 


Bm 


为 外 尔 斯 特 拉 斯 图 数 , 则 
dim, P(W) = dim (W) = s. 

18 A fu 4 BF us X BJ 4 € (dimension of Besi- 
covich function) 伯 西 柯 维 奇 图 数 的 一 个 维 数 公 
式 . 伯 西 柯 维 奇 消 数 定义 为 

B(D =.) A cos hy (ess 2. 


其 中 A; 是 趋 于 无 穷 的 正 实 数 序列 . 

VE PS FI AE Ay PR B GO E E Aa / A5 oo , BU] 

dim, I(B) 

(s — 1) log À, 

(s — 1)loga, + (2 — s) log à: ` 

拉 德 马赫 级 数 的 维 数 (dimension of Rademach- 
er function) 拉 德 马赫 级 数 的 两 个 维 数 公 式 . 拉 德 
马赫 级 数 定义 为 

RO= SCORE asc 


nz | 


其 中 R(t) =1—2¢, OW n HES Hh ER BW. 6, (2) 
为 上 EL0,1) 的 2 进展 开 的 第 n 位 数字 : 

1. i RaQ) A ALB HL pR 2 A 

dimp Z'(R,G),12) = dim (R:t), I) = 2 — 5s. 

2. 设 R.C) 的 占有 密度 we (OFE, BIHER > 
€ I. ag, Cz) xc , Blildimu PCR, G2 41) —Z— s. 

这 里 占有 密度 定义 为 : 设 了 是 区 间 了 上 上 的 波 菜 
尔 可 测 函 数 ,E 是 R 上 的 波 莱 尔 集 , 仿 

jy (E) = HE I,fG) C E), 

# wr 对 勒 贝 格 测度 绝对 连续 , 则 由 拉 东 -尼古丁 定 
JH, ff TE BEER u] DW PR EK a (>), (EAE 


B CE) = | adz, 


a (a RRA BI Ar VES UR ERE. 

占有 密度 《occupancy density) 
尔 级 数 的 维 数 ”. 

切 饼 集 (cookie-cutter sets) 一 类 常见 的 分 形 
集 . 设 T=[0,1],0 过 to 过 t; 过 1. 映射 

5$:L0,2,] U [5,1] 1 

称 为 切 饼 映 射 , 如 果 它 满足 以 下 性 质 . 

1.S| [ou 及 S |o, a2: ALO. ] 5 L1] E 7 的 
单 满 射 . 

2. ff TEE C70. 020, [EE 

[DS Dt ach ele = y], 

B] DS 是 7 阶 赫 尔 德 映射 ,并 且 
DSGI 2 1, 


= ] + liminf 


见 “ 拉 德 马赫 


inf 
r€ [0.15 ]U [4 31] 


其 中 DS C(x) 表示 S 在 点 工 的 微分 ， 
ae toss U nsl]. 
相对 于 映射 S 的 切 饼 集 定义 为 
C ={x € [0,45] U [t Th S" (<) € Tote 
U [t1 MAA n 之 0 成 立 ). 

切 饼 集 的 维 数 的 估计 涉及 现代 动力 系统 的 理论 
与 技巧 ,特别 确定 其 维 数 的 鲍 恩 公式 涉及 到 吉 布 斯 
测度 W .压力 与 变 分 . 

DI oer BR AT (cookie-cutter mapping ) 
集 ” 

i RE d (theoritical entropy) “分形 几何 中 的 一 
个 重要 概念 . 设 ¿= {Ay ,4 A ) A XS RE s Z= [B] X 
的 一 个 有 限 分 划 , 即 X=U4 且 4) 彼此 不 相交 , 则 
分 划 $ 对 于 B9 39108 Mi RE 3 39, 


h,(€) =— SuCA) log 4A). 


设 0— (B. Boo BOO X 的 另 一 分 划 , 令 
£Vu-—iA[|Bilszijsk 
为 上 与 了 的 加 细 . E X V T ET HF ES u Dm 
FE RE LA 
ACT E) = lim +h, V T). 
最 后 ,7 关于 eBygW ES 
h,(T) = suph,(T ,6), 
其 中 上 取 遍 X 的 有 限 分 划 . 

Hh Fh 88 (topology entropy) 分形 几何 中 的 一 
个 重要 概念 . 设 X 为 紧 度 量 空间 ,TT:X 一 X 为 连续 
映射 . 设 Q 一 (A, 45 t AD A X WJ — 4 8 ËR Jr ZS 
W, N (a) KZ a 的 所 有 子 覆 盖 的 最 小 基数 , 则 了 
对 于 a FGF) HE LA 

h(T',a) = lim = log N( VI ei, 
T FETE XN 
H (T) = suph(T ,a), 
其 中 a Bid X BJ APRS W. 

EJ press) 分 形 几 何 中 的 一 个 重要 概念 . 设 
AM7(X) 为 所 有 的 了 不 变 概率 测度 ,CCX) 为 X 上 的 
连续 函数 的 集合 . 设 f€ C( X), fF 的 压力 P(f) 定 义 
为 


见 “ 切 饼 


PC) — sup (AC) + V dv}, 
亦 即 PC IE EIR EM BIA EH. 
平衡 测度 (equilibrium measure) 分 形 几 何 中 
常用 的 一 种 测度 . 如 果 v 使 得 上 述 上 确 界 达到 , 即 
pn = AC» + | fav, 
Wu] v 称 为 平衡 测度 . 
符号 空间 (symbolic space) 


分 形 几 何 中 的 一 


测度 的 分 形 结 构 


种 重要 空间 . 设 m2 为 正 整 数 . Q (— Q (m)) Wm 
OS 5E BERS SEO" J H O 中 元 素 组 成 的 长 度 有 限 的 
序列 的 集合 ,02* 为 长 度 无 穷 的 序列 的 集合 . Wwe 
Q* FER 2. 表示 O° 中 前 |w| 个 字母 等 于 w 的 元 素 
的 集合 ,其 中 |w| 表 示 zo 的 长 度 (w 中 含 字母 的 个 
数 ), 则 称 O° 为 符号 空间 . 设 r= ary z, EM, 
SO ORR EE x 的 长 为 n WER. o: 0° > E 
HEMAT ELKO), =ni. 

吉 布 斯 测度 (Gibbs measure) 一 种 常用 的 测 
E. fiQ—R 为 赫 尔 德 连续 函数 , 则 存在 平衡 测度 
v TE RO 3E — ESO MER x € Q" n0, A 

v (P Cx) 
expC— APH) Fw Qe) 
其 中 POS f 的 压力 ， 


n—1 
S D = c ao» 


满足 上 述 条 件 的 测度 v, 称 为 吉 布 斯 测度 . 

AGAR St (coding mapping) 符号 空间 2” al 
饼 集 C 上 的 一 种 映射 . 设 S 是 切 饼 映射 ,C 是 对 应 
KIK E EH TEE EE ECK 

m: [0,5]. A: 1>[t,,1]. 
D rrr rz, EO, =(0,1}, AN DÉI m.0"—C 
定义 为 


d Ee 


n(x) = (Pe Pa QD. 

切 饼 集 的 豪 斯 多 夫 维 数 的 鲍 恩 公式 (Bowen 
formula of Hausdorff dimension of cookie-cutter 
sets) WEE RIS AMM — TAS. 设 5 是 
切 饼 映射 ,C 是 对 应 的 切 饼 集 . 定义 

f;Q"—HR,f(i) =— log|DS(rz)|, 
RPO E f B HJ . M: 

1. dim; C — dim, =d, d 是 满足 PAN 0 的 惟 
一 实数 . 

2. 0< 2647 (C) «oo. 


测度 的 分 形 结构 


测度 的 分 形 结 构 (fractal structure of mea - 
sures) ”分 形 几 何 的 重要 组 成 部 分 . 其 核心 内 容 是 
研究 一 个 测度 的 质量 是 如 何 分 布 的 , 文 撑 它 的 集合 
的 几何 性 质 如 何 影响 质量 的 分 布 以 及 一 个 给 定 的 集 
合 能 支撑 什么 样 的 测度 . 

WEAH g kA Hausdorff dimensions of 
a measure) 测度 的 一 种 重要 维 数 . 令 Mt (RD) RA 
R^ 中 的 正 波 菜 尔 测度 ,SuppAw 表示 测度 py 的 支 集 . 
设 u€ M^ (R”), 则 py 的 豪 斯 多 夫 维 数 与 填充 维 数 分 
AE LA 

dimy 4 = inf (dim, E | (E) = u(R?)) 
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分 W JL fs 


5 | 
dimp = inf {dimp E|#(ES) = 0). 
测度 的 填充 维 数 (packing dimensions of a mea- 
sure)” 见 “测度 的 豪 斯 多 夫 维 数 ”. 
测度 的 点 态 维 数 (pointwise dimension of a 
measure) 测度 的 一 种 维 数 . 设 € MT (BI, ze 
supp C) , Dii 
log p(B, Cr)) 
logr 
称 为 测度 ¿ 在 点 工 的 下 点 态 维 数 ( 或 点 工 的 下 对 数 
密度 ,或 点 Z 的 下 李 普 希 次 指数 ). 而 
log p(B, (zx)) 
logr 
称 为 测度 yy 在 点 x 的 上 点 态 维 数 (或 点 xz 的 上 对 数 
密度 ,或 点 x 的 上 李 普 希 欧 指数 ). 
测度 的 点 态 维 数 描述 了 测度 支柱 中 一 点 附近 质 
量 的 变化 性 态 , 支 撑 分 形 集 的 测度 的 变化 速度 的 快 、 
慢 分 别 与 集合 的 豪 斯 多 夫 维 数 与 填充 维 数 相 联系 . 
测度 pe 的 维 数 与 点 态 维 数 的 关系 . 设 五 CR 为 
波 莱 尔 集 , 则 
dimy E = sup infD(m,c); 


A(E)>0 +€ E 


D(p,x) = liminf 


D(p,r) = limsup 
r 0 


dimp E = inf supD(p,2). 


H(E)>O z€ E 


维 数 与 点 态 维 数 的 关系 (relation between di- 
mension and pointwise dimension) M“ oc 
AS HE RL”. 

测度 的 奇异 指数 (singular exponent of a mea- 
测度 的 一 种 指数 . 其 定义 如 下 : 

Indsw = inf {a > 0|# | 2€"). 
测度 的 连续 指数 (continue exponent of a mea- 
测度 的 一 种 指数 . 其 定义 如 下 : 

Indc# = sup {a > 0|lp < 4}. 

测度 的 奇异 指数 与 连续 指数 反映 了 支撑 分 形 集 
R53 ES 2 Hr £ A BE RAE A. 

Soa XX (spectral dimension of a mea- 
sure) 测度 的 一 种 常用 维 数 . 设 EMRS), ER 
a PWA U M E, FEAREN: 

dim* y= inf {a > 0|UZ(r) = œ, y-a. e. }; 


sure) 


sure) 


dim. v= sup (a > 0|U7(x) < œ, p-a. e. ). 
1] E B5 3E 28: 32% 2 h WI) BE BY) or A BX BS llu FR d 
A. 
测度 的 对 数 密度 指数 为 
dimp y = inf{a 之 0|D(p,7) S< a, p-a.e. }; 
dim, p = sup {a > 0|D(py,7) È a, p-a.e. ). 
尽管 上 述 指 数 从 不 同 的 角度 描述 测度 的 性 质 ， 
但 它们 之 间 有 密切 的 关系 . 各 类 指数 间 的 关系 如 下 : 
i uE MT+(R”), 则 
dm" w= dim, 4 = Ind.# = dimp z, 
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dim, = Ind. = dim, pz, 
dim, < dim ` p. 

Á 4B 44 ill RE (self-similar measure) 一 类 典型 
而 重要 的 分 形 测度 . 设 五 压缩 比 为 clycz,……'cn 的 相 
WER Si Sot S, 生成 的 自 相 似 集 . A 

P Popp) 

为 一 概率 向 量 , 即 50, Sb = 1. Hp 为 符号 
集 0— (1,2, mj ERR EWE E pO) — por 
为 由 p 诱导 的 符号 空间 Q° 上 的 乘积 测度 . Wr TEE 
一 的 we Mt (RE: 

l. = Sipe? S, `. 

2. supp Ap 一 五 ,其 中 suppAw Au B) zs, 

上 述 测度 n 称 为 由 相似 压缩 族 Si,S,,…,S， 概 
R EE CPi» pn ,pa) 定 义 的 自 相似 测度 . 

A fH (DL i BE pi Wë £X AE (Hutchinson, J. E. ) 于 
1981 年 引入 . 它 是 目前 了 解 得 最 深入 的 一 种 分 形 测 
度 . 

Ri EZRM E (Cantor measure) 
相似 测度 . HX 

pa e (S0) 22.500 £ + Š 
所 得 到 的 自 相 似 测度 称 为 康 托 尔 测度 ， 

自 相 似 测度 的 维 数 (dimension of self-similar 
measure) 自 相 似 测 度 的 一 个 维 数 公式 . 设 ww 是 由 
相似 压缩 族 S1,S,,…,S, SRE oj EE CP born 
px) 定义 的 H 相似 测度 . 设 S; 192 9 *** TM 满足 开 集 条 
件 , 则 


一 种 重要 的 目 


2, Pi log p, 
SS E logc, 

WE L' BERT CL, dimension of a measure) 
测度 ¿ RER Er OLA r 网 中 的 立方 
lk k= (bk... kad EZL Æ 

EMR, 1 < p < eo, 


dimy p= a = 


今 
uncus log >) (GIG, G0) 
go MET XP deer 
TE TE Joe 2; GIG CO 
IEO (p — 1) logr 


MJ DGD D,D a AER AWE w 的 上 .下 L^ 285. 
各 D, wW — D, Go , Mic R 2: 3E D.C). RA y 
的 L^ 维 数 . 

W {A E R° 的 任 一 个 分 划 ,sup | A, | <r, BU] F 
述 定 义 中 的 和 式 可 以 由 sup 3) CA^ 代替. 

测度 的 L° 338 (L^ dimension of a measure) 
测度 ¿ 的 一 种 维 数 . 设 xyE M' (R°), JJ ee YELP 
L RUE X A 


logsupz(1,(r)) 
Dou = limsup La pus ; 

logsup#(1,(r)) 
Ih — lim inf ES T E 


Bu HE BS HY BE XX (entropy dimension of a mea- 
测度 w 的 一 种 维 数 . 设 z€ M' (R°), E X 
log >) #Ui(r)) log (1,(r)) 


sure) 


SES . log r ° 

log >1#(I,(r)) log iG, G)) 
D, p = liminf ne eM 
ec? r0 ogr 


Dip. Diy 亦 称 为 A BJ E. F E EE 当 此 二 维 数 相 
等 时 , 称 上 述 公 共 值 为 n ER HEN D z, É 
式 上 可 看 做 Dsy 在 p—1 时 的 极限 . 

测度 和 的 L 维 数 的 关系 (relation between Z^ di- 
mensions of measures) 测度 u 的 几 种 维 数 之 间 的 
关系 . 设 z€ M' (R°), WER 1 和 zz 委 ce 时 ,其 维 
数 关 系 如 下 : 

1. ED, GPA Do f p ifft UC 

2. limD,u < D. < inf D(x, z); 


z€ RI 


limD,p < < Due inf Din z). 


z€n* 


au FE BY BW HE (level sets of a measure) ” 波 莱 尔 
概率 测度 的 一 种 截 集 . sepu 1] EROR SE ZK 
概率 测度 . 设 022 A TEER I, eee n B c Ht 
区 间 族 ,I, (zx) 为 包含 点 Xx 的 nn perm i os D, E 
X 


ee eae iden log erf (x)) es 
n og log |Z, | 
E, 称 为 测度 H 的 a 截 集 . 令 fCa)=dimy Ea, PRH A 


的 f(a) 谱 . 
热力 学 极限 (thermodynamic limit) 与 测度 pz 


S,(q) = een.) 
其 中 撤 号 表示 对 所 有 Ad, DA BS n Br c 进 区 间 求 
和 . 
cg) 一 一 一 log.S, (q), 


r(q) = liminf r,(q), 


z 为 结合 4 的 热力 学 极限 . 
勒 让 德 变换 (Legendre transform) 
极限 + 相关 联 的 一 种 变换 . 令 
r* (a) = inf (qa = ECKE 
c ERO c 的 勒 让 德 变换 . 
测度 的 重 分 形 分 析 (multifractal analysis of a 
分 析 测 度 < 的 性 质 的 一 种 重要 方法 . 测 


与 热力 学 


measure) 


测度 的 分 形 结 构 


E n 的 重 分 形 分 析 是 讨论 coc", f.dim, E,,dimp E 
之 间 关 系 的 一 种 分 析 方 法 . 

重 分 形 机 理 (thermodynamic formalism) € 
分 形 分 析 中 的 一 个 重要 概念 . 如果 对 a 有 

dim E =) (= SCH 

则 称 测度 u 对 于 a 满足 重 分 形 机 理 . 重 分 形 分 析 的 
重要 目的 之 一 是 研究 什么 样 的 测度 满足 重 分 形 机 
XB. 下面 是 满足 重 分 形 机 理 的 一 个 例子 . 设 ER. IË 
定 a—r v 以 及 趋 于 零 的 
正 数 序列 (4,) ,使 得 对 任意 区 间 Injo 

"n KÉEN ^) «y, < ett, iem, 
mi 

dim H^ = dim, E, = r` (a). 

满足 上 述 条 件 的 测度 v 为 吉 布 斯 测度 

基本 不 等 式 (fundamental inequality) 
分 析 中 一 个 重要 的 不 等 式 . 对 任意 070 有 

dimp E, < f(a) < r* (a). 

二 项 测度 (binomial measure) 一 种 重要 的 概 

KME. 设 p= (0. pd NERIS E. 
po > 0, pı > 0, pi + P; = J: 

令 了 ,,…s 表 示 [L0,1j] 区 间 的 n 阶 2 dË < [E] e 
0, 则 表示 取 它 的 一 1 Bret lB) BJ kën, Se 
1, 则 表示 取 上 述 区 间 的 右 半 部 分 . 设 m 是 L0,1] 上 


的 满足 

Pp (L...) i lI I< <, P, 
的 惟一 的 概率 测度 . 测度 po 称 为 二 项 测度 . 对 所 有 
的 Qs Do 满足 重 分 形 机 理 . 


重 分 形 


E e FAE NER HHA 
S H PHA AB 
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常 微分 方程 (ordinary differential equation) 
含有 一 个 目 变 量 和 未 知 函 数 及 其 导数 的 方程 式 称 为 
常 微分 方程 ,简称 微分 方程 . 常 微分 方程 理论 人 研究 已 
有 300 多 年 的 历史 , 它 是 近代 数学 中 古老 的 重要 分 
文 ; 同 时 ,由 于 它 与 实际 问题 有 着 密切 的 联系 ,因此 ， 
它 又 是 近代 数学 中 富有 生命 力 的 分 支 之 一 . 早 在 17 
世纪 ,牛顿 在 创立 经 典 动 力学 的 同时 也 创立 了 微 积 
分 ,尔后 微分 方程 就 成 为 定量 描述 各 种 形态 的 物质 
运动 (如 机 械 运 动 、 流 体 和 大 气 运 动 、 热 和 电磁 运动 
等 ) 的 运动 机 理 的 基本 语言 和 运算 手段 ,是 现代 力学 
和 物理 科学 不 可 缺少 的 数学 工具 . 

MR y 表示 自 变 量 > HRM , DU] OR FR HA BK 
y 的 常 微分 方程 一 般 形 式 可 表示 为 


dy 
F TRO! qus 


式 中 下 是 ”十 2 个 自 变 量 的 函数 ,” 为 正 整数 ,中 
所 包含 的 导数 的 最 高 阶 数 ” 称 为 该 方程 的 阶 数 . 由 
若干 常 微 分 方程 所 构成 的 方程 组 ， nn II 
2H. 其 一 般 形 式 可 表示 为 


"288 JE. Sce UM La Wee a | cce 
j y i as *'* Man? ds de” y dm) din 
(j=1,2, sm), 
其 中 nosnost n, SP Bll EAR Oe yis yos toys HJ 


导数 的 最 高 阶 数 . 如 果 函 数 FEFA R HA R 
数 及 其 各 阶 导数 都 是 线性 的 , 则 称 为 线性 常 微分 方 
程 ( 组 ); 否 则 , 称 为 非 线 性 方程 (组 ). 
如 果 稼 微分 方程 能 表示 成 如 下 形式 

= f euni e (1) 
AP f dé n+ 1 + B AER BS BRM MRAM 
程 为 正规 型 的 . 任 一 上 述 正规 型 常 微 分 方程 与 微分 
方程 组 


dy = dy, == ose dyn—1 = 

dr Vis dx — Mos H dr re Vn-19 

du. 

E = f(xsysyis yaoi Yn) 
是 等 价 的 . 


满足 常 微分 方程 的 函数 称 为 常 微分 方程 的 解 . 
常 微分 方程 理论 ,就 是 研究 常 微分 方程 (组 ) 在 什么 
条 件 下 有 和 解 , 即 解 的 存在 性 问题 ;和 有 和 多少 个 解 , 即 
解 的 惟一 性 问题 ,以 及 解 的 各 种 性 质 和 求解 方法 等 . 
此 外 ,还 要 应 用 常 微分 方程 来 描述 和 解释 自然 现象 ， 
把 它们 用 于 各 门 科 学 和 工程 技术 . 

常 微分 方程 理论 的 形成 与 发 展 是 与 力学 、 天 文 
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学 .物理 学 及 其 他 自然 科学 和 技术 的 发 展 密切 相关 
并 彼此 促进 和 推动 的 . 数学 的 其 他 分 支 的 新 发 展 ,如 
代数 、 函 数论 、 李 群 、 拓 扑 学 等 都 给 常 微分 方程 的 发 
展 以 深刻 的 影响 . 目前 计算 机 科学 的 高 速 发 展 ,为 常 
微分 方程 理论 与 应 用 的 发 展 ,也 提供 了 很 重要 的 条 
件 . 

早 在 18 世纪 , 常 微分 方程 发 展 的 古典 时 期 ,由 
于 力学 、 物 理学 、 几 何 学 等 的 需要 ,数学 家 曾 把 注意 
力主 要 集中 在 求 可 用 初等 隐 数 表示 的 通 解 上 . 亦 即 
对 于 方程 (1) 求 含有 n 个 任意 常数 C19C29 *** 3C, 的 形 
如 y yGcoc 6) ok E. 在 这 个 阶段 ,主要 
A K t JE X (Leibniz, G. W. 0.29 8858 — + (AF Al 
(Bernoulli,Johann, I ) 和 欧 拉 (Euler,L. ) 等 人 的 工 
作 . 他 们 得 到 了 关于 齐 次 方程 线性 方程 和 伯 努 利 方 
程 的 通 解 求法 . 但 后 来 人 们 发 现 , 绝 大 多 数 微分 方程 
都 求 不 出 通 解 . 特别 是 刘 维 尔 (Liouville,J. ) F 1841 
年 证 明了 这 样 一 个 事实 , 即 黎 卡 提 方 程 


除了 某 些 m 的 特殊 值 外 ,其 通 解 不 可 能 用 初等 星 数 
和 初等 函数 的 积分 表示 . 当然 ,对 于 一 般 的 非 线性 方 
程 更 是 如 此 .这样 人 们 开始 改变 了 原来 的 想法 ,不 局 
限于 求 用 初等 函数 表示 的 解 ,而 去 求 它 的 近似 解 或 
者 去 研究 满足 这 些 条 件 的 解 的 性 质 . 近代 电子 计算 
机 出 现 以 后 ,微分 方程 数值 解法 发 展 成 近代 计算 数 
学 中 的 一 个 重要 分 文 . 

19 世纪 中 叶 以 后 ,数学 分 析 理 论 发 生 了 重大 的 
KER, TEX PAY BA A p Cauchy, A.-L OFA EA 
了 严格 的 数学 分 析 的 基础 ,将 新 的 概念 和 方法 应 用 
于 常 微分 方程 ,并 由 实数 域 扩展 到 复数 域 进行 研究 ， 
严格 地 建立 了 解 的 存在 惟一 性 理论 ,为 常 微分 方程 
理论 的 深入 研究 莫 定 了 坚实 的 基础 . 这 个 时 期 柯 西 
等 数学 家 人 研究 了 对 特定 初始 值 求 相应 解 的 问题 . 这 
类 定 解 问题 称 为 微分 方程 的 柯 西 问题 ,通称 初 值 问 
题 , 这 个 时 期 ,由 于 提出 热传导 和 弦 振 动 等 数理 方程 
的 定 解 问题 ,因而 就 出 现 了 由 斯 图 姆 (Sturm ,J. C. - 
F. ) 和 刘 维 尔 等 开创 的 微分 方程 边 值 问 题 与 特征 值 
问题 的 研究 领域 . 

19 世纪 末 到 20 tH 2y., Æ m K (Poincaré, 
(J.-H. ) 和 李 亚 普 诺 夫 CTanynos,A. M.F 8] TS 
微分 方程 定性 理论 与 稳定 性 理论 ,这 些 工 作 代 表 了 
当时 非 线 性 力学 的 最 新 方法 . 此 后 ,由 于 组 合 拓 扑 的 
发 展 , 遂 微分 方程 开始 转向 了 大 范围 方向 的 研究 . 在 


定性 理论 研究 中 , 奇 点 附近 积分 曲线 分 布 ` 极 限 环 
( 即 孤立 周期 解 )、 奇 点 的 大 范围 分 布 . 环 面 上 的 积分 
曲线 ,以 及 三 维 空间 周期 解 附 近 积 分 曲线 的 分 布 等 
问题 的 研究 得 到 了 极 大 的 发 展 . 这 一 时 期 ,对 空间 曲 
线性 质 的 研究 ,特别 是 “三 体 问 题 ”* 的 研究 促使 伯 克 
Æ X (Birkhoff,G. D. ) 于 1927 年 开创 了 动力 系统 这 
一 新 的 分 支 , 把 党 微分 方程 研究 提高 到 了 新 水 平 . 

这 一 时 期 党 微分 方程 解析 理论 也 得 到 了 充分 的 
SR 柯 西 指出 ,在 一 定 条 件 下 ,微分 方程 的 解 是 解 
析 吗 数 ,可 以 用 通常 的 复 变 函数 论 方法 来 研究 这 种 
解 的 性 质 , 从 而 开辟 了 微分 方程 解析 理论 . 后 来 布 里 
5 (Briot, C. A. A.2.fggll (Bouquet, J. -C. ) A É sa 
Nr CFuchs,I. L. ) 等 人 完成 了 许多 很 有 价值 的 工作 . 
这 一 时 期 微分 方程 摄 动 理论 的 创立 并 发 展 , 为 这 一 
分 支 的 进一步 研究 莫 定 了 重要 的 基础 . 

20 世纪 中 期 以 来 , 常 微 分 方程 无 论 在 理论 上 还 
是 在 应 用 方面 ,都 有 了 长 足 的 发 展 . 拓扑 学 、 函 数论 、 
泛 困 分 析 等 学 科 的 发 展 ,为 常 微分 方程 理论 和 应 用 
的 研究 提供 了 新 的 工具 . 定性 理论 发 展 到 现代 微分 
动力 系统 理论 ,对 一 些 奇 异 的 非 线 性 现象 的 深入 研 
究 做 出 了 贡献 . 常 微分 方程 的 理论 与 方法 还 为 泛 梢 
微分 方程 和 最 优 控制 理论 等 的 产生 与 发 展 提 供 了 基 
础 ,从 而 大 大 拓宽 了 方程 的 类 型 和 它 的 研究 领域 . 在 
这 一 时 期 , 常 微分 方程 理论 向 高 维 数 、 抽 象 化 方向 发 
展 ,包括 欧 氏 空间 常 微分 方程 向 抽象 空间 常 微分 方 
程 发 展 ,由 微分 方程 所 定义 的 动力 系统 向 抽象 动力 
系统 发 展 , 实 域 定性 理论 向 复 域 定 性 理论 发 展 等 .在 
应 用 方面 ,由 于 计算 机 科学 的 发 展 ,微分 方程 数值 
解 、 解 析 理 论 以 及 它们 在 信息 科学 、 机 械 学 .电子 学 、 
生物 、 经 济 等 许多 领域 的 广泛 应 用 ,使 常 微分 方程 的 
理论 与 应 用 研究 提高 到 一 个 更 高 的 水 平 . 

常 微分 方程 组 (system of differential equation) 
见 “ 常 微分 方程 ”. 


常 微分 方程 基础 


常 微分 方程 的 阶 (order of ordinary differential 
equation) ” 常 微分 方程 表征 解 的 自由 度 的 一 种 本 
质 属性 . 对 于 常 微 分 方程 ,其 未 知 函数 的 最 高 阶 导 数 
的 阶 数 称 为 该 方程 的 阶 . 对 于 党 微分 方程 组 ,如 果 在 
方程 组 中 出 现 的 未 知 函 数 y(i 二 1,2,…,n) 的 最 高 
阶 导 数 的 阶 数 为 mi, 则 称 m; 为 方程 组 关于 y, 的 阶 ， 
而 称 m =, +m, +e +m, 为 该 常 微分 方程 组 的 阶 . 

常 微分 方程 的 解 (solution of ordinary differen- 
tial equation) 和 常 微分 方程 的 基本 概念 . 满足 常 微 
分 方程 (组 ) 的 函数 (组 ) 称 为 常 微分 方程 (组 ) 的 解 . 
如 果 解 以 未 知 函 数 ( 组 ) 与 自 变量 的 隐 田 数 形 式 给 
出 , 则 隐 函 数 形式 的 解 称 为 常 微分 方程 (组 ) 的 积分 . 


党 微分 方程 基础 


常 微分 方程 组 的 积分 (integral of ordinary dif- 
ferential equation)” 见 “党 微分 方程 的 解 ”. 

常 微 分 方程 的 通 解 (general solution of ordi- 
nary differential equation) 党 微 分 方程 的 基本 概 
Qn 阶 常 微 分 方程 (组 ) 的 含有 个 独立 的 任意 常 
数 的 解 或 积分 称 为 通 解 或 通 积分 .方程 式 的 不 含 自 
由 常数 的 特定 解 称 为 特 解 . 因此 ,对 通 解 或 通 积分 中 
n 个 任意 常数 取 特 定 值 的 解 或 积分 均 为 特 解 . 

常 微 分 方程 的 通 积 分 (general integral of ordi- 
nary differential equation) 见 “ 常 微分 方程 的 通 
解 ”. 

常 微 分 方程 的 特 解 (particular solution of ordi- 
nary differential equation)” 见 “ 常 微分 方程 的 通 
解 ” 

常 微分 方程 的 方向 场 (field of direction of ordi- 
一 阶 常 微分 方程 的 几 


nary differential equation ) 


何 描述 . 研究 常 微分 方程 
ä 
Ee = f(x,y), (D 


这 里 f(x,y) 是 确定 于 (x,y) 平 面 某 一 区 域 G 上 的 
PRA. 设 在 G 上 的 每 一 点 (x,y) 做 一 以 f(x,y) 为 斜 
率 的 线段 ,表示 G 在 该 点 的 方向 , 则 得 到 一 个 方向 
场 . 求解 方程 (1) 的 问题 可 叙述 为 : 求 一 光滑 曲线 y 
=x) ,使 该 曲线 在 每 一 点 的 切线 方向 都 与 由 方程 
(1) 确 定 的 方向 场 的 方向 一 致 .方程 (1) 的 解 在 C 上 
的 几何 图 线 称 为 解 曲 线 . 方程 (1) 如 上 确定 的 方向 场 
有 两 点 不 足 : 

1. 须 将 平行 于 Oy 轴 的 方向 排除 . 

2. 解 曲线 局 限于 是 单 值 函 数 的 图 线 , 排 除了 与 
某 一 垂直 Oz 轴 的 直线 有 两 个 或 两 个 以 上 交点 的 曲 
RK. 

为 弥补 上 述 不 足 , 把 一 阶 微分 方程 写成 

M(x,y)dx + N(z,y)dy = 0 (2) 

的 形式 ,使 得 x 与 y 处 于 对 称 的 地 位 , 如 前 述 ,方程 
(1) 及 (2) 确 定 一 个 方向 场 , 于 是 求解 方程 (1) 及 (2) 
的 问题 可 叙述 为 在 区 域 G 内 求 所 有 的 曲线 ,使 曲线 
上 任何 一 点 的 方 回 都 由 方程 (1) 及 (2) 所 确定 . 这 些 
曲线 称 为 方程 (1) 及 (2) 的 积分 曲线 ,也 就 是 (1) 及 
(2) 确 定 的 方向 场 的 积分 曲线 . 

类 似 地 可 定义 常 微分 方程 组 的 解 曲线 和 积分 曲 
Zk. 

常 微分 方程 的 积分 曲线 (integral curve of ordi- 
nary differential equation) WM“ AO D ERD E 

可 分 离 变 量 方程 (equation with separable vari- 
ables) 一 阶 常 微分 方程 中 可 求 出 通 解 表示 式 的 一 
类 . 形 如 

giGOg;G)0dy = f1(x)f,(y)dr (1) 
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微 方 程 


的 一 阶 方程 称 为 可 分 离 变 量 方 程 . 当 gj (z) f, Gy) 
0 时 ,(1) 可 化 为 变量 分 离 的 方程 
g: (y) Bä Ju a) 
f; SC g(x) 
两 边 分 别 求 积 分 , 即 得 通 积分 
GCy) = F(x) + C, (2) 
AF C 为 任意 常数 . 这 种 求解 方法 称 为 变量 分 离 
法 . 如 能 从 (2) 解 出 
ye Z C nV (YC 
MU £85 CL) B 8 8. 还 必须 补 上 使 EE Et 的 常数 
解 y— y; 和 使 g(r) —0 的 常数 解 >= rj 
变量 分 离 法 (separation of variables) 
分 离 变 量 方程 ” 

齐 次 微分 方程 (homogeneous differential equa- 
tion) 能 化 为 可 分 离 变量 方程 的 一 类 微分 方程 . 假 
设 f (z, y) ES F Jü x RI y BJ 2 11 3 X BM, B) 8 JE ë 
式 f xy) =fr POEN RA , W| St Dr 7; f 


2 = f(x,y) (1) 
edd 


dz, 


见 “ 可 


记 


则 齐 次 微分 方程 (1) 可 写 为 


dy 
dr -4 zh (2) 


i pu) E u ee dep u— y/z ÍF 
u E 


当 o(u) —u = 0 Sau 
du dr 
@(u) — u x 
两 边 积分 ,有 通 积 
| A — Inz 4- C, (3) 
AP u 用 y/z 代 换 . 
34 (us) — uo 0 Cus 为 常数 ), 则 方程 (2) 除 了 有 
通 积 分 (3) 外 ,还 有 特 解 y — uo. 
一 阶 线 性 微分 方程 (first order linear differen- 
tial equation) 方程 中 未 知 范 数 及 其 导数 均 为 一 次 
的 一 阶 常 微 分 方程 ,这 是 最 重要 而 且 完 全 可 积分 的 
一 类 一 阶 方程 . 一 阶 线性 微分 方程 的 一 般 形式 为 
y +H py =q), - (1) 
式 中 p(x),gq(zx) 常 假定 为 连续 函数 ,g(x) 关 0 时 称 
(1) 为 非 齐 次 线性 微分 方程 . 而 
Sp) = 0 (2) 


= glu). 
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称 为 与 (1) 相 应 的 齐 次 线性 微分 方程 . 2) 有 通 解 
yy 一 Ce Lë 
式 中 C 为 任意 常数 , 方程 (2) 满 足 初 始 条 件 y(zo) 王 
yo 的 特 解 为 
y= nef 
方程 1) 的 通 解 为 


y= gene fel q(x dx + C. , 


RHC, 为 任意 常数 .方程 (1) 满 足 初 始 条 件 y(xo)= 
yo 的 特 解 为 


ym hr | el "gadt + yo). 


T 


非 齐 次 线性 微分 方程 (non-homogeneous linear 
differential equation)” 见 “一 阶 线性 微分 方程 ”. 

齐 次 线性 微分 方程 homogeneous linear differ- 
阶 线性 微分 方程 ”. 

常数 变易 法 (variation of constants) 求解 非 
齐 次 线性 微分 方程 的 有 效 方法 . 考虑 一 阶 线性 微分 
方程 


ential equation)” 见 “ 一 


y + pry = qr), (1) 
y! + pGD2y = 0. (2) 

用 分 离 变 量 法 可 得 到 (2) 的 通 解 
= Ce Jee (3) 


式 中 C 是 任意 常数 . 为 了 求解 方程 (1), 将 (2) 的 通 
解 中 的 常数 (或 参数 )C MA PRÉC Clr), fH DORA 
如 下 形式 解 

= Ceme bo, (4) 
将 (4) 式 代入 (1) 中 ,可 推 得 关于 C(z) 满 足 的 一 阶 方 
程 


ejr wary (x) (5) 


CCP) = METER LC, 


于 是 得 到 (1) 的 通 解 
y = eben [Jens + Cy) 


AP C, 为 任意 常数 . 将 齐 次 线性 微分 方程 通 解 (3) 
中 的 常数 C 视 为 函数 而 求 出 非 齐 次 线性 微分 方程 
的 通 解 的 方法 称 为 常数 变易 法 . 这 个 方法 也 适用 于 
求 线性 方程 组 及 高 阶 线性 方程 的 通 解 . 
18 3€ Fl FF (Bernoulli Equation) 
方程 的 一 类 微分 方程 . 形 如 


D 一 BOO OG (1) 


的 方程 称 为 伯 努 利 方程 ,其 中 P(r) Qo) BERR 
数 ,a 是 常数 , 且 a 关 0,1. 对 方程 (1) 做 变换 z= 二 y“， 


能 化 为 线性 


可 把 (1) 化 为 关于 z 的 一 阶 线性 方程 


e = Cl SOP (EL) 42) 


求 出 (2) 的 通 解 ,用 >“ 代 换 =, 就 可 得 到 伯 努 利 方 
程 的 通 积 分 . 当 o> 0 时 ,还 有 解 > 一 0. 
黎 卡 提 方 程 (Riccati equation) 
非 线 性 方程 . 形 如 
EC 村 (D 
的 方程 称 为 黎 卡 提 方 程 . 对 (1) 的 特例 
wy dra, (2) 
刘 维 尔 (Liouville,J. ) 1941 年 证 明了 : 当 且 仅 当 
— 4k — 4k 
时 ,方程 (2) 才 能 求 得 用 初等 图 数 及 其 积分 所 表示 的 
通 解 . 刘 维 尔 的 工作 使 得 人 们 的 注意 力 开 始 转 向 微 
分 方程 解 的 定性 研究 .数值 计算 以 及 求 近 似 解 上 . 
无 论 在 微分 方程 的 经 典 理 论 或 在 近代 科学 的 有 
关 分 文 , 黎 卡 提 方程 均 有 重要 应 用 . 
全 微分 方程 (total differential equation) 一 -类 
可 积分 的 一 阶 微分 方程 . 如 果 存 在 一 个 可 微 葡 数 
U(x,y) ,使 得 
dU (x,y) = M(x,y)dz + N(z,y)dy, 


最 简单 的 一 类 


a=0, = 75 


Hl 
QU 
dr 


则 方程 


QU 
= M( 9 Jy —— = NC , Js 


M(x,y)dx + N(x,y)dy = 0 (1) 
称 为 全 微分 方程 或 恰当 微分 方程 .〈1) 式 的 左边 恰 是 
某 个 二 元 函数 U(x,y) 的 全 微分 ,这 样 ,方程 (1) 的 
通 积分 为 Cr y) — C. U 可 沿 特殊 道路 的 线 积 分 求 
得 : 


U y) = I M(x, ydr + | N (ray == C 


式 中 (Czo,yo) 为 定义 域 中 的 定点 ,人 为 任意 常数 . 
恰当 微分 方程 (exact differential equation) 
见 “ 全 微分 方程 ”. 
只 分 因子 (integrating factor) 使 得 一 阶 微分 
方程 转化 为 等 价 的 全 微分 方程 的 函数 因子 . 方程 
M(x,y)dx + N(x,y)dy = 0, (1) 
若 能 找到 连续 可 微 的 函数 (>, y) (40) ,使 得 
9(uM) | 3CuN) 


I , 


Jy Ox 
即 
Me NS = Co (2) 
则 方程 
odder 十 ANdy 王 0 (3) 


是 全 微分 方程 ,此 时 称 urs y) AA e OO SEHE I A 
T. 显然 ,方程 (3) 的 通 积 分 U(x,y) 二 C 也 是 方程 


党 微分 方程 基础 


(1) 的 通 积 分 (注意 jl(zx,y) 关 0). 一 般 地 ,求解 
ACzyy) 满 足 的 方程 (2) 比 求解 方程 (1) 还 困难 ,但 给 
人 们 提供 了 解 方程 (2) 的 一 个 办 法 . 
— bra 7j f (implicit equation of first order) 
ZR Al P BS BY Se COR OI (= , y ) B] Ú PR CI] — 28 Ff TW 
分 方程 . 形 如 
F(z,y,y) =0 (1) 

的 常 微分 方程 称 为 一 阶 隐 方程 . Er CIO n] gt y 8 45 
多 个 一 阶 方程 

y = fix.) G = 1,2,* k), (2) 
则 所 解 得 的 方程 称 为 一 阶 显 方程 .人 2) 的 每 一 方程 的 
通 积分 设 为 CCzy CD) 一 0, 则 (2) 的 通 积分 为 


k 
| [G.c@,y.C,) = o. 
i=] 


若 已 知 曲面 F(r.y.p)=0 (p=y ) 的 参数 表示 
sk: :r=J/f(u,u), y=g(u,o), pHh(uv) WAC) 
等 价 于 X= 二 了 (u,v),y 二 g (u,v),y —hCG v). 由 此 得 
到 u,v 的 一 阶 显 方程 
SET Faw + I-A 
A w(u,v.C)-—0 是 (3) 的 通 积 分 , 则 z— f (u,u), y 
— g(u,v).w(u.v,C)-—0ÉCGOBDBTILA. 这 种 求解 
方法 称 为 引入 参数 法 . 

一 阶 显 方程 (explicit equation of first order) 
见 “ 一 阶 隐 方程 ” 

引 入 参数 法 (method of parameter) 
隐 方 程 ”. 

常 微分 方程 的 奇 解 (singular solution of ordi- 
nary differential equation) 一 阶 隐 方程 的 包 络 解 . 
奇 解 是 在 其 上 的 每 一 点 微分 方程 解 的 惟一 性 都 不 成 
立 的 解 . 或 者 说 , 奇 解 对 应 的 曲线 上 每 一 点 至 少 有 两 
条 积分 曲线 通过 . 一 般 地 , 奇 解 也 是 一 阶 隐 方程 通 积 
分 的 包 络 . 方程 

Pr. yy) (1) 
的 奇 解 必定 包含 在 由 方程 组 

F(x,y.p)—0, 

FP'Üi(z,y,p) = 0 
消去 户 而 得 到 的 曲线 中 ,这 里 FO y. pode m,y, P 
的 连续 可 微 函 数 . 由 方程 (2) 决 定 的 曲线 称 为 方程 
(RS p 判别 曲线 . p 判别 曲线 或 其 分 支 不 一 定 都 是 
奇 解 , 有 的 是 解 (不 破坏 惟一 性 ), 有 的 不 是 解 . 利用 
b 判别 曲线 可 以 得 到 求 奇 解 的 途径 . 

jg 3€ € 7; AS (Clairaut equation) 

包 络 结构 的 特殊 的 一 阶 微分 方程 . 形 如 

y = zy' + Gy’) (1) 
BY 73 RERO GORY Fi Fa KIP p E: Xe n] GR C. 
RE KDED r RSW y 二 p 代入 ,整理 
可 得 


0 a 


见 “ 一 阶 


(2) 


一 类 通 解 有 
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S 微分 万 5 


dp , E 
dz 十 2 (p)) = 0. 


i de/dz==0,f8 p= 二 c, 代 入 (1) 得 到 (1) 的 通 解 

y = cz + GC), 22 
AP c 为 任意 常数 , (2) 式 即 通 解 表示 一 族 直 线 . G 
将 z=+gZ(p)=0 与 (1) 联 立 , 得 

r-d-g0p)-0, 

y = xp + fp). 
消去 p 得 到 (1) 的 一 个 解 ,此 解 是 方程 (1) 的 通 解 
(一 族 直 线 )(2) 的 包 络 ,破坏 惟一 性 , 故 是 奇 解 . 

高 阶 微分 方程 (differential equation of higher 

含有 未 知 函 数 的 导数 高 于 一 阶 的 微分 方 


C3) 


order ) 
fe. 形 如 
PGi Q9) YS OG 1) (1) 
的 方程 称 为 高 阶 微分 方程 , 式 中 是 所 有 变 元 的 连 
续 函 数 .求解 方程 (1) 的 重要 的 方法 就 是 降 阶 法 . 
微分 方程 组 的 首次 积分 (first integral of differ- 
ential equation system) 微分 方程 组 的 解 所 遵从 的 
关系 式 . 如 果 以 方程 组 
e = f(T VY) G = 1,2,*,n) (1) 
的 任何 一 个 解 yi (z), yC) ores y, GO TAE E HT 
TA PR BX Drs yi yoo yl IS 
D(L, us Maes a y) = C, (2) 
其 中 常数 C 一 般 与 所 取 解 有 关 , 则 (2) 称 为 方程 组 
(1) 的 (一 个 ) 首 次 积分 ,或 称 第 一 积分 . 例如 ,能量 守 
恒 公 式 就 是 保守 系统 动力 学 方程 的 首次 积分 . 
如 有 果 能 够 求 得 ”个 独立 的 首次 积分 ,那么 ,它们 
合 在 一 起 就 构成 方程 组 (1) 的 通 积分 . 如 果 能 够 求 得 
k 个 独立 的 首次 积分 ,那么 ,就 可 利用 它们 将 (1) 降 
为 n 一 & 阶 的 方程 组 . 


线性 常 微分 方程 


线性 常 微分 方程 Udinear ordinary differential e- 
quation) 理论 结构 最 完整 且 具 有 广泛 应 用 的 一 类 
常 微分 方程 . 方程 中 出 现 的 未 知 肾 数 及 其 各 阶 导数 
都 是 一 次 的 , 则 称 该 常 微分 方程 为 线性 常 微分 方程 . 
线性 常 微分 方程 具有 完整 的 构造 性 质 , 在 实际 问题 
中 有 广泛 的 和 重要 的 应 用 . 

n 阶 线 性 常 微分 方程 Ninear differential equa- 
tion of n-th order) ”未知 限 数 导数 最 高 阶 数 为 n 的 
线性 党 微分 方程 .如 果 方 程 

Pr yy yy = (1) 
DI Ar ting PRL F E OY AR A eR Re LS BT eR AB 
— Uii) UR Jy ECD) 29 n Br 2k Tk Ct 0 22 SR, 
的 一 般 形式 可 表 为 
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TI Ea GO tba, oe 
ca,Cr)y — f Ge). (2) 
3$ f(z) 关 0 时 ,方程 (2) 称 非 齐 次 方程 ; 当 f(x) 志 0 
时 , 则 称 为 齐 次 方程 . 

线性 微分 方程 组 (first order linear differential 

equation system) 具有 完整 构造 性 质 和 广泛 应 用 
的 一 类 常 微分 方程 组 . 如 果 方 程 组 

F (z,y, WT Yna Y 5 3. ur yt) = 0 
(1) 
GEET mK Ze m e SCC F E EO] SAR A BR 


数 及 其 各 阶 导 数 都 是 一 次 的 , 则 称 方程 组 (1 ) 为 线性 
微分 方程 组 . 如 果 线 性 微分 方程 组 中 各 未 知 函 数 的 
导数 均 为 一 阶 的 , 则 称 为 一 阶 线 性 微分 方程 组 . 其 一 
般 形 式 可 与 为 


dy. 
de =i, Gy F a;,(%)y; + ** + Gi, (OD In 


+ fi) G =1,2, n). (2) 
为 简便 计 ,(2) 可 写 为 向 量 形式 


d 
i = AQo0y + f(x), (3) 


AP 
KA Ji 


Së 
E des 


° 


Jac eae pes 


Yn Fa) 


a(x) 


a <) Gier CD) 


anc aalt) Cr) 


AG) = . ... 
alL) a, (=) üt) 
方程 组 (2) 或 (3) 亦 可 称 为 n 阶 线性 微分 方程 组 ( 注 
意 方程 的 阶 与 方程 组 的 阶 的 定义 ). 在 (2) 及 (3) 中 ， 
E f(x) 志 0(f(x) 志 0), 则 称 为 齐 次 线性 微分 方程 
组 ; 若 相 应 的 f(r) FOC f(x) 0), WN HRA AEF RK 
性 微分 方程 组 . 一般 地 ,线性 微分 方程 组 均 可 化 为 一 
阶 线性 微分 方程 组 的 典 则 形式 . 
齐 次 线性 微分 方程 组 (homogeneous linear dif- 
ferential equation)” 见 “线性 微分 方程 组 ”. 
非 齐 次 线性 微分 方程 组 (nonhomogeneous lin- 
见 “ 线 性 微分 方程 组 ”. 
XE JD JE EE (superposition principle) 线性 常 微 
分 方程 (组 ) 解 的 构造 性 质 . 设 yis ys 分 别 是 非 齐 次 
线性 常 微分 方程 
oy ai Go 


ear differential equation?) 


qa 

dx 
Ta, yc fir) G=1,2) 

的 解 ;或 者 是 两 个 (用 向 量 和 矩阵 形式 表示 ,这 时 yy: 

是 向 量 ) 非 齐 次 线性 常 微分 方程 组 


d 
usoq ata. 


2 = AGO + bien G = 1,2) 
DIS, RBA yid yz 是 方程 
d^ d^! d 
ta OTE SES ui Gc) Fa, Gr) y 


— fi Tf) 
的 解 ,或 向 量 y Hy 是 方程 组 
dy 


d; ADI tF: (x) +F,(xr) 


的 解 . 
BA Bir SE +T al (Wronski determinant) 判别 
齐 次 线性 方程 解 系 的 线性 相关 性 的 特征 行列 式 . 设 


函数 组 ya oo ttt Mn 中 每 一 个 y, CR 1,2, nd 
A n—1 阶 导数 , 称 行列 式 
Yı Ké T Yn 
y! y oo y 
Wyisysstts Yn) = 
ye gD uus geb 


J E AI eS BX ZH BJ B REH 3847 SL. 如 果 yis yos tovs 
是 齐 次 线性 方程 
yet play” Peet p, (2) y=0 
BJ n MAE, WU 8 2 sÑ 
Wyisyostt s ys) 
=W Gn yas» Yn) PERCHE 
V XI AER ZS SK 5 MT T8] BE PA yj,y;，,…,y;, 其 中 


Mii 
DAT T (2—1,2,:*,n), 
Yni 
它 的 朗 斯 基 行 列 式 定 义 为 


Xu Yiz "U* Jin 
WGwye xm A IE Q Ql: 
Yu Yno Kg Yan 

Qn SR [p] Bt PR ZH E Zk FE FE OD E 


d 
dac AG)y 
的 个 解 ,其 中 yy 是 nn 维 列 向 量 ， 
i Ce) E) 
FN Gn) utr) … a, (w) 
a (a) Qa) aux) 


则 有 刘 维 尔 公式 
W (yis Maart e yv 
Hen e s 


上 述 定 义 及 公式 对 研究 解 的 线性 相关 、 线 性 无 
关 和 其 他 性 质 很 有 用 . 


线性 第 微分 方程 


见 “ 明 斯 基 行 


刘 维 尔 公 式 (Liouville formula) 
列 式 ”. 

基本 解 组 (fundamental system of solutions) 
能 用 线性 组 合 构造 出 齐 次 线性 微分 方程 全 部 解 的 线 
性 无 关 的 解 系 .对 n 阶 齐 次 线性 常 微分 方程 


d" d^! d 
e +a, (í SE its SP ees Goa; y= 0 
(1) 


的 n^ f yi(m),y (z), °° Mur) ,如 果 在 其 定义 区 
间 上 是 线性 无 关 的 , 则 称 这 个 解 是 (1) 的 (一 个 ) 基 
本 解 组 ;对 齐 次 线性 一 阶 常 微分 方程 组 


dy, 
32—aaGO)yicasG)yirmtasG)y, (2) 


dx 
G—1,2,: sn) BJ n TB 
yu (x) yu Co) 
(x) 2 

yı (r) = d i ， yzZ) 一 gy ttt. 
ya (z) Yaa (>) 
yis GE) 

pica. 
Ya E) 


如 果 在 其 定义 区 间 上 是 线性 无 关 的 , 则 称 yi Cr), 
Malz) sy GOdECOOB — + )3t f E. 和 矩阵 


YXuGO xC =) AN ET) 
Y(z)= Mut) Yz) yo C) 
bm (x) Yno CT) Man Cr) 
称 为 (2) 的 基本 解 矩 阵 . 


通 解 结构 定理 (structure theorem of general 
solution) 关于 线性 第 微分 方程 解 的 结构 性 质 的 数 
学 表述 . 设 n 阶 非 齐 次 线性 微分 方程 


n n—] 
T ka o ta GO La, GO ym FG 


dx”! 
(1) 
的 一 个 特 解 为 3(x), 与 (1) 对 应 的 齐 次 微分 方程 的 
n REJ yir), y Cr), es (zxz); 非 齐 次 线性 微分 
方程 组 


dy. 
= cua IY Saat aia Kuy, ICD) 


(2) 

G= 1,2, 2) 的 一 个 特 解 也 用 y GOES 5 CONI 

应 的 齐 次 微分 方程 组 的 2 个 解 也 用 G0 ys z), 

Ut ys GEORG IX BE ys yit y, I A [uj Et K 39% ( Z 

见 “ 线 性 微分 方程 组 ”条目 ), 则 关于 齐 次 微分 方程 

(组 ?的 通 解 结构 定理 为 :如 果 yio yos y, 是 齐 次 
方程 (组 ) 的 一 个 基本 解 组 , 则 

y = Cum + Coy, + === + C,$, (3) 
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S d 分 5 E 


包含 了 方程 (组 ) 的 所 有 解 , 其 中 Crs Cass C, 为 n 

个 任意 常数 . 显然 , 解 组 (3) 表 示 了 方程 (组 ) 的 通 解 . 

关于 非 齐 次 微分 方程 (组 ) 的 通 解 结构 定理 为 : 

非 齐 次 微分 方程 (组 ) 的 通 解 等 于 它 的 对 应 的 齐 次 方 
程 ( 组 ) 的 通 解 与 它 本 映 的 一 个 特 解 之 和 ，, 即 
y= Cryst E E Car ey. 

常 系数 线性 微分 方程 (组 )(linear differential 
equation (system) with constant coefficients) 最 
简单 并 可 用 代数 方法 求解 的 一 类 常 微分 方程 (组 ). 
常 系数 线性 高 阶 微分 方程 形 如 

d 


d^! d 
= Ge SC + Ha, j Tay = f(x), 


(1) 
其 中 a;《(i 二 1,2,…,n) 是 常数 . 常 系数 线性 一 阶 方 程 
组 形 如 


d 
TA tf), 
其 中 
Yı filr) 
2 i 
y= Í a f(x)= d a , 
Yn f, (=) 


4 3 n Xn 常数 矩阵. 

毅 系 数 线性 微分 方程 理论 的 研究 在 常 微分 方程 
理论 研究 中 是 最 深入 完整 的 ,并 可 以 用 代数 方法 求 
出 它们 的 通 解 . 此 外 ,在 工程 技术 等 实际 领域 内 它们 
也 有 广泛 的 应 用 . 

欧 拉 方程 (Euler equation) 可 化 为 常 系数 线 
性 常 微分 方程 的 一 类 变 系数 的 常 微分 方程 . BR 
程 形 如 

ry? tar ly" D teeta, zy +a,y=f(x); 
(1) 
JRerha G=1,2, n) EAR 做 变量 代 换 z 一 e np 
将 (1)7 化 为 常 系数 线性 常 微 分 方程 . 

#5 (iE Fy #2 (characteristic equation) REXA 
数 线性 微分 方程 (组 ) 的 解 的 构造 特征 的 代数 方程 
式 . XÍ n 阶 常 系数 线性 党 微分 方程 
和 十 ai E rag 2 +ay=0 GQ) 
有 形 如 >=e 解 的 充分 必要 条 件 是 数 À 满足 代数 方 
TE 


An ES dot 十 … + d. A + a, = 0, (2) 
称 代数 方程 (2) 是 方程 (1) 的 特征 方程 , 称 特征 方程 
的 根 为 特征 根 ;对 常 系数 齐 次 线性 常 微 分 方程 组 


dy ` 


其 中 > 是 ”= 维 列 向 量 ,4 Jë nox n 常数 矩阵 ,有 形 如 
Y = Re" fit (R 是 HEARS 78 BOM Th) AY FE IP E 
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条 件 为 
|A — AE| = 0, (4) 
(A — AE) R = Q. (5) 
称 代数 方程 (4) 是 方程 组 (3) 的 特征 方程 ,其 根 4 称 
为 特征 值 ,满足 矩阵 方程 (5) 的 非 零 向 量 R e (XJ 
应 4 的) 特征 向 量 . 
待定 系数 法 (method of undetermined coeffici- 
ent) 求解 常 系数 非 齐 次 线性 常 微分 方程 特 解 的 一 
种 便捷 方法 . 对 于 nn 阶 常 系数 非 齐 次 线性 常 微分 方 
程 
T +a Rena, aa y= fe), (1) 
当 f(z)= P, (Ne (P, (x) 是 已 知 的 m 次 多 项 式 ) 
WF, 88 (1248 É n 
yG) = XQ (z)e“ (2) 
IL FEAR Ho dE COO AY £ (220) REAR (R= 0 Bf a 
不 是 特征 根 ) Qu GO JE EXE RJ m 次 多 项 式 , 当 f (>) 
— e" [PP (x) cos Bx 4- PY (x2sinfx] (PP (z), 
Pa (z) K Sk AS i F m 的 多 项 式 , 但 二 者 至 少 有 一 
个 是 m 次 的 ) 时 ,方程 (1) 有 形 如 
yr) = ie" TO (x)cos Bx + Q? Ge)sin Br] 
(3) 
的 特 解 ,其 中 ot Bi 是 (1) 的 AGE 之 0) 重 特征 根 (& 一 0 
时 at Bi 不 是 特征 根 ),Q，(z),Q(z) 是 待定 的 和 
次 多 项 式 .将 (2),(3) 代 入 方程 (1), 比较 方 程 (1) 两 
边关 于 x 的 同类 项 系数 ,确定 出 Q(x),Qm GO, 
Q”(z) 的 系数 ,就 可 以 求 得 方程 (1) 的 特 解 . 这 种 解 
法 称 为 待定 系数 法 . 对 于 常 系数 非 齐 次 线性 方程 组 


SE 
SR Ay + f, (4) 


其 中 4 E nXn W BEE yf Æ n 维 列 向 量 , 也 可 
用 类 似 待定 系数 法 求 它 的 特 解 . 

拉 普 拉 斯 变换 法 (method of Laplace transfo- 
rm) 求解 常 系数 线性 党 微分 方程 的 一 个 重要 方 
法 . 拉 普 拉 斯 变换 定义 如 下 :对 于 在 (一 ,十 co) 上 
有 定义 ,而 在 上 <0 时 恒 等 于 零 的 函数 f(z) ,如 果 


十 ce 十 ce 
F (s) = | fte "dr = J f (De "dt 
0 — oo 


FETE WW SRF GODS f GO B br 3E Sr AE B RR OA i 
PRI A FE GO S ER PR RL. 

运用 拉 普 拉 斯 变换 将 常 系数 线性 常 微 分 方程 的 
求解 问题 化 为 线性 代数 方程 或 方程 组 求解 问题 时 ， 
可 把 初始 条 件 一 起 考虑 在 内 ,不 必 求 出 通 解 再 求 特 
解 ,这 在 工程 技术 中 有 广泛 的 应 用 .用 此 法 求解 常 微 
分 方程 的 步骤 为 : 

1. 对 方程 两 端 施行 拉 普 拉 斯 变换 . 

2. SR tH PE B] ERI. 

3. 查 拉 普 拉 斯 变换 表 , 得 到 原 函 数 , 即 方程 


的 解 . 

算 子 方法 (method of operator) 用 以 求解 常 
系数 线性 高 阶 沼 微分 方程 特 解 的 一 种 简便 方法 . 对 
于 常 系数 线性 党 微分 方程 


d" dy 
aci Kr, 


qt P= f(x) ， (1) 


引入 算 子 
L(D) = D" + pD + + + p,- ID + P,, (2) 
其 中 D=d/dr 表示 对 并 求 微 商 的 运算 ， 
di 
dz 

表示 对 x 求 上 次 微 商 .L(D) 称 为 算 子 多 项 式 . 方程 
(1) 可 简写 为 


Di = 


LID) y=f G). 
根据 (2), 记 


Lo 
A8 OOBE—ÉSE.FRI/LODNLGODOB Wi ST. 
运用 算 子 工 (D) 和 逆 算 子 1/L(D) 的 性 质 和 法 则 可 
以 简便 地 求解 方程 (1). 特别 当 ? 之 3, f(x) x se", 
cos x sin pz 等 类 函数 之 和 ,或 它们 乘积 之 和 时 , 求 
方程 (1) 的 特 解 较 用 常数 变易 法 简便 . 算 子 方法 类 似 
地 可 运用 到 常 系数 线性 常 微分 方程 组 中 去 . 

TR ZR ETE (solution by power series) 求解 
Bi aT FE WJ — #h TA. 特别 是 方程 不 能 用 初等 积 
AYER BIN PE ESR RER E XX GE z== 0 SË PR) 

Uc cuu S opea (1) 

DIS ERE Sk $ CLR AT Fn , Hammel 

项 的 系数 ,确定 (1) 的 各 项 系数 ,从 而 得 到 方程 的 解 . 

这 种 解法 称 为 究 级 数 解 法 . 用 罕 级 数 解法 和 广义 客 

级 数 解法 可 以 解 出 许多 数学 物理 中 重要 的 常 微分 方 
FE. 例如 : 

贝 塞 尔 方程 

o d'y 

T da? 

BLL 7; fe 

d'y 


peut cui 2 En(a--)y0; 


埃 尔 米 特 方程 
y" —2xy! +2py=0. 
周期 系数 线性 微分 方程 组 (linear system of 
differential equation with periodic coefficients) — 
类 有 重要 应 用 背景 的 线性 方程 组 . 设 方程 组 
dy 


d = ACr)y (1) 


eu 2p (tn! )y=0; 


的 系数 矩阵 


线性 第 微分 方程 

a, Cr) aip xr) aj, Cr) 

AG = aar) ay (x) Ar, Cr) 
Ay) (x) an x) Amt) 


对 x 有 周期 w, 则 方程 (1) 称 为 周期 系数 线性 方程 . 
方程 (1) 可 变换 为 常 系数 线性 方程 组 . 设 Y(r) 是 (1) 
DI RA, Wutz BCE ke 
BAY Crd-w) —Y (2C,C 是 非 奇 异 方 阵 . 由 线性 代 
BU FETE TT RE B f C=. S Plr) =Y), 
P(x) 也 有 周期 w. 在 (1) 中 做 变换 y — P GOz WJ z 
将 满足 常 系数 线性 方程 组 
dz 
Z= 
C 的 特征 根 p; 与 B 的 特征 根 A; 2 RITE #E % # =Ç p, 
=", p, S Jr 8 COO BS REGE SEC LA, 称 为 方程 (1) 
的 特征 指数 . 
伴随 微分 方程 (adjoint differential equation) 
与 给 定 微分 方程 有 共 恩 关系 的 微分 方程 .对 ) 阶 齐 
次 线性 常 微 分 方程 


L[y]= dy play”? = 0, (1) 
k=0 


Bz. 


称 


Mals OR 1) aa” (2) 


为 G1) 的 伴随 微分 方程 ， 称 M| y 7s LLy 189 PE RE jit 
分 式 . 反 之 ,ZLyj 也 是 MLyj 的 伴随 微分 式 .在 伴随 
微分 式 之 间 成 立 等 式 


zL] -yM = NOD, (3) 
Ka 
这 里 N (y, z) Fz ye, z” ,hh=0,1,2,…,n 一 1) 的 
双 线 性 型 

n—] n—]— 上 上 
N(y,z) = >` > C— ODO WOT, (4) 


k=0 h=0 


等 式 (3) 称 为 拉 格 朗 日 恒等式 . Sh CAD BD hi 4⁄4 BH 
日 双 线 性 型 . 如 果 能 得 到 MLyj]=0 的 p 个 独立 解 ， 
就 可 把 原来 方程 工 Lyj=0 的 阶 数 降 低 请 阶 . 当 
MLyJ=Lly IN. Re LLy]—0 是 自 伴 的 (微分 方 
fb. 

对 齐 次 线性 一 阶 常 微分 方程 组 


y+ Dt = 0 (=1,2,%,n), (5) 
Ji 
称 方程 组 
z 一 >a, =) =; = 0 G= 1,2,.…,n) 
j=1 


为 方程 组 (5) 的 伴随 微分 方程 组 ， 
自 伴 微分 方程 (self-adjoint differential equa- 
见 “ 伴 随 微分 方程 ”. 


tion) 
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常 微 分 方程 初 值 问题 


常 微分 方程 初 值 问题 (initial value problem of 
ordinary differential equation) 常 微分 方程 理论 人 研 
究 与 实际 应 用 中 的 一 种 基本 定 解 问题 .求解 和 讨论 
稍微 分 方程 


d 
= f(x,y) (1) 
满足 初 值 条 件 
yl) = Yo (2) 


的 解 的 问题 称 为 常 微分 方程 初 值 问题 ,条件 (2) 称 为 
初 值 条 件 或 初始 条 件 . 一 般 地 ,y 属于 ERD Z= lal 
R", 了 是 由 R" 中 的 开 域 G SIR" 的 映射 . 

初 值 问题 主要 讨论 的 问题 有 : 初 值 问题 是 否 存 
在 解 , 解 的 存在 域 有 多 大 ; 解 是 否 惟一 ;当初 值 (x。， 
yo) 变 化 时 , 解 如 何 变 化 ; 当 陋 数 / 中 含有 参数 4, 解 
与 参数 À 有 何 种 依赖 关系 等 . 初 值 问 题 是 柯 西 
(Cauchy, A. -L. ) 于 19 世纪 30 年 代 首 先 提 出 的 ,所 
以 又 称 为 柯 西 问题 . 常 微分 方程 初 值 问 题 在 常 微分 
方程 理论 及 在 实际 应 用 中 均 有 着 重要 的 作用 . 

Ez EE KB VLA (Picard successive approxima- 
tion method) 常 微 分 方程 解 的 一 种 主要 近似 计算 


方法 . 初 值 问题 
dy _ 
it fi», T 
y(X0) = yg 
可 转换 为 等 价 的 积分 方程 
"e | Teeside. (2) 


积分 方程 (2) 的 解 即 是 初 值 问题 (1) 的 解 . WI 
数 序列 


9, Cr) = VG F Ji JC ER 
E (3) 
g(t) = y, + | find es 


(2 一 1,2，……) 
作为 积分 方程 (2) 的 近似 解 , 也 即 初 值 问题 (1) 的 近 
似 解 . 在 f Cx. y) WIRE E BJ 2 PE FF, äi a 
(9, GO ) C SCR. BK (Picard, (C. 0E. ) 最 早 在 数 
党 上 完善 处 理 这 样 的 逐次 通 近 的 函数 序列 ,所 以 称 
为 皮卡 逐次 逼近 法 . 而 由 式 (3) 确 定 的 函数 o, (>) K 
为 初 值 问题 (1) 的 第 次 近似 解 . 函数 序列 
(A Go) (G—1.2, n, 

FK A BLE FF 2. 

党 微分 方程 解 的 存在 惟一 性 (existence and u- 
niqueness of solution of ordinary differential equa- 
tion) % jk J 8 391 8 la) EB Pr BJ 2š BJ 38 2 [a] A 
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一 . 初 值 问题 
d 
T = f» yCr) = yo (1) 


FIERA SE fr fE, X CD P y JRF n 维 欧 几 里 得 空 
[a] R”, f J R" rp BJ JF G SIL R” 的 映射 
解 存在 的 基本 定理 是 柯 西 - 皮 亚 诺 存 在 定理 :如 
R zy) 在 R 中 的 区 域 
Dsl | E Sh 
EER, We) A) EK A) |e z | LBS 
存在 一 个 解 y Cx) , ix Hi 


h = minfa, ig» M = max |f (zx,y)|. 
(m>.y)€ D 


f(x,y) 的 连续 性 不 能 保证 初 值 问题 的 解 是 惟一 的 . 
保证 解 的 惟一 性 的 条 件 最 常用 的 是 李 普 希 欧 条件 : 
WwW f(x,y) 在 
Dull = | =a ly | 

上 连续 ,对 于 任意 的 (zx,y1), Cry) ED, 存 在 常数 
K ,使 得 

|f(z,y,) — fG,yD|x Kly— yzl» (2) 
WE f(x,y) 在 D F W EEE PAGS HP uu 
K 称 为 李 普 希 芯 常数 .于 是 解 的 存在 惟一 性 定理 叙 
XR Un F :如果 fa WED LEEW y 满足 李 普 希 
茨 条 件 , 则 初 值 问 题 


d 
ES — f(x). y) =y 


在 区 间 | x— xo | Ch. 上 存在 惟一 的 解 ya) Ht D, 
h 的 定义 见 上 文 . 

常 微分 方程 解 的 延 拓 (continuation of solution 
of ordinary differential equation) 微分 方程 的 解 
由 局 部 的 存在 性 扩展 到 全 区 域 . 解 的 延 拓 定 理 : 设 万 
是 R 中 的 开 集 ,j 太 DR" BEAN. LODE 
值 问题 
m = /(z=,y), y(t) = y CD) 
的 解 , 则 有 到 最 大 存在 区 间 上 的 延 拓 . 即 当 >z 趋 于 
解 的 最 大 存在 区 间 的 端点 时 , (>, y GODS F D 的 边 
A. 

解 对 初 值 和 参数 连续 依赖 性 定理 (continuity 
theorem of solution on initial condition and param- 
eters) 和 常 微分 方程 解 依 赖 初 值 和 参数 的 重要 命 
题 . 设 f(x,y,) 在 GXJI, 上 连续 ,关于 y HEFE 
Fi RATE MU XT ET Cros yo EG ACT, ,存在 通过 
Cro» yo? BJ HE — At V=, Zos yo Ale HE X. bk E: R 
XG>x T PRI ELF E Egt, Toyo ABEL 
Hy. 

解 对 初 值 和 参数 的 可 微 性 定理 (differentia- 
bility theorem of solution on initial condition and 


党 微分 方程 解 依赖 初 值 和 参数 的 重 


parameters) 


要 命题 . Mf (z, y, E G X I, ARF (y A) BEA 
微 , 则 初 值 问题 


d 
dnm Gy y Gro, À) = yo 


的 解 Y=OALs Fos Yos AEA BE (T, To > Yos A) DI DÉI Be 
在 其 定义 域内 连续 可 微 . g, (as Lor yo ADA g , Cr, 
Xo» yo» A EA x HS] PRB AT PNR AE 371 4E IR] A 


meter SEN 


zT) = eg GE T, 


=f Gn ganz 2) ,A)z 
ck uie PEs LosYosÀ) À), 
z(r$)—0; 
Py 《ZX，To，yo，4) 作 为 x 的 函数 满足 矩阵 微分 方程 的 
初 值 问 题 


faz = f'yGr,qGo To yo A) ,AX, 


ER h E AnxXn 单位 矩阵 . 
常 微分 方程 的 边 值 问题 


营 微 分 方程 的 边 值 问题 (boundary value prob- 
lem of ordinary differential equations) 常 微 分 方 
程 理 论 研究 和 实际 应 用 中 的 一 类 重要 的 定 解 问题 . 
考虑 常 微分 方程 
TOT Quy eu. (1) 
对 于 属于 区 间 了 工 的 点 ai vanes sa, 以 及 nk 个 值 
z(aj),2z'(a),.,r" "(a G—1,2,75,5, 
给 出 m AR E C— RICH m =n). RAB CO E CHR 7 
ER E ix ERE B 8E BJ [n] ënn 29 OT Ea (1) B3 
边 值 问题 . 解 满 足 的 这 些 条 件 称 为 边界 条 件 . TE k — 
2 时 ,ai,as 是 区 间 工 的 端点 的 情形 , 称 为 两 点 边 值 
问题 ， 这 是 研究 的 主要 对 象 . 对 背 微 分 方程 组 ,可 
以 同样 定义 边 值 问题 . 
两 点 边 值 问题 (two-point boundary value prob- 
lem) ” 见 “ 常 微分 方程 的 边 值 问题 ”. 
线性 边 值 问题 (linear boundary value problem) 
一 类 基本 的 边 值 问题 . 设 lb AD BI X [B] , L 
为 n(n 之 1) 阶 线性 微分 算 子 
Lr] =P) +P, Mar Ute 
jp. ds Po Gas QD 
其 中 系数 Pi(lt) 为 1 BJ E IË ew. JE ELE Br 8 HL 1€ 
[asb], P0) #0. RER EAM; N G= 1,2. n, 
m;j=1,2; ,n) J EZRA 


方程 的 边 值 问 题 


| 全 
j=l 7 一 1 


(2) 
(1.2. m RRA REDZAT. 1 
Plea Fa r 
N=(N;;)mxns U=U1 U2. Um)» 
则 (2) 可 表示 为 向 量 形式 U[xj]==Mé(a) 十 NE (b). 
25 XE PR BX SOMA W db y — Qs, Y. PIRA 
边 值 问题 
Lir] =f a); U[z]= Y (9) 
称 为 线性 边 值 问题 . 当 EE HEWER EE 
次 的 ,否则 称 为 非 齐 次 的 . 
齐 次 线性 边 值 问题 (homogeneous linear boun- 


dary value problem) 见 “ 线 性 边 值 问题 ” 
非 齐 次 线性 边 值 问题 (non-homogeneous linear 


boundary value problem) 见 “ 线 性 边 值 问题 ” 
伴随 边 值 问题 (adjoint boundary value probl- 
em) 边 值 问题 中 的 重要 概念 . 对 于 微分 式 
LlzJ=P, Oa? +P G)z% U 4... 
+P, G)z' HP, 
(参见 “线性 边 值 问题 ”), 称 


r 


I' Dee mper 


为 工 Lzj] 的 伴随 微分 式 (参见 “伴随 微分 方程 ”). 设 
[ 广 LzjG=1, 2 ) 为 Me 个 边缘 算 子 . ip U" = 
(UY ,UZ UD. Wn E XT T d ERAGE 
UlzJ=ON f£ SR BJ C" 类 函数 x(t) 和 满足 边界 条 件 
U'[x' ]—0 的 任意 的 C" 类 函数 z" CO A 


b b 
| Le di — E L'Cr*')dt, 


则 称 U [+ ]=0 A4 ULx]-—0 的 伴随 边界 条 件 , 并 称 
J erer, EP] sto 
为 
L a= 0; Ue (1) 
的 伴随 边 值 问题 . 当 LLzxj]==L* Le JB ARE ULxj]=0 
等 价 于 条 件 U*[xj=0 时 , 称 边 值 问 题 (1) 是 自 伴 
的 . 

伴随 边界 条 件 (adjoint boundary condition) 
见 “ 伴 随 边 值 问题 ”. 

El (3E i31 f& [8] E (self-adjoint boundary value pr- 
oblem) 见 “ 伴 随 边 值 问题 ” 

自 伴 特征 值 问题 (self-adjoint eigenvalue prob- 
lem) 在 数学 物理 和 算 子 理论 中 占有 重要 地 位 的 一 
类 带 参数 的 边 值 问题 .含有 复 参 数 À 的 边 值 问题 

了 人 | (1) 

称 为 特征 值 问 题 . 如果 4 使 得 (1) 有 非 零 解 , 则 称 A 

为 (1) 的 特征 值 , 所 对 应 的 解 称 为 特征 函数 . 如 果 A 

不 是 (1) 的 特征 值 , 则 存在 惟一 的 函数 G(z,r,4), 使 
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(x 分 万 5 
得 非 齐 次 边 值 问题 
L[r]-— àr + fü), U[z]=0 


HB e 
b 
id ves | Git, A) f COdr. 


这 样 的 函数 G(z,rt,4) 称 为 (1) 的 格林 函数 . (1) 的 格 
keete, AD PIDE EE. L* Cr) Ax,U* [x ]—0 
《参见 “伴随 边 值 问题 ”) 的 格林 水 数 G (z, r, A) 2 ERI 
存在 关系 式 
G(t,t,a) = G" (t,t,A). 

如 果 边 值 问 题 L[x |= 0,U[ x ]=0CSB W,“ PE B8 2 18 
问题 ”) 是 自 伴 时 , 则 称 (1) 为 自 伴 特征 值 问 题 . 此 时 ， 
(1) 有 以 下 结论 : 

1. 特征 值 全 为 实数 ,特征 值 的 集合 是 可 数 的 离 
GER 

2. 对 应 于 不 同 特征 值 的 特征 函数 是 正 交 的 - 

3. 如 果 {8} 是 由 全 体 特 征 函 数 所 做 的 一 个 规范 
EZZ., Ng) MEE Lab] E h EA a R RA E 
成 的 希 尔 伯 特 空 s 间 中 的 一 个 完备 的 规范 正 交 系 . 从 
而 ,对 fEL(a,65) 的 健 里 叶 级 数 展开 


ies Meg. 


帕 塞 瓦尔 等 式 成 立 ， 

4. 如 果 /为 C" RRM, BL ULSI=0, WI / 
E^] (8E ER HF REPS Ea b] E— S k S T S. 

Br Fg 38] - xu] 4 ZR 32 (& |a] EB CSturm-Liouville bo- 
undary value problem) 最 基本 而 重要 的 一 类 微分 
方程 特征 值 问 题 . 二 阶 微分 方程 的 特征 值 问 题 

POY + laa) + Ape, 

[ree a — p(a)x'(a)sina = 0, (1) 

a(b)cos 8 — p(b)z' (b)sin ñ = 0. 
称 为 斯 图 姆 - 刘 维 尔 问题 ,其 中 p (020.4 GN 
[asb] E BS SC IB EE SE PR A 为 复 肖 数 ,a,8B 为 给 定 的 
SE d C. 对 斯 图 姆 - 刘 维 尔 问题 (1), 以 下 绪论 成 立 : 

l. . 5 T r 

À, < À, eA < À, < : 

2. 对 应 于 A, 的 特征 函数 o GO fE Ca, ETH 

个 零点 ,而 且 在 g, GO B5 T 3B SD E IA) FFE 
ws on 一 个 零点 : 

. (GO MELa ,oj 上 组 成 一 个 正 交 函数 系 , 即 


b 
| P (t9, dt = 0 (m = n). 


4. E A AN Se FEL DU] TE TE £ SE PRU 
Gr, A) e G.A) (a= TE SEEDS 
使 得 
b 
AP == | G(t,r,A)A(Cr)dc 
为 非 齐 次 边 值 问题 
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y(a)cos a — pla)y'(a)sin a = 0, (2) 
y(b)cos B — pO» y' (sin 8 = 0 
的 惟一 解 , 而 且 对 实数 AG Gr 0,20 ARIE AR - 
5. Hl A= A. 仅 对 应 一 个 特征 函数 2 HAG) 
为 La,5j] 上 的 可 积 函 数 , 则 边 值 问 题 (2) 有 和 解 的 充分 
必要 条 件 为 


roe + [g6) + A]y = AG), 


b 
| 9, G)AÀ (t)dz = 0. 


IH EN oy (2) FE (2) Bf U| y C ce, GO RE C22 B 
解 , 而 且 所 有 的 解 均 可 表 为 这 一 形式 . 
6. URE BR g(t) 已 规范 化 , 即 满足 


b 
| g (tdt = 1, 


则 at) .9 GO Tj L2 Ca bp) 空 间 中 的 一 个 规范 的 
s £ IE AE FE MADE L^ Ca b), M p G8 48 E 
Hr fe JF zÉ 


h(t) ~ SiC), 
其 中 8 
Case [ec@nwade, 
并 且 
i Act) 一 Sow Kl — 0 (n — co). 


Sr 5 BW f& [8 ER (singular self-adjoint boun- 
dary value problem) 在 无 穷 区 间或 开 区 间 上 推广 
的 边 值 问题 . 简单 地 说 ,如 果 在 自 伴 边 值 问题 中 将 a 
«xb 为 有 界 闭 区 间 这 一 条 件 换 为 开 区 间 、 半 开 区 
间或 无 穷 区 间 , 则 这 类 边 值 问题 称 为 奇异 的 . 严格 地 
说 ,是 指 在 上 述 边 值 问 题 中 的 方程 的 系数 在 定义 区 
间 端 点 有 奇 性 ,或 此 区 间 为 无 穷 区 间 的 情形 . 因为 这 
时 相应 微分 方程 不 但 有 离散 的 特征 值 ,还 有 连续 谱 
出 现 . 相应 地 亦 可 研究 奇异 的 目 伴 特征 值 问 题 ,诸如 
FETE MEE. L'a DS pea RAR A 
帕 塞 瓦尔 等 式 等 性 质 . (H B ARWR E < [B] %q es A 
何 加 适当 的 边界 条 件 . 同时 还 可 研究 相应 方程 在 其 
系数 满足 什么 条 件 时 只 有 连续 谱 , 或 只 有 点 谱 , 或 释 
有 连续 谱 又 有 点 谱 的 问题 . 

非 自 伴 边 值 问题 (non-self-adjoint boundary 
value problem) 一 类 没有 对 称 性 因而 问题 求解 比 
较 困 难 的 线性 边 值 问题 .有 界 闭 区 间 上 的 边 值 问 题 
以 表示 成 如 下 形式 

Ex oper Prais? Ge 
+ P,G)x=< = àz, U[z“#]= 0, (1) 
EPP.) P,O Ela b] EER (G 2 £ + U 
参见 “线性 边 值 问题 ”). 对 非 自 伴 边 值 问题 (1) ,特征 


函数 的 正 交 性 一 般 不 再 成 立 . 但 为 了 展开 希 尔 伯 特 
空间 三 (c,b) 中 的 函数 ,可 利用 边 值 问题 (1) 的 特征 
PK BC CO rog e 322 të [F] a BJ F E pR 32% BY TE 
AE TE. kB], A P REIR : BC CIO EA AS PK PRG (2,7, A) 
的 所 有 极点 均 是 简单 的 , 且 特 征 函 数 为 {8.), 则 (1) 
的 伴随 边 值 问题 的 特征 函数 构成 一 序列 {y,}) ,使 得 


b 
| PrP dt = GE 
并 对 fEL: (a,b), 
fo) = Saw feos. reide, 
n—l i 


非 线 性 边 值 问题 (non-linear boundary value 
problem) 一 类 在 非 线 性 科学 里 提出 来 的 微分 方程 
定 解 问题 . 非 线 性 方程 的 边 值 问题 的 研究 比 线性 情 
程 有 一 些 结果 . 例如 ,对 于 二 阶 方程 

at = Om) (1) 
ALU RAE z(a )= A COD — B 的 边 值 问题 ,有 下 述 
结论 :假设 f Gra ) 对 atb at) SKK), 
EE << + cof, B | FG 2 Ale MOM», 
af Gd a QOOSD'OOSFOSgO BO), 
a(a) KASP (a) .a(b) :Bxcz Cb) , IJ CD ETE— T f 
z(t) 满 足 给 定 的 边界 条 件 , 量 在 a 三 :三 5。 上 有 

a(t) < x) < PC). 

WR f(t,zx,x') 关 于 xz 是 单调 增加 的 ,那么 解 是 惟 
一 的 ,而 且 在 适当 条 件 下 , 解 可 以 用 逐次 通 近 法 求 
得 . 研究 非 线 性 边 值 问 题 的 方法 有 打靶 法 、 上 下 解 
法 .不 动 点 方法 . 


弟 微 分 万 程 解析 理论 


常 微分 方程 解析 理论 (analytical theory of or- 
dinary differential equation) 在 复数 域 上 研究 微 
分 方程 解 的 性 质 的 数学 分 支 . 19 世纪 中 叶 , 柯 西 
(Cauchy, A. -L. ) 证 明了 在 相当 广泛 的 条 件 下 微分 
方程 的 解 是 复 变 量 的 解析 函数 ,由 此 开创 了 运用 复 
变 函 数论 研究 微分 方程 的 先河 . 首先 是 运用 复 变 函 
数论 方法 于 复 的 线性 系统 ,导致 了 许多 重要 的 数学 
物理 方程 的 研究 ,如 超 几 何方 程 等 (参见 “ 超 几 何方 
fe”). 随 着 研究 的 深化 ,在 日 本 数学 家 吉田 耕作 
(Yosida,K. )5 A BMA CNevanlina,R. ) 的 近代 
亚 纯 函数 的 值 分 布 理论 后 , 常 微分 方程 的 解析 理论 
得 到 了 很 大 的 发 展 ( 参 见 “ 马 尔 姆 奎 斯 特定 理 ”). 晚 
近 , 在 法 国 和 俄罗斯 数学 学 派 有 关 几 何 理论 研究 的 
推动 下 ,又 出 现 了 所 谓 拟 解析 理论 (参见 “表现 定 
$88"). 

Fo) P8 47) (& ja] EB (Cauchy initial value problem) 
微分 方程 的 一 种 基本 定 解 问题 . 设 f (zw) EEX 


常 微分 方程 解析 理论 


在 复 空 间 CXC" 的 一 个 区 域 CQCCXGC" 上 的 复 变 量 
向 量 解析 函数 , 则 可 考虑 微分 方程 


ow — few), (1) 
之 


写成 分 量 形 式 为 


dw. 
Wr m Jf (ZW ws yw.) G = 1,2,:,n). 


Mik H EET C 上 的 一 个 区 域 , 则 一 个 解析 映 
射 w:HCC-C' 称 为 是 (1) 的 一 个 解 , 若 它 满足 下 
面 诸 式 : 

1. (z,w(z)) € (Q (Vz € H). 


= f(z,w(z)) (Wz € H). 


下 列 问题 称 为 柯 西 初 值 问 题 :给 出 复 平 面 C 上 
一 个 区 域 H, [X Jj, (2 上 的 任 一 点 (zuoyzoo) 和 一 个 H 
Fong vw = xo (z), W8 IE xo (zo) =w. 上 述 问题 又 可 
写成 


D = f(z,w), 
wz) = Wo. 

柯 西 定理 (Cauchy theorem) 解析 理论 的 基本 
定理 ,最 初 由 柯 西 (Cauchy,A.-L.) 完 成 . 设 fi (z, 
GITT CARE ,nn) 在 区 域 

D: |z—zo| <r, |wi;—w?|«p G=1,2,.,n) 
上 为 全 纯 , 其 中 常数 7,pER1 ,又 
M = sup |f, Gr, wi wis tw) | <+ ce 
G = 1,2, n), 


则 柯 西 初 值 问 题 
D x f(z,w), 
vw (Zo) = Wy = (wy w3 ,*** swe) 
在 区 域 


H;|z-—z|«ril-—exp 


上 存在 惟一 一 个 全 纯 解 . 
柯 西 定 理 得 到 的 解 的 存在 区 域 H 一 般 相 当 小 ; 
利用 解析 延 拓 来 扩张 这 个 全 纯 解 ,是 解析 理论 的 基 
本 问题 之 一 ,也 是 困难 问题 之 一 (参见 “马尔 姆 奎 斯 
特定 理 ”). 
优 级 数 法 (majoriant series method) 研究 解 
的 解析 性 的 重要 方法 之 一 . 优 级 数 法 最 初 被 柯 西 
(Cauchy , A. -L. ) 用 来 研究 复 变 函 数 的 解析 性 ,后 经 
布 里 奥 (Briot,C. A. A. ) #48 BL (Bouquet, J.-C.) 之 
手 ,被 发 展 成 一 种 研究 微分 方程 的 有 效 方法 . 优 级 数 
则 是 其 中 的 一 个 重要 工具 . 以 下 用 一 个 布 里 奥 与 布 
涡 的 例子 说 明 此 法 . 设 要 求解 一 阶 偏 微分 方程 
aH AH 
dr dy’ 


FEM AE 
(n + 1)Mr 


(1) 
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HPAC, y) H (00,0 € C x C $ R IN É C. ART Z Zt PR 
WH (z,y)38 (0,0)€ CXC 邻 域内 待 求 全 纯 函 数 . 
记 
AQr,y)— SE 
p=0 


H(z,y) = JA, C2", 


其 中 a, X y WUC ICE RK, ho HAE RBM, 
h, Go DARA. H 4 与 五代 入 (1) 式 ,再 令 
两 边 同 寡 项 相等 ,得 


EE Ee Fhe) 
p=0 


(n 为 非 负 整数 ). 
此 式 显 示 可 由 hy so ,ai 上 归纳 地 确定 hi hy hs so" 
故 H 的 惟一 性 是 明显 的 .余下 要 证 明石 的 收敛 性 . 
ARR u 的 每 一 系数 的 模 大 于 男 一 级 数 v 的 相 
应 系数 的 模 , 则 称 级 数 DG RC d uro 
BR u 的 系数 均 为 非 负 ). 考虑 下 式 


(n + Dh, = S, VÀ VOL) (n 为 非 负 整 数 )，; 
p=0 


EHP aya (对 一 切 g) , 即 AOA, Ay, , Wü] Sj 
SR hh, 8-H nZ D. 从 而 有 AHH. 
由 上 述 讨论 可 知 , 当 4 在 (0,0)ECXxC 之 基 一 
邻 域 中 为 解析 时 , 则 它 有 一 优 级 数 
AG.y)= ux Mat y= qo 
Mc? 
] EY 


zb, 


p=0 
其 中 Myc 为 正 实数 . SSBF). SEH 
_ Me? 
j 


Ë = S Gar. 


TE H DRAG. MRF H RH PN K. 

综 上 所 述 , 优 级 数 法 主要 由 两 个 步骤 组 成 :假设 
方程 有 一 个 形式 级 数 解 , 需 证 明 它 的 系数 被 惟一 确 
定 ; 其 次 构造 一 个 优 级 数 , 用 以 证 明 形 式 级 数 收 人 钱 . 
优 级 数 法 后 来 被 西 格 尔 (CSiegel,C.L. ) 用 于 三 体 问 
题 的 研究 ,以 至 后 来 又 被 阿 诺 尔 德 (ApHonpn,B. M. ) 
Ail BLY (Moser, J. K. ) 成 功 地 发 展 成 一 种 非 线性 问 
Bi HJ J iz mi % m Ji 1k — KAM CKolmogolov- 
Arnold-Moser) DZ, 

re (singularity) 复 平 面 上 使 方程 或 其 解 的 
解析 性 遭 到 破坏 的 点 . 对 于 一 个 形 如 


oe f(z,w) 


BJ 7; RE, WOR (zo, wo) FEAT iar Wa PK Er BJ AE RE FT x , 
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da 


WU FS BRA 75 RE ELT sa. 根据 解 的 存在 和 惟一 性 定理 ， 
方程 的 解 在 zo 的 解析 性 将 得 不 到 保证 . 如 果 它 正好 
是 解 的 一 个 奇 点 , 便 称 为 解 的 奇 点 . 此 外 ,常常 还 需 
要 考察 一 ce 的 奇 性 . 这 些 奇 点 ,依据 复 变 函 数论 应 
有 可 去 奇 点 、 极 点 与 本 性 奇 点 之 分 .但 如 研究 微分 方 
程 或 其 解 的 奇 点 性 质 , 需 要 对 奇 点 再 进行 分 类 . 可 以 
依照 方程 右 端 函数 的 奇 性 进行 分 类 ,也 可 以 依照 解 
在 奇 点 处 的 奇 性 进行 分 类 .一 般 地 ,这 两 种 分 类 互相 
独立 ;就 是 说 ,彼此 一 般 没 有 蕴涵 关系 ,除非 方程 是 
线性 系统 (参见 “正则 奇 点 ”、“ 非 正则 奇 点 ”). 

有 关 奇 点 最 粗糙 的 分 类 是 将 奇 点 分 为 可 移 奇 点 
与 固定 奇 点 两 种 . 一 个 与 初 值 问题 的 初 值 有 关 的 奇 
点 称 为 可 移 奇 点 ,意思 是 随 着 初 值 的 改变 , 奇 点 可 能 
消失 ,甚或 育 性 增强 .反之 ,与 初 值 无 关 的 奇 点 称 为 
HEARS. 例如 方程 w —1/2wz. 显然 z= 0,zo = 0 
是 它 的 一 个 奇 点 , 它 的 积分 是 


en ss (ln Ze, 
C 


可 见 z—0 5 z-—CG 为 积分 常数 ) 都 是 解 的 奇 点 . 
通过 展 成 级 数 不 难 证 明 ,z= 二 0 是 固定 奇 点 ,而 zx 一 C 
是 可 移 奇 点 . 下面 是 有 关 这 方面 的 几 个 重要 结果 : 

1.〈 庞 加 莱 定 理 ) 任 何 线性 方程 都 不 含 可 移 奇 
E. 

2. OgE SH E SEO y R Pw ,w,2) —0 DÉI EI 
没有 可 移 本 性 奇 点 ,其 中 了 是 w 及 w' 的 多 项 式 , 旦 
是 z HY fF OT pK RX. 

3.〈 富 克 斯 定理 ) 对 于 方程 

GU — Biere) 
其 中 RC(w,z) 为 w 与 z Dë He, AL Zo n] ESO, 
则 此 方程 必定 为 黎 卡 提 方 程 


D La (yw! -bGOw- eG). 


D RBE KH E (Malmquist theorem) 一 
个 有 关 复 域 方 程 解 结构 的 重要 定理 .解析 理论 的 基 
本 定理 是 柯 西 的 存在 惟一 性 定理 . 这 是 一 个 局 部 性 
定理 ,一 旦 要 求 由 此 经 过 解析 延 拓 来 讨论 解 的 大 范 
围 性 质 ,就 会 出 现 非常 复杂 的 情况 . 一 个 重要 的 问题 
是 ,微分 方程 何 时 具有 整个 复 平面 上 的 单 值 亚 纯 解 
或 有 限 多 值 代 数 体 函数 解 . 对 于 如 下 形式 的 方程 


dU 一 R(w,2), (1) 
之 


其 中 RCw,z) 为 w 5 z HAAHKA ,1913 年 ,马尔 姆 
奎 斯 特 (Malmquist,J. ) 首 先 得 到 了 一 个 极为 重要 的 
结果 ,被 称 为 马尔 姆 奎 斯 特定 理 . 该 定理 断言 :在 上 
AHEL) P, x 

A P(w,z) 
De Q(w,z)’ 


其 中 


P 
P(w,z) = 2, Gf , QGo,z) = 


> (z)w/ 


E u 的 互 质 多 项 式 ， FRB la, (z)} Al (5; GE: 的 
有 理 函 数 . 知 (1) 存 在 非 有 理 分 式 的 亚 纯 解 , 则 必 
4 一 0, 委 2, 即 方程 (1) 退 化 为 黎 卡 提 方 程 


dw = a(z)w + b(z)w + c(z), 


其 中 a,6b,c 为 的 有 理 函 数 . 此 后 发 展 的 事实 ,其 意 
义 则 远 远 超过 了 此 定理 本 身 . 1933 年 ,吉田 耕作 对 
此 定理 给 出 了 一 个 十 分 漂亮 的 证 明 ,他 的 证 明 用 到 
了 奈 望 林 纳 (Nevanlinna,R. ) 的 近代 亚 纯 图 数论 , 因 
而 完全 改变 了 解析 理论 的 面貌 . 马尔 姆 奎 斯 特定 理 
因此 得 到 推广 和 精确 化 . 

ENIA (regular singurality) ” 奇 性 较 弱 并 宜 
于 级 数 求 解 的 一 类 方程 的 奇 点 . 考虑 线性 方程 组 


du = AGOw, (1) 


RKrBAGOR— nXn RE, m w Æ n ARPE. 
假定 阵 4(z) 在 一 去 和 孔 域 D:0 二 |z 一 a| 二 r 中 为 全 
纯 且 单 值 . £ z—a 是 方程 的 一 个 孤立 奇 点 . 对 之 分 
类 如 下 :假定 4(z) 在 a 点 至 多 只 是 一 个 极点 (本 性 
奇 点 的 情形 至 今 没 有 什么 成 形 的 理论 ), 故 可 将 它 写 
成 A(z)= (z —a) IT "Bisi, RB [E B (<) #E Ë ye Ë 
[X it |z—a | <r A fe eal. 24 = 0 时 , 称 z= 二 a 为 
(1) 的 第 一 类 奇 点 , 当 py 宇 1 时 , 称 z= 二 a 为 (1) 的 第 二 
KFA. 
个 结果 如 下 . 当 4A(z) 在 去 筷 域 D 内 全 纯 单 值 时 , 方 
#ë £H (1) BJ 8 — HE AI f [EE D n] EM 6 (z) — S GO Cz 
一 a) ,其 中 阵 S(z) 在 去 孔 域 D 内 为 全 纯 单 值 ,P > 
RK SIS, mo VR zn een, 

WR =a 至 多 是 5 的 一 个 极点 , 即 基 本 阵 可 写 
成 B(z)= 二 Si(z)(z 一 a)” “(BPE S, GOXE DU (a) 
内 为 全 纯 单 值 ,& 为 一 整数 , 它 表示 阵 S 的 极点 的 
阶 , 了 为 一 单位 阵 ), 则 称 a 是 方程 组 (1) 的 解 的 正则 
奇 点 ,否则 , 称 a 是 方程 组 (1) 的 解 的 非 正 则 奇 点 . 有 
关 这 两 种 分 类 ,还 有 如 下 蕴涵 关系 : 

1. 如 果 a 是 方程 组 (1) 的 第 一 类 奇 点 , 则 a 必 为 
解 的 正则 奇 点 ;反之 不 真 . 

2. 如 果 方 程 组 (1) 由 一 个 阶 线性 方程 式 所 诱 
导 ( 参 见 “n 阶 线性 方程 ”), 则 解 的 正则 奇 点 必 为 方 
程 的 第 一 类 奇 点 ( 富 克 斯 定理 ). 

s — 26 AF A (singularities of the first kind) 
见 “ 正 则 奇 点 ” 

第 二 类 育 点 (singularities of the second kind) 
BL“ ERI ERU. 


jEiEB rA (irregular singularity) “iE Bil 


常 微 分 方程 解析 理论 


奇 点 ”. 

形式 解 阵 (formal solution matrix) B4B EE 
达 的 形式 解 . 用 形式 级 数 法 讨论 具有 第 一 、 第 二 类 奇 
点 的 线性 系统 


dw 


dz 
可 以 得 出 很 细致 的 结果 . 下 列表 达 式 称 为 形式 洛 朗 
级 数 


= A(z)w,A(z) = z“ p Qu "D 


(约定 : 除 有 限 项 外 ,z 的 负 军 项 的 系数 均 为 零 ). 种 
列表 达 式 称 为 形式 对 数 和 
p= >) faztiClogz)', 


fa 一 0, 对 充分 大 的 j + k, 
其 中 f; 为 形式 洛 朗 级 数 . 显然 ,形式 对 数 和 构成 一 
个 复 代数 4, 它 由 形式 洛 朗 级 数 ,z FEE loge 的 
ERER 形式 洛 朗 级 数 以 及 形式 对 数 和 还 分 别 具 
有 形式 导数 如 下 


oo 
! a 
7 = > moz" tQ 


m=— 


3. dogz l etae 


+ k+ Iir ei 
注意 形式 导数 对 复 代 数 A 也 是 封闭 的 . 元 素 均 为 形 
式 对 数 和 的 矩阵 , 称 为 形式 对 数 阵 . 例如 ,上 述 方程 
(1) 的 右 端 即 为 一 形式 对 数 阵 . 一 个 形式 地 满足 方程 
(1) 的 形式 对 数 阵 , 即 称 为 一 形式 解 阵 . 对 于 具有 第 
一 类 奇 点 的 (1), 一 个 非常 细致 的 结果 是 :任何 形式 
解 阵 必 为 一 准确 解 阵 . 换言之 ,形式 解 阵 中 的 一 切 形 
SUNT SCRI IS] CS. 这 个 结果 能 使 人 们 写 出 (1) 类 方程 
的 解 结构 的 一 般 形式 ,因而 也 就 构成 线性 方程 宕 级 
数 解法 的 理论 基础 .但 对 第 二 类 奇 点 的 系统 

dw 

dz 
CHP AE BE z= 处 解析 ,w 为 一 正 整数 ), 却 并 
无 相应 的 结果 ;传统 的 做 法 先 得 出 一 个 形式 解 阵 (这 
也 是 相当 困难 的 ), 然 后 研究 其 渐 近 性 . 以 下 仅 写 出 
有 关 形 式 解 阵 的 结果 . 对 (2) ,考虑 奇 点 z = co , RUE 
如 下 结果 . 对 于 系统 


dw 


qe z'A(z)w, 


其 中 > 为 非 负 整 数 , 阵 ADE z = oo DÉI $Ë JL] 2 
> Bg SX ZR 


p 


=z *!B(z)w (2) 


A(z) = Seta, 
A Ao = 0 有 相 异 本 征 值 ITT DEA s Àn o Wl BF 
在 下 面 形状 的 形式 解 阵 D= Pzfe?. rR EE R 为 对 
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角 阵 , 阵 已 与 Q 分 别 有 形 
P= Ye PC 为 非 奇 阵 , 即 det P, > 0), 


Q-E QE Qe eig, 

AF Q.G—1,2; 7039 SE f8 EE. Qv 与 4 有 相同 
本 征 值 . 

形式 洛 朗 级 数 (formal Laurent series) IL “JE 
式 解 阵 ” | 

IS sÇ XT WF (formal Logarithm sum) 
式 解 阵 ” x 

形式 对 数 阵 (formal Logarithm matrix) W, 
“形式 解 阵 ” 

n 阶 线 性 方程 的 奇 点 (singularities of linear e- 
quation of n-th order) 高 阶 线性 方程 的 系数 或 其 
解 的 解析 性 受 破 坏 的 点 . 考虑 n 阶 线性 方程 


Dn = 0 (a(z) = 1), (1) 


利用 传统 方法 容易 将 它 写成 一 阶 组 , 即 矩 阵 形 式 . 但 
从 奇 性 的 考虑 出 发 , 则 需 用 男 法 .zo 称 为 (1) 的 第 一 
类 奇 点 , 当 且 仅 当 有 

a(z) = (z 一 zo) 'b,(z) (k —0,1,-,22, (2) 
AR rR b, Æ zo 解析 . 称 zs 至 多 为 (1) 的 第 一 类 奇 点 ， 
相当 于 说 zo 或 为 解析 点 或 为 第 一 类 奇 点 .但 z, 为 
(OO 8958 — 28 ñF A HT, z, 未 必 为 相关 一 阶 组 的 第 一 
ASAP ERE a, 均 有 简单 奇 点 . 但 存在 一 个 代 换 可 
将 (1) 化 为 一 阶 组 ,两 者 同时 具有 不 同意 义 的 第 一 类 
"PR. 显然 ,对 (1) 采 取 上 述 的 第 一 类 奇 点 定义 的 优 
点 ,是 可 以 容纳 更 多 a, 的 奇 性 .考虑 系统 (1). 令 p= 
CARR XS 9 为 (1) 的 任 一 解 . 取 

P = (2 Seil OEY (k = 1,2,* n), 
GOR e Z s HR, I 

(z 一 2)¢, = (k — 12% + Go 
(b = 152,5***.n — 1), 


见 “ 形 


(z — z)g = ERKENNEN 


Wo : 
dw 


dz AGOw (3) 
z 
的 向 量 解 ,其 中 A(z)= (z —zo) ' 

0 1 0 0 SES 0 

0 1 1 0 Wé 0 

0 0 2 1 ses 0 

gë 1 
—b, — bna c. … (n—1)—4 


可 见 当 Zo 为 (1) 的 第 一 类 奇 点 时 ,zo 也 是 (3) 的 第 一 

类 奇 点 . 称 (3) 是 由 方程 (1) 诱 导 的 线性 系统 . 另 一 方 

面 , 当 zo 为 (3) 的 正则 奇 点 时 ,由 解 的 结构 即 知 ,在 
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zo 的 附近 ,每 一 解 都 是 项 
(2-29) (log @ = 25) 50) (4) 

的 线性 组 合 , 其 中 > 为 整数 ,& 为 不 超过 ?一 1 的 非 
ff, EL. p dE zo 解析 ,又 plz.) AO. 如 果 (1) 的 每 一 
解 能 在 zo 的 去 孔 邻 域内 表 为 (4) 的 项 的 线性 组 合 ， 
则 称 ze 为 (1) 的 正则 奇 点 . 若 (1) 至 多 以 zo 为 第 一 
Za AWW z, 必 为 (1) 的 正则 奇 点 .对 7 阶 方程 , 反 
过 来 的 事实 也 是 对 的 (参见 “正则 奇 点 ”)， 

富 克 斯 方程 (Fuchs equation) 一 类 具有 特殊 
奇 性 且 在 数学 物理 中 有 很 广 背 景 的 线性 方程 . 一 个 
n 阶 线性 方程 


> aa Gow? = 0 (ao(z) = 1), 
h=0 


如 果 它 有 有 限 个 正则 奇 点 Z|*22»*'*'* » Zu» 同时 又 以 无 
穷 远 点 ce 为 正则 奇 点 , 则 称 为 富 克 斯 方程 .此 时 系数 
可 写成 下 面 形状 (参见 “” 阶 线性 方程 ”): 


Ë 
a,(z) = p,(z) [| @ — 2^ Ch = 1,2, n), 


E "BP pi GO — Ze WS AK MS nk 1). 特别 
Hb, J — d — Br MAE 

vw" + f (z)w' + g(z)w = 0. (1) 
可 设 有 限 奇 点 的 个 数 & 大 于 2( 否 则 方程 较 平 凡 )， 
故 可 设 


[| @— 22 
m=] 

g) == E Ee , 
[| G2» 


则 其 中 g(z),r(z) 各 为 次 数 不 高 于 一 1 SÑ 206—1 
的 多 项 式 . 将 其 分 解 为 部 分 分 式 
fi) = i, | 


之 一 Zyn 


m=] 
£ 


Om Cx 
ae 2, Lë = Zm) “z -— z, 
(q, Dust € C). 
另 一 方面 ,下 面 方程 称 为 (1) 在 奇 点 zo 的 定 态 方程 : 
pOD0 — X EAR rh 
po = lim — 2) 7); 


qo = lim(z 一 ze Hetz), 


它 的 两 个 实 根 称 为 (1) 在 zo 的 指数 ,并 以 aims om É 
aa 分 别 记 (1) 的 在 正则 奇 点 zw,ce 处 的 指数 . B 
Ti Wr (Fuchs, 1. L. HER. 24 C1) BUS SPIE A sa 
D. EIR RE am o b, Cm 将 由 指数 o aos 及 0s 02s 
完全 确定 . 换言之 , 富 克 斯 方程 将 由 其 指数 完全 确 
€. AR & (Riemann, (G. F. BOA A BA 
程 的 下 列 记 号 


w = P 


Zi CER EM 

Qi Qi Qs + 

421 422 Q. 

最 后 能 得 到 一 个 结构 定理 : 设 o, az In dene in 
xuECzzcEC, 则 存在 一 个 以 {ziyzz,coe)} 为 正则 
奇 点 ,以 上 述 值 为 指数 的 富 克 斯 方程 的 充分 必要 条 
件 是 an Ta, Ta Tda, Tai +a — 1. 此 时 方程 形 
为 

工 一 all Qo l—a&:— 


G, H 
w 
之 一 之 ] 之 之? | 


w"+| 
01105 01207; 
(z—2z,)’ 
015,054, — 011051 — 015075 

T C2— 2; )(2—2,) 
a JL f5] H i£ (hypergeometric equation) 具有 
三 个 正则 奇 点 并 有 规范 形式 的 一 类 富 克 斯 方程 . 利 


十 


(z—5,)* 


tt = 0. 


H CSE at) AZ AER 
y= 2 (AC — BD £0), 


对 具有 三 个 正则 奇 点 的 富 克 斯 方程 进行 变量 代 换 ， 
可 以 进一步 化 简 方 程 ,得 到 的 最 后 形式 为 
0 ] OO 
¿= Pi 0 0 a AE 
1—Y Y—a— fg D 
即 一 般 地 可 设 三 个 正则 奇 点 为 0,1 Aloo, IN TB Be at 
别 以 《0,1 一 7),(0,7 一 a 一 8) 及 (a,B) 记 之 ,从 而 至 
多 具有 三 个 正则 奇 点 的 富 克 斯 方程 的 通 式 , 其 最 后 
形式 为 


u" = zz! 
z z — | 
aß u 
T teal s 


或 
z(z — Du" — [7 — (a + 8 + Dz jv + adu = 0. 
此 方程 即 称 为 超 几 何方 程 . 可 得 其 一 个 |z| 二 1 上 收 
SX B Be BN A 

F(a,8,Y,z)—14- 


Y ala + 1) (a +n — DÉC + 0-9 43 n — 1) " 
niV(Y + 1)(0 + x — 1) i 


HFa, 1,0, 2) — FO 8, fz), KRR A — IL R 
Br. Fa, BY z) X ERA BIL BS C; 4 a. 8 Dok 
负 整 数 时 为 多 项 式 . 

超 几 何 函 数 (hypergeometric.function ) 
几何 方程 ” 

弗 罗 贝 尼 乌 斯 方法 (Frobenius method) 寻求 
n 阶 方程 在 正则 奇 点 邻 域 的 解 的 一 种 方法 . 为 简洁 
计 , 以 二 阶 方程 为 例 来 说 明 这 个 方法 , 即 讨 论 

u” + feju + gu = 0. (1) 

依 正则 奇 点 假设 , 取 fe) = F(z)/x= ,zg(z)=G(zxz)/ 


见 “ 超 


常 微分 方程 解析 理论 


之 ,而 
F(z) = SSC G(z) = aie 
k=0 


k=0 
(1) 即 化 为 
Llu) = ztu” + zF(z)u! + G(z)u = 0. 
3B € Ul J E. BT (Frobenius ,F. G. ) 建 议 取 形式 解 


G4,z) = Z| 1 + XR ; 


使 对 (1), 要 求 满足 
L(g(À,z)) = pA, (2) 
其 中 pA=74+(—DAt+d,. Wt o. O3 p QWM 
个 根 . 将 2 的 表达 式 代 人 (2) 式 ,可 得 ay (AD pA= 
pA), Rx k>0 时 ， 
a, CA P CA +k) +a_(ALA+tR— Dei + d] 
+ ara 00 [GO + £ — 2c, + d] ++ 
"Ea A) 6A + 2065: Hdez] 
+a COLG + Doa + di] 
+ a CQ [Àc, + de] 
= 0, 
只 要 atmA~P meZ., Bl n] e x x6 48K HH SAR, 
Am B oo, z)—u, G2. 
下 面 是 三 种 情况 对 应 的 结论 : 
1. a— 8 非 整 数 .此 时 p(B 十 &) 关 0, 故 得 第 二 个 
解 
ulz) = zh( 1 + dia QD2]. 


k=] 
2. a= B. 此 时 p' (Ca) = p(a)=0, 


r| 2699) | _ OL(q(A,z)) 
EI E eg JÀ 


= (p! (2^ + pOD02?logz) liza = 0, 
故 得 第 二 个 解 


u, (z) = x° 


A=a 


2; C (ga? + log z ° u, (22). 
3.a—B=n>0 为 整数 . 可 得 
uz) =2° 3 SLA Ba) ei 
k=0 


+ cu,(z)logz, 

其 中 c= (A— ña, (A) [izg 

表现 定理 (representation theorem) 有 关 解 的 
不 同 表现 形式 的 定理 . 表现 定理 的 主要 意义 是 研究 
微分 方程 解 的 解析 表示 法 ,例如 ,在 复线 性 系统 中 往 
往 用 寡 级 数 或 洛 朗 级 数 来 表示 解 . 进一步 的 研究 发 
现 , 非 线性 方程 的 解 有 时 必须 用 下 面 形 式 的 即 所 请 
Psi 级 数 来 表示 | 

Dy ane l KS È an : 


m=0 n 


3 >a, zh log zi" (A, € C) 


m=0 n=0 
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S mM 分 


J 程 


等 . 例如 方程 zw =w 以 z= 二 0,z 二 00 为 固定 奇 点 ， 
其 初等 解 可 以 用 两 个 单 参数 的 级 数 表示 如 下 


T [2 十 Auge" ,二 {2 Eg 245v] ， 


其 中 o.c 分 别 等 于 常数 (V17 圭 3)/2,a,b 为 参数 ; 
前 一 级 数 对 充分 大 的 |z| 收 敛 , 后 一 级 数 对 其 小 |z| 
收敛 . 在 数学 物理 的 讨论 中 也 稼 用 积分 


| K (z,so f Gods 
C 


来 表示 解 ,与 此 相关 的 结果 都 被 称 为 表现 定理 . 1986 
年 ,伊里 亚 申 科 (Hzmpamellko,IO.C. ) 在 研究 极限 环 的 
有 限 性 问题 时 发 现 , 一 个 鞍点 的 角 点 域内 构造 的 单 
一 变换 ,已 经 不 是 预测 中 的 解析 形式 ,而 是 具有 下 面 
形式 的 Psi 级 数 

fr = ax + Aerch, (log zi, 

0:5 €C K;0 < uy < HE Ux Uu < s". 

s 
次 年 ,经 伊里 亚 申 科 、 埃 加 勒 (Ecalle,J. AGHA 
(Martinet, J. ) 等 人 的 研究 ,独立 地 ,但 十 分 困难 地 
给 出 60 余年 前 得 到 的 杜 拉克 定理 的 新 证 明 . 其 中 埃 
An a) JT BY Br iR $8 301 fe T P BK“ CRésurgente) efi C". 
这 些 成 果 现 在 已 被 冠 以 “ 拟 解 析 理 论 ” 的 名 称 . 


党 微分 方程 定性 理论 


常 微 分 方程 定性 理论 (qualitative theory of or- 
dinary differential equations) ” 常 微 分 方程 在 不 求 
出 解 的 情况 下 研究 解 的 分 布 和 性 态 的 基本 理论 . 19 
世纪 中 叶 以 前 ,对 具体 的 微分 方程 或 微分 方程 组 ,人 
们 总 是 力求 找 出 其 通 解 的 分 析 表 达 式 . 但 很 多 情况 
都 遇 到 了 困难 ,后 来 才 知 道 在 绝 大 多 数 情况 下 ,特别 
是 对 非 线性 微分 方程 要 得 出 其 通 解 一 般 是 不 可 能 
Hj. 19 世纪 后 期 ,法 国 大 数学 家 庞 加 莱 (Poincare， 
(J.H. ) 创 立 了 常 微分 方程 定性 理论 . 其 基本 思想 
是 从 微分 方程 本 身 的 特征 去 设法 推 其 其 解 所 具有 的 
性 质 . 这 就 要 从 一 些 具 有 特殊 性 质 的 特 解 着 手 , 如 对 
奇 点 、 周 期 解 .极限 环 ,以 及 更 一 般 地 ,对 轨 线 的 极限 
集 等 加 以 分 析 研 究 , 在 此 基础 上 就 可 能 对 党 微分 方 
程 所 确定 的 解 的 总 体 的 大 范围 性 态 作 出 判断 . 这 就 
是 党 微分 方程 定性 理论 的 基本 部 分 .经 过 后 人 的 不 
断 发 展 充实 ,定性 理论 已 成 为 微分 方程 理论 中 一 个 
最 基本 的 分 支 . 

定常 系统 的 育 点 (critical point of autonomous 
systems) 因数 值 不 随时 间 而 变 的 常 值 解 ,在 相 空 
间 上 的 轨道 为 一 定点 , 即 为 方程 奇 点 . 考虑 定常 的 微 
分 方程 组 


dx 


Fih 2, XER’, X FER GCR" 上 连续 且 适 当 次 可 
mM Wee i) ¿= 0 D == x, AR. MRA 
r'C€G,fkXIo^»-20,WJ|£gzxr^ 为 (1) 的 奇 点 . 对 奇 点 
L` RIEMER, or) =r". 通过 平移 变换 可 使 
ZT" 二 0, 故 以 下 讨论 系统 (1) 以 R" 的 原点 O: z>=0 为 


奇 点 的 情况 . 22 3E E 27 (0) 非 异 , 则 称 O 为 (1) 的 非 


退化 奇 点 ,否则 称 为 退化 奇 点 ; 若 呈 (0) 不 具 实 部 为 
零 的 特征 值 , 则 称 O 为 (1) 的 双 曲 奇 点 . 

非 退 化 奇 点 (nonsingular critical point) J 
“定常 系统 的 奇 点 ”. 

退化 育 点 (degenerate critical point) 
ARN aR”. 

XX HH BF AT Chyperbolic critical point) 
RAW at AC. 

哈 德 曼 - 格 罗布 曼 定理 (Hartman-Grobman the- 
orem) 关于 双 曲 奇 点 邻 域 轨道 分 布 性 态 的 一 个 重 
要 定理 . 设 O 为 


见 “ 定 常 


见 “ 定 常 


dax 


aX m He 
的 双 曲 奇 点 , 即 宇 (0) 具 有 ，* 个 实 部 为 负 和 个 实 


SZ 

)>< 
鞍点 结 点 
焦点 中 心 点 


部 为 正 的 特征 值 ,s 十 二 x, 则 存在 O 的 邻 域 UU, 使 在 
其 内 分 别 有 ssu 维 子 流 形 ESESR'I(U-EGOE', 
对 五 内 的 任 一 点 x, 

lim g(r) = 0, 
而 对 E" 内 的 任 一 点 X. 

lim glr) = 0. 


分 别称 ES EY KFA O 的 局 部 稳定 和 不 稳定 流 形 . 
当 u= 0 时 ,称奇 点 O RW: s= 时 ,称奇 点 O 为 
UR. 当 n=2 时 ,(1) 为 平面 系统 ,O 的 几何 性 态 可 由 


二 阶 方 阵 守 (0) 的 特征 值 丸 , 入 的 不 同情 况 来 决定 : 


F A A N RS SE BL WW PR O ONERE SEA AURI 
实数 , 则 称 O DM GaAs BAL AAI — AT FE HE 5 3, MU PE 
OA RR. TES A AE sa BS] T8 D BNA, COBKA, > 0, DU] 


相应 奇 点 为 稳定 或 不 稳定 的 . AL» A22 — X:J 28 HE mW 
( 非 双 曲 奇 点 ), 则 O 可 能 为 中 心 挟 , 也 可 能 为 焦点 ， 
须 进 一 步 由 (1) 的 右 端的 非 线 性 项 的 情况 来 具体 确 
定 .平面 初等 奇 点 的 结构 如 图 所 示 . 

鞍点 (saddle point) 见 “ 哈 德 曼 - 格 罗布 曼 定 
pH". 

fig (node) ” 见 “ 哈 德 曼 - 格 罗布 曼 定理 ”. 

焦点 (focus)” 见 “ 哈 德 曼 - 格 罗布 曼 定 理 ”. 

中 心 点 Ccenter)” 见 “ 蛤 德 曼 - 格 罗布 曼 定理 ”. 

平面 育 点 的 指标 (index of planar critical poin- 
ts) 反应 奇 点 性 态 的 一 个 重要 特征 数 . 24 n—2 时 
系统 (1) 可 表 为 (z,y) 平 面 上 的 系统 


d d 
d; PG», + = QG». (1) 


它 确定 了 (zy) 平 面 上 的 连续 回 量 场 
VCzy) 一 (PGz,y)，, CT，y))， 

取 单 闭 曲线 C, 其 上 不 含有 Y 的 奇 点 ( 即 指 系统 (1) 
的 奇 点 ), 当 点 《x,y) 在 C LENHAA AN. 
量 Y(z,y) 连 续 变 化 而 回 到 原 位 置 , 故 它 转动 的 角 
BEA 2x 的 整数 倍 , 称 此 整数 为 向 量 场 V 沿 曲 线 C 
的 旋转 数 , 记 为 Rv(C). 若 C 内 部 不 含 奇 点 , 则 
Ry (C) = 0; # BH #& C 连续 形变 为 曲线 Ci, 且 在 此 过 
程 中 不 碰 到 V BEI. ReCO RC). WB V 
与 z 轴 的 夹 角 96 二 arctan(Q/P), 故 有 计算 公式 


_ 1 Q 
RCC) = On È d arctg p 


BCA HAA. WRO=1, KARA 
DASA. 2 M 为 V ILS A.N r> 0 E 
小 ,使 以 MM 为 圆心 .> 为 半径 的 圆周 C. 及 其 内 部 不 
含 异 于 M 的 奇 点 , 则 称 Y 沿 曲线 C, 的 旋转 数 为 奇 
点 M 的 指标 wA IIM). 并 有 下 列 计 算 公 式 


DUM ey i | er ?| 


-二 PdQ — QdP 
pi e Pee 

# MM 为 结 点 、 焦 点 或 中 心 点 ,; 则 Ty W=1;54 
M 为 鞍点 , 则 M= —1. RH HE ZR C 的 边界 上 
不 含 V 的 奇 点 ,其 内 部 含 V 的 有 限 个 奇 点 MiM, 
M, MI) 


R,(C) = >, (M). 


Jc 93 Xv BA (critical point at infinity) 平面 奇 
点 的 一 种 推广 ,用 于 研究 平面 系统 的 轨 线 在 平面 上 
无 穷 远 处 的 性 态 . BE JI 3 (Poincaré, (J.-)H. FE Ca, 


y) 平 面 上 的 系统 
d d 
Se = PCzyy)， + = QG.) (1) 


的 轨 线 投影 到 与 (z,y) 平 面相 切 于 原点 的 一 个 单位 


弟 微 分 方程 定性 理论 


球面 $$ 上 .后 人 就 称 此 球面 S A BE JH SE EK i. 如 下 
图 取 坐 标 系 . 在 (X,Y， 
Z) 空 间 中 , (zx,y) 平 面 
上 的 点 M 可 表示 为 
r,y.D. 取 球 心 投影 ， 
即 连 结 M 与 球 心 
(0,0,0), 其 连 线 与 球 
面 S 交 于 两 点 , 取 定 下 
半球 面 的 一 点 
M,CX,Y.Z). 这 样 就 把 (zx,y) 平 面 上 的 点 一 一 对 应 
| FE dn Se TF EREE, (oo) FEW HB iz Bl Ht 
应 于 S ByiRGH:X^TY/:—1.Z—0.9f8-F'5 uoto 
方程 研究 Z = 0 上 各 点 邻近 的 性 态 , 再 把 下 半球 面 
上 的 点 投影 到 一 个 适当 的 铝 直 平面 上 ,例如 对 不 是 
y 轴 方 向 的 无 穷 远 点 ,可 投影 到 平面 X=1 上 ,OM 
与 之 相交 于 点 Mi. 在 X=1 上 取 其 与 球面 的 切 点 为 
坐标 原点 u 轴 与 了 轴 平 行 ,z 轴 与 Z AEM, 的 
坐标 为 (xz). 易 推出 (z,y) 与 (x,z) 的 变换 关系 
z—l,y- 5 或 一 宇 ,z = L. 

对 y 轴 方 向 的 无 穷 远 点 , 则 投影 到 平面 Y==1, 在 其 
上 类 似 地 引进 坐标 (v,z), 则 易 得 


Ç 1 x 
1 = — , = — DN Y = —., Z = 
= y mE , 


] 

y y 
以 下 计算 从 略 . 在 (zx,z) 坐 标 下 ,(1) 变 为 

du aH =Q| +, 


ao uzP — 
dz _ 
di 
zx 天 0 时 ,此 方程 组 在 XX 二 1 平面 上 的 轨 线 为 (zx,y) 
平面 上 (1) 的 轨 线 的 投影 . 而 z= 二 0 恰好 对 应 于 (z， 
y) 面 上 的 无 穷 元 , 正 是 人 们 要 研究 的 . 为 消去 分 母 
上 的 z, 设 己 ,Q 为 x, y 的 多 项 式 , 则 可 将 上 述 方程 
组 写成 


du 1g dz lx 
dt = =P sei, di = DOGS, 


SEH n HART BE P ,Q 为 wz 的 多 项 式 且 不 同 
时 含有 因子 z. 做 变换 dr 二 di /xz", 则 化 得 


ot = Fiesch, = = Qua). (2) 
它 在 z= 0 上 的 奇 点 U=uUy z =Q 称 为 (1) 的 一 个 无 
穷 远 奇 点 .通过 对 (2) 的 奇 点 (xo,0) 的 分 析 , 搞 清楚 
了 它 的 邻 域 内 的 轨 线 的 性 态 , 则 它 的 两 个 半 邻 域 就 
分 别 代 表 了 (1) 在 (zy) 平 面 上 your 方向 上 的 两 
Big Jc 23 Xe Ab I) BLA PES. 

BE Jn 3€ EK Tfl (Poincaré sphere) 


l u 
zr 
l u 


9 D 
之 x 


z 


z? P 


MEMES 
"BAR (closed orbit) 微分 方程 的 周期 解 在 相 空 
间 上 所 对 应 的 一 条 封闭 曲线 . 对 系统 
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dz _ 
d CG) (1) 


(参见 “定常 系统 的 奇 点 ”) 的 解 z= oG) ,如 果 e(z) BJ 
各 个 分 量 均 为 上 的 具有 相同 最 小 周期 的 周期 函数 ， 
则 称 此 解 为 周期 解 , 它 在 相 空间 R” 内 对 应 于 一 条 闭 
曲线 工 , 称 为 (1) 的 一 条 闭 轨 . 孤立 的 闭 轨 就 称 为 极 
限 环 . 所 谓 孤 立 , 即 指 存在 工 的 邻 域 U, 使 在 U 内 不 
存在 (1) 的 其 他 闭 轨 , 且 对 xEU,q(z) 或 者 当 1 一 
+ oof EF L, RE to cl KF L. 与 闭 轨 以 
及 极限 环 密切 相关 的 奇 闭 轨 是 指 由 若干 奇 点 和 两 端 
进入 育 点 ( 当 t 一 十 oo 或 1 一 一 品 ) 的 轨 线 所 构成 的 
单 闭 曲线 . 若 其 上 只 含 一 个 奇 点 , 则 称 为 同 宿 奇 闭 
轨 ; 若 其 上 含 多 于 一 个 奇 点 ,就 称 为 异 宿 奇 闭 轨 . 对 
n-— 2 时 的 平面 系统 


dir d 
d; ^ Plays + = Qs»); (2) 


ATE y FRE. 8 # 4 dde EE BE 
极限 环 以 至 极限 集 的 性 态 作 深入 的 分 析 研 究 . 以 下 
将 分 段 对 平面 定性 理论 的 有 关内 容 作 介绍 . (2) 的 极 
限 环 工 将 其 邻 域 U 分 为 内 外 两 侧 , 奇 两 侧 的 轨 线 当 
t— co (t7 — oo) BEI AE Xr L, WJ PR L TAXE 
CAS ) CER. ES ; # M Sh, #k 24 299 + co BT CE 8 
it L, AM) 34 上 一 一 co 时 盘旋 逼近 亏 , 则 称 艺 为 半 
稳定 极限 环 ， 

常 微 分 方程 的 周期 解 (periodic solution of dif- 
ferential equation)” 见 “ 闭 轨 ”. 

稳定 极限 环 (stable limit cycle) J, “BJ £h”. 

不 稳定 极限 环 (unstable limit cycle) JW“ 
i". 

3E 38 =E 48 BR EK (semi-stable limit cycle) 
gg. 

极限 环 (limit cycle) "DIS". 

极限 环 稳定 性 的 判定 (deciding the stability of 
limit cycles) ”判定 极限 环 稳定 性 的 基本 法 则 .在 工 
上 任 取 一 点 p pi LURRR L, qE 充分 接 
Xr p 时 ,过 9 的 轨 线 当 t 增 大 时 必 将 再 次 与 1 相交 
于 一 点 q1( 由 解 对 初始 值 的 连续 依赖 性 ). 一 维 点 映 
射 f;g 一 gi WA BEMIS BR. FEL LU p 为 坐标 原 
点 ,外 法 向 距离 x 为 正 , 内 法 向 距离 rf. fay 
XN — JU PUE 9 / (z) MLA. L j LB 
交点 p 对 应 于 x 二 0, 为 f(x) 的 零点 ,如 果 它 为 重 
2E 6 (E — 1,2, 2, BACO =f (00 = + = f^^? (0) 
=0,f° (0250, WI SR L Jj k EAR ES SR k=1 时 称 为 
单 重 环 Rk > 1 时 称 为 重 环 ,& 为 偶数 时 对 应 于 半 稳 定 
环 , 在 工 令 近 取 曲线 坐标 ,可 依次 将 1"”(0) 用 P,Q 
及 其 各 阶 偏 导数 的 适当 组 合 沿 工 的 某 些 积分 来 表 
示 ,通常 请 (0) 的 符号 可 由 
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见 “ 闭 


AERE JE: 


>| 


来 决定 , 若 


十 d< 0 (> 0), 


dE 


WI SE 
dQ) 
AES ax >| 


则 L Iiis S G f") 
或 更 高 阶 导数 的 符号 来 确定 . 

F Dn 3 BR (Poincaré mapping) 
稳定 性 的 判定 ”. 

E Æ A E (successor function) 
定性 的 判定 ” 

k 重 极 限 环 (k-multiple limit cycle) 
环 稳定 性 的 判定 ”. 

安 德 罗 诺 夫 定理 (Andronov theorem) 对 奇 
闭 轨 内 侧 稳定 性 的 判别 定理 . 设 (z,y) 平 面 上 的 系 
统 


dt = 0, 


见 极限 环 
见 “ 极 限 环 稳 


见 “ 极 限 


d d 
了 PG», = Q(z,y) (1) 


有 同 宿 奇 闭 轨 古 , 通 过 一 鞍点 入, 且 过 图 的 另 两 条 
分 界线 位 于 T E MRE N 点 
— ~ + = < 0 (> 0), 

则 P. MEME =s, Bp D, 内 侧 邻 近 的 轨 线 
Md t doo — co) BT EE iB XE I, ; AB CIUS St me er 
Agr, ERSAhRAN,.N2 H 

oP 9Q 

OX dy 
在 N oN: AAT A GE) H D; 为 内 侧 稳定 (不 稳 
E). 这 时 称 局, 或 也 为 内 侧 稳定 (不 稳定 ) 的 分 界 


线 环 . 
极限 环 不 存在 性 判别 法 (criteria of nonexis- 
tence of limit cycles) 判定 平面 系统 不 存在 极限 环 
的 准则 . 具体 法 则 如 下 :给 定 (z,y) 平 面 上 的 系统 
£ = P(r,y), 时 = Q(z,y). (1) 
1. 若 在 (z,y) 平 面 上 的 单 连通 区 域 G 内 ， 
oP , 3 
dr dy 


保持 常 号 且 不 在 G 的 任何 子 区 域内 恒 等 于 零 , 则 
(DE G 内 不 存在 任何 闭 轨 或 奇 闭 轨 . 此 判别 法 是 
由 本 迪克 松 (Bendixson,I.O. ) 得 到 的 , 故 亦 称 本 过 
克 松 定理 . 

2. X TF TE XE BE H| o eR C D(x,y) 关 0, 使 在 单 连 
通 区 域 C 内 

ADP) ` XDQ) 
OX du 


保持 常 导 且 不 在 G ME + D RAE S T. 
DE G 内 不 存在 任何 闭 轨 和 奇 闭 轨 . 此 判别 是 由 
迪 拉 克 (Dulac,H. ) 得 到 的 , 故 亦 称 迪 拉 克 定 理 . XE 
BE rR EK) PR 3 D , 8 FE ER OY 38 Fi ya PR BX 

本 迪克 松 定理 (Bendixson theorem) 
环 的 不 存在 性 判别 法 ”. 

迪 拉 克 定 理 (Dulac theorem) 
存在 性 判别 法 ”. 

极限 环 存 在 性 判别 法 (criteria of existence of 
limit cycles) 判定 平面 系统 存在 极限 环 的 重要 准 
则 , 即 庞 加 莱 环 域 定理 . 该 定理 断言 :对 于 给 定 的 
(Cz,y) 平 面 上 的 系统 


dte- dy ` 


在 存在 平面 环 状 区 域 02, 使 其 内 及 边界 上 不 含 (1) 的 
奇 点 , 且 (1) 的 轨 线 与 O 的 境界 线 相交 时 均 由 0 的 
外 (内 ) 部 进入 ( 跑 出 )2 的 内 (外 ) 部 , 则 2 中 至 少 存 
在 一 条 包含 2 的 内 境界 在 其 内 部 的 稳定 (不 稳定 ) 
极限 环 . 自 20 世纪 中 期 以 来 ,经 过 中 外 不 少数 学 家 
的 努力 ,对 上 述 古 典 结果 得 到 了 进一步 的 发 展 与 应 
用 . 如 对 迪 拉 克 函 数 方 法 加 以 推广 应 用 等 ,同时 由 于 
微分 方程 理论 研究 及 应 用 问题 的 需要 ,人 们 着 重 考 
虑 如 下 二 阶 振动 方程 


2 
<= + fiz) + gG) = 0 


见 极限 


见 “极限 环 的 不 


dz? 
ak, 53 SE ffr In] 3F- TEC 3e 28 A St 
Dn FG). d» = giz), (2) 


RP Fx) = | fdu ,获得 了 平面 系统 (2) 存 在 极 
限 环 的 一 些 判 别 定理 . 

HE Jn Se X ik XE EË (Poincaré theorem on ring do- 
main) 即 “ 极 限 环 存在 性 判别 法 ” 

极限 环 惟 一 性 判别 法 (criteria of uniqueness of 
limit cycles) 判定 平面 系统 存在 惟一 极限 环 的 重 
要 准则 , 即 对 于 平面 系统 给 出 适当 条 件 以 保证 其 极 
限 环 最 多 只 有 一 个 . 这 是 较 之 判别 极限 环 存在 性 更 
为 深入 而 困难 的 问题 . 在 分 析 系 统 的 全 局 性 态 以 及 
后 面 所 述 及 的 希 尔 伯 特 第 十 六 问题 的 研究 中 都 需要 
回答 这 一 问题 . 对 此 ,欧美 .苏联 及 中 国 的 不 少 学 者 
获得 了 许多 好 的 成 果 . 就 其 条 件 的 简洁 与 应 用 的 广 
泛 性 来 看 , 当 推 张 革 芬 所 给 出 的 下 述 极 限 环 惟一 性 
定理 . 该 定理 断言 : 设 平面 系统 


Dn FG) © = g(x) (1) 


满足 微分 方程 解 的 存在 惟一 性 的 要 求 , 且 满足 下 列 
条 件 , 则 系统 (1) 至 多 存在 一 个 极限 环 ,如果 它 存在 ， 
必 为 稳定 的 极限 环 : 

1. zg (x)>0,1#0, X G(+%) =+, $} 


常 微分 方程 定性 理论 


G(x) = [edu A 


2. f(00 «C0, 24 r fg (— 99,0) fl CO, + oc) AH 
Kat, f (z)/g (z) AN F BA. 

根据 研究 平面 系统 的 需要 ,还 有 不 少 判 别 极 限 
环 惟 一 性 的 其 他 定理 . 


极限 集 理 论 (theory of limit sets) ”定性 理论 
的 重要 基础 之 一 . 考虑 系统 
dx 
a X (xr) (1) 
或 平面 系统 
d d 
= PCG yy) s T = Qr,y). (2) 


从 z 点 出 发 的 轨 线 Q(zo) ,车 存在 序列 二 十 2, 使 
得 Cr 7 x BUE z LEX 2(zo) 的 w 极 限 点 , 称 
8(Czo) 的 所 有 ww 极限 点 的 集合 为 8(zo) 的 w 极 限 集 ， 
IA L(x). 类 似 地 ,考察 :一 一 2 的 情况 , 则 可 得 出 
a 极限 点 与 a 极限 集 的 定义 . 9.(xo) 的 a 极限 集 记 为 
L(x). 由 上 述 定 义 易 见 , 奇 点 zo Æp Cr) = r 的 惟 
一 的 w 和 a 极限 点 , 闭 轨 q(xzo) 上 的 任 一 点 都 是 此 闭 
轨 的 w 和 wx 极限 点 . 亦 即 , 奇 点 和 闭 轨 分 别 为 它们 自 
G H o M a RRR. 对 于 平面 定常 系统 (2), 极 限 集 
理论 有 甚 为 清晰 完整 的 结论 ,可 归结 如 下 : 若 系 统 
(20 ËJ — SE >É 9L Ge ORRE RK RD 
内 , 则 Z(zo) 必 属于 下 列 情形 之 一 : 

1. —^^ 4 A. 

2. — RH] AL. 

3. — ar B] 31. 

由 此 即 可 推出 庞 加 莱 - 本 迪克 松 定理 . 

Be JU Se - A iB se ge JH ( Poincaré-Bendixson 
theorem) 平面 定性 理论 的 经 典 成 果 并 是 后 续 研 究 
的 重要 基础 . 给 定 系 统 

dx 


或 平面 系统 
d d 
d; Play), + = QG.5). (2) 


庞 加 莱 - 本 迪克 松 定 理 断 言 : 若 系统 (2) 的 一 条 正 半 
SRR RES RHA AKA ME Ae 
近 于 一 条 极限 环 ( 它 在 该 轨 线 所 在 一 侧 为 稳定 ). 设 
有 集合 4, 如 果 对 任 一 zE4 及 一 切 上 ER,(1) 或 (2) 
DIEN SR ot A, Wë 4 为 系统 (1) 或 (2) 的 不 变 
S 显然 ,或 a 极限 集 均 为 不 变 集 . 如 果 不 存 在 A 
的 不 变 真 子 集 , 则 非 空 不 变 集 A 称 为 一 个 极 小 集 . 
关于 极 小 集 的 结构 , 施 瓦 兹 (Schwarz,A.J. ) + 
1963 年 将 上 述 结果 推广 到 定义 于 二 维 流 形 上 的 CC? 
类 流 , 得 到 下 述 结论 ( 亦 称 施 瓦 兹 定理 ):C? 类 流 形 
MEN C RRM SES BR) BD IRF FP I A E 
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RC 
1. —4 4 A. 
2. 一 条 闭 轨 . 
3. 整个 流 形 M. 


对 维 数 n 2 的 系统 , 则 可 以 有 结构 复杂 的 极限 
集 ,例如 混沌 集 等 . 


不 变 集 (invariant set) Wein KC Hu 


定理 ”. 

极 小 集 (minimum set) 见 “ 庞 加 菜 - 本 迪克 松 
定理 ” 

施 瓦 兹 定理 (Schwarz theorem) 见 “ 庞 加 莱 - 
本 迪克 松 定理 ”. 


旋转 向 量 场 理论 (theory of rotated vector fie- 
Ids) 研究 极限 环 随 参数 而 变化 的 一 种 基本 而 重要 
的 理论 .考虑 含有 实 参 数 A 的 平面 系统 


d “Y imu (1) 


d ooPOGo Ge 
它 可 视 为 平面 上 的 含 参数 向 量 场 V QQ) = (P,Q). 
1953 Æ , f& S£ (Duff, G. D. F. ) 创 立 了 旋转 向 量 场 理 
论 , 并 经 塞 弗 特 (Seifert,G.)、 陈 翔 炎 等 改进 完善 ， 
使 之 在 平面 定性 理论 ,特别 是 极限 环 问 题 的 研究 中 
发 挥 了 重要 的 作用 . 

在 (1) 中 , 设 P,Q 为 Z, ys, À AY) E EN, KE 
Z, y REE RARE OT A 有 连续 偏 导 数 , 且 对 一 
9] 4. 1) 的 奇 点 为 孤立 .更 设 (]1) 的 奇 点 不 随 4 而 变 
动 , 且 恒 有 
P Q 
IP aQ 
JÀ 3A 
又 使 等 导 成 立 的 点 不 充满 (1) 的 任何 财 轨 , 则 称 (]1) 
或 V(4) 关 于 4 构成 旋转 向 量 场 . 由 此 可 见 , 在 旋转 
向 量 场 中 ,平面 (x,y) 上 除 奇 点 外 ,每 一 点 处 向 量 
V (24) 随 4 变 化 同时 癌 一 个 方向 转动 (可 保持 不 转 
动 ). 旋转 和 癌 量 场 理论 可 归纳 为 如 下 的 主要 结论 : 

1.V() 的 奇 点 的 指标 不 随 4 而 改变 . 

2. 4i AAA M V CAL) E; V O) KI A E A 
A. 

3. V GO HR BB XS L, 随 4 变 化 而 向 其 一 侧 单 调 
移动 , 即 或 者 向 外 扩大 ,或 者 向 内 缩小 . 到底 扩 大 还 
是 缩小 ,具体 由 4 变化 时 了 (CA) 的 旋转 方向 以 及 La 
的 定向 和 稳定 性 来 决定 . 

4. IX A= A, BF, V CA.) A — >É fa = PP Li,» WW 4 A 
[] 一 方 变化 时 ,工分 裂 为 两 个 单 重 极限 环 , 其 一 
为 稳定 ,为 一 为 不 稳定 ; M A [5] Ay Fa — Fr EACH» L. 
HA BD V CO fe L, 邻近 不 再 存在 闭 轨 线 . 

5.4 变化 时 ,V (和 ) 的 极限 环 工 ;移动 所 遮盖 的 区 
域 的 内 、 外 边界 线 上 必 含 有 奇 点 (包括 无 限 扩张 
时 碰 到 无 穷 远 奇 点 ). 
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250 mb < 0), 


We fk [5] MEX (rotated vector field) 
量 场 理论 ”. 

希 尔 伯 特 第 16 问题 (Hilbert’s 16th problem) 
著名 数学 家 希 尔 伯 特 (Hilbert,D. ) 提 出 的 涉及 平面 
多 项 式 系 统 极 限 环 存在 和 分 布 问 题 的 重要 数学 难 
题 . 1900 年 ,他 在 国际 数学 家 大 会 上 提出 了 23 个 数 
学 问题 ,其 中 第 16 问题 的 后 半 部 分 是 涉及 微分 方程 
的 ,他 提出 : 右 问 为 z,y WJ n REMAP, Cry), 
Q,(Cz,y) 的 平面 系统 


dx 


d 
d; 7 PO», + = Q Gu») (1) 


最 多 有 几 个 极限 环 ,它们 的 位 置 分 布 如 何 ? 许 多 数学 
家 围绕 这 一 问题 开展 研究 ,从 而 深入 地 推动 了 平面 
定性 理论 及 一 些 相关 学 科 分 文 的 研究 . JH it ya CDu- 
lac, H. ) 于 1923 年 发 表 长 达 140 页 的 论文 ,证 明 每 
一 确定 的 系统 (1), 其 极限 环 只 有 有 限 个 , 称 之 为 有 
限 性 定理 . 但 后 人 发 现 其 证 明 存 在 缺陷 ,直至 20 fl 
纪 80 年 代 末 期 有 限 性 定理 才 被 严格 地 加 以 证 明 ,这 
分 别 由 苏联 的 依 记 申 科 (Ilyyashenko. Yu. S. ) 和 法 
E 85 3& JI Jj CEcalle,J. ) BA P3 (Martinet , J. ) 等 人 
独立 地 完成 . 其 核心 部 分 是 证 明 (1) 不 可 能 有 无 限 多 
个 极限 环 聚 集 在 一 个 分 界线 环 邻 近 . 

为 解决 希 尔 伯 特 第 16 问题 ,人 们 依 不 同 的 来 
分 别 研究 系统 (1).n 二 1 时 ,(1) 为 线性 系统 ,显然 不 
存在 极限 环 . n=2 时 称 (1) 为 二 次 系统 ,20 世纪 50 
年 代 起 ,以 叶 彦 谦和 秦 元 勋 为 代表 的 中 国 数学 家 对 
其 极限 环 的 基本 性 质 做 了 系统 研究 . 至 20 世纪 末 在 
国际 上 围绕 其 极限 环 与 全 局 结构 等 已 有 大 量 成 果 . 
ff] (Bautin, N. N. ) 证 明了 二 次 系统 在 一 个 奇 点 外 
围 邻近 最 多 有 三 个 极限 环 (1952 年 );20 世纪 70 年 
代 末 , 史 松 龄 以 及 陈 兰 苏 , 王 明 淑 等 给 出 了 具有 不 少 
于 四 个 极限 环 的 二 次 系统 (其 一 个 奇 点 外 至 少 有 三 
个 , 另 一 奇 点 外 至 少 有 一 个 ). 至 今 尚 未 能 证 明 二 次 
系统 最 多 只 能 有 四 个 极限 环 . 对 于 三 次 系统 ( 即 n= 
3 时 ) 也 有 不 少 研究 成 果 , 已 经 获得 了 如 下 的 实例 : 
在 一 个 奇 点 外 围 邻近 聚集 有 8 个 极限 环 ; 也 存在 三 
KASAI TRE Se HRB BDA 11 个 . 对 nS 
4 的 系统 则 研究 其 少 . 总 之 ,要 彻底 解决 希 尔 伯 特 第 
16 问题 还 有 相当 大 的 难度 . 

结构 稳定 性 (structural stability) 系统 的 大 范 
围 定性 结构 在 微 扰 下 保持 稳定 的 性 质 .一 个 系统 所 
具有 的 某 种 性 质 称 为 是 稳定 的 ,如 果 该 性 质 在 系统 
本 身 的 微小 改变 之 下 仍 能 保持 . 结构 稳定 性 就 是 指 
系统 的 大 范围 定性 结构 是 稳定 的 . 为 严格 给 出 其 定 
义 , 首 先 要 说 明 ; 什 么 是 系统 的 微小 改变 ? 今 就 平面 
系统 


见 “ 旋 转向 


dx dy ` 


来 讨论 ,假设 它 定 义 于 (z,y) 平 面 的 区 域 C 内 ,P,Q 
€ C'(Bl P.Q # G 内 一 次 连续 可 微 ),G 的 边界 为 一 
单 财 曲线 , 且 不 含有 (1) 的 奇 点 以 及 与 1) 的 轨 线 相 
切 的 点 . 所 有 满足 这 些 条 件 的 系统 (1) 组 成 一 集合 
XX, 今 在 XX 内 引进 距离 . 任 取 X 内 另 一 系统 


d£ = Pr (x.y), È? Q* (x,y) (2) 
(1) 5 CO BIER EJ 
d((1),(€2)) 
. iP — Plea" > FI, 
te PEE PEE 
dy dy | | ax dx | | ay dy |] 


在 此 距离 下 ,X 成 为 一 巴 拿 赫 空 间 . ATE E>, 
当 d((1),(2))<e 时 ,存在 G SIVE B EE BS [B] 1 pk 59 
T ,把 (1) 的 轨 线 对 应 为 (2) 的 轨 线 , 则 称 系统 (1) 在 
C 上 为 结构 稳定 系统 ,或 称 为 粗 系统 . (2) 称 为 (1) 的 
一 个 扰动 . 这 一 概念 首先 由 安 德 罗 诺 夫 (AHapoHoB， 
A. A. ) A BE Re E E£ Courparun, JI. C. ) 于 1937 4E 
所 引进 ,他 们 称 之 为 粗 系统 , 且 当 时 假定 P,Q 为 解 
析 PR. 并 给 出 了 如 下 结果 (未 有 详细 证 明 ). 系统 
(1) 在 G 上 为 结构 稳定 的 充分 必要 条 件 是 : 

1. 只 有 有 限 个 奇 点 , 且 均 为 双 曲 的 . 

2. 只 有 有 限 条 闭 轨 , 且 均 为 单 重 极限 环 . 

3. 没有 从 鞍点 到 鞍点 的 轨 线 连结 . 

1952 年 , 德 巴 杰 斯 (DeBaggis ,H. F. ) 把 P,Q 为 
解析 的 要 求 减弱 为 P,QEC!, 并 详细 证 明了 上 述 结 
R, 1962 4E , Wil s R HE (Peixoto, M. ) 把 这 些 结论 推 
广 到 紧 致 二 维 流 形 上 的 微分 动力 系统 ,得 出 了 下 列 
结论 : 

1) 在 紧 致 二 维 流 形 M^ 上 定义 的 微分 系统 为 结 
构 稳定 的 充分 必要 条 件 是 : 它 满足 上 述 条 件 1 一 3， 
再 加 上 条 件 4: 每 一 轨 线 的 w 与 “极限 集 只 能 为 奇 
点 或 团 轨 . 

2) FRM? 上 定义 的 微分 系统 所 组 成 的 空间 记 为 
X, 其 中 结构 为 稳定 的 系统 组 成 的 子 集 在 X 内 为 开 
的 稠密 集 . 

20 世纪 60 年 代 起 ,斯 梅 尔 (Smale,S. 0. BELL PE 
等 致力 于 维 数 高 于 2 的 系统 的 结构 稳定 性 研究 ,并 
由 此 引出 了 具有 复杂 的 极限 集结 构 的 马蹄 映射 ( 常 
称 为 斯 梅 尔 马蹄 ) 以 及 高 维 结构 稳定 性 的 一 系列 成 
果 . 

结构 稳定 系统 (system of structural stability) 
见 “ 结 构 稳 定性 ”. 

扰动 (perturbation) 见 “ 结 构 稳 定性 ”. 

分 支 (bifurcation) 结构 不 稳定 的 系统 在 小 摄 
动 之 下 产生 的 结构 变异 现象 . 就 上 述 二 维系 统 来 说 ， 
只 要 上 述 结构 稳定 的 充分 必要 条 件 中 的 条 件 有 一 个 
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被 破坏 ,就 得 到 分 文系 统 . 璧 如 说 ,具有 一 个 非 双 曲 
奇 点 ,或 具有 一 个 非 单 重 的 极限 环 , 或 具有 一 条 鞍点 
连结 轨 线 ,这 一 系统 就 是 分 支 系统 , 它 在 适当 的 小 摄 
动 之 下 , 非 双 曲 奇 点 就 会 转化 为 一 个 或 多 个 双 曲 奇 
点 , 非 单 重 极 限 环 也 可 转化 为 邻近 的 一 个 或 多 个 单 
重 极 限 环 ,鞍点 连结 轨 线 则 会 破裂 . 因此 ,系统 的 定 
性 结构 在 相应 的 一 个 局 部 会 因 小 摄 动 而 发 生变 化 ， 
这 个 局 部 就 出 现 分 支 现 象 , 对 应 地 就 称 为 奇 点 分 支 、 
闭 轨 分 支 或 鞍点 连 线 分 支 ( 它 也 包含 同 宿 或 异 宿 奇 
团 轨 分 支 作 为 特例 ). 

Xf AER n> 2 的 高 维系 统 , 结 构 稳 定性 与 分 支 问 
PAB H n —2 时 复杂 得 多 , 辟 如 具有 同 宿 或 异 宿 轨 时 
就 不 一 定 出 现 分 文 . 设 有 双 曲 奇 点 pi,p;, 把 它们 的 
局 部 稳定 与 不 稳定 流 形 向 大 范围 延伸 可 得 到 全 局 的 
稳定 流 形 W'(p1),W'(ps) 和 全 局 的 不 稳定 流 形 
Hp W* Cp). BAW pI | W:(p,) G> D FH 
点 就 称 为 异 宿 点 ,集合 W DOW Coo G=) FH 
点 称 为 同 宿 点 . 通过 同 宿 ( 或 异 宿 ) 点 的 轨 线 称 为 同 
宿 ( 或 异 宿 ) 轨 . 具有 同 宿 (或 异 宿 ) 轨 的 高 维系 统 是 
否 为 分 支 ,还 要 看 在 同 宿 ( 或 异 宿 ) 点 处 W"(pi) 与 
W(p;) 的 相交 情况 ,如 果 它 们 横 截 相交 ( 即 在 交点 
AEW" CD SW C) R H REK W Z E R"), 则 不 产生 
分 支 ( 局 部 为 结构 稳定 ), 而 在 非 横 截 相 交 时 则 出 现 
分 支 . 

环 面 上 的 微分 方程 (differential equation on 


torus) ” 环 面 上 定义 的 微分 方程 . 在 平面 系统 
d 
+ = PG», = Q(z,y) (1) 


中 , 设 P,Q 关于 其 变 元 分 别 是 以 1 为 周期 的 函数 ， 
即 满足 

ee | = Ptr + 1.9) = (Ys 

Q(z=,y + 1) = Q(z + 1,y) = Q(x=%,y). 
这 时 ,把 (x,y) 平 面 上 的 单位 正方 形 S — [0,1]x 
Lo LARR XL & 18 8E — PSH 17. 从 而 (2) 就 
确定 了 环 面 7 上 的 一 个 系统 .在 7 上 , 常 把 圆周 > 
一 Zoo( 任 一 常数 ) 称 为 一 纬 圆 ,圆周 ¥— Yo 称 为 一 经 
Al. 进一步 设 P,Q 恒 不 等 于 零 , 即 环 面 上 不 含 奇 点 
的 方程 .考虑 它 从 经 圆 Co:z=0,0 委 y 委 1 上 一 点 
《0,yo) 出 发 的 轨 线 , 它 对 应 的 方程 

dy | Q(z,y) 


dr - Py) 

满足 初 值 gO, y) = y, 的 解 ss LZ, al, Ze l DË, 
E GO —9QO 5 y) HBA RSR, oC) MA Co 
上 的 一 点 , 故 通过 对 应 (0,yo) 一 (1,%(Cyo)) 确 定 了 一 
^r fh ^r Vel AE H .C.—C.. FEMME (Poincaré, CJ. -)H. ) 
通过 研究 这 个 一 维 点 映射 的 性 质 来 得 出 上 述 环 面 微 
分 方程 的 轨 线 性 态 . 对 任意 整数 2” 将 映射 少 迭 代 ?7 
次 ,可 以 证 明 极 限 


(2) 
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存在 , 且 不 随 yo 而 变化 . 它 是 环 面 系统 的 一 个 特征 
数 , 称 之 为 旋转 数 . 这 时 , 治 着 每 一 条 轨 线 在 经 圆 与 
纬 圆 方向 绕 行 圈 数 (不 足 一 圈 时 不 计 入 ) 之 比 的 极限 
均等 于 jx. 当 py 为 有 理 数 g/p 时 , 环 面 轨 线 性 态 必 属 
于 如 下 两 种 情形 之 一 : 
1. 周期 环 型 . 即 环 面 上 充满 闭 轨 ,每 一 条 沿 经 圆 
绕 行 g 圈 , 沿 纬 圆 绕 行 p Pm BS. 
2. 极限 环 型 . 环 面 上 有 阁 干 条 闭 轨 (如 同 平面 系 
统 的 极限 环 ) ,形态 与 情形 1 中 相同 ,其 他 轨 线 非 闭 ， 
而 以 这 些 极限 环 中 的 一 条 为 其 w 或 a 极限 集 . 
当 B 为 无 理 数 时 ,可 考虑 经 圆 C。 上 的 点 集 
S, = (T'p|p € Co 一 0, 十 1, 士 2,…}. 
S, 的 极限 点 集 记 为 S,. 5S, 为 完全 集 , 妈 (5,) 一 S 
且 对 任何 PECo,S, 均 相同 .只 能 有 下 列 两 种 情况 : 
Leis =O s: 
2. S, 在 C, 内 无 处 稠密 ,它们 分 别 对 应 于 环 面 
上 两 种 不 同 的 轨 线 性 态 : 
1) 遍历 型 . 这 时 环 面 上 每 一 条 轨 线 均 为 非 闭 ， 
它 的 轨迹 在 环 面 上 处 处 稠密 (此 即 思 历 一 词 的 含 
E. 
2) 奇异 型 . 对 应 的 轨 线 结构 较为 奇特 . 直观 地 
说 ,相当 于 在 思 历 型 中 抽 去 若干 条 轨 线 ,而 代 之 以 有 
限 条 或 可 数 多 条 带子 ,每 条 带子 由 拓扑 平行 的 轨 线 
组 成 ,但 带子 两 端的 宽度 单调 趋 于 零 ,以 使 它们 取代 
某 些 轨 线 后 , 仍 得 一 环 面 . 
对 环 面 上 的 C? 类 流 , 若 旋转 数 为 无 理 数 , 则 必 
为 遍历 型 , 即 不 会 出 现 奇 异型 . fh ES (Denjoy , A.) 
举 出 一 个 C 流 的 例子 ,说 明 它 呈现 奇异 型 ， 
旋转 数 (rotation number) 见 “ 环 面 微 分 方 
程 ” 
达 芬 方程 (Duffing’s equations) 
分 方程 .通常 可 写 为 
z£ + cz + glr) = p(t), (1) 
其 中 c SE 3W.zgeg(z)>0(|+z+|>>1). # g (=) FE 2 PE 
eK AC, WU) PJ FA e BE EE (1) BJ 38 R X SK. A 
gz) 3E Z BW CIO B2 JJ E 4T D HE BA, 
可 以 出 现 混 沌 状态 .如 0250. CL E: E BX # Së , RE 
加 菜 上 映射 不 保 面 积 . c= 0 时 ,(1) 成 为 
£g) = p(t). (2) 
(2) 是 一 保守 系统 , 它 的 庞 加 莱 映 射 是 保 面 积 的 . (2) 
等 价 于 一 特殊 的 哈密 尔 顿 系统 


一 类 二 阶 微 


tT = y, 
y =— gir) + pt), 
H r e 28 AR BO PR är 


HG y) = Ly GG) — xp), 
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Gor) = | acods. 
(2) 可 分 成 三 种 类 型 : 


1. 超 线性 : 

Po IE. s 

bud x pe 

2. 半 线 性 : 

je ES o 

x 

3. 次 线性 : 

lim g(r) = 

lees udi ` 


(2) 可 以 有 无 穷 多 个 周期 运动 和 无 穷 多 个 拟 周 
期 运动 ,可 以 有 无 穷 多 个 不 变 环 面 ,也 可 以 出 现 混 沌 
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常 微分 方程 稳定 性 理论 (stability theory of or- 
dinary differential equation)” 亦 称 运 动 稳定 性 理 
论 , 是 常 微分 方程 理论 的 一 个 分 支 . 研究 党 微分 方程 
的 解 在 微小 扰动 下 的 性 质 .粗略 地 说 ,系统 的 某 个 状 
态 , 如 果 在 微小 扰动 之 下 其 状态 变化 保持 是 小 的 , 则 
称 它 是 稳定 的 ,否则 , 称 它 是 不 稳定 的 .由 于 在 实际 
系统 中 不 可 避免 地 会 出 现 各 种 偶然 的 扰动 ,所 以 只 
有 稳定 的 状态 或 过 程 才 有 现实 意义 .因此 ,研究 描写 
实际 系统 的 微分 方程 解 的 稳定 性 具有 重要 的 意义 . 

稳定 性 的 概念 和 理论 由 俄国 数学 家 李 亚 普 诺 夫 
(JTanynos, A. M. ) 于 19 世纪 90 年 代 所 创立 ,并 提出 
称 之 为 第 一 方法 和 第 二 方法 的 两 种 解决 方法 . 20 t 
纪 五 六 十 年 代 , 美 国 数学 家 莱 夫 谢 菊 (Lefschetz， 
S. ) 和 拉萨 尔 (Lasalle,J.P. ) 进 一 步 发 展 了 稳定 性 
理论 . 现在 稳定 性 理论 和 方法 已 推广 到 泛 函 微分 广 
程 . 广 义 微分 方程 及 偏 微分 方程 等 更 广泛 的 系统 中 
去 . 目前 ,稳定 性 的 概念 已 被 推广 和 应 用 到 自然 科学 
和 工程 技术 的 许多 领域 之 中 ,并 形成 了 非常 丰富 的 
理论 . 这 里 主要 研究 常 微分 方程 解 的 稳定 性 . 

稳定 性 (stability) 第 微分 方程 稳定 性 理论 的 
重要 概念 之 一 . 如 果 对 于 任 一 s>0 及 to 宇 r, 存 在 对 
WM) 9 Ce, to) 0.1 EY [x [| <7,:2= BF, A 
| am tos) | <e, META O 为 稳定 的 . 否则 , 称 
O 为 不 稳定 的 . 

不 稳定 性 (instability) ” 见 “ 稳 定性 ”. 

渐 近 稳定 性 (asymptotic stability) 常 微 分 方 
程 稳定 性 理论 的 重要 概念 之 一 . 如 果 O 是 稳定 的 并 
XT BE to FETE (to) ,使 得 对 每 一 个 >0 及 
Il zo Il «GO. FF FE XT y BS T Costo k) eE 33 t1 
+T B.A || ax Gto) | <E, DU O 为 渐 近 稳定 
的 . 如 果 可 以 选 到 与 ze E B T — T O£), ME O 


为 同等 渐 近 稳定 的 .O 为 稳定 的 ,等 价 于 对 每 一 固定 
的 toT, ruo to) Æ x0 的 连续 性 相对 二 E L6. 
十 ce) 是 一 致 的 ;O 的 渐 近 稳定 性 等 价 于 O 为 稳定 
的 且 具 有 了 吸引 的 性 质 . 

一 致 稳定 性 (uniform stability) 常 微分 方程 
稳定 性 理论 的 重要 概念 之 一 . 在 有 关 稳 定性 的 各 定 
MB stos xo) TE ro =0 处 的 连续 性 只 要 求 对 [€ 
[a, 十 ce) 是 一 致 的 ,如 果 进 一 步 要 求 它 关 于 tor 
也 是 一 致 的 ,这 就 是 一 致 稳定 性 的 概念 .严格 定义 如 
下 :如果 对 于 任 一 60 Rtr FERS e AXK? 
=e) > 0, 使 得 当 | xl <7, tZ At, A 
| C tos) || <e, WP O 为 一 致 稳定 的 ， 

如 果 O 为 一 致 稳定 的 JF H ff E 7 不 依赖 于 fo 
使 得 对 任意 620, f£ E Te) 0, 4 || > || <9 st 
ShHT WA | r(t.t..20) || <e, HIE O 为 一 致 渐 
近 稳 定 的 . 

如 果 存 在 4>0, 以 及 任 给 620. FE 0€ 0, 
使 得 当 | Xo | fur 时 ,对 于 一 切 tet. BA 

| zG,£,z,9]| < £ exp[ — AG — t.) ], 
则 称 O 为 指数 渐 近 稳定 的 . 

齐 次 线性 系统 的 稳定 性 (stability in linear ho- 
mogeneous systems) 最 简单 和 基本 的 系统 稳定 
性 . 考虑 齐 次 线性 方程 组 


dx 
d; = [Ow (12 


这 里 矩阵 P(t) 对 于 tS 是 连续 有 界 的 . 由 于 (1) 的 
所 有 解构 成 一 个 线性 空间 ,所 以 其 原点 的 稳定 性 同 
所 有 解 的 有 界 性 是 一 致 的 ,并 且 各 种 类 型 的 稳定 性 
之 间 存 在 密切 关系 : 

1. 对 于 齐 次 线性 方程 组 (1) 来 说 ， 

1) 原点 的 稳定 性 等 价 于 所 有 人 解 的 有 界 性 . 

2) 原点 的 一 致 稳定 性 等 价 于 所 有 解 有 界 , 且 关 
于 t 是 一 致 的 . 

2. 齐 次 线性 方程 组 (1) 的 原点 为 同等 (指数 ) 渐 
近 稳 定 的 充分 必要 条 件 是 它 为 渐 近 (一 致 渐 近 ) 稳 定 
HJ. 

当 POSA 为 常数 矩阵 时 ,原点 的 稳定 性 完全 
由 A 的 特征 值 决 定 : 齐 次 线性 方程 组 (1) 的 原点 为 
渐 近 稳定 的 充分 必要 条 件 是 4 的 一 切 特 征 值 都 有 
负 的 实 部 ;原点 为 稳定 的 充分 必要 条 件 是 4 的 一 切 
特征 值 的 实 部 非 正 ,并 且 零 实 部 特征 值 所 对 应 的 苦 
尔 当 块 都 是 一 阶 的 . 

按 一 次 近似 决定 稳定 性 (stability in the first 
approximation) 应 用 近似 的 线性 系统 研究 更 复杂 
系统 稳定 性 的 一 种 方法 , 即 由 最 基本 的 线性 (一 次 ) 
系统 出 发 研究 能 否决 定 更 复杂 系统 的 稳定 性 . 对 于 
常 系数 线性 方程 组 
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dx 
d Pe (1) 


其 解 的 渐 近 性 态 是 很 清楚 的 . 如 果 在 (1) 的 右 端 加 上 
一 个 小 扰动 Bp 


of = Pr + q(z,D, (2) 


则 人 们 试图 从 (1) 的 解 的 已 知性 态 去 获得 (2) 在 原点 
附近 的 渐 近 性 态 , 这 就 是 通常 所 称 的 按 一 次 近似 决 
定 稳定 性 的 问题 . 当 已 没有 零 或 纯 虚 数 的 特征 根 ， 
H q 相对 于 jz 站 适当 小 时 , 则 (1 和 (2) 在 原点 附近 
解 的 渐 近 性 态 完全 相同 . 设 Pë BCOOXLREDO FRA 
负 实 部 的 特征 根 , 而 其 余 具 有 正 实 部 .又 假定 当 z 之 = 
及 zl ,lz 和 4 时 ,对 上 上 一致 地 有 
Il ar = g Gu 52) || 
=O( |z] + = dos ra |], G) 
则 存在 常数 wp,v>0, 使 得 下 述 性 质 成 立 : 
1. 4 ê= (fe DER? H || 2 || < WF, (2) 
有 连续 依赖 于 的 解 x($,z) ,使 得 
(matze? = 0 
且 原 点 天 于 这 族 解 是 渐 近 稳定 的 . 
2. 当 9— O09 O€R""B || 7 || < 时， 
(2) 有 连续 依赖 于 7 的 解 x(7,t) ,使 得 
lim x(t) —0. 
设 (2) 为 自治 的 :g 二 g(x), 且 1 过 过 <n, 则 性 质 1 
和 2 表现 的 性 质 为 典型 的 鞍点 性 质 , 它 们 给 出 了 原 
点 的 局 部 稳定 和 不 稳定 流 形 . 
李 亚 普 诺 夫 稳定 性 (stability in the sense of Li- 
apunov) 在 无 限时 间 区 间 上 微分 方程 的 解 对 其 初 
值 连 续 依 赖 的 稳定 性 概念 . 考虑 微分 方程 组 


dr | f 
d; A Ct), (1) 


ik E DXI EER Bii Jeo BB dE # v 2 IT. 
Kp =fr, +o), DCR 为 含 原 点 O 的 区 域 . 进 一 
zb ARBOR RA CBS ER BPX CO, 2506020. it 
CIO B AL eto) — xo 的 解 为 zttzo). 由 解 对 初 值 
的 连续 依赖 性 ,x(z ,to,zo) 在 其 定义 域内 为 多 元 连续 
映射 . 由 于 O 为 奇 点 ,所 以 对 于 任 一 固定 的 io 写 r 及 
有 限 区 间 [zo,7Tj, 当 zo 充分 小 时 ,x Cete) TE 
该 区 间 上 有 定义 且 对 ro HIESETERDSET (€ Les T ] 
是 一 致 的 .但 是 ,一 般 地 ,这 种 “一 致 ”的 性 质 在 无 限 
区 间 [to, 十 co) 上 并 不 总 是 成 立 . 稳定 性 的 概念 其 实 
就 是 考察 在 无 限时 间 区 间 上 的 解 关 于 初始 点 的 连续 
依赖 性 ,严格 定义 如 上 所 述 , 它 是 由 李 亚 普 诺 夫 
(JIlagyHos, A. M. 228 Hi BJ. 

李 亚 普 诺 夫 特征 数 (the characteristic numbers 
of Liapunov) 定量 描述 变 系数 线性 方程 组 解 的 稳 
定性 态 的 一 种 数 . 对 于 变 系 数 线性 方程 组 
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S BÓ 分 Jj 程 


dx 


其 中 POE ter 上 连续 , 李 亚 普 诺 夫 (JIamyHoB, A. 
M. ) 引 进 了 一 些 数 ,现在 称 之 为 李 亚 普 诺 夫 特征 数 ， 
来 代替 特征 根 的 作用 ,它们 是 用 来 测定 上 > 十 ce 时 
其 解 的 “指数 ”增长 的 数 . 

李 亚 普 诺 夫 特征 数 . 设 GO EE MF tr 上 的 
实 函 数 , 则 

人) 一 人 lime pe) = 0} 
为 左 端 无 穷 的 区 间 , 令 为 {XW } 的 右 端 点 ,而 
(^j = (^ | lim sup e" [e| =+ eo) 


HAMARA RKE, A 为 {?}) 的 左 端 点 . 如 果 io， 
À, 都 是 有 限 的 , 则 必 有 A= A. 定义 这 一 公共 值 为 p 
的 李 亚 普 诺 夫 特征 数 ACD). 如 果 它 们 之 一 为 无 穷 ， 
WA DAG. 事实 上 ， 

Ate) 一 一 lim sup t ‘log|g(t) |. 


如 果 ot) =(9 (1) .@@).°°. GQ) NEM F tr 上 
的 向 量 函 数 , 则 其 李 亚 普 诺 夫 特 征 数 定义 为 
A(Q) = min(A(@)|; = 1,2,.% sn}. 

如 果 和 矩阵 P(t) 对 于 大 的 1 为 连续 有 界 的 , 则 : 

1. 变 系 数 线性 方程 组 (1) 的 每 个 解 z(t) 的 李 亚 
普 诺 夫 特 征 数 A4(z) 是 一 个 有 限 数 . 

2. S X 为 变 系数 线性 方程 组 (1) 的 所 有 人 解 的 集 
WR ACK) = (4(z)|x(t)EX} 是 一 个 有 限 集 . 


FEE, MPSP, 时 ,AC(X) 为 Po 的 特征 根 


的 实 部 的 反 号 数 ; 当 A(X) 由 正 数 构成 时 , 变 系数 线 
性 方程 组 (1) 的 原点 为 渐 近 稳定 的 . 

李 亚 普 诺 夫 第 一 方法 (the first method of Lia- 
punov) 以 级 数 的 形式 表示 解析 方程 组 的 解 以 研 
究 其 稳定 性 态 的 方法 . 考虑 微分 方程 组 


d 
4; 7 Pz-baG.D, (1) 


其 中 > AR MBM ¢ AM. HE Q CA): | x | <A 
BP g(r ONES y Et u] WR xc ERR, 
至 少 从 二 次 项 开始 . 该 级 数 在 QCA) BA A B RC, 
它 和 它 的 系数 在 此 集中 对 1c 是 一 致 有 界 的 . 如 果 
P 的 特征 根 均 有 负 实 部 , 且 相 异 的 特征 根 不 满足 任 
何 具 正 整数 n, 的 关系 式 À, = 2,m,Àm,zz0, Dm, 
>1, MKE (4) AR i h BJ. A N 表示 不 同 的 
A. 的 个 数 . ku Q )= Nau" (4) 为 方程 组 (1) 的 第 一 近 
似 的 通 解 , 用 a o Ca, 的 向 量 . 

如 果 微 分 方程 组 (1) 如 上 所 述 , 有 一 组 好 品质 的 
特征 根 {4,) ,那么 ,微分 方程 组 具有 下 列 形式 的 级 数 
通 解 

IOS > 2720505 (2) 


RE Zaa) A FALE: 
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lZ (ta) —u(). 
2.4 Qd) 


X v1"""N(f.a)exp£ KS mA; 

其 中 Xs A In] Et , Ep Bt AB JE: z 的 多 项 式 ,其 
系数 为 aj 的 m 次 型 ,而 各 型 的 系数 当 t 之 rt 时 是 上 的 
é BEA FE PR BL. 

3. 存在 正 数 2,r ERROS Ila || <o K 
tnt, ARF OCA. 

李 亚 普 诺 夫 第 二 方法 (the second method of 
Liapunov) 通过 寻找 满足 某 种 几何 性 质 的 函数 直 
接 推 证 方程 组 稳定 性 的 一 种 方法 . 李 亚 普 诺 夫 第 二 
方法 就 是 借助 于 一 个 所 谓 李 亚 普 诺 夫 肾 数 V(x ,i) 
及 根据 微分 方程 所 计算 得 到 的 了 沿 着 轨 线 的 导数 
dV /dt 的 符号 性 质 来 直接 推断 稳定 性 问题 . 考虑 实 
方程 组 


— = X (z,t), (1) 


这 里 X FER QA, T): | x || SA tr LEZ H M 
JÉ Je BB PE E q PAAR Ik, B. >r Bh, X (0;)== 0. Z 
BERE BR NV Cm ot) RW (x24: BlTEQCA 02 RQCA) P 
有 定义 且 连 续 , 对 于 t 宇 r AV (0,:)=0 K W(0)= 
0. V(r DÆ (CA, z) APRA Ff 1E BJ CH TA). HI K 
È ERER); W (z) £E QCAO PRAEC XE IE B) 
(E fA BO. n RIF z 0, # QCAO P 33 
220€«00; V Gr, DE NACA, r) AFK E IE HS CER 
BJ), "I AR TE ELSE PARDF OAK FOE IE OE fH PR 
数 W (z). Wn S uk — zp SEGRV Gr 28 C' BR WC 
沿 着 实 向 量 方程 组 (1) 的 轨 线 的 导数 为 
d 7t Ue 

BÀ V Gri R9 QA EWE 3E WE ER 
数 , 如 果 它 在 该 集中 是 定 正 的 , 且 dv/dt ARAN. 
TARRE ur dk Gr E Clanen, A. M. ) 给 出 的 几 个 
定理 : 

l. (稳定 性 定理 〉 ”如 果 存 在 定义 于 QCA,O E 
的 李 亚 普 诺 夫 函数 V(r,t), 则 原点 是 稳定 的 . 

2.〈 渐 近 稳 定性 定理 ) ”如果 在 (4,r) 内 有 一 
4 À K À # IE RR W. (z) HFE BBA RR 
V Gc ,20, FP dV /dt 为 定 负 , 则 原点 是 渐 近 稳定 的 . 

3 人 《不 稳定 性 定理 》 (Uh X fT 
QCA.c) E BAS 2 C! KM. (Q 的 某 一 子 域 A 
U>0, (2, 的 边界 的 一 部 分 B 包含 射线 Tir-—O0, 
>r, HÆ B E U=0. (RE POA RY. MI JR ia E 
不 稳定 的 : 

D 只 要 nc, SUB dA Gn t) EN 任意 接近 T. 

2) XF F£ rh ADO. kh) >O, BE 
N, 内 USA BE Q, P3 U' Ska). 


Æ piu XE (Liapunov function) “Z= 
亚 普 诺 夫 第 二 方法 ” 

乘积 空间 中 的 稳定 性 (stability in product 
spaces) 将 一 个 方程 组 分 解 为 两 个 方程 组 相当 于 
将 一 个 空间 分 解 为 两 个 空间 的 乘积 ,以 此 来 研究 原 
完全 方程 组 相应 的 稳定 性 的 方法 . 考虑 p EE y 
K q 维 向 量 z EAR NA: | y || SA, |z| SA, tSr 
上 的 方程 组 


q TOES e 
dz 
dt = Z Oy z E) 


假设 该 方程 组 连续 并 满足 李 普 希 茨 条 件 , 且 原点 O 
为 (1) 的 奇 点 . 当 

Y 一 Yu(y) + Y* (y,z,t), 

Z = ZG) --Z* Gg, 
时 (其 中 Y* 及 Z'NBNS T Y, 及 2 来 说 是 较 小 的 )， 
人 们 希望 知道 完全 方程 组 (1) 的 稳定 性 受 部 分 方程 
组 dy/dt —Y,CG5y) K dz/dt 二 Zo(z) 的 稳定 性 的 制约 
程度 ,这 就 是 乘积 空间 稳定 性 的 研究 内 容 . 设 5() 是 
连续 的 g 维 向 量 . 取 对 应 的 方程 组 


dy ` 
ap == Y Gy CE) (2) 


4 0,,0, 表示 方程 组 (1) 的 第 一 式 及 第 二 式 的 原点 
y 二 0 及 z 二 0, 则 称 O, 关于 方程 组 (1) 的 第 一 式 为 拟 
稳定 的 ,只 要 对 于 给 定 的 任何 0-6 A Rt r, FF 
FEO< (ty e) «ie, fii 4 || EG || 9B C2 B E — S 
E | yG) | <7 的 解 y(t) 具 有 如 下 的 性 质 :在 使 
| £G || 过 e 的 任 一 区 间 t6o 志 1 志 ty 内 ,有 | yG) || <e; 
原点 O, 称 为 关于 方程 组 (1) 的 第 一 式 为 拟 不 稳定 
的 ,如 果 给 定 了 任何 s,7 适合 0 和 7 委 e 和 4 ,以 及 适合 
LEGO || TRIS I| E 二 e 的 任何 连续 函数 
C(t) ,那么 ,对 于 (2) 的 满足 | y GO | <7 ht — f 
y(t) ,对 某 一 1 之 to, 就 有 y 0) || =e. 

1. 如 果 O,,O; 关于 方程 组 (1) 的 两 式 都 是 拟 稳 
定 的 , 则 O 关于 (1) 为 稳定 的 ;如 果 O, 或 O, 关于 对 
应 的 方程 组 为 拟 不 稳定 的 , 则 O 关于 (1) 为 不 稳定 
的 . 

2.02 Y Ft ZSR +Z (yz): X H Q 3 
ERR ERE, HA | yl + |<] OO, 

|Z*(y,z)]| —50€Cl yl? + ell) 2D. 
则 方程 组 (1) 的 第 一 式 的 拟 稳 定性 性 质 就 是 (1) 的 稳 

3. 2 y 为 数量 变数 ,Y= 二 p(y) 十 Y*(y,z),Z 一 
Qz 十 Z"(y,z) 均 为 解析 的 , Bey) = gy" + + + 
Z Cy ON RRA ER BEM TON 项 开始 ,Q 为 稳 
定 的 常 矩阵 . 

n5 N 为 奇数 而 g 为 负 ( 正 ), 则 原点 为 渐 近 稳 


党 微分 方程 稳定 性 理论 


定 ( 不 稳定 ) 的 ,如 果 N 为 偶数 , 则 原点 为 条 件 稳定 
的 . 乘积 空间 稳定 性 的 概念 是 由 菜 夫 谢 次 (Lef- 
schetz, S. ) 提 出 的 . 
临界 情形 的 稳定 性 (stability in the critical cas- 
es) 稳定 性 的 一 种 .不 能 由 一 次 近似 决定 的 稳定 称 
为 临界 情形 稳定 性 . 对 于 微分 方程 
dx 


d; ^ AXO x + Zei) (1) 
(rE GCR’,t 20), 
考虑 定常 系统 
d 
T = Pr + q(x), SCH 


HP z #l q Es n 维 向 量 ,P 是 常数 矩阵 ,g (xz) 解析， 
在 原点 附近 可 展 为 xz DR, Hir mot 
小 于 2. 用 李 亚 普 诺 夫 第 一 方法 或 第 二 方法 容易 证 
Bj ,如 果 特 征 方程 

DQ) = |P — AE| = 0 (3) 
的 所 有 根 都 具有 人 负 实 部 , 则 (2) 的 奇 点 x 二 0 是 渐 近 
稳定 的 . 当 (3) 之 根 中 有 具有 正 实 部 者 , 则 (2) 的 奇 点 
Zz 二 0 是 不 稳定 的 . 在 上 述 情况 下 ,系统 (2) 与 它 的 一 
次 近似 方程 

dx 


的 奇 点 z = 0 有 相同 的 稳定 性 , 即 系统 (2) 的 稳定 性 
HAR ORE. 当 (3) 的 所 有 根 均 满足 
RelA) < 0 G = 1,2,-*",n), 

但 至 少 有 一 个 根 , 例 如 A W ERe(A —0 的 情形 , 李 
亚 普 诺 夫 (JIanyHoB,A. M. ) 称 它 为 临界 情形 .在 临界 
情形 ,(2) 与 (4) 的 稳定 性 性 质 可 以 很 不 相同 . 例如 ， 
I n=1,P=0,g2(z2)=az`, TE (4 )WJ 3 A z=—= 0 是 
BE. 4 a= —1 时 ,(2) 的 奇 点 z— 0 是 渐 近 稳 
EM. 4 a= 1 时 ,(2) 的 奇 点 >= 0 是 不 稳定 的 . A 
此 ,(2) 的 稳定 性 性 质 不 能 再 由 (4) 决 定 , 需 要 根据 
g (x) 做 进一步 的 研究 . — 

李 亚 普 诸 夫 深入 地 研究 了 特征 方程 (3) 只 有 一 
个 零 根 ,其 余 根 均 具有 人 负 实 部 ,以 及 只 有 一 对 纯 虚 
根 , 其 余 根 都 具有 人 负 实 部 两 种 情形 下 (2) 的 奇 点 c= 
0 的 稳定 性 问题 ,前 者 称 为 第 一 临界 情形 ,后 者 称 为 
第 二 临界 情形 ,他 得 到 完整 的 结果 . 对 于 周期 系统 他 
也 进行 了 研究 . 

轨道 稳定 性 (orbital stability) — JR ER Be Jt 3€ fa 
E 不同 于 李 亚 普 诺 夫 稳定 性 的 一 种 . 令 W XR" rh 
的 开 集 ,f:W 一 R" 是 连续 且 满 足 局 部 李 普 希 深 条 
件 . 设 C 为 方程 
= = f) 
的 轨 线 的 一 个 集合 ,Po:z OX C 中 一 个 元 .所 谓 轨 
道 稳定 性 ,粗略 地 说 , 它 意味 着 ,如 果 T, 在 某 一 时 刻 
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充分 靠近 丰 ,, 则 它 以 后 永远 保持 十 分 接近 I). 精确 
定义 如 下 : 称 Po 关于 轨 线 的 某 集 合 C 为 轨道 稳定 
的 ,如 果 给 定 了 e>0, 就 存在 7(e) 及 re), ARTE 
C, R#EBFZI| c £x € (o0 (与 了 距离 小 于 7), 则 
XT D NB ES QNS OSA. 

治 系 统 闭 轨道 的 稳定 性 (stability of the 
closed orbit of autonomous systems) 一 类 特殊 的 
轨道 稳定 性 . 考虑 自治 微分 系统 


= = X(z), (1) 


RE X QR” 是 解析 的 ,其 中 OCR 是 一 区 域 . 设 
(1) 有 一 个 具有 周期 o BE £GO ,其 轨道 记 为 7. 令 


dy _ 


是 周期 解 € GO B E 4p Jy EE. VY GO 28 C20 BJ) ER 
阵 , 则 YG 十 w) 二 了 GDC, 其 中 C 为 非 奇 异 矩 阵 , 它 的 
特征 根 His 2° ° > Hs 称 为 (2) 的 特征 指数 . 于 是 ,至 少 
有 一 个 特征 指数 等 于 1 ,不妨 设 4 = 1. 

关于 上 自治 系统 财 轨道 的 稳定 性 ,有 如 下 结论 :如 
果 特 征 指数 us nn oH, WRN F 1, 则 闭 轨道 7 
为 轨道 稳定 的 .如 果 其 中 有 天 个 特征 指数 的 模 小 于 
1, 则 有 解析 地 依赖 于 天 个 参数 的 解 族 , 使 得 ”关于 
这 一 解 族 是 轨道 稳定 的 . 

李 亚 普 诺 夫 函 数 的 存在 性 (the existence of Li- 
apunov functions) 李 亚 普 诺 夫 稳定 性 定理 的 逆 命 
题 , 即 系统 的 奇 点 阁 是 稳定 的 ,是 否 必 存在 李 亚 普 诺 
X PRA. 李 亚 普 诺 夫 第 二 方法 中 得 到 的 稳定 性 定理 
是 用 满足 一 定性 质 的 V 薄 数 来 判断 微分 方程 组 的 
奇 点 的 稳定 性 性 质 . 反 过 来 ,如 果 已 经 知道 微分 方程 
组 的 奇 点 有 一 定 的 稳定 性 性 态 , 那 么 是 否 存 在 满足 
某 些 性 质 的 V 函数 ,这 就 是 所 谓 稳定 性 定理 的 逆 问 
题 , 也 就 是 李 亚 普 诺 夫 一 数 的 存在 性 问题 . 这 一 问题 
曾经 吸引 过 不 少 研究 工作 者 ,得 到 了 相当 丰富 的 成 
AR. 这 里 只 举 出 两 个 例子 如 下 :考虑 微分 方程 组 


dz ` 
q ZIED., (1) 


H x # f E n #Ë [e] Er , f (z ,t) #E X PR 

Gy = (G.D| |z] < H,: 2 0) (2) 
L E X 32 H WS E Jy Bp F dE i RAF. intr: 
一 0( 对 120). 于 是 有 下 面 的 结论 : 

1.〈 稳 定性 定理 的 逆 定 理 ) 如 果 方 程 组 (1) 的 
奇 点 z= 一 0 ER E WU TE TE XE IE PROC V Crt), fii dV /dt 
是 第 负 的 . 

2.《〈 一 致 渐 近 稳定 性 定理 的 逆 定理 ) 如 果 方 程 
组 (1) 的 奇 点 c= 0 是 一 致 渐 近 稳定 的 , 则 存在 定 正 
函数 V(rz,?), 它 在 原点 关于 1 宇 0 是 一 致 连续 的 , 且 
dV /dt 是 定 负 的 . 

经 常 干扰 作用 下 的 稳定 性 (stability under per- 
sistent disturbances)” 亦 称 完全 稳定 性 . ARAB 
在 经 背 微 扰 下 解 的 稳定 性 问题 . 设 微分 方程 组 
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dz 


dt == OE (1) 
人 | 


上 定义 ,连续 且 满 足 局 部 李 普 和 希 获 条 件 , 同 时 矿 0,o) 
一 0( 对 上 之 0). 考 虑 (1) 的 扰动 系统 


dz = f(x,t) up; (3) 


其 中 g(t,z) 在 Gn 上 连续 且 保 证 (3) 的 初始 值 问 题 
解 的 惟一 性 . 如 果 对 每 一 个 es 之 0, 存 在 两 个 正 数 ó, 
=Ó Ce) Al 0, 0, Ce) ,使 得 对 于 任何 在 域 Gg 上 定义 
HL AE ARTE | g Cx D || <8: B) n ETSI EE PRI g(x， 
1) ,方程 组 (3) 的 解 n ,to , zo) 4 | Xo | E) 时 有 

| ztoyzo) || < £ (对 一 切 上 之 加 之 0)， 

于 是 方程 组 (1) 的 奇 点 z+ 二 0 称 为 经 常 干 扰 作 用 下 
稳定 的 , 一致 浙 近 稳定 与 经 常 干扰 作用 下 稳定 之 间 
有 下 述 关 系 : 如 果 方 程 组 (1) 的 奇 点 r=0 是 一 致 渐 
近 稳 定 的 , 则 它 也 是 经 常 干扰 作用 下 稳定 的 . 

经 营 干 扰 作 用 下 的 稳定 性 概念 是 马尔 金 
(Malkin, I. G. ) 建 立 的 . 李 亚 普 诺 夫 意义 下 的 稳定 
性 是 研究 奇 点 += 二 0 在 初始 条 件 的 扰动 下 的 稳定 
性 . 可 是 在 实际 问题 中 ,真正 的 运动 往往 受到 持续 作 
用 的 微小 干扰 , 因此, 不仅 要 考虑 初始 条 件 的 扰动 ， 
ih SEM ASA SE Cash BN AW wR) BY t 
动 . 这 种 情况 下 的 稳定 性 就 称 为 经 常 干扰 作用 下 的 

完全 稳定 性 (total stability) 
用 下 的 稳定 性 ”. 

全 局 渐 近 稳定 性 (global asymptotic stability) 
一 类 全 相 空 间 均 为 吸引 区 域 的 渐 近 稳定 性 . 考虑 微 
分 方程 组 


Bl“ 28 A FO TF 


oF = f(x) (x € R”), (1) 
EH f(r) EMG. = (xl || z || <+) EE MAE 
Zt JE WS É. Jay BË Z= 35 e KAR. |a] ie f (0) = 0. A 
此 ,对 任何 初始 值 < fr TE CL BS TE — BJ fg. z G) = 
r.i Ert) =z. 由 李 亚 普 庶 夫 第 二 方法 
知道 ,如 果 存 在 一 个 定 正 函数 V(r), 它 关于 (1) 的 导 
数 dV/dt 是 定 负 的 ,那么 ,方程 (1) 的 奇 点 X= 二 0 是 
Beh. 方程 组 (1) 的 奇 点 X= 二 0 的 吸引 区 域 
《或 称 渐 近 稳 定性 区 域 ) 是 所 有 具有 性 质 


imiia =0 


i- 


的 点 ro 的 集合 . 如 果 吸 引 区 域 是 整个 相 空 间 R” , W 
Zz 一 0 被 称 为 全 局 渐 近 稳定 的 .这 时 下 面 的 结论 
成 立 : 如 果 存 在 定 正 函数 了 (z), 它 关于 (1) 的 导数 
dV /dt 是 定 负 的 ,并 且 Y(z) 是 径 向 无 界 的 , 则 奇 点 
r= 0 是 全 局 渐 近 稳定 的 . 李 亚 普 诺 夫 (JlanyHos,A. 
M. ) 原来 只 考虑 原点 附近 即 局 部 的 稳定 性 . DHE 


X BE (I paconckun, H. H. ) 将 其 推广 为 全 相 空 间 , 即 
全 局 的 稳定 性 . 
绝对 稳定 性 (absolute stability) 研究 控制 系 
统 的 稳定 性 时 提出 的 一 种 稳定 性 概念 . 考虑 控制 系 
统 中 提出 来 的 一 类 非 线性 微分 方程 组 
dx 


ae Ar + ¢(a)b, 
(1) 
Ge E E EE — YÊ, 


HF n 维 向 量 x 是 控制 系统 的 状态 变量 , 纯 量 是 
辅助 变量 ,o 为 反馈 信号 ,常数 7 和 SE Ie] Bt bc 是 
控制 参数 ,函数 pg(o) 表 示 控 制 机 构 的 非 线 性 特征 . 
假设 pg(o) 具 有 连续 偏 导 数 , 这 就 保证 (1) 的 初 值 问 
题解 的 存在 惟一 性 . 如 果 7Y 关 0, 则 (1) 称 为 间接 控制 
系统 ;如 果 Y 王 0, 则 (1) 称 为 直接 控制 系统 . 假设 非 
线性 函数 glo) 满 足下 列 条 件 : 
@(0) = 0; 0 < ogla) < ko? (2) 
(o 35 0,0 < k <+ oo), 

则 z=0,#=0 是 (1) 的 惟一 奇 点 . 如 果 对 任何 满足 条 
件 (2) 的 函数 90), KB) WA Cr 6) = (0,0) 9 
是 全 局 渐 近 稳定 的 , 则 称 系 统 (1) 在 角 (0,&) 内 是 绝 
对 稳定 的 . (1) 的 绝对 稳定 性 问题 的 研究 曾 吸 引 了 大 
批 学 者 ,得 到 了 丰富 的 结果 . 

拉萨 尔 不 变 原 理 (the Lasalle invariance princi- 
ple) 李 亚 普 诺 夫 第 二 方法 的 推广 .推广 的 形式 是 
多 种 多 样 的 ,这 里 只 介绍 最 简单 也 是 最 常用 的 一 种 . 
考虑 微分 方程 组 


dz 


这 里 f :GR" 是 连续 的 且 满 足 局 部 李 普 希 茨 条 件 ， 
其 中 GCR AFR. rau 是 C 上 的 李 亚 普 
诺 夫 函数 ,如 果 V 在 G 的 闭 包 G 上 连续 ,在 G 内 连 
续 可 微 , 且 

M = grad V Cx) * f(x) < 0. 
ES 
dV 
T= 0): 
设 M 是 (1) 在 S 内 的 最 大 不 变 集 .如 果 V EC 上 的 
李 亚 普 诺 夫 函数 ,而 yY+(zo) 是 (1) 的 落 在 G 内 的 有 
Fie WW YN ams: CM, BI took, 
r(üt.r)—M. 

20 世纪 60 EIRY BEBE ZR (Lasalle J.P.) 0 
SEWER PROV. (z) 53 4B s £ 3 IK ER $: (Q (>o) 
之 间 存 在 着 一 个 简单 的 关系 , 即 在 适当 的 条 件 下 ， 
ATOA F dV/dt 的 零点 集合 . 这 种 观察 给 出 了 李 
亚 普 诺 夫 理 论 的 统一 认识 , 且 极 大 地 推广 了 李 亚 普 
诺 夫 第 二 方法 ,现在 人 们 称 这 一 推广 为 拉萨 尔 不 变 
原理 . 


S = (xz € G| 


泛 函 敏 分 方程 


i> US r7; f& (functional differential equati- 
on) @ 4 m 232 2 JG BR MATE. EMO ER RI 
B —^ 38 324p SE SP RZ PR 7r £e CX Er PRU 
TRO RI N 12 PR i ot Ty Fe. 从 应 用 角度 来 看 ,动力 学 系 
# rp BESTE dir Pu Be 84 38 de AP n] X S8 B9 , BD f EC 
35 BJ fei BL t, A BSD. FE n] ELS E BF S B) TRE JÉ, W| 1 3 
微分 方程 为 数学 模型 ,此 时 系统 的 未 来 状态 仅 取决 
于 初始 的 瞬间 状态 而 和 过 去 的 历史 无 关 . 在 不 允许 
略 去 清 量 的 情形 就 必须 以 滞后 型 差分 微分 方程 或 者 
更 普遍 的 泛 函 微分 方程 为 数学 模型 . 例如 方程 

Z(t) = fü,xQ),xG — r(t))), 
其 中 c(t) 20 BRA Hi ERE. 这 时 初 值 问题 不 仅 要 考虑 
系统 状态 的 瞬间 初 值 , 而 且 要 顾及 历史 的 状况 . 到 
20 世纪 50 年 代 末 为 止 ,主要 是 把 常 微分 方程 的 各 
种 结果 尽 可 能 直接 推广 到 滞后 型 差分 微分 方程 上 
X. 其 中 主要 是 解 的 存在 惟一 性 , 解 对 初始 数据 的 连 
续 依赖 性 ,初等 积分 法 (分 步 法 ) ,线性 自治 系统 特征 
根 的 分 布 及 其 与 稳定 性 的 关系 ,在 拉 效 密 辛 条 件 下 
推广 李 亚 普 诺 夫 第 二 方法 等 .但 解 映 射 rao pA 
zi) 只 限于 认定 是 C—R'.1959 年 ,克拉 索 夫 斯 基 
(Kpaconckurt, H. H. ) 提 出 把 轨 线 段 
zz Län a zën (0€ |—r,0],r = const > 0) 
TL A 28 le] C=C(L—r,0], R") BJ zc. # AR BRO 
T (t,0):C>>C#H MA T (t,0)9— x, Co, Qo ,"F dé ill Ja 
AU VT PR iol ot Jr FB u] tu 
d) = fü.) (1) 
其 中 +G) A JA RFE. ATA 
Am FA PRE X TUE RES BL 
括 . 20 世纪 60 年 代 确 立 了 (1) 的 基本 理论 ,和 李 亚 
普 诺 夫 泛 函 方法 下 的 稳定 性 理论 等 (参见 “ 李 亚 普 诺 
RERA”). 对 方程 中 最 高 阶 导 数 也 出 现 偏差 变 
元 的 方程 (参见 "中立 型 泛 图 微分 方程 ”) ,如 
ZG) = E EE — r) ,Lt — 2) 
(ta) 之 0), 

长 期 以 来 只 是 形式 上 的 推广 ,但 1976 年 开始 有 大 量 
的 应 用 背景 被 发 现 ,主要 是 控制 理论 \ 博 弈 论 、 遗 传 
学 细胞 的 生化 机 理 以 及 物理 学 中 的 种 种 应 用 问题 . 
例如 , 布 莱 顿 (Brayton,R. ) 在 研究 信息 无 损 传输 网 
络 时 便 提 出 一 类 中 立 型 方程 .1971 年 , 霍 尔 (Hall， 
J.) S 9E E 26 (Cruz, M. A. ) 从 中 划分 出 一 类 方程 


S DG.) == J (un js (2) 


称 为 算 了 于 型 中 立 型 泛 图 微分 方程 , 简 记 为 

NFDE(D, f). D 称 为 差分 算 子 . 如 

DGt,)Z,)=<x(t)+cx(t—<zr(t)) (ct) 20.,c=const). 
405 


S 微 分 5 E 


H| EAE CLOB SES SIE .稳定 性 理论 等 都 方便 地 推广 
到 《2) 上 去 ,因为 初始 函数 空间 也 是 C 而 不 必 限 制 
TE C! 上 .对 rzr() 是 无 界 连续 函数 以 及 滞 量 在 无 穷 区 
间 上 连续 分 布 的 泛 函 微分 方程 ,可 以 概括 为 (1) 和 
《2) 型 的 无 穷 时 洲 系 统 , 记 号 完全 一 样 , 但 需要 用 一 
系列 公理 来 限定 初始 数据 空间 .严格 的 定义 与 基本 
PRC H EK 5 REDI — (Kato. J. ) 于 1978 年 共同 
Jf sr AY. A BR INE TRE # BE AY #h #h CL RU RAES XE A 
f F HES BDC BT Ht AS. 

f£ Zt B 12 AMO BA = 28 a EIE HJ 
主体 ,其 次 是 中 立 型 ,超前 型 只 有 少量 研究 工作 . BF 
究 课题 除 基 本 理论 和 稳定 性 理论 以 外 ,还 涉及 解 的 
振动 性 .周期 解 与 概 周 期 解 的 存在 性 ,. 边 值 问 题 、 数 
值 解 、 线 性 系统 理论 以 及 摄 动 方法 的 应 用 等 .滞后 
型 \ 中 立 型 .超前 型 方程 分 别 略 称 为 R 型 \N 型 .A 
型 方程 . 

20 itti 80 年 代 以 来 ,各 类 应 用 学 科 中 提出 大 
BPM RAO. ENEMA IRM ee 
论 所 无 法 概括 的 ,统称 为 非 R.N , A 方程, 包括: 

LBA AE EWE GN. Am ton Ke 
复合 形式 (参见 “混合 型 差分 微分 方程 >). 

2. 偏 泛 函 微分 方程 , 指 的 是 带 有 偏差 变 元 的 偏 
微分 方程 (参见 “ 偏 泛 函 微分 方程 ”). 

3. 复杂 偏差 泛 函 微分 方程 , 指 的 是 偏差 依赖 于 
未 知 盟 数 及 其 导数 的 方程 ,如 

SE A DA 
对 这 些 新 类 型 泛 困 微分 方程 ,有 许多 探索 性 工作 , 虽 
然 完 整 的 基本 理论 尚 待 确立 ,但 可 以 预期 这 将 是 泛 
EK BARRA AZ. 

SE RRO AE (retarded functional dif- 
ferential equation) &3& Zl B — 2537 RATE, 
BILE Ts AE BsJ V GP FA EY — BZ PRG) 7; #E , E: 
i? PK ^7) PBB YO EMA. 设 o € R=(—-co,+co), 
r cR. U(0) =[0,+ceo),C=C([—r,0],R*), # X 
C 中 的 范 数 为 : 

g€C, ig| — sup 1g, A0, 

图 数 rx G)€COo-—r,o4- AJRO. XI Vt€ le,o04- AD, 
SÉ Xx, (0) — x G-060,0€ | —r,0], E x, EC. RCT 
RXC,f:Q-R" 是 给 定 的 泛 函 , 则 称 

Ht) = TU) (1) 
是 一 个 滞后 型 泛 困 微分 方程 ,过 (表示 右 导 数 . A 
r= -Fco, WH # I JE KA B®, [Hm = xGTO. 
0€ (— 00,0], E BE CD E: 26 23 ESTE R ong Jes IZ pR f 
分 方程 .这 样 定 义 具 有 极 大 的 广泛 性 ,例如 选取 算 子 
f= 二 ap(0) 十 bp( 一 7), 则 (1) 化 为 

Zz(Gt)=azxGtD) + B)bzxz(t—r), 
DN f—fG.q«0),.,o96 —70)0) , WMC kA 
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ZG)=fG,zG),z(t—r(G))), 
取 


pe A G»)9(0)d06, 
则 (1) 化 为 
ies j Aert + dé. 


X(t) 称 为 (1) 在 [o 一 r,o 十 4) 上 的 解 , 若 存 在 oER， 
A>0, #8 Gr) EN, B t€ [0,0 +A BE E CD. 
Zr BE E ARTE v, — e, WRK x ÆDE Co, p BA BD 
基本 初 值 问 题 

EUM 

x, 
的 解 . 

算 子 的 原子 性 (atomicity of operator) 一 种 线 

性 算 子 的 非 异 性 条 件 , 是 为 讨论 沁 畏 微分 方程 的 反 
向 延 拓 问题 和 保证 中 立 型 的 条 件 . RLU 
2CRXC 上 的 线性 泛 果 ,由 里 斯 表示 定理 ,存在 有 界 
变 差 矩阵 函数 尺 (z,2) ,使 得 


L(t,9) | [d;RG,0) ]g(0) (G,@ € 2). OD 


rH GE L—r,0], E SC £ 
AG,0) = R(t,0*) — RG,0 3, 

E A fE t, 处 是 非 异 的 , 即 det Ao, £0, WR L G , 
QTE t, EF 0 lb E CT R9. AAC OMVLE TCR 
是 非 异 的 , 则 称 L(z,9) 在 TIT 上 于 9 处 是 原子 的 . 对 非 
Seet, ei, CRF o Fe WK SE $X F , 是 线性 
算 子 ,可 用 ,的 原子 性 来 定义 Gt,9) 的 原子 性 .在 
XE LAS 0 — 0, W] ORA dE 6=—r, Wi 0 RA 
—r. 用 下 例 说 明定 义 原子 性 的 目的 ; 设 L(i,9) = 
a(t)g(0) 十 b(t1)y( 一 7), 它 是 连续 线性 算 子 . RG , 0) 
定义 为 


att) (0 = 0), 
R(t,0) = <0 (—r«0-«0), 
CUBO Se). 


由 ADEX, A 

det A(z,0) —det[ RG,0* ) —RG,0 )]=a(t), 

det A(t, —r)-—det| RG,r^)—F(G,r )]-bQ). 
此 时 在 :E77 上 于 0 处 是 原子 的 ,; 即 at) #0, Fr 
处 是 原子 的 , 即 502250. BME t=o 上 , 则 于 0 处 
原子 即 a《o) 关 0, 于 一 r 处 原子 即 5《o) 关 0. A rB sr RI 
i£ BA P Da, p =alt)g(0) 4T5GQC-r), 
则 DCG,9) 的 原子 性 是 保证 方程 为 中 立 型 方程 的 系 
数 条 件 . 

rH xz UE A SD OF 38 (neutral functional dif- 

ferential equation) F Br se Ur TE SE Ja WJ — 2572 
PR Go} Ti Te , X HL Je 8 BF E em rte Ro 
JE A BS Jl,“ rp yr 2325 4r oJ) FB” J “ RB rH LAM IZ PR 


微分 方程 … ORE XT it Je AY YZ BR CAD EE MT 了 及 
空间 C 的 种 种 假定 ,再 设 算 子 DODE EFOR 
—r 处 是 原子 的 , 则 


S DG) = J Q) (1) 


称 为 中 立 型 泛 函 微分 方程. 给 定 EIER 
题 也 与 滞后 型 相同 

超 中 立 型 江洲 微分 方程 (superneutral func- 
tional differential equation) 一 类 特殊 的 中 立 型 泛 
盟 微 分 方程 , 亦 即 非 算 子 型 中 立 型 泛 函 微分 方程 , 通 
d$ +G — r) kaa THEA W BAS, E: A RE f tH 
而 写成 算 子 D(z,9) 形 式 的 . EDELE oT SF HR 
量 , 则 是 中 立 型 差分 微分 方程 , 蔡 同 时 还 含有 分 布 时 
Hin AL, Pil QO TT FE 


zx) 一 一 TOS dit EUR Uo 
| A(t.) g GG LÉI dé, 


^H AY BR A RB rn ar YYZ PR ICA] 73 E. 

Fc 93 FE RE ix eU Ay 7j $8 (functional differential 
equation with infinite delay) —2E Hf Jo Fi == 
FA TE PR AY Wi Je BJ LZ PR CA Jy FE. UH 26 24: T S ER, TI 
BED Ki] E. 47 PNA ES ER 29 2523 BP Wi emt 
方程 . 如 

Z) =F GZ) 229 (1) 


io = | Eeër G 


它们 可 以 用 经 典 分 析 方 法 进行 研究 ,得 到 许多 与 有 
界 滞 量 方程 平行 的 结果 . (ABR RA Rie BH AB 
样 用 一 个 有 限 区 间 上 的 连续 函数 空间 C 来 建立 普 
遍 的 、 算 子 形式 下 的 泛 曙 微 分 方程 则 是 不 可 能 的 . 例 
如 ,方程 (1) 随 着 初始 时 刻 o 的 增 大 ,初始 集 E, = 
[c/2,oj 的 长 度 无 限 增 大 ,但 只 要 把 [一 ~,0j 换 为 
(一 00,0j, 仍 可 以 如 法 定义 . 

W B E(—co,0]=R_ U (0) BRA, R” WE e 
数 全 体 构 成 的 空间 , 奉 A>, c C R, X: (—co,c + 
4) 一 R", 定 义工 二 X(t 十 90) (96ER-_). 设 0CRXB,， 
f:0>R" 是 给 定 的 泛 卫 ,zz(?) 表 示 右 导数 , 则 

Z(t) = f (t, z,) (3) 
VR M Bh Je 83 7523 FERE LZ PR oP y ER A Da, a) h 
4 P BF E UU rp sr N 765 25 RF Wi IZ BEL C] 23 EE n] 2Š 
似 定义 . 由 于 R- 不 是 紧 集 ,B 不 是 巴 拿 赫 空 间 , 同 时 
若 定义 范 数 为 
I| = sup |x& + 6], 

M) co Wh RE SE |z: |>>0, BRAE GCA) —0(0€ R_) 
才 可 能 .因此 ,用 这 种 范 数 谈论 稳定 性 的 基础 已 不 复 
存在 ,所 以 必须 在 空间 B 上 加 入 一 系列 公理 限制 ， 
以 达到 建立 基本 理论 并 把 有 界 沛 量 泛 函 微分 方程 的 


泛 函 微分 方程 


种 种 结果 予以 推广 的 目的 . 

ig I] E 7c 23 Ej] PE 1 ER f 2 73 1€ (retarded func- 
tional differential equation with infinite delay) JL 
“EA BE Hir iz BR et FB”. 

中 立 型 无 穷 时 滞 泛 函 微分 方程 Cneutral func- 
tional differential equation with infinite delay) FL 
"Jui WI Wiz PR et RR. 

偏差 变 元 微分 方程 (differential equation with 
deviating arguments) ” 沁 函 微分 方程 的 男 一 种 称 
id Wt RBA EY BE Ae AA ep 
出 现 不 同 于 上 但 依赖 于 上 的 变 元 , 则 称 它 为 具有 偏 
差 变 元 的 微分 方程 . 这 种 不 同 于 z 的 变 元 有 两 种 形 
式 : 

1. EH LM EE g G0 —t—cGOD. 此 时 rE A A 
差 , 它 甚至 可 能 依赖 于 未 知 男 数 及 其 导数 . 

2. 它 以 分 布 的 形式 包含 在 积分 号 之 下 ,例如 方 
程 


mU y = | A Cz)x G gid 


已 知 的 各 类 泛 孙 微分 方程 都 具备 这 一 特点 ,所 以 它 
是 经 典 意义 下 泛 函 微分 方程 的 同 义 语 . 

> BB HAS FFE ERES RE FH (continuation of solu- 
tion of functional differential equation) ZZ IS fnt ^y 
方程 的 重要 概念 和 问题 之 一 . AMO TE H E 
的 延 拓 通常 是 指正 向 的 积分 延 拓 . Wee) (= 
X(t,0,9)) 是 滞后 型 沁 隆 微分 方程 (1) = far 
X ja] Lo—r,a)(a>o) LWW — TB AEE ba H 
且 zZQ) 是 方程 在 Lo 一 r+,b6) 上 的 解 , 它 在 Lo 一 r,a) 上 
等 于 Xx; 则 称 z() 是 x() 的 一 个 延 拓 . Alora 
x(t) 的 最 大 存在 区 间 , 则 称 x(z) 是 不 可 延 拓 的 . 有 如 
F EBE, # OCRXC, f C CCQ,R2, x(G,0, 0 是 过 
(co,9) 在 Lo 一 r,6) 上 的 不 可 延 拓 解 , 则 对 任何 紧 集 W 
C.J tw [E4 £C Gu bF, Grd EW. # f dA 
连续 算 子 , 则 只 要 W 是 有 界 闭 集 ,tw 存在 ,定理 结 
论 仍 成 立 . 对 算 子 型 中 立 型 方程 有 类 似 结果 . 

反 向 延 拓 定理 (backward continuation theo- 
rem) 一 种 微分 延 拓 . H T Je Biz AO ERU 18 
[B] 3t Wt. EAA IE [u G Z0 5k BE RJ. 仅 当 方程 
满足 某 些 特定 条 件 时 ,对 某 些 初始 函数 可 以 进行 负 
向 延 拓 (二 o). 例 如, 当 了 和 9 满足 下 列 条 件 时 , 方 
Tg z 必 ) 二 了 (t,x,) 的 初 值 问题 的 解 是 可 以 负 向 延 拓 
的 ( 负 向 延 拓 亦 称 反 向 延 拓 ), 并 有 以 下 重要 结论 : 

1. FE aE (0,7) ,使 得 gC0) 在 [一 a,0] 上 连续 ， 
ARE $0 -—f(.9. 

2. 设 QCR X C, fi QR" 关于 2 有 二 阶 连续 的 
弗 雷 吹 导 数 , 并 有 旦 在 0 上 于 一 r 处 是 原子 的 , 则 
ja(a)7»0, AH E (o. B EXE [o—r—a.0) E TE 
在 且 惟 一 . 
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m WM 分 5 程 


fit AY) 3 SE AK RATE (continuous dependence of so- 
lution) 常 微分 方程 解 的 连续 依赖 性 在 空间 R >< 
CCL 一 r,0j,R") 中 的 推广 . 滞后 型 泛 函 微分 方程 之 () 
= f ,x0ilG.) B inr... f), X Bie BJ 
是 x 关于 o,9,f 的 连续 依赖 性 与 可 微 性 问题 .例如 ， 
E f 在 开 集 QCRXC 上 连续 ,满足 局 部 李 普 希 芯 条 
件 或 有 EC'TCQ,R"), 则 解 x(t,o,9, 了 ) 不 仅 存 在 惟一 ， 
而 且 关 于 oo f BERN. # f € C'(QO,R*) (p> 
1) WH x (2.0.9 f xL Í AD BST EP J :, 5 + 
Gp, f dé p IK RI RBS. 
解 的 平展 性 (flatness of solution) ZEE E 
函 微 分 方程 所 特有 的 性 质 . 设 湛 后 型 泛 函 微分 方程 
中 混 量 大 于 某 一 正 数 x, 则 由 分 步 法 可 知 , 随 着 步 距 
的 增加 , 解 表 达 中 的 积分 次 数 越 来 越 多 . 换 句 话说 ， 
解 的 可 徽 性 次 数 随 着 步 距 的 增加 而 增加 . 这 个 性 质 
称 为 解 的 平展 性 . 
点 态 退 化 系统 (pointwise degenerate System ) 
TE kk A BÉ T Wa J EE xE X JR BJ ZZ PR OD Jr E. 设 
RFDE(Jf) 过 (o,9) 的 解 整体 存在 且 惟 一 ,对 给 定 的 o 
CR,VeC C, BFE RT 的 真子 空间 R’ , > o, f 18 
方程 的 一 切 解 r0; FEN. x (t1,0,9) € RL ON 
VEC), WRT TE t 处 点 态 退 化 ,反之 称 点 态 完 
f. E VGL € ICR 点 态 退 化 , 则 称 方程 在 7 上 点 态 退 
化 . 例如 方程 2 (0 = —aQ0xrG— 13, Rb 
Seu (ee) (© € [2n;2n F 1]; 
0 G € [2n — 1,2n D 
(n—0,-cL1,), 
M t2204-3 BE ir G0, q)—0XIVoC Rec C vr. 
H TUS A 27 r Ee BJ BR I XE X T — ` EE, BD 
解 映 射 之 下 空间 R” 的 球 的 像 含 有 一 个 球 , 所 以 它 总 
是 点 态 完备 的 . 而 对 泛 函 微分 方程 ,即使 是 线性 自治 
系统 也 可 能 点 态 退 化 . 例如 
T(r 
Za(t) 一 一 Zi) 十 TI 一 1)， 
30) =275G— TX. 
设 o=0,VepEC(L—r,0],R*), 34 221 Bf x(t,0,9) 
= (21502523) 都 落 在 同 (1, 一 2, 一 1)7 垂直 的 平面 
E. 但 对 线性 自治 系统 可 以 证 明 : 若 n< 2 , W| ERE E 
的 情形 ,系统 是 点 态 完备 的 ,而 n= 二 2 HAA Sie 
的 情形 , 则 存在 点 态 退 化 的 例子 . 对 线性 自治 系统 还 
可 以 证 明 , 奉 系统 在 1 处 点 态 退 化 , 则 Yit 宇 1” ,系统 
也 点 态 退 化 . 
i= Ph A EBS SZ AB (generalized solution 
of functional differential equation) 常 微 分 方程 广 
义 解 的 直接 推广 . d e A 1z PE x AT Fz) = 
far) w QCRXC BFK. f: Q—R" ,对 固定 的 
2 关于 上 可 测 ,对 固定 的 t 关于 9 连续 ,并 且 对 VY (4,9) 
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alt) = 


€ Q,# fE G0) B] 2 U G , 2) VL — AE UA OT E 
函数 m [848 | FG, 90 | im GO , G.) €U G, Y CH f 
满足 卡拉 西 奥 多 里 条 件 ). 函数 tr, o, RAH 
程 过 (cp2) 的 一 个 广义 解 ， WR A>, f 
r€C(Qo—r.c4d-A],RO.zx,—9H xGME[o.04- A | 
上 绝对 连续 ,几乎 处 处 满足 方程 . 

差分 微分 方程 (differential-difference equati- 
on) 一 种 偏差 变 元 微分 方程 . 指 描述 时 滞 动 力 系 
统 的 方程 

iQq)-—fG,xGO),xG—r). 

d F ZE 3 12 SR UE E rb, r= 0, 
则 它 是 常 微分 方程 .所 以 很 自然 地 称 它 为 差分 微分 
方程 . 由 于 1 一 r 可 视 为 变 元 i 的 偏差 变 元 ,所 以 它 是 
具 偏 差 变 元 微分 方程 的 一 种 .一般 地 ,7 可 能 不 止 一 
个 ,也 可 能 是 上 的 连续 常 号 函数 . 在 定义 差分 微分 方 
# BJ Br Ej IK HJ SE AR A eR 2 [8] E. B 25 76/78 IR, 
均 应 同等 看 待 . 

初始 集 (initial set) 时 灌 初 值 问题 中 初始 函数 
的 定义 域 . 对 差分 微分 方程 

ZG) = f(x) ,rt EO (1) 
其 中 rlz) 宇 0 连续 ,引入 初始 集 的 概念 是 要 说 明确 
定 它 的 解 究竟 需要 多 少 初始 数据 . dx 1 为 初始 时 
刻 , 称 集 
E, = {t—r@) |r- rG) St tto) U (t) 
为 (1) 的 初始 集 . eG FE LU] 
E, — t— 1) |tt S tast Zio} 

EUH m ta), 


m 


E, =U i — 7; Ce) It — 7; Kt tto} U {to}. 
对 方程 
e(t) 
TG) = | gi. mu vrtt Se t))dr (o(t)=0), 


在 E, 定义 中 以 o GONE cB RT. AER] (BL [a] En f 
是 在 E, E 25 XE YE BE AY 9 6 BR BO eH E E 
的 问题 . 

分 步 法 (method of steps). 一 种 直接 求解 差分 
微分 方程 的 方法 . 设 初始 集 E Bi rO h 
值 全 体 是 一 个 连通 集 , 记 为 .用 EE, 上 给 定 的 初始 
Däi 2 代 人 方程 便 得 到 一 个 常 微分 方程 , 它 的 解 便 
是 差分 微分 方程 在 F, EW. FRAU t 的 区 
ll rj —suptz|t € F, } 是 常数 , 则 求解 过 程 可 以 重复 
进行 . 称 此 法 为 分 步 法 . 若 FLOR ER R to} , 则 分 
步 法 对 滞后 型 .中立 型 .超前 型 均 适 用 ,但 超前 型 方 
程 此 时 是 微分 延 拓 . 例如 对 方程 之 (i) 三 一 ZG 一 1)， 
x(@t)= 9) =1,tE—-1,0], WELO,1 | ERE gz (t) 
—1—:,1E[1,2] Ef Walt) —£0/2— 2t — 3/2, Lt 
等 等 . 


PERRET (solution map) 泛 函 微分 方程 的 重要 
概念 之 一 . 有 两 种 观点 将 清 后 型 泛 困 微分 方程 的 解 
看 做 映射 .RFDE (了) 过 (o,9) 的 解 可 以 看 做 C—R' 
的 映射 te, e, /2 (0 — x GO d OI DIS i C—C 的 映 
H T G.o)9— AL, f)= x. 后 一 种 观点 是 由 克拉 
Ze CHE dE ( Kpacopcxuñ, H. H.) F 1959 年 提出 的 ,其 
目的 在 于 引进 稳定 性 理论 中 VV ZZ pG BJ WKE AE: FE WEB] 
它 的 存在 性 ,也 提供 泛 涌 微分 方程 几何 理论 的 新 途 
径 . 例如 ,方程 

š «X 

i) = 一 z|: 一 >| 
ib.Qc€RxC INA ia fr #E H E— , `M >€ R 时 , 解 
sint 与 cost 在 (zt 空间 中 相交 无 限 多 次 .但 对 三 ， 
t € R L t ter, xL E Z, # 3r> o, Í 
T(Gc,o0)e—T (t,0)¢, W| Vt c, T (t,009— T (t ,0)g. 
由 此 可 直观 地 预期 在 C 中 讨论 几何 性 质 比 R” 中 
优越 . 

解 的 等 价 类 (equivalence classes of solutions) 
泛 函 微分 方程 的 重要 概念 之 一 . 为 了 研究 自治 泛 孙 
微分 方程 的 几何 理论 ,把 相交 的 轨 线 归 为 同一 类 , 称 
为 解 的 等 价 类 . BV PE C(L—r,0],R"),RFDECM xt 
(ao,O) 的 解 整体 存在 且 惟 一 ,但 解 映 射 了 (tc):C 一 C 
可 能 不 是 一 一 的 . 对 于 (o,9),(o,y)ERXC, 称 二 者 
是 等 价 的 , 若 3 clo. f# x. (c, @) = x, (c , WRF 
x,(0,9) = x, (0,40 GZ). 这 个 等 价 关 系 具有 自 反 
性 、 对称 性 、 传 递 性 ,用 它 可 以 把 C 分 解 为 一 个 等 价 
26 & {ve}. Bt v. 的 代表 元 9 S9 的 全 体 记 为 你 (Co)， 
它 是 使 T(z,o) 在 Wlo) 上 是 一 一 映射 的 极 大 集 . 当 
Vv, HARER, TO TEC PETAR. FH 
常 微 分 方程 几何 理论 可 有 效 地 推广 到 泛 函 微分 方程 
上 去 .这 是 研究 解 映射 一 般 性 质 的 男 一 个 途径 . 

滞后 型 差分 微分 方程 (retarded differential-dif- 
ference equation) ”最 重要 的 一 类 差分 微分 方程 . A 
差分 微分 方程 中 偏差 5(t) 宇 0, 且 最 高 阶 导 数 不 出 现 
偏差 变 元 , 则 这 个 方程 称 为 滞后 型 的 . 它 所 摘 述 的 动 
力学 系统 称 为 时 清 系 统 . 它 的 初 值 问题 写成 

iC) = f(x) ,rt — z(t))), 
= DE E, A 


问题 的 确切 含义 是 :在 E, 上 给 定 连 续 函 数 g(:) ,是 
否 存在 函数 x(?), 它 定义 在 E, UlLto,A) 上 ,在 E, 上 
等 于 g(t) ,在 [to,A4) 上 满足 方程 . 其 中 AO, TAE 
-Feo. 对 多 滞 量 方程 可 类 似 定 义 . 

BJ PË # BE (system with time lag) 
差分 微分 方程 ”. 

中 立 型 差分 微分 方程 (neutral differential-dif- 
ference equation) 一 类 特殊 的 差分 微分 方程 . 差分 
微分 方程 称 为 中 立 型 的 ,如 果 它 满足 条 件 : 


[A Ja 


泛 函 微分 方程 


l. 方程 中 未 知 函 数 的 最 高 阶 导 数 同 时 出 现 无 
偏差 和 有 偏差 的 变 元 . 

2. 未 知 函 数 的 低 阶 导数 的 变 元 都 不 大 于 高 阶 
导数 诸 变 元 . 例如 c0, C250, MAE 

2(t)= J/fGt,z(t),=(t—r),Z(z—r-)), (1) 


£ (2) tert ett ett 7)) (2) 


都 是 中 立 型 差分 微分 方程 .定义 中 条 件 2 是 不 可 缺 
少 的 . 因为 方程 
zt) 十 az 一 1) 十 zt 十 cz 一 1) 十 ez 十 1) 一 0 
当 e 关 0 时 便 不 是 中 立 型 方程 ,而 是 一 类 混合 型 方 
Fe. (1),(2) 的 初 值 问 题 分 别 写成 
TEA TNE) (500 
Pa GEE, ), 


£ (xD --cx— 0) — gx) a0), 
TA =P) G€ E, ). 
KEE Ja 38 2S D. 

超前 型 差分 微分 方程 (advanced differential- 
difference equation) 一 类 特殊 的 差分 微分 方程 . 
右 差 分 微分 方程 中 至 少 有 一 个 未 知 函 数 低 阶 导 数 的 
变 元 大 于 所 有 最 高 阶 导数 的 变 元 , 则 称 之 为 超前 型 
hg. NFE ta) = 二 ar (tf) 十 bx(t 十 1), 它 的 初 值 
问题 有 不 同 的 提 法 . 告 沿 正 向 求解 ,并 把 初 值 问 题写 
成 

HT trata) (0, 
r ae GEE, ), 
此 时 求解 过 程 是 微分 延 拓 . 若 沿 上 的 负 向 求解 , 则 与 
清 后 型 相同 . 

混合 型 差分 微分 方程 (differential-difference e- 
quation of compound type) 一 类 最 常见 且 应 用 广 
泛 的 差分 微分 方程 . 非 R,N ,4 型 的 差分 微分 方程 
统称 为 混合 型 的 . 设 5(1) 连 续 (1= 二 1,2,…,m) 且 至 
少 有 一 个 是 变 号 的 ,rj 二 const 谊 0(]= 二 1 ,2,*… ,nn1) G, 
=const e Dës Leen ie lan äi is 为 正 整 数 , 方 
E 

Zt) = fa, xat), £t — ri), EU — gät 
KL +O) ort +o, )), 
ZG) = fae 60). EE — 0) 
称 为 混合 型 差分 微分 方程 .更 一 般 的 情形 可 以 是 二 
者 的 复合 . 这 类 方程 的 初 值 问题 还 没有 确切 的 提 法 ， 
还 没有 完整 的 基本 理论 ,但 有 越 来 越 多 的 应 用 学 科 
以 这 类 方程 为 数学 模型 . 

Hx FE] HA ix BS $4 4y 7; f£ (almost periodic func- 
tional differential equation) — 2 BEA PR fit ^g 
方程 . 设 DCC BFE. f:RX D>R”, 称 为 对 e€ D 
关于 t R JS ER BY.XPXJVe 0o K D R E S, 
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S ow 0 P 程 


31Ce,S80 20, fB E — EE HE LCe SO Bg Bj EWS 
有 r IEI a+r O -—füG.o|xex —WU /€ R,e€ S 
成 立 . 此 时 WH x 00 — f G, z,) FR W ae eA 
iz mo^ I i. BAF DUPE c ET 0 K —r 处 
是 原子 的 (o 为 初始 时 刻 ), 对 pE D X: + (RRA 
DI, Wl 


£ Dita) = JUS) 


FR A rp vr BIS] BE PE for 71 FE. 

55 Kale JE] RH Z BA FE (retarded almost 
periodic functional differential equation) 见 “ 概 周 
期 泛 函 微分 方程 ” 

中 立 型 概 周 期 泛 函 微分 方程 Cneutral almost 
periodic functional differential equation) 见 “ 概 周 
期 泛 力 微分 方程 ” 

自治 泛 范 微分 方程 人 autonomous functional dif- 
ferential equation) 一 类 特殊 的 泛 忒 微分 方程 . 由 
于 记号 的 缺点 ,必须 强调 目 治 泛 困 微分 方程 的 概念 . 
知 泛 函 微分 方程 满足 条 件 ， 

1. 方 程 中 不 显 含 自 变量 i; 

2. Hit E fe Gs 
则 称 之 为 自治 的 . 这 与 常 微分 方程 不 同 ,条 件 2 绝 不 
可 忽视 ,所 以 对 表达 式 (1) 二 f(z,) 还 必须 事先 约定 
清 量 是 常数 ,否则 将 导致 错误 . 

更 新 方程 (renewal equation) 一 类 特殊 的 泛 
肯 微 分 方程 .在 生态 系统 中 用 斯 蒂 尔 杰 斯 积分 表示 
的 滞后 型 泛 函 微分 方程 

ay = | «e =e )d Kt, ct) + FG) 


RAB RATE. A ROOK c np gk. WJ 2 E: — + 
R Ayr HN TRA TERRE RUOAT t ERAR 
个 第 一 类 间断 点 的 阶梯 孔 数 , 则 它 是 一 个 差分 方程 . 
特征 方程 (characteristic equation) ”表征 线性 
自治 差分 微分 方程 解 的 性 态 的 超越 方程 . 自治 差分 
微分 方程 的 特征 方程 一 般 是 超越 的 , 根 的 分 布 状况 
与 常 微分 方程 非常 不 同 . 取 a,b,c. d ,rt 之 0 为 常数 ， 
给 出 线性 自治 差分 微分 方程 
CE TO nt) 
+da(t+r)=0. (1) 
设 (1) 有 形式 解 e , 则 4 满足 一 个 超越 方程 
hA) =A +a) + b + ce “ + de" = 0. (2) 
(2) 称 为 (1) 的 特征 方程 . 一 般 地 , 它 有 可 列 个 根 分 布 
在 复 平面 上 ,这 与 常 微分 方程 截然 不 同 ,但 对 特征 方 
FRU m EAR AMEL) e” ,te”,… ,1”!'e* 都 是 原 方程 
的 解 这 一 点 则 相同 . ix zxER", 方 程 组 
pop A A =) 
+Dr(t+r)=0, (3) 
其 中 r=const>>0,A,B,C,D HnXn 阵 , 则 特征 方 
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程 为 

det |AE— Aae ^--B-FCe "4-De"|—0. (4) 
设 cER". 由 形式 解 ce 代入 (3) 即 导出 (4). 

考察 一 阶 自治 线性 方程 及 其 特征 方程 (1),(2). 
di a 二 d= 二 0,6 关 0, 则 方程 是 滞后 型 的 ,此 时 h(4) 的 
零点 都 落 在 复 平面 上 某 一 平行 于 虚 轴 的 直线 的 左 
3j. H Re(A)0-- —ooCj— T 09); Zi a—c— 0, ds£0, 
则 方程 是 超前 型 的 ,此 时 存在 平行 于 虚 轴 的 直线 ,使 
AM) 的 一 切 零点 均 位 于 它 的 右边 . xXx PURI A CA) 
在 任何 条 形 域 ac Re G0 x Ca, B 为 常数 ) 中 只 有 有 
限 个 零点 ,而 且 零 点 都 是 孤立 的 . # a6 0. d — 0, DU) 
方程 是 中 立 型 的 ,此 时 h(X4) 的 所 有 零点 都 位 于 某 一 
条 形 域 a, &ReGO x fa, , ffi Au BO) ZB. 这 种 分 
布 状况 表达 了 “中 立 型 "一 词 的 本 来 含义 .此 外 ,中 立 
型 方程 的 h(A) 的 零点 也 是 孤立 的 ,在 域 a, < Im (A) 
< B.Ca,. B. 是 常数 ) 中 只 有 有 限 个 . 

上 述 结论 对 n 阶 自治 线性 系统 也 成 立 . r BE i 
型 线性 自治 方程 的 特征 根 均 具有 负 实 部 , 则 零 解 是 
渐 近 稳定 的 , 若 除 了 实 部 零 的 单 重 根 以 外 其 他 根 均 
具 负 实 部 , 则 零 解 稳定 但 不 是 渐 近 稳定 的 . 对 超前 型 
和 混合 型 线性 自治 系统 ,由 于 恒 存 在 正 实 部 的 特征 
根 , 所 以 零 解 总 是 不 稳定 的 . 此 时 方程 称 为 不 稳定 型 
方程 . 最 后 ,对 中 立 型 方程 , 当 特 征 根 的 实 部 均 满 足 
Re (Aj) x:0«0 时 , 零 解 是 渐 近 稳定 的 .但 ReCAO «0 
对 一 切 j 成 立 并 不 能 保证 零 解 的 渐 近 稳定 性 ,因为 
存在 Re(AO «O0, ReCAO—0(j— 4- 09) MERA EH 
近 稳 定 的 反例 . A IM Rp E , ° RT Bë tH ERU n] 91 + 
纯 虚 根 而 其 他 根 均 具 负 实 部 的 复杂 情况 . 

庞 特 里 亚 金 定理 (Pontryagin theorem) 关于 
滞后 型 线性 自治 系统 特征 根 分 布 的 一 个 重要 定理 ， 
线性 自治 第 微分 方程 的 特征 根 全 部 分 布 在 虚 轴 左边 
的 充分 必要 条 件 是 众所周知 的 劳 斯 - 截 维 获 判 据 . 对 
滞后 型 线性 自治 系统 是 否 有 类 似 的 准则 ? 1942 年 ， 
BE Fg HL ME d CTlourparun, |. C. ) 在 理论 上 给 出 了 这 种 
准则 ,这 就 是 庞 特 里 亚 金 定理 . 把 线性 自治 差分 微 
分 方程 的 特征 方程 写成 H(z) 二 h(z,e’) 二 hh(z,t)， 
设 诸 项 中 z 的 最 高 次 数 为 r,t 的 最 高 次 数 为 , 若 
azÉO,Wlaz'? RRHH Rz DEM. Bid 

Hay) = F (ys) + 1GCy)D, 
则 庞 特 里 亚 金 定理 断言 : 

1. 阁 hl(z,e*) 有 主 项 , 则 它 的 所 有 和 零点 均 具 负 实 
部 的 充分 必要 条 件 是 , f(y) ACO) HRB 
实 的 ,并 且 至 少 有 一 个 y 的 值 使 

G' (WF Cy) —F' Cy0GCy270. 

Ze A h Ge RA ET, MAC, M £f AERE 
意 大 实 部 的 零点 . 

定理 的 第 二 部 分 证 明了 超前 型 与 混合 型 系统 的 
零 解 必定 是 不 稳定 的 这 一 事实 . 第 一 部 分 给 出 滞后 


型 系统 零 解 渐 近 稳定 的 充分 必要 条 件 .但 对 中 立 型 
系统 ,判断 特征 根 均 具 负 实 部 这 一 点 并 不 能 保证 渐 
近 稳 定性 . 必须 指出 , 庞 特 里 亚 金 定理 的 条 件 是 超越 
的 ,难以 检验 的 ,从 应 用 的 角度 看 ,特征 根 分 布 的 代 
数 判 断 准 则 是 目前 吸 待 研究 的 课题 . 

ERY D AF (stable D operators) 一 种 使 
13 Ea xE TPE FE Joa. Bz Ber J hi Je YZ BRUT y Fë BJ P yz 
RI 17 PRI AT 73 Fe BJ P9] St XJ a HI pR 
微分 方程 


d I 
PET) == a 


it DG,.9) € CRXC,R2,C-C([—7,0 RO. J 2 
NAT D 构造 齐 次 与 非 齐 次 差分 方程 DG y00 
Al DG, y) =h 0). XE £f fE 3 a bn, [XE EE RR B 
h € CCR,. RO. FIER K 2 Jr 7 Fe Dr, al = 
A(t) GZzo0 BY E y CO 98 AB 
|y,| Sbe "" "|y,| + bsup(h GO) G> o), 

WEAK DATE- KEN. A D 是 线性 自治 的 ,在 
0 处 是 原子 的 , 则 当 且 仅 当 Dy, — 0 的 零 解 渐 近 稳定 
t DATE- KREN. 当 DD 算 子 为 一 致 稳定 时 ， 
性 质 最 接近 沛 后 型 方程 . 

> HL 7; Tz BJ faxE (stability of functional 
differential equation) ZE MV 1E VE X fa E TE FB Ge TE 
i£ PR rJ: fp BEI. 设 清 后 型 泛 函 微分 方程 
iD =S rO ETE TREE! H f (1,0) 志 0. 5 8E f 
分 方程 的 李 亚 普 诡 夫 稳定 性 类 似 , 称 方程 的 零 解 
X(t) 二 0 是 稳定 的 , 若 YoER Al e€>0,40(e,0) >0, 
EK |p| OB] Op Vt zo ,不等式 |x(t,o,9) | < 成 
L. fr O A Km o, UPK E ai SCR XE. 这 里 

ei = sup leu. 


lz) dems z ROR’ 中 的 模 . 18 与 |1z| 都 用 记号 |，| 表 
示 而 不 加 区 别 , 这 不 致 引起 混淆 .一般 地 ,初始 函数 
= [8] 5 fig zx [8] CRT LA SEER" zx C ([— 7.0] R20. RT BE 
取 相 同 或 不 同 的 模 , 但 要 保证 稳定 性 的 定义 是 等 价 
的 . 

RFDE C BY 28 fet Ek Ay WH XT fa E B , AL BC 
HW. 3E HL 36 (Co) >o, HE | e| < ó (c) BF. A 
Ir (0.9) | >0 (z— + eo). BARRA — SUL M Ta XE. 
Ka Ee Mee IF AAO > 0. Vo ER, Y> 
0, IT, 4lol<o 时 , [x Gio, | <7,t 20+ 
T GD. XJ] rp SANZ eS L^] 7; Fa 


S Dita) == fO, m5 


上 述 诸 定义 仍然 适用 . 

注意 到 稳定 性 的 定义 中 指出 “YoER”, 如 果 把 
这 一 点 改 为 常 微分 方程 的 提 法 “对 某 一 个 o€R”, 则 
稳定 性 可 能 依赖 于 o 的 选择 (参见 “稳定 性 依赖 于 初 
始 时 刻 ”). 此 外 ,由 于 浪 后 型 泛 葡 微分 方程 中 澡 量 不 


TES 


ESTE, JS Iñ £F TE E A FE XT HJ Pi EA] tfc En >Ç s [B] EN. 
HI K Fir Fa xE FE V S HJ TE SEDE PE [8] g Se BP h $ë EE 
问题 等 可 参见 有 关 条 目 . 

稳定 性 依赖 于 初始 时 刻 (stability depend on 
initial instants) 泥 图 微分 方程 的 一 种 特殊 性 质 . 
即 选 择 不 同 的 初始 时 刻 , 零 解 的 稳定 性 可 能 不 同 .在 
iz PRG a} Ty Te BJ Ra XE TEXE PF“ Vo C RBS 
“对 某 一 acER”, 则 零 解 稳定 与 否 可 能 依赖 于 o 的 选 
FE. HMI f x (0 — rG)—x(Ge 0. AR o=0, WE 
MERER; AR o — 1. DUI E fg E: ER XE HJ. 这 里 o 
是 初始 时 刻 . 

Ta E lH Ik ant BE stability depend on dela- 
ys) YZ PE AT JI Te BJ — BRS PR PE Ii. XT 25 4E BJ IZ pR 
XO} Ti FE» Sti ES = 不 同时 , 零 解 的 稳定 性 可 能 是 不 
同 的 ,即使 * 取 常 量 也 不 例外 . Ae 为 参数 , 则 稳 
定性 .周期 解 的 存在 性 等 都 可 能 出 现 分 歧 点 .例如 方 
程 z(t) 二 x(1) 一 z(t 一 r+), 当 rE€E[L0,1) 时 零 解 是 稳定 
的 ,而 rz 之 1 时 和 零 解 是 不 稳定 的 ,r= 二 1 是 稳定 性 关于 
r —^ E o, 

大 范围 渐 近 稳定 性 (asymptotically stable in 
the large) 亦 称 整体 稳定 性 . 泛 函 微分 方程 稳定 性 
理论 的 重要 概念 之 一 . iD RFDE(/) RNFDE(D,/S) 
过 (oc,9) ERXC 的 解 为 z(t1,o,9), 若 零 解 是 稳定 的 ， 
IF AV (Co. DERXC, Mr—coBf 1x. o, p) | 一 0, 则 称 
方程 的 零 解 是 大 范围 稳定 的 . 若 Va>0,Ve>>0,VcaE 
R (或 [5 ,十 ce ], t, C FD,3 TCGe,0070, [848 4 | o| << 
时 ， 

Ix(G,o,Q)| <e, í c + T (g8,a), 
则 称 零 解 是 大 范围 拟 一 致 渐 近 稳定 的 . 者 方程 的 零 
解 是 一 致 稳定 的 ,一 致 有 界 的 ,并 且 是 大 范围 拟 一 致 
渐 近 稳定 的 , 则 称 零 解 是 大 范围 一 致 渐 近 稳定 的 . 

整体 稳定 性 (global stability) 即 “ 大 范围 渐 近 
稳定 性 ” 

大 范围 一 致 渐 近 稳定 性 (uniformly asymptoti- 
cal stability in the large) 见 “ 大 范围 渐 近 稳定 
p. 

Ah FP 3 SE t db EH (equivalent proposition for 
small delays) 泛 函 微分 方程 稳定 性 理论 的 重要 概 
念 之 一 .含有 小 时 濠 的 泛 范 微分 方程 在 略 去 时 滞后 
得 到 一 个 常 微分 方程 ,这 两 个 方程 解 的 稳定 性 是 否 
相同 ? 这 个 命题 的 原先 含义 是 :在 什么 条 件 下 可 以 
略 去 浪 量 而 不 改变 系统 的 稳定 性 ? 因为 一 般 地 ,处 
理 第 微分 方程 比 处 理 泛 图 微 分 方程 要 简单 得 多 ,所 
以 寻求 这 种 等 价 性 条 件 在 应 用 上 有 特别 重要 的 意 
义 .近年 来 ,除了 稳定 性 外 ,还 人 研究 解 的 存在 惟一 性 ， 
周期 解 与 概 周 期 解 的 存在 性 等 性 质 , 在 略 去 滞 量 后 
是 否 保持 的 “等 价 命 题 ” 

AHH fa Œ TE (stable for large time lag) iz 
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S 微 分 5 程 


PK jt or ) FE a E PETC Ce 
(GE I — Rn LGB ph < k E UL TK UE 48 XE FE BS BP WEF 
微分 系统 . 例如 ,对 线性 自治 差分 微分 方程 组 

ZG) + Cilt — t) = Ar(t) + Brx(t— z), 

T ff fE FEY K BJ CM ,使 得 系统 的 零 解 当 Yr>>M 
时 都 是 稳定 的 ( 渐 近 稳定 的 ), 则 称 系统 是 大 时 滞 稳 
定 的 ( 渐 近 稳定 的 ). 例如 ,闪存 在 常数 M>0, 使 当 C 
= 0 时 系统 的 所 有 特征 根 人 rz)<0, 当 C 天 0 时 心 (r) 
«Có — const «0 (V c2 M) Ji, yr. , WW Z # Xe BF ds WI T 
稳定 的 . XX BORA <Ë fg: 24 eM IS] n] BE RABE. 
非 线性 自治 差分 微分 方程 的 大 时 滞 稳 定性 可 类 似 
EX. 

X Bt SEX a E PE (asymptotically stable for 
large time lag) WM AX Ib a EE”. 

4 Br SERM (stability for all delays) Z pK 
微分 方程 稳定 性 理论 的 重要 概念 之 一 . 这 类 系统 允 
许 滞 量 的 任意 偶 差 而 能 保持 渐 近 稳定 性 . 2 r ER”, 
A,B,C 为 nXn RE AVCCR, AE B 6 2 Zf 
微分 方程 族 

TU) + Ca — ty) => Aztt) + Bz@— 7) 

的 零 解 都 是 渐 近 稳定 的 , 则 称 系统 是 全 时 清 稳 定 的 . 
例如 ,系统 相应 的 特征 根 全 体 记 为 (Crz))(YrE 


const<0, 则 系统 是 全 时 滞 稳 定 的 . 对 非 线性 自治 系 
统 可 类 似 定义 . 目前 ,这 种 稳定 性 的 主要 问题 在 于 寻 
求 代数 的 判别 依据 . 

Fy 2& w Æ et (Razumikhin's condition) 一 
Th a YR ZZ PR NO 71 T£ BJ Z= NV E VE A $a XE TE AR Mp. 20 
世纪 50 年 代 , 当 人 们 把 常 微分 方程 的 李 亚 普 诺 夫 方 
法 推广 到 泛 困 微分 方程 时 发 现 , 所 有 的 稳定 性 定理 
的 适用 范围 都 极其 有 限 . 例如 ,对 最 简单 的 方程 

ZG) =ax@) + bz=(t — z) (zt = const > 0), 

HL 


VG) z, 


则 
V(zG))=az2G)+brG)zrG—r) 

中 第 二 项 是 否 恒 正 或 恒 负 难以 确定 . Tu 2k ez 
(Razumikhin,B. ) 注 意 到 了 并 不 需要 在 原点 的 邻 域 
内 定 号 ,只 要 当 |z4G 一 z)| 委 |zG)| 时 定 导 即 可 . 这 
就 是 拉 兹 密 辛 条 件 . ERMA HES A P (< (s)) < 
P(N) Gt, t20). P(§) 是 KK 类 函数 :P(0)==0， 
POSEE). 在 这 个 条 件 之 下 ,上 述 方程 中 只 要 
a«0, |b| x lal, 2E RE d ER XE BJ. 条 件 的 成 功 之 处 
在 于 它 并 没有 对 方程 自身 附加 新 的 限制 . 

在 拉 获 密 辛 条 件 下 的 稳定 性 定理 通常 称 为 拉 获 
密 辛 型 定理 . 例如 对 RFDE (f): 2 =f a,r), 
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FiRXC-R' IE RX (C PHA AR BRA R 中 的 有 
界 集 , 设 u,v,w;:R,>R, RE SER. JEI A Ku Cs), 
vls) s>0 BEA IE 4 (0) =v(0) 20, £r E TE š 2X A 
£ VC(z,z) 满 足下 列 条 件 , 则 方程 的 零 解 是 一 致 稳定 
的 : 

lulle DSV G,ax2xvC| x |DGCR.,x€R?». 

2.V a,r a)l wlr a) |), ZE £ fo 
V G-4-0,xrGT00)) V G,xG) (Gc[—r,0) B] I 
M. 

AX s>0,w6s) >0, HETER PAR PCs) >0, 
5220, 2& fF 2 RA 

V G4-0,xG-M- 0) PO G,xG) (OC [—r,0p, 
则 方程 的 零 解 是 一 致 渐 近 稳定 的 . 

李 亚 普 诺 夫 泛 函 方法 (method of Liapunov 
functionals) EE ARR DARZ AMAN 
程 的 一 种 推广 . E EE 8 X RV G , z) BH 2Š 
RFDE (A): ET WREE, AAA THK 
密 辛 条 件 而 大 大 扩展 了 应 用 范围 ,然而 仍 有 很 大 的 
届 限 性 ,而 且 无 法 证 明 V eR CH TE TE TEE XR. IE E 
由 于 这 个 原因 ,克拉 索 夫 斯 基 (kpacoBckrt,H. H. ) F 
1959 年 提出 了 在 空间 C 中 解释 轨 线 的 观点 ,同时 引 
ACE MEAE VEA IZ eR V G9) ES. BIZ PR V :R XC 
>R 连续 ,x(t,o,9) 是 方程 过 (o,9) 的 解 ,定义 
V G0) = Tim + (VG TF RARUS) — V GP) 


h— 0 


为 V XTJ)EEBJ PY NAW EY AE M EU 
导数 . 作为 例子 ,观察 一 个 稳定 性 定理 : 设 f :R x C 
>R, fi Rx (C 的 有 界 子 集 ) 映 和 人 R WAAR. u, 
v,wiR,—R, E £ E BJ SE JS PN 3 u (s) v (s) 2 $220 
BI BRIE (A. Hu(0) =v(0) —0. 若 存 在 RXC SR 上 
HJ XE SEIZ BR V ,使 得 
uClgCco) DxzV G e) xzvC|l gb, 
VG,gs-—wCg0)1)5, 
W RFDE Cf) BS & SR — Sx Fa xE HJ. Asoo, 
u(s)>co, Wl SS SKS ES NR 的 . Asoo, 
to (5) 20 , | SF E: — S BH VERRE HJ. 

除了 稳定 性 理论 以 外 ,V ZZ PR 1: Hj FOE ## HJ 
有 界 性 ,周期 解 与 概 周 期 解 的 存在 性 等 问题 . 对 算 子 
型 中 立 型 泛 函 微分 方程 NFDECD, 2H — I5 
RFDE(/) 平 行 的 应 用 结果 . 

D 划分 法 (method of D-divide) 一 种 划分 稳 
定 区 的 方法 . 设 滞后 型 和 中 立 型 线性 自治 差分 微分 
方程 的 N 个 系数 构成 一 个 参数 空间 R” ,相应 的 特 
征 方程 (4) 二 0 中 令 ReaA=0, Ih Gy) =O) SC SE Al 
虚 部 分 开 后 得 两 个 含 y 的 实 系 数 方程 ,消去 y 得 
NN 一 1 维 超 曲面 ,这 种 超 曲 面 把 R* 划分 成 若干 区 域 ， 
在 一 些 区 域 中 方程 的 零 解 渐 近 稳定 , 另 一 些 区 域 中 
则 是 不 稳定 的 .在 曲面 上 可 能 是 稳定 的 ,也 可 能 是 不 


稳定 的 ,这 要 视 实 部 为 零 的 特征 根 是 否 为 单 重 而 定 ， 
对 方程 族 的 这 种 分 法 称 为 D 划分 法 . 完成 了 DD R 
分 , 则 认为 是 比较 完整 地 解决 了 稳定 性 问题 . 划分 法 
的 边界 曲面 也 可 以 用 幅 相 法 求 得 . 

枫 函 数 (class of K-function) "2 K ZS ep, 
是 应 用 V Z BR; W P s A n] > B9 58 HI BUS. CU 
W.R, —R., ES, J 3⁄4 FÉ ys d H| HW C00 —0, D] W 
PARA ID AWEK.BWEKAW EDAX, 
则 称 W E€ KC 类 . 

Ka M (forgetful functional)” 即 健忘 李 亚 
FARZA. 用 以 消除 无 穷 时 滞 对 未 来 状态 的 不 良 
影响 . 泛 函 V(t,xz(，)) 称 为 是 健忘 的 , 若 存 在 棉 限 
£ W (Ç) W UDS, WE: 

1.0<VG,z( e DW |z |r 4 Gzar€Ct(la, 
RO); | 

2. VD>0,6>0,02a,4s>0 f H | c |ie SD, 
Zh poet] 0, tz2a-s 时 ， 

0<V(z¿,z( * D max(W (ó) Wiz lps} 

Bs 与 o 无关 , 则 称 V (t,x(。，)) 是 一 致 健忘 
的 ,其 中 |xC0)|i, 4 7supt(lxX(Dll0€ [a.b D. 因为 
TG EN His 12 PR Gt Ot 21 RE HJ RE z(1,o,9) 不 问 to 有 
多 大 ,zx 一 x(t 十 0) 总 含有 初始 函数 GO) (C RO E 
用 有 界 的 V 泛 涉 来 研究 稳定 性 , 便 意味 着 过 去 的 历 
史 毫 无 例外 地 直接 影响 任何 时 刻 上 时 的 状况 ,而 用 
健忘 双 泛 函 , 则 意味 着 逐步 排除 或 忘却 过 去 历史 对 
未 来 状态 的 影响 . 

— Sr Ë x iE ER Cuniformly forgetful functional) 
JL iz BR. 

容许 空间 (allowable space) ”附加 健忘 条 件 的 
状态 空间 . 设 X-—CO  .RO,.X 是 线性 空间 , 赋 以 拟 
Rl + |x gG) —e032GC€R ),Vr>0, 

X.— {gE X|e(s)C C([ —z,0]J,R*),e ,€ X). 
PRS IB] (X. | + |x) EAE YE BJ, # Vr=0 K 9€ X.. Rn 
òL: 

1.9E€EX 有 日 9 关于 1 连续 ,1€[ 一 z+,0]. 
2. | pCO) | 
< el kri sup |gG) (HMO) plx» 


iX H =const>>0, K (s) , M GO Pie RR. 称 容 许 
空间 (X,|。|x) 具 有 误 退 记忆 的 , 若 
K (s) — K —const slim MC) —0. 
He XH An. CX. | * |x) k £ VF BS. WJ Z= [B] 
Xe. | * |, ) 也 是 容许 的 ,这 里 
igl|x=sup{l@lx!sEL—r,0]}. 
S| AVF 28 IRIS BI B AE TARAA Bs YZ ee 
分 方程 的 稳定 性 ,只 不 过 现在 是 把 记忆 衰退 一 一 健 
忘 的 条 件 加 在 状态 空间 之 上 ,但 稳定 性 的 定义 要 从 
X US — H. 


iz R X J E 


解 的 振动 性 (oscillation of solution) ZZ PR ft 
分 方程 解 的 重要 特性 之 一 . ZZ ER L4 EME CD 
称 为 振动 的 ,如 果 它 不 是 最 终 零 解 且 存在 可 列 个 零 
点 Uta} ofp Co (n> co) 7», JHB ce, =O x0 dé i 
终 零 解 这 一 限制 是 合理 的 ,因为 存在 点 态 退 化 的 系 
统 ,使 方程 在 保证 解 存在 惟一 且 有 最 终 零 解 , 也 符合 
存在 {t,) stro 0,2) —0. fj p y f (D — 5 Or G 
— D. Rm bäisst sk tl; blt) —cos 2zt— 1, 
£€ (0,1]. 车 初始 时 刻 o 二 0, 则 当 225 1, e€ CF , P 
A B ra, o, eisen, 这 是 常 微分 方程 不 会 出 现 的 
情况 . 解 的 振动 性 包括 : 

1. 证 明 至 少 存 在 一 个 振动 解 . 

2. 证 明 所 有 非 零 解 均 振动 . 

3. 证 明 方程 没有 振动 解 等 . 

所 有 解 振 动 时 称 方程 是 振动 的 . 

周期 解 的 存在 性 (existence of periodic solut- 
ion) 泛 函 微分 方程 定性 研究 中 的 一 个 重要 课题 . 
泛 盟 微分 方程 周期 解 的 定义 与 常 微分 方程 相同 ,但 
所 有 判断 方法 都 需要 推广 与 更 新 才能 适用 . 例如 对 
RFDE(/):ZG)= fGt,z,), 8 HI F BJ OR. f G ,@) 
X TeCC([—r,0], RO R Jay b 2E 36 xS B. 
fUOKF tX JE BI eor) HAH aR. NTE 
的 解 一 致 有 界 且 对 界 8 一 臻 最 终 有 界 , 存 在 一 个 周 
期 为 以 CA 为 界 的 周期 解 . 对 周期 解 存 在 性 的 研究 
有 许多 更 细致 的 结果 ,例如 证 明 周 期 解 是 惟一 的 ,给 
出 周期 w 的 精确 值 或 估计 值 , 周 期 解 存在 性 关于 时 
清 的 依赖 关系 等 .对 中 立 型 方程 有 大 量 类 似 的 工作 . 

概 周 期 解 (almost periodic solution) Z PN fX 
分 方程 的 基本 概念 . 若 泛 函 微分 方程 的 解 x (t,o, 9) 
XJ: PRAY. BD Ve 0,340020, f£ £8 8 — K 
BA CO BS DX IR] EASA cu fl 

lfc 7,9) — /fG ,@ | < = 

对 YIER BOI. Wa) PRA 2; E 89 — 4 HER] RH ZS 
方程 的 解 io, ois (II X TE R, 上 (或 定义 在 
[0 有 | 过 2 三 
const. , H r) — £2 +7), EG) RE BE JS] RB B. 
2()—0Q— 0o) , D z GOES Tr RE BJ BE IEEE JF] BB A. 
此 时 方程 一 定 存 在 概 周期 解 . 

解 的 有 界 性 (boundness of solution) Z PR fi 
分 方程 解 的 一 种 特征 描述 . TZ PR (C Ty ER BJ) e 
X(t,0,9) 称 为 有 界 的 , 若 存 在 常数 Bl(o,9), 使 
Vit 宇 o 一 7 成 立 |z(i,0,9) | 过 pl(o,9). X(t1,0,9) 称 为 一 
SUB DI, AV, s ER, FE BCoO 4 |o] <a 时 ， 
Ix G ,o,@) |< BCoD Vico RE SE. fE F EARS 
中 十 分 重要 . 

fit BJ 3x £& 38 FRE (ultimate boundness of solu- 
tion) 12 PR fot Ty Tx 8E BJ — #h CE TR VR. Z BR PACA 
方程 的 解 z(i,o,9) 称 为 最 终 有 界 的 , 若 存 在 常数 8 
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SS me 分 B € 
20,ffiV(o,Q € RXC.TETET TNI (0,9) 20, 4to 
CTTG;,o9B.3081xG.0.9|« 8. xo. oO) 称 为 一 
臻 最 终 有 界 的 , 若 存 在 常数 6p>0, 使 Ya>0, 了 7(Ca) 
> 0, XE [9l < a, Noch, 4 >T (a) FF JR X 
Iz ,0,9 | < 8. 最终 有 界 有 时 称 为 毕 况 有 界 . 

最 终 零 解 (ultimate zero solution) X PR $t yr 
方程 的 基本 概念 . 这 些 概 念 都 是 为 了 和 定义 和 人 研究 解 
的 振动 性 而 提出 的 . 设 泛 防 微分 方程 过 (o,9) 的 解 
zlto, Q RIKTE. 若 存 在 Tl(o,9) 二 const , fli 412560 
+Tlo, piira o Q=, UR x ARASH. ZS 
teo+Tlo.9Mr(t,o,.9—9) >0(K<0) WR x AR 
终 正解 (或 负 解 ). 

£k ME Hf FFE (linear functional differen- 
tial equation) Ax & XE 89 — 28 17 PS 9X 27 7j E, AP 
自治 线性 系统 又 是 最 基本 的 部 分 . LG. ARXC 
>R" 的 线性 算 子 , 清 后 型 齐 次 和 非 齐 次 线性 方程 分 
别 写 成 

p = qoe. (1) 

ZG) = L(t,z,) +f). (2) 
# rí0,0,92G—1,2» Æ (1) tl (o, p) KB, 
X" (1,0,9) 是 (2) 过 (o,9) 的 解 , 则 对 Ya,BER， 

atita A) el xr; (t, dE 
EC), ag +e RRE, ar (t,o,@) 十 Br; (t. 0, 
Q2--r'G,o,o dé (2)2Í (c ,ag 十 Bg 十 9) 的 解 .类似 
地 至 加 原理 也 成 立 . 把 (1) 用 有 界 变 差 阵 表示 为 


ZG) = | [d,R Gc,0) letz + 0). (3) 


人 们 有 如 下 解 的 整体 存在 定理 : 设 (3) 满 足 : 
1. JEZLu(Lc, 十 ceo),R"), 即 了 在 Lc, 十 ce) 的 任 
Ja SS Tinlot gi, 
2. R(t1,0) 关 于 9 有 界 变 差 , 二 元 可 测 ; 
3. 3m GO € L'* (R, ,FD, YVER, VEC 成 立 
ILG,9) |<mG) |p]; 
则 方程 (2) 过 (o,9) 的 解 在 Lo 一 r ,十 吕 ) 存 在 且 惟 一 . 
由 条 件 3 可 推出 
Var RO, *) < m (t). 


L 

线性 系统 理论 涉及 解 的 指数 估计 , 通 解 的 表示 ， 
常数 变易 公式 ,伴随 系统 , 解 的 稳定 性 ,振动 性 ,有 界 
性 以 及 周期 与 概 周期 解 ,扰动 线性 系统 等 . 

解 的 指数 估计 (exponential estimates of solut- 
lon) 线性 泛 函 微分 方程 解 的 上 界 的 定量 描述 . H 
治 系 统 解 的 指数 估计 保证 了 应 用 拉 普 拉 斯 变换 的 可 
能 性 . E z= 二 L(t,z) 十 f(z) 满足 “线性 活 也 微分 方 
程 ” 中 的 假定 ,用 等 价 的 积分 方程 估计 和 解 
r(,0,9,f),18 

Ed PLN f) | 


« | lel + | Loic 


ERRE E SB). IF fE ERK a.b. fE 
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exp| m(s)|ds (t — o). 


[elte p f) | < |plae”, 
HEET b 可 以 精确 到 取 特 征 方 程 根 实 部 的 上 确 界 . 若 
b<0, WE fe Ti BOT T SE. 

泛 函 微分 方程 的 通 解 (general integral of func- 
tional differential equation) ZZ PR flt ^] 71 FE HJ ES 
概念 . 线性 自治 差分 微分 方程 的 通 解 ,不 能 用 它 的 诸 
特征 根 与 任意 常数 来 构造 ,只 能 用 拉 普 拉 斯 变换 形 
式 地 表达 . 以 方程 z(t) 二 ax (2) 十 bx (lt 一 7) 为 例 , 设 
其 特征 方程 hC4) 的 可 列 个 特征 根 A; 各 不 相同 , 则 
e7 是 方程 的 可 列 个 独立 解 , 但 无 法 证 明 方程 的 一 切 
解 均 可 表示 为 


Y ce 
的 形式 ,因而 通 解 需 用 拉 普 拉 斯 变换 给 出 . RA Gë 
数 
QA) = 0, — z < 0 < 0,@(0) = 1 
对 应 的 解 
X(t) = | h~? (Aye“da 
C 


为 基础 解 . VYPEC, 通 解 表示 成 
x(t,0,9) = XG)@0) + d X(t — 0 — O«(0)46. 


对 中 立 型 方程 和 x 阶 方程 ,方程 组 有 类 似 结 
基础 解 (base solution) FW“ eK frr 7; fe HJ 
通 解 ”. 
常数 变易 公式 (variation of constants formula) 
常 微分 方程 的 常数 变易 法 在 线性 泛 阻 微分 方程 的 推 
广 . 在 拉 普 拉 斯 变换 表示 之 下 ,由 通 解 同 样 可 以 得 出 
常数 变易 公式 . 设 齐 次 线性 与 非 齐 次 泛 函 微分 方程 
Zt) = LGG,x), (1) 
ilt) = L(t,z,) + f (t) (2) 
过 (o,9) ERXC 的 解 整体 存在 . 记 xz(i,o,9) 为 (1) 的 
rao p NAD KIRE MA 


x(t,0,9,7) = c(1,0,0) + [Uc.fcs (3) 
d = OsX, = p) 


当 to 时 几乎 处 处 成 立 , 并 称 为 常数 变易 公式 . 其 
中 U (t, 50 Y ETT Fe 


AU Cts) ` , 
—3; SEU. 522, 
UG.) = 0 (s—rzit«s), 


I (t=s). 
U,C* ,s)X(0)=UG+0,s) @EL—r,0]), 
U (t, s PRA EAR EE. Xr LOS x)2—axG) T boxr(ü—7, 
WU G, s)= XG — s), XG —s) E H F y 2 1⁄ 
示 的 基础 解 . 对 中 立 型 泛 函 微分 方程 类 似 地 可 以 给 
a X. 
形式 伴随 方程 (formal adjoint equation) 在 


R" 中 为 确定 常数 变易 公式 的 积分 核 而 导出 的 相关 
方程 . Wt EIE BOA EB r= LG, zr,) sk 


a(t) = | [d;R(G ,0) Jatt + 0) 


的 解 整体 存在 , 则 z (2) = LG x2 f (t) BJ BS 
rop f) H A CAR E 1E n] HH gr IK Zr EW HF 
Lto QRU Ct.) RRA 


x(t,0,9,f) mm T(t,0,9) Ss | U (t ,s) f Cs2ds. 
当 U(z,s) 用 男 一 途径 确定 时 ,时 出 方程 
y(s) + | >GDRces — a)da = const. (1) 


C1) BIB EERE Y G0 UG. —YG.DJLSE ABA 
RZ. (1) 称 为 原 方 程 的 形式 伴随 方程 

真实 伴随 算 子 (true adjoint operator?) 在 
C(L 一 r,0j,R”) 中 为 确定 常数 变易 公式 而 导出 的 相 
关 算 子 . 设 齐 次 与 非 齐 次 线性 泛 函 微分 方程 的 解 整 
体 存 在 ,用 内 积 定义 空间 Cr, 0], R”) BJ JE šJ zs 
[A] Bo» 


(fs = | Cy (WE Bee C). 


对 非 齐 次 方程 的 解 m 0.0.9. f), Á FB 3 23 EIS 
而 直接 写成 LO /0—TG.ov-KGo) f.p 
T (t ,0):C—C,KG,o)iL(o,:£];R'2—CGAoosé 
iE EZ TET T. T (G,0) I,K(0,0)—0. T,K WA 
实 伴随 算 子 TI ,天 分别 定义 为 : 

T* (a,t):Bo>Bo; 

K* GaBe L (Lo,t R° 

(T* (a,b, — GT G0) i 


| CK GO a K ay: 


PHS (process) WS r J FE BY SEE W S iz 
PR SCA y EE rh HE). X FE # ME, u RXXX 
XR.—X 是 给 定 的 映射 ,对 c CR. ER. 

Utot) = u(o,x,1) 
XE LE U (0,0 X X 满足 性 质 : 

Lu 是 连续 的 ; 

2.U (0,0) —1 是 恒 等 映射 ; 

3. U Co- 5,£22U (0,5) =U(o,s+t); 

则 称 映射 x KX 上 的 一 个 过 程 . 

WAR zG)— f a,r) Em IRXCOR 全 
连续 , 旦 满足 惟一 性 条 件 , 则 过 (o,9) 的 解 x(i,o,9) 
在 Lo—r, Foo) E f£ YE. H. "í (0,0, € RXC X 
Lo, +00) Bf. r XE BE. AX (0,9, 0€ RC XR. , i 
ULO, PT) = xr, l0 9). Wu 是 C 上 的 一 个 过 程 . A 
ARLE 20,18 Vo C RUE CR. Ulot+o,t)=Ulo,t), 
NPR u Æ w 周期 过 程 . 


w 周期 过 程 (w-period process)” 见 “过 程 ”. 


泛 通 微分 方程 


Ef PË 2 7] S St (dynamical system with time 
lag) iz BA TEHJ—2S8 Fp ERIIT.— P zH #E PR 
为 一 个 动力 系统 ,如 果 U CONG o HH, BJ T CD 
=U(0,t) (0), WUC.) €RXxX.,TG x BE 
ac BJ,T (CO —I,TGM D -—TGOYTTGOG,T7€RjUO. 
S: XX 是 连续 映射 ,S 的 迭代 族 {S"1k 宇 0} 称 为 一 
个 离散 的 动力 系统 . 阁 这 种 过 程 是 由 滞后 型 泛 函 微 
分 方程 导出 的 , 则 称 之 为 时 消 动 力 系统 . 

相 轨 (orbit) 泛 函 微分 方程 的 重要 概念 . SH 
微分 方程 一 样 , 由 抽象 空间 中 的 过 程 依 次 定义 相 轨 
及 其 极限 集 . 设 zx 是 X 上 的 一 个 过 程 , 则 对 每 一 个 
(ozJERXX, 称 集 r (o.x2— (Co -,U (0,02) |t 
ER Ait. C RX X DIR REY (o. — 
(lU Cc, x tER 为 过 (cz) 的 相 轨 . EH CX , Ml 

c CH= Ur Casas 


Y'(o,H)— U J^ Co x) 
+€ H 


A(T*x|k=0,1,2, E TE ch JJ XS BE DUI p x 
CX mag Y*Go-(T'z|k-0,.1.2,:). 

若 x 是 X 上 的 w 周 期 过 程 , 则 轨道 r (o 十 kw， 
Zz) 是 r (cz) 沿 实 轴 做 长 度 为 kw 的 平移 , 相 轨 
Y* (Cod-kox)—Y* (cz) 对 任意 整数 & 成 立 . 若 xz 是 
X 上 的 动力 系统 , 则 轨道 r (c+s,z) 是 轨道 +! Co, 
Zz) 沿 实 轴 做 长 度 为 HORE B XFV o € RS Y^ (0,22 = 
J (0 a eC. 

设 zx 是 X 上 的 一 个 过 程 , 则 集合 

wo,7)= DU CU G2), 


a(a,z)= Í) (UU(o, Tr) 
(ELO rset 


分 别称 为 相 轨 Y^ Cor) © RREA y (o, 2100 a 
B BR dE. FP yt Co, ze) — (U Cont) x |t € R.), 
Y (c,z=)= (IUCo, Dx |[tCR-). AY (c, z)jJo T ER 
的 , 则 w(c,z) 存 在 , 非 空 , 单 连通 而 且 是 紧 的 ,并 且 
dist (U (o,22x, «€ (0, x)) > 0 (t — + - oo). 同 理 , 若 
Y (cz) 是 予 紧 的 , 则 ac(c,z) 存 在 , 非 空 , 单 连通 而 
AE AN, 4t>—coffdist (U(e,t),a(o,r))—>0. 
泛 范 微分 方程 的 边 值 问题 (boundary value 
problem of functional differential equation) WZ Gë 
微分 方程 的 一 种 基本 定 解 问题 . weeks 
经 有 效 地 推广 了 两 类 边 值 问题 . 25 8E ZR FETZ PR CAT 
方程 , 设 了 是 巴 拿 赫 空间 ,c<r 是 给 定 的 实数 ， 
M,N :C>V BARTER F ,定义 在 C 的 稠密 集 上 ,YE 
V uE. SZ LIRXCR',f:RAR',x€R', WA Im] 
题写 成 
Ste, ck, 
Mua caa = 7, (1) 
其 解 的 存在 定理 为 : 设 Y F V BJ JE 9s Z= Rj, 
M',N' TIE M,N 的 伴随 算 子 , 则 (1) 解 存在 的 
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分 万 5 


必要 条 件 为 
| (of Goda == (0.2. 

VO € V ”和 形式 伴随 方程 

y(s) + [y@RC,s — a)da = const 

M r < s< zr— 7), 

y,——(GU-0()) 'M ` ó, 

y.= (I+-()(z)) 'N ó 
WH y GO. R( M+ NT (t ,o)) EAK , MAKE 
充分 的 . 男 一 提 法 是 ,对 C 中 国定 的 元 p,q, 如 何 求 
fH VEV 和 [Loc,r]j 上 的 解 使 满足 

ilt) = LG(t,z,) + f G), 

z, = Mv + p, z, = Nv + g. 
沿用 上 述 记 号 , 且 :RXC>R", p,q]: V—C 是 有 界 
线性 算 子 ORG Biz PR 4⁄4 y E SLG, x2 
fG.x0TELo—r.c) EW E VILIA TEM, Nr. =Y, 
或 者 满足 另 一 边 值 条 件 z,= Put p, z, = Qu +q Bj 
解 . 边 值 问题 的 研究 结果 便 是 寻求 种 种 条 件 以 保证 
解 的 存在 性 、 惟 一 性 . 


概 周 期 常 微分 方程 


概 周 期 常 微分 方程 (almost periodic ordinary 
differential equations) 和 常 微 分 方程 的 一 个 重要 分 
文 . 在 自然 与 社会 现实 中 概 周 期 现象 是 比 周期 现象 
更 为 普遍 存在 的 现象 . 例如 ,在 经 济 学 .生态 学 、 振 动 
理论 ,电力 系统 以 及 天 体力 学 等 许多 学 科 领 域 出 现 
线性 或 非 线 性 振动 现象 的 实际 问题 中 除 寻 求 周 期 解 
答 外 ,还 经 常会 出 现 寻 求 概 周 期 解 的 问题 .通常 所 说 
线性 或 非 线性 振动 是 指 可 用 线性 或 非 线性 常 微 分 方 
程 的 解 所 表达 的 振动 .一般 常 微分 方程 除 有 自治 系 
统 外 还 有 非 自治 系统 


dr 
gr Gn, 


Apa Sfar) n 维 向 量 ,t 是 标量 . 当 f Ga, X 
于 上 是 周期 的 或 概 周 期 的 时 候 , 系 统称 为 周期 系统 
或 概 周期 系统 . 这 类 系统 的 周期 解 或 概 周 期 解 所 表 
示 的 运动 描述 了 系统 的 振动 现象 . 寻求 概 周 期 系统 
的 概 周期 解 以 及 研究 概 周 期 解 的 稳定 性 是 概 周期 常 
微分 方程 研究 的 主要 课题 (当然 ,不 是 概 周 期 的 微分 
方程 也 可 能 有 概 周 期 解 ,这 方面 的 研究 也 同样 是 重 
要 的 ). 研究 这 一 课题 就 必须 以 概 周 期 函数 的 理论 为 
基础 . 

概 周 期 函数 的 理论 首先 是 由 丹麦 数学 家 玻 尔 
(Bohr, H. ) Æ 1924—1926 年 建立 起 来 的 .在 20 tH 
纪 20—30 年 代 经 一 批 数学 家 的 努力 , 玻 尔 的 理论 有 
了 进一步 的 发 展 ,包括 在 群 上 的 调和 分 析 理 论 以 及 
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(2) 


由 博 赫 纳 (Bochner,S. ) + 1933 4E Bp #Ë sz BJ E ck 
Z= [R] A9 [6] # (ABE JE RH PRICE SE IE. 往 后 的 发 展 更 密 
切 地 联系 着 常 微分 方程 .稳定 性 理论 以 及 动力 系统 . 
其 应 用 范围 不 仅 限 于 常 微分 方程 和 古典 动力 系统 ， 
而 且 涉 及 泛 函 微分 方程 . 巴 拿 赫 空间 的 微分 方程 以 
及 广泛 一 类 的 偏 微分 方程 . 

周期 系统 (periodic systems ) 
分 方程 ”. 

概 周 期 系统 (almost periodic systems) 
周期 常 微分 方程 ”. 

概 周 期 函数 (almost periodic functions) 一 种 
重要 的 函数 类 ,是 周期 函数 概念 的 推广 . 由 丹麦 数学 
家 玻 尔 (Bohr ,H. ?首先 建 立 , 较 周期 函数 更 广泛 存 
在 的 一 种 函数 . 设 f G) E E XL IER = C 00, +00) E 
H5) xk Se SC (EL ax, 22 [EE BRL C, ON FR T E28 WEEK: 
Fi (^) BIER FEB Ga) C (af) ,使 得 

lim fG + a,) 

ÆR 上 一 致 地 存在 , 则 称 GO S E75] 88 PR, ic 
JJ a. p. PRR. 这 个 定义 是 博 赫 纳 (Bochner,S. ) F 
1927 年 给 出 的 ,并 证 明 与 早先 玻 尔 (Bohr,H. ) 关 于 
概 周 期 函数 的 定义 是 等 价 的 . 玻 尔 称 f(z) 为 概 周 期 
的 ,如果 对 于 任 给 670, f a) BU e BARE (e 平移 
BAEOTOP.o-—-i(clifac-o-fal«ex—u:e 
R} 是 相对 稠密 的 . 也 就 是 说 ,对 于 任 给 60, ff IE 
数 CO ,在 长 度 为 Z(e) 的 任 一 区 间 上 存在 r, 使 | / G 
T0—f)|«e»*xL—WJ r€R MW. LORATA) 
的 包含 区 间 长 ,rt RA SOR e 概 周期 . 

显然 ,周期 函数 是 概 周期 函数 ,其 逆 不 一 定 对 . 
概 周 期 渔 数 有 许多 重要 性 质 . 例如 , 概 周期 函数 在 R 
上 必 有 界 且 一 臻 连续; 如果 f(z) 与 g (2) 均 为 概 周 期 
函数 , 则 |fGQ)|1, 代 数 和 (2) 土 g GO ,乘积 Oe) 
仍 是 概 周 期 函数 . 右 更 设 

inf |g C) | ws 
WW / G)/g (bo 亦 为 概 周期 函数 等 .另外 ,特别 指出 ,项 
数 了 (7) 为 概 周 期 的 充分 必要 条 件 是 对 任意 两 个 序列 
d = {a'n} P = P O ,都 可 找到 具有 公共 下 标的 子 序 
列 & 一 Cie CIS p= (Be axe at dno o0, , 
B. RE D Au , 使 得 
lim J G + a, + p) = lim g(t + @) 

对 每 一 上 点 态 成 立 , 其 中 

g(t) = lim JG + gi). 
上 述 充 分 必要 条 件 可 简 记 为 对 任 给 与 8 ,可 找到 
公共 子 序列 Cad ,BCP' ,使 

T. f G) = TT pf) (1) 
点 态 成 立 . 寻求 使 (1) 式 点 态 成 立 是 论证 f G) DR 
周期 函数 经 常 采 用 的 方法 . 由 概 周 期 函数 的 定义 ,上 
述 充分 必要 条 件 还 可 加 强 为 :者 (1) 式 点 态 成 立 , 则 


见 “ 概 周期 常 微 


见 “ 概 


HOD SEED E 5 Z a f CG) OW SEU EE 
MORER 上 一 致 成 立 . 

e 平移 数 集 (s-translation set) A XE SE PRI 
的 一 个 重要 概念 . SHEA AEE pR 32% f GO RAE e 
>0,J/ WOW e LRRET (f EXA 

(c| |f + z) — fG)| <s 对 一 切 上 ER). 

34 foOAR AH BRIT CF e) E KE deefe: 
HFT (f, e) th # A 486 J] BJ eR RC GO BJ e 概 周期 数 集 
《参见 SETS] BH eS COO. 

e 概 周 期 数 集 (e-almostperiod set) 
GE 

T (f, s) EI] & & & [B 4 (inclusion interval 
length of 7(f,e)) ” 概 周 期 常 微分 方程 的 一 个 重要 
概念 . 实数 集 R 的 子 集 S 相对 稠密 时 , 必 存 在 正 数 工 
使 La,a 十 Lj 站 S 关 名 对 一 切 a€R 成 立 , 数 工 称 为 包 
含 区 间 长 ,T(J ,e) 的 包含 区 间 长 见 “ 概 周期 消 数 ”. 

f G) OB eR EL SR T CS) (translation function 
set T' C£) of f(t)) # JE] HH pg Be Z= [a] BS f Z= IRI. 
FAP AFB PR CAE TYE MARIS | f. G) = 
7 十 rz) 对 一 切 +C R). SA £—g€TCGOO, `i 
FO A Jal RH pÉ 2 BJ , g (z) tl, E: J BJ pR 32% HOA 
周期 图 数 时 ,g (oO 也 是 概 周期 函数 . 如 果 所 有 概 周期 
函数 组 成 的 空间 记 为 4P(C), 那 么 , 当 f(z) 为 周期 
函数 时 ,T (有) 为 4P(C) 的 列 紧 子 空间 . 

SOHSE Chull of £02) 概 周 期 函数 的 一 个 
重要 概念 . 如 果 存 在 序列 a= (a, tE 

lim JG + a) = g(t) 


存在 , 简 记 为 Tu.f 王 8, 其 收敛 方式 是 对 固定 的 上 点 
ASUS. FER 的 某 个 闭 集 上 一 致 收敛 或 在 R 上 一 致 
收敛 , 均 需 要 另 加 说 明 . 例如 ,采用 这 个 记号 ,了 (2) 的 
Sh rc RA ELH: H= {g| 存 在 序列 a 使 7,f==g 
TER 上 一 致 存在 }. f£ GO JE RETE] B8 RAY, Hatz 
H Cf) Pay Bë ff TER J OT CAO BS BR C. 例如 ,对 概 
AAAS) — cost - cos v 2t 就 出 现 这 种 情况 . 
# GO EB Hee WE ge € H UO DA 
H(g)—-HCD). 
函数 的 平均 值 Cmean value of function) 分 析 
数学 的 一 个 重要 概念 . Dz f G ) XE XE SE PR. RR 


Dog: 
T— + oo fi 0 


AE Ek dt SR BR A f G) 89 3E PJ (Bb , i m CD. 当 
fF GO BE FS] EH PRU] m CO — E FE TE , R. 

Jim + N JXipids 
Xa C R 也 一 致 存在 ,其 极限 值 即 m (7). 此外, 如果 
SOZ RAT 3428, m>. R fa,x) ER 
XD Foie, ,R—=(—co,+ oo), D XR PH 


Wl “e 平移 


fit Fa] E Pa 27 A Az 


紧 集 . 如 果 极 限 
i[ f(s,.,z)ds 


Im 
XP x € S 均匀 地 存在 , 则 称 此 极限 为 f(t,x) 的 平均 
值 ,) 记 为 m,(f (t,xz)). 

概 周期 函数 的 傅 里 时 级 数 (Fourier series of al- 
most periodic functions) 一 类 特殊 的 傅 里 时 级 数 ， 
XE JS] BA eg Be jz) . BEAR Bohr, H. ) 所 引进 的 变换 

Jim. i[ f Ge" "ds 

— &E AF TE ID a CF 20. BW a C£ ,00 — m CO. RAK 
18 th: fa Cf 20 250 的 所 有 实数 4 组 成 的 集合 A E: 
可 数 的 . 称 AAS OO) NTR, AY th w exp C^. 
Se A FB m) A #K OA SEE JA] RRS G) KR E np d 2C , 
ji 的 对 应 于 AEA4 的 ji 的 玻 尔 变换 a (f ARKH 
8t) 的 傅 里 叶 系 数 .因此 ,对 概 周 期 函数 六 zi) ,形式 
上 有 


fA ~ D alf, Me™ (A, E exp(f)). 


类 似 于 周期 函数 , 概 周 期 函数 (1) 的 伟 里 叶 系 
ASIO |? 的 平均 值 之 间 满足 帕 塞 瓦尔 算式 
2 aC ADT? emo v». 


| iE Jš] HH c Br BJ dE WE (index set of almost 

function) 见 “ 概 周期 函数 的 傅 里 叶 级 数 ” 

概 周 期 匈 数 的 全 里 时 指数 (FEouries index of al- 
most function) 见 “ 概 周期 图 数 的 傅 里 时 级 数 ” 

概 周 期 函数 的 傅 里 时 系数 (Fouries_ coefficient 
of almost periodic function) Bl, “# JE] HH wah 48 
里 叶 级 数 ”. 

概 周期 函数 的 逼近 定理 (approximation theo- 
rem of almost periodic functions) 用 三 角 多 项 式 
近似 表示 概 周期 函数 的 定理 . 对 任 一 概 周期 函数 ,都 
存在 一 致 收敛 于 该 函数 的 三 角 多 项 式 序列 来 近似 表 
AR» 此 三 角 多 项 式 称 为 博 赫 纳 - 费 耶 尔 多 项 式 , 即 


o(m,a,t) = KS (E ZI 


mM) ni, 


|v; | xm, 


. a| f, > va) expl i > vat] ; 
其 中 m = (mi ,m;, *** Mn) | A= (Qis Q, *** a G, ) , m, 为 
正 整数 ,a 为 实数 ,w AER, 2Uja;—0 仅 当 Uj70(j 
—1,2,:,2),:—1,2,*,n. 34 ft) A SE JS] BB eg 27 
Bf o On , a , t) EB JE TEES] EH e 18 Ur XE ER RT LGA A 
FESO A 8 BR | c. MU SE EE S 670, Tr TE = ff 
多 项 式 oOn,a,t E| —o(mya,t) | <e. 
18.355 27] - 99 HB ZZ £ TW X (Bochner-Fejer polyno- 
mial) DL“) RH PR BX BJ 3B yr E PR". 
概 周 期 函数 的 模 (module of almost periodic 
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S ^" 分 5 E 


functions ) fL 88 e CBS — TERAS. 包含 者 
概 周期 函数 了 了 的 指数 集 exp CO RS RH R/) DIE 
群 称 为 f 的 模 , 记 为 mod. 若 了 与 g 均 为 概 周 期 函 
数 , 则 它们 的 模 之 间 的 包含 关系 有 如 下 等 价 性 质 : 

1. mod(f) Omod(g). 

2. 对 任意 en, AE TE 0750, f 48 

T(/f,ó6)CT(g, e). 

3. T.f fF fE B| 48 Tig 存在 . 

4. T.f = f 可 得 出 T.g g. 

5.T.f—f ARF a Ca fii T g= g. 

FREE 2 一 5 "PAR BRI ECA ASU, 
R 的 任 一 紧 集 上 一 致 收敛 或 在 R 上 一 致 收敛 ,这 三 
种 意义 下 任意 一 种 都 可 以 . 

概 周 期 函数 的 模 包 含 (module containment of 
almost periodic function)” 见 “ 概 周 期 函数 的 模 ”. 

概 周 期 向 量 沼 数 (almost periodic vector func- 
tions) 一 类 特殊 的 向 量 函 数 . 如 果 向 量 值 函数 f(t) 
= (ft), fat) fA 的 每 一 元 素 f, GD G = 
1,2,…,n) 都 是 概 周 期 函数 , 则 称 jz) 为 概 周期 向 
量 阻 数 .或 直接 给 出 按 玻 尔 (Bohr,H. ) 或 博 赫 纳 
(Bochner,S. ) 意 义 下 的 定义 .例如 , 称 向 量 孔 数 f(z) 
为 概 周 期 的 ,如 果 f(1) 的 e 平 移 数 集 了 TT(f,e)== (z | 
上 ft 二 7) 一 f(t) || «e 对 一 切 +ER}) 是 相对 稠密 
的 ,其 中 


l ° || = sup| ° | 
tcR 


为 问 量 函数 jz) 的 均 习 范 数 . 凡 提 及 概 周 期 函数 时 ， 


读者 可 以 从 它 的 值 域 中 看 出 所 指 的 是 数量 还 是 向量 
概 周 期 函数 . 

— 35 Bi EI BA ES X (uniformly almost periodic 
functions) —#h& S A Jú BJ SEE JE) BH pR 22 25. 设 
fG,x)€ C(RXD,E”),D Jj E" 中 开 集 ,E” RI n É 
实 空间 R” 或 复 空间 C". 如 果 对 任 给 序列 d = {a ,)， 
存在 子 序列 a= {a} Ca ,使 

T.fGt,z) = lim fG + aT) 


在 RXS 上 一 致 地 成 立 , 其 中 S 为 DD 中 任 一 紧 集 , 则 
PR f(t,x) 是 1 的 概 周期 水 数 且 关于 xED 是 一 致 
的 ,或 简称 f(t,z) 对 zxED 是 一 致 概 周期 函数 , 简 记 
为 “u.a.p. XJ z€ D". xx E: SER A xg X. 同样 ,有 博 
赫 纳 型 等 价 定义 :对 任 给 60 和 任 一 紧 集 SC D ,# 
存在 正 数 4(e,S) ,使 在 长 度 为 !(s,S) 的 任 一 区 间 内 
总 有 ,使 
ld 十 rz) — Fz) || se 

对 一 切 (1,x)ERXxS, 则 称 faxr) Æ u.a. p. 对 
r€ D. 

ARIES Ii EA ER ge EN 
<e X — H GD ERXSI RA ft.) HY e REIS] E AE 
La e PHAR), Le SORA T (f e, OHA K TR] 
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长 .各 fG.dÉu.a.p.XIr€ D. WJ f(t,z2TER XS E 
有 界 且 一 臻 连续 ,S AD 中 任 一 紧 集 . 如 果 男 有 概 
周期 函数 p(Gi) ,对 上 ER 有 2G)CS ,那么 ,复合 函数 
fA oO) XT t Et u.a. p. 的 . 3X TERR 24 FG DE 
t 的 a. p. RRMA u. a. p. XE x € D 时 就 不 一 定 成 
立 . 例 如 ,函数 AG x) — sin zt 对 每 一 固定 的 z, 它 是 
t 的 概 周 期 函数 , 取 oO =sint, BA, Saga) = 
sin (sin) BDH E t AH JE HH R R. 

Xt — BOR Jë] RH pg 2% , [B] EÉ RI 25 tH OE ER CHE: 
T(f/G,z))= (f.G,z)|f.G@ ,z)= fG-+r,z)X— UJ 
TER) Shoe H(/JG,z))= (gG,z)| fr fE. P] a 使 
T.fG,z)=gG,z)#ERXS E—8S&fETE. Kp SA 
D 中 任 一 紧 集 }, 平 均值 

MLE Qua) = Jm F| fe,zyds 


A — ECHR AR. tB, RT 25 CHOSE IZ AY S. E ni eA IR 3É F 
尔 等 式 等 . 
一 致 概 周 期 微分 方程 (uniformly almost peri- 
odic differential equation) 概 周 期 常 微分 方程 研 
究 的 主要 对 象 . UE 0,20) € CRX DR") f£ XE z€ 
D Æ — SCR Fa] BH PS 2C. 那么 
dr 


dt = Tiss) 
就 是 一 致 概 周 期 微分 方程 , 它 的 这 方程 是 
ER = g(t,z), V g(t,xz) E HCG Gm) 


在 讨论 概 周期 解 的 存在 性 时 不 仅 对 方程 本 身 而 往往 
对 其 元 方程 也 要 有 所 要 求 . 当 f G,z) = AG)z + 
ji 是 二 的 线性 函数 而 系数 和 矩阵 A GO RE SF 
次 项 (1) 都 是 概 周 期 函数 时 , A(z) 是 概 周 期 的 , 指 
其 每 一 元 素 a;;(z) 均 为 概 周 期 的 (Gi,j 二 1,2,…,n). 
这 时 称 


EE = AQ)x + f) 
AAR X £X FE E Fs] RH L5 23 RE ENRABE 
d 
d; BO g) 
(WBQ)E HCAGQD.gOO € H(fGD)), 
它 的 齐 次 充 方 程 是 
g = BG)z, V BG) € H(AQ)). 


非 齐 次 线性 概 周 期 微分 方程 Cnon-homoge- 
neous linear almost periodic differential equation) 
见 “ 一 致 概 周 期 微分 方程 ”. 

壳 方 程 (equations in the hull) 
期 微分 方程 ”. 

齐 次 壳 方 程 (homogeneous hull equations) 
Ji" 一致 概 周期 微分 方程 ”. 

标准 假设 (standard hypothesis) 


见 “ 一 致 概 周 


概 周期 常 微 


分 方程 的 一 个 概念 . 讨论 概 周期 解 的 存在 性 标准 假 
设 有 时 起 重要 作用 . 称 微分 方程 
ex f Og) 
满足 标准 假设 ,如 果 f(t,z) 为 u.a.p. 的 ,TEK,K 
AE 中 国定 的 一 紧 集 ,又 其 壳 方 程 中 每 一 方程 在 天 
中 都 满足 始 值 问 题解 的 惟一 性 , 即 对 每 一 g(t,zx)E€ 
H Cf G,220) AAG 

dz = g(t, £), 2ta) = To 
的 解 x, ito) Æ TE — By. 

渐 近 概 周 期 函数 (asymptotically almost peri- 
odic function) 一 类 概 周 期 困 数 的 近 杀 因数 . 如 果 
PR LOGOS TAEAO 9 p GOD Tq O0, KP B GO RE R 
E BS EJ] BA eR 3 g GO E E XL TE R. (sk R_) E BJ ÉE 
£i pRB. 4 199 4-00 OX, t7 — 650 A q. 000, Bü] Er 
g(t) fe R. (或 R-) 上 的 渐 近 概 周 期 函数 .R+ Ca, RD 
上 的 渐 近 概 周 期 郴 数 ( 简 记 为 a.a.p. ) 在 R; (或 R_) 
上 必 有 界 且 一 致 连续 , 且 其 分 解 式 是 惟一 的 . 如 果 
a.a. p. gma, E. g GO tl E: a.a. p. MW g GR ZF 
HA p(t) +q' (也 是 惟一 的 ， 

渐 近 概 周期 函数 对 论证 概 周 期 解 的 存在 性 有 重 
要 作用 . 如 果 证 明了 一 致 概 周 期 微分 方程 dz /d: = 
jz) 有 a.a.p. 解 ,那么 ,其 概 周 期 部 分 必然 是 该 
方程 的 解 . 这 时 ,对 每 一 g(t,z)E 妨 (f(z,7x)), 微 分 
方程 dx/dt=g (t,x) EE TE a.a. p. ft. 

玻 尔 - 诺 伊 格 鲍 尔 理论 (theory of Bohr-Neuge- 
bauer) ” 阅 明 常 系数 线性 微分 方程 有 界 解 为 概 周 期 
解 的 重要 理论 . 玻 尔 (Bohr,H. ) 最 早 指出 : 概 周 期 函 
HISORI 


F Gy = | flr)dr 


是 概 周 期 隆 数 的 充分 必要 条 件 是 ,f(t) 对 一 切 :ER 
为 有 界 . 这 就 解决 了 最 简单 的 一 阶 概 周 期 微分 方程 
dzx/dt 二 了 f(t) 是 否 存在 概 周 期 解 的 问题 . 以 此 为 基 
础 ,对 于 一 阶 线性 常 系数 概 周 期 方程 以 及 一 般 n FE 
非 齐 次 线性 常 系数 概 周 期 微分 方程 


dx 


其 中 4 2 nX n SR, SOAR AM n 维 向 量 
函数 ,论证 它们 的 有 界 解 即 概 周 期 解 的 理论 , 称 为 玻 
AIR p AR SEL GIC. 

阿 梅 留 定理 (Amerio theorem) 判定 概 周 期 解 
存在 的 重要 定理 . 设 f(t,z) 对 每 一 x€E5 关于 上 是 
概 周 期 的 ,其 中 S AR 中 紧 集 ,又 f(t,z) 在 RxXS 
上 一 致 连续 ,如 果 微 分 方程 

iz = /(t,z) 


的 每 一 这 方程 在 S PRA EA SEU) (€ RB 


概 周 期 常 微分 方程 


么 ,所 有 这 样 的 解 都 是 概 周 期 的 . 上 述 定 理 是 阿 梅 留 
(Amerio ) 首 先 证 明 的 , 它 可 理解 为 玻 尔 - 诺 伊 格 鲍 尔 
理论 推广 到 非 线性 概 周期 微分 方程 的 结果 , 即 在 所 
指出 的 “惟一 解 ” 的 条 件 下 ,有 界 解 即 概 周期 解 . 

.法 瓦尔 条 件 (Favard condition) 非 齐 次 线性 
概 周 期 微分 方程 存在 概 周 期 的 一 个 重要 条 件 . 如 果 
对 每 一 B(1)E 恕 (4(7)), 齐 次 壳 方 程 


的 非 零 有 界 解 (1) 都 满足 
inf | g) || > 0, 


则 称 非 齐 次 线性 概 周期 微分 方程 


or = AG)z- f(t) 


满足 法 瓦尔 条 件 . 若非 齐 次 线性 概 周 期 方程 满足 法 
瓦尔 条 件 , 且 存在 有 界 解 , 则 必 有 概 周 期 解 (OO H 
mod (r(£)) C mod (A(t), f G)). 

这 就 是 有 名 的 法 瓦尔 第 二 定理 .法 瓦尔 第 一 定理 讨 
论 了 另 一 情况 :如 果 每 一 齐 次 壳 方 程 都 不 存在 非 零 
有 界 解 , 则 对 每 一 B(1)E 态 (4A4(1)) 及 每 一 g(t) € 

HCHO) ,过 方程 


= = B(t)x + git) 
BJ Aa PE AR 2 BARTH BS 


法 瓦尔 定理 (Favard theorems) 
fe". 

博 赫 纳 定理 (Bochner theorem) 判断 非 齐 次 
线性 概 周期 微分 方程 存在 概 周期 解 的 一 个 命题 . 如 
果 对 每 一 BG(L)E (A(z)), 齐 次 壳 方 程 

B eux 
的 所 有 有 界 解 都 是 概 周期 的 ,那么 , 非 齐 次 线性 概 周 
期 微分 方程 


E = A(t)<x + ft) 


的 所 有 有 界 解 也 都 是 概 周 期 的 . 
指数 型 二 分 性 (exponential dichotomy and 


spectrum) 关于 线性 微分 方程 的 一 种 重要 性 质 . 设 
齐 次 线性 微分 方程 系 
= US (D 


TE R 上 连续 ,其 中 4() 是 n 阶 方 阵 ,如 果 存 在 投影 
已 及 正 的 常数 EI, ap 使 
| XGOPX ! 6G) | Sk expC—aG—32) Ss), 
| XG2G—POX 'G) || <k expCatt—s) (st), 
其 中 XO) EC) SEA 87; WU KC) ER ERA 
指数 型 二 分 性 . 全 轴 上 线性 系统 的 指数 型 二 分 性 在 
稳定 性 理论 中 是 一 种 有 力 的 工具 . 在 概 周 期 微分 方 
程 系 的 研究 中 也 是 非常 有 用 的 工具 . 如 果 4() 是 概 
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S dm" 分 74 程 


周期 方 阵 ,f (2) 是 概 周期 向 量 , 且 (1) 具 有 指数 型 二 
分 性 ,那么 , 非 齐 次 线性 概 周期 方程 系 


dz 
qx AG)x + f(t) 


存在 惟一 概 周期 解 , 它 可 表达 为 
mtr = | xcPx- cfc 


= | xoa 二 uod 
H mod Cr G2) CC mod (A(t), f GOD , [E] Bf 
| eco l < 2 ro. 


W A (spectrum) 线性 系统 中 的 一 个 重要 概 
A. 设 齐 次 线性 微分 方程 为 


dx 
d; ^ AO (1) 


FER 上 连续 ,其 中 AGE n Br; Ee RMA BK 


dx 
q es (A(t) — ADx 


不 具有 指数 型 二 分 性 , 则 称 4 为 齐 次 微分 方程 (1) 的 
谱 点 . 从 谱 点 的 定义 很 容易 得 到 下 面 的 事实 : 
1. 方程 (1 ) 具 有 指数 型 二 分 性 的 充分 必要 条 件 
是 实 轴 上 原点 不 是 (1) 的 谱 点 . | 
2. 方 程 (1) 的 谱 点 集合 是 闭 的 ,如 果 AGORA, 
则 (1) 的 谱 点 集合 三 是 非 空 的 & 个 闭 区 间 ,; <<. 
3. 如 果 三 是 孤立 点 集 , 就 称 方程 (1) 具 有 点 谱 . 
4. 当 4A(z) 是 常数 方 阵 ,周期 方 阵 , 则 (1) 具 有 点 


谱 


指数 型 二 分 性 与 谱 点 有 密切 的 关系 . 

FU FA) BA ce BL (quasi-periodic function) 一 种 特 
殊 的 概 周 期 图 数 ,是 周期 图 数 的 推广 .如 果 有 m 元 
PRY F(z z; Xn) 使 下 (zz…zn) 对 于 每 个 
x=; 都 是 以 27 为 周期 ,那么 , 称 f e) Fo TEE 
wnt) 为 拟 周 期 涌 数 ,其 中 ,wo,… ,ws 是 常数 . A 
F Gri 2 e Ze d LisLes e AF CMR f (z) 
BFC. WR AGE n 阶 拟 周期 方 阵 , 就 称 


dr 
d; ^ A (1) 


为 拟 周 期 线性 系统 ,并 存在 下 述 结论 : 
1. 对 (1) 常 存在 拟 周 期 线性 变换 y= 二 Q(z)z, 把 
(1) 变 换 为 拟 周 期 上 三 角 型 线性 系统 


dy ` 
d SS City, 


其 中 CGO 是 上 三 角 型 拟 周期 方 阵 . 设 C GO BJ wm 
元 素 为 Cite G eC Er 


B, = lim i| C,(s)ds (7 = 1525951) 


tem 4- t 


为 (1) 的 特征 指数 根 . 
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2. WIR: 

1) AMEC »,r=(N+1)7,57,=2(m+1),N= 
gno D. 

2) € s (Oo . *** > W,, 和 £i Bt s B. 满足 下 列 关 系 
A: 

D | Rta |> ko Del) T' 

D i Sao, zu Kä ias = klw, p) 


(1 + | kI 7D, 
HP R= (kok, skm) s j= (fis jesto jn) X II, 
kzE0,i——1,125, | d, Xl x2» klo), klw BFE 
正 的 常数 ,那么 ,(1) 存 在 拟 周期 线性 变换 ,把 (1) 化 
Al is FRAME AB. 

上 述 结果 也 称 为 拟 周 期 线性 系统 的 弗 洛 奎 特 理 
Ves 

3U. J&] RA £k E 3& Se (quasi-periodic linear system) 
见 “ 拟 周期 函数 ”. 

FEE ST E AW (almost-automorphic function) 
3⁄2 ABE JEL RH BR ep — 25 pK 32. 如 果 对 于 RT 的 任意 
紧 子 集 D,f(i,z) 在 RXD 上 有 界 ,一 致 连续 ,而 且 
对 于 任何 数列 {z.} ,都 存在 子 集 (1 ).U, ) ,使 得 


lim lim fe —£, es 


pros m— oo 


在 RX D 中 任何 紧 集 上 一 致 地 成 立 , 那 么 , 称 f(z， 
zx) 是 1 的 概 自 守 函数 , 且 关 于 xED 是 一 致 的 . 类 似 
地 还 可 给 出 函数 f a) n 阶 和 矩阵 为 概 自 守 函数 的 
定义 . 24 f t rz) E — BOE Ë SF R , 

E = f(t,x) 
称 为 一 致 概 自 守 微分 方程 .又 对 于 概 自 守 线性 微分 
方程 


dx 
dz = A(t)z, C1) 


RAP MATER: mR) BH E—3EREUR ERE OD 
具有 


则 概 自 守 线性 微分 方 各 
= AQ + tf (D (2) 


具有 有 界 解 的 充分 必要 条 件 是 (2) 具 有 概 自 守 解 . 概 
自 守 系统 的 这 个 性 质 与 法 瓦尔 定理 有 些 类 似 , 但 条 
件 比 法 瓦尔 定理 更 弱 . 

概 自 守 微分 方程 (almost-automorphic differen- 
tial equation) D," BE B FARU. 

关于 解 的 极限 集 上 一 致 稳定 性 (uniform stabil- 
ity with respect to limit set of solutions) 一 致 概 


周期 微分 方程 存在 概 周 期 解 的 一 类 稳定 性 . 如 果 


x = Gt) 


是 微分 方程 

CE 一 fG,z) (1) 
—— QM et, f£ TE 0720, RETER, 
NNC), H: rH N (@(to) ó) = (xl | V Sy olto) | 

ó), N, Æ 20) 的 正极 限 集 , 就 有 
EEN ys A CE 

那么 , 称 çG) E KF ARR HY — SORS XE fg. 对 于 
定常 系统 
E E SP Cry: 
s sr ss qiiis dnt i 
在 概 周 期 解 . 对 于 概 周 期 系统 


D = s GC 


—— "n — 
有 概 周 期 解 . 
拓扑 等 价 (topological equivalence) 刻画 微分 
方程 的 解 之 间 的 关系 的 重要 概念 . 如 果 对 微分 方程 
系 
dx 


qf eh gs (1) 
dt = gua), (2) 
存在 回 量 函数 HO, x) WE FIR, WW KC), C2) 


为 拓扑 等 价 : 
1. 24 || x || 一 十 ce 时 , || HG ,z) 站 一 十 ce 一 到 

地 成 立 , 且 
lim H (t,x) 


P m d" i 


一 致 地 成 立 ， 

2. JF t€ R Hi R >R", Æ X H (x2 = 
H G z) [FR] E pk HT. 

3. G;R"—R" HMAC D — (H,) (x2 tho 
性 质 1. 

4. dy x Go R CIO BS f U| H Cr x 000 E (2) HJ 
解 ; 若 yO EDE M GG y CODE CIOR RE. 

KAMA BGOTER 上 连续 ,如 果 有 常数 00. 
AB | AG) BE) || <0, f ZX TE RE 

dx 


= x 


D 


Ans = Á (t)x (3) 
与 线性 系统 

dr — | 

de = B(t)r 


拓扑 等 价 , 那 么 , 称 (3) 具 有 结构 稳定 性 .有 界线 性 系 
统 具 有 结构 稳定 性 的 充分 必要 条 件 是 它 自 己 具 有 指 
数 型 二 分 性 ， 

结构 稳定 性 (structural stability) 
ft. 


US Ho th & 


概 周期 常 微 分 方程 


局 部 线性 化 (local linearization) 讨论 微分 方 
程 线 性 化 的 一 个 概念 . 对 于 微分 方程 系 
= f(t,x), (1) 
其 中 Nam ENS 
e£ = DfG,0)= (2) 


在 原点 的 某 邻 域内 拓扑 等 价 , 那 么 , 称 (1) 为 可 局 部 
线性 化 . 如 果 (2) 具 有 指数 型 二 分 性 ,那么 (1) 可 局 部 
线性 化 . 如 果 (1) 是 概 周 期 系统 ,那么 , 它 的 拓扑 等 价 
函数 也 是 概 周 期 的 . 因此 ,如 果 (1) 是 概 周 期 系统 ， 
62) 具有 指数 型 二 分 性 ,那么 ,(1) 在 原点 某 邻 域内 不 
存在 非 零 的 概 周 期 解 . 

ÍTR (row dominant) 
有 指数 型 二 
a, (020,j—1,2,** 


Rea (il = 


保证 齐 次 线性 系统 具 
二 分 性 的 条 件 . OE E A G HK 
„nX Æ 0290 及 一 切 上 ER 满足 


2, la; (t)} +8 G=1,2, an), 


则 称 AA. 如 果 满 足 
[Rea,(t)| Ze > a Clo G = 1,2. 00. 


则 称 A4(z) 有 列 优势 . 利用 A() 有 行 (或 列 ) 优 势 可 给 
出 齐 次 线性 微分 方程 具有 指数 二 分 性 的 准则 ,从 而 
可 借助 有 行 ( 或 列 ) 优 势 讨论 非 齐 次 线性 概 周期 微分 
方程 概 周 期 解 的 存在 性 . 

列 优势 (column dominant) HITRA”. 

最 小 范 数 解 (minimum norm solutions). 讨论 


概 周 期 解 存在 性 的 一 个 重要 概念 . 对 常 系 数 非 齐 次 
线性 微分 方程 
ST Axr +f (t) ° 


PEAB WR n HEE 22 6] E f(7) 关 0, 则 方程 的 有 
界 解 的 集合 在 维 空 间 是 一 个 不 含 坐标 原点 的 凸 
集 , 这 个 凸 集 中 必 有 元 素 具 有 AM 该 元 素 所 对 
应 的 微分 方程 的 解 称 为 具有 最 小 范 数 解 . 这 个 事实 
Xj — Rt 3E £X PE ft^ y 2 da /dt — f G a0 iil Fi JP dE 
明显 的 . 设 zo(t) 是 此 非 线 性 方程 的 一 个 非 零 有 界 
解 ,K 为 包含 着 x GO LB LI] R” 中 的 紧 集 . 记 
Asini || ||) 

为 dr/dt = f(t, z) WH, H X UJ (€ RS +G) 
CK}, xE 


| z(t) || = sup LrXGOl. 
:ER 


那么 ,只 要 f(z,zx) 在 RxXS 上 定义 且 有 界 , 其 中 SS 1 
R 中 包含 着 天 也 包含 原点 的 球 , 则 dr/d i = ft, S 
VARA RhA BY yom l yG) | =A AR 
小 范 数 . 通常 利用 最 小 范 数 解 的 惟一 性 以 及 概 周 期 
子 数 的 点 态 定 义 ( 参 见 “ 概 周期 也 数 ”) 往 往 可 证 明 某 
有 界 解 的 概 周期 性 . 
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Wo W 分 JH € 
AE jv 36 XE (minimum norm) A," 4E ^ yi 3⁄4 
fs ". 

过 扰动 下 的 稳定 性 (slability under disturb- 
ances from the hull) 一 致 概 周期 微分 方程 存在 概 
周期 解 的 一 类 稳定 性 条 件 . 设 天 为 E" PRR, 
FiZz) 是 u.a.p. 的 ,YVzE 天 ,一 致 概 周 期 微分 方程 

dz = f(t,x) 
的 解 os 0. 2M AES H ARPA ER XE BJ , hn 
Ra ec > 0, FE 8600, fH BRE 
| /G+zr,z)—gG@,z) || <8 Mr>0,gEe HUT, rE 
天 ,以 及 | q,Cc,0,x) — Xo | <ë 时 ,就 有 

| grG-7:0,x2— 9,050, x) || <e (0). 

一 致 概 周 期 微分 方程 的 有 界 解 在 壳 扰 动 下 为 稳 
定 的 假设 下 ,此 有 界 解 必 是 渐 近 概 周 期 解 ,从 而 得 出 
其 概 周 期 部 分 正 是 方程 的 概 周 期 解 . 在 定性 稳定 性 
理论 中 ,有 方程 dr/dt— f G, x) BRE gy Gr ito Z) TE 
Lt». T oo) ERASE ae MEA RT F RAE 
的 ) 概 念 , 即 对 每 一 0 > 0, FF EOE) > 0, fs 48 DS 
| z—zx || <dCe), || Rox) || «€, A,r) E [tos 
pes) KW || Pastos E storey.) evt 
之 如 ,其 中 Prieto Zo) JE 


=S fa, HRG, z) 


的 以 (zzo) 为 始 值 的 解 . fi ,RG,x)€ C(R` X 
K,E"). I 3: E xh Pj sg X. n] A SE e, 00.2) TE ze 
HMHD FA FR x UL, e a 27 r Fe 


= futra) 


的 解 e, G-- rica) TELC€ [0, +o) EE SE RR E WJ. 
这 是 因为 对 ec HI, HE 

et? 
可 写成 
Je [ey = J GF te); 
可 视 gt, x2— fGt+r,>-)= RG +r,z)€G HS), 
R(t 十 t,x) 是 个 经 常 扰动 . 

强 稳 定性 (strong stability) 一 种 较 强 的 稳定 
性 质 . 称 解 zx(z) 是 强 稳定 的 ,如 果 对 任 给 6770 f£ TE 
d(e)>0, 使 得 只 要 | xG1) 一 z(t;) 二 6, 便 有 
| z&G@G+t) —zG-+-t,) || <e, Vz € R. 如 果 能 证 明 有 
有 界 解 是 强 稳定 的 ,那么 它 就 是 概 周 期 解 .反之 ,在 
微分 方程 满足 标准 假设 时 ,方程 的 任何 概 周 期 解 都 
是 强 稳定 的 . 

可 继承 性 (inherited property) 关于 一 致 概 周 
期 微分 方程 解 的 一 种 重要 性 质 . 如 果 一 致 概 周 期 微 
分 方程 
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dx 
J CE) 


的 解 Ce) AAMT T A Ee t th EROR FEJA P CET. 二 
ele, MP) tax TF 


dx 


ap WE 


的 解 也 具有 性 质 P, 则 称 性 质 P 是 可 继承 的 . 也 就 
是 说 , 知 解 p(t) 具 有 可 继承 的 性 质 P, 那 么 ,性 质 P 
在 算 子 7, 的 作用 下 是 自封 的 .通常 往往 利用 有 界 解 
的 某 些 稳定 性 质 来 建立 有 界 解 的 概 周期 性 ,诸如 一 
致 稳定 、 一 致 渐 近 稳定 .完全 稳定 或 壳 扰 动 下 的 稳定 
等 ,这 些 稳定 性 质 在 方程 满足 标准 假设 时 都 是 可 继 
SS DI. 

半分 离 解 (semi-separated solutions) 概 周 期 
微分 方程 的 一 个 概念 . 概 周期 微分 方程 的 解 C C 
K 称 为 在 天 中 是 半分 离 的 ,如 果 对 :ER+ ,整个 都 包 
RE K 中 的 任何 解 eG. B ff fE W BLA CD) 0, TEE 
| 9G2—9GOD || > AGO GC RD). 这 个 概念 是 芬 克 
(Fink, A. M. ) F 1972 年 引进 的 . 

W Fit,z) 是 u.a.p. 的 ,对 zxE 天 ,微分 方程 


dx 
qg ACIE 


在 天 中 的 解 g(t) 所 具有 的 性 质 了 称 为 半分 离 的 ,如 
果 对 方程 在 K RRA PER P 的 任 一 其 他 的 解 y(z)， 
都 存在 常数 A(yp,y) > 0, THE | PO — $G) || = 
Ate, 40 G € [ —90,0)D. AGp JO WC n] 4) RUE C. 

如 果 半 分 离 性 质 已 是 可 继承 的 , 且 方 程 dx/dt 
=f, D) EK 中 仅 有 有 限 个 具有 人 性质 己 的 解 ,那么 
对 每 一 gE 万 ( 门 ,方程 dz/dt=gGz) 在 天 中 有 相 
同 个 数 具 有 性 质 尸 的 解 , 且 可 选取 可 分 离 背 数 , 与 
解 和 方程 无 关 . 半分 离 性 质 的 可 继承 性 对 保证 概 周 
期 解 的 存在 性 起 着 重要 作用 . 如 果 一 致 概 周 期 微分 
方程 仅 有 有 限 个 在 天 内 具有 性 质 书 的 解 , 又 性 质 书 
是 半分 离 和 可 继承 的 ,那么 ,每 个 这 样 的 解 在 R- 上 
是 渐 近 概 周 期 的 ,从 而 在 天 内 有 概 周期 解 . 

李 亚 普 诺 夫 函数 法 (method of Liapunov func- 
tions) 研究 概 周期 解 存在 性 的 一 种 方法 . 用 李 亚 
普 诺 夫 函 数 法 讨论 概 周 期 解 的 存在 性 问题 通 稼 有 两 
个 途径 ,或 保证 紧 集 KC R” 中 有 界 解 的 惟一 性 或 确 
定 有 界 解 的 某 种 稳定 性 质 , 从 而 分 别 藉 阿 梅 留 定 理 
或 半分 离 性 质 来 建立 概 周 期 解 的 存在 性 . 例如 ,考虑 
方程 


dx 
de tz) 


其 中 fG.z)C€C CRX D,RO,J3E& DCR D= 
R), f X u.a. p. BYLE D, WREAK e C S 
对 £220,3X H S 为 DD 中 的 紧 集 .那么 ,利用 李 亚 普 诺 
夫 函 数 法 有 如 下 绪 


1. RER, XS EAA VG) ÆR EVG, 
PHO IAF, 又 存在 依赖 于 S 的 常数 L.XItCR., 
ry€ SH 
VE) 一 Yo es EI — yl, 
VG,z)— a( || = —9$0 ||), 
ar 连续 正定 , 则 方程 存在 惟一 概 周期 解 p(t) ,mod 
(pG)) C mod( f). 
2. D= =z| || xl <B*),S=(=| | E 
« B* jn op 10, || x— 90) || <(B* — B)/2,# 
TE V G 22 S E 
aC | x — 9) ||) < VG ,z) < b( || x — ge) ||), 
其 中 cr) 和 82) 是 连续 递增 正定 函数 ,又 有 正 数 世 
及 a 使 
|VG,) — VC,y)| < L || z — yl, 
V(x) <— aV (t,x), 
则 方程 存在 惟一 的 概 周期 解 , 它 是 一 致 渐 近 稳定 的 ， 
p(t)CS H mod(p)Cmod(f). 
平均 法 (method of averaging) 研究 含 小 参数 
微分 方程 常用 的 一 种 方法 .考虑 含 小 参数 的 微分 方 
FE 


SZL fre), 


其 中 fare) E u.a. p. BJ n AEE SE [8] Et (Ë PR RL. a 
(r,6)€ SX (6) S X (6) AR E, Sc, 0 ESE 
iu 
zoe. Hr 
f(n= lim i| fir z 0)dz. 
平均 法 的 基本 思想 是 以 平均 方程 
Dette? 


的 解 的 性 态 来 刻画 所 考虑 的 含 小 参数 方程 的 解 的 性 
态 . 哈 尔 (Hale, 工 .K. ) TEAR: an 58:24 (7,6) > Cy, 0) 
时 ,对 上 一 致 地 有 f(t,x,e) 一 f(t,y,0)， 


af (t,x5€) 9f(t,y,0) 
ax ax : 


对 某 个 HES 有 Fo( 2) = 0, H OF (Xo0) (0x 没有 实 
部 为 零 的 特征 根 , 则 存在 6,270, Xp G, e) € RX CO, 
so) ,方程 | 


ITL faze) 


有 满足 züG,0)—3 的 解 x(t,e), 它 在 Xo 的 邻 域 中 
是 惟一 的 ,对 每 一 固定 的 s 盖 0, 它 是 上 的 概 周 期 函 
Sr. mod Gr (4,6)? C mod CD. WR Ar. Cro) /ax 的 所 
有 特征 根 都 有 负 实 部 (或 至 少 有 一 个 特征 根 具 正 实 
部 ) ,那么 ,z(s) 是 一 致 渐 近 稳定 的 (或 不 稳定 的 )， 
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抽象 空间 中 的 微分 方程 


in abstract spaces) Der EB 1⁄2 UE oz dE 22 = 
间 中 的 微分 方程 的 新 兴 领 域 . 它 的 主要 内 容 是 抽象 
空间 微分 方程 的 基本 理论 (诸如 柯 西 问题 \ 边 值 问 题 
解 的 存在 性 ,惟一 性 、 稳 定性 等 ) 及 其 应 用 .正如 韦 独 
新 《Vidossieh,G. ) 于 1974 年 在 巴西 数学 会 所 作 的 
综述 报告 所 指出 的 ,这 个 方向 之 所 以 重要 ,是 因为 它 
有 很 多 重要 的 应 用 . 为 此 ,他 列举 了 巴 拿 赫 空间 微分 
方程 理论 的 四 大 发 现 : 1950 4E, 38 JE £ H 
(Dieudonné, J. A. ) 构 造 了 一 个 常 微 分 方程 的 基本 
存在 定理 皮 亚 诺 定 理 在 无 限 维 巴 拿 赫 空 间 的 情 
形 不 再 成 立 的 著名 例子 ,使 这 个 领域 引起 了 人 们 的 
兴趣 ;1960 年 前 后 ,人 们 发 现 许多 来 源 于 物理 模型 
的 复杂 的 偏 微 分 方程 问题 可 以 归结 为 适当 的 巴 拿 赫 
空间 中 的 常 微分 方程 问题 来 解决 ;1970 年 , 拉 沙 塔 
(Lasota, A. ) 5j Np nf CYarko) £i HE S£ Fj Ruiz e 
方程 的 问题 也 可 以 用 适当 的 巴 拿 赫 空间 中 的 微分 方 
程 问 题 来 解决 ; 巴 拿 赫 空间 微分 方程 理论 可 以 运用 
到 非 线 性 分 析 得 到 各 种 不 动 点 的 存在 定理 . 这 足以 
说 明 抽 和 象 空间 中 的 微分 方程 理论 有 着 深刻 的 实际 背 
景 与 广阔 的 应 用 前 景 . 

Xr 30 年 来 ,由 于 希 尔 (Hille,(C. )E. 2, # H BE 
作 CYosida, K. ), Hj T (Martin, R. H. ), Ft i} R 
(Deimling, K. DO, fx m # X + B 88 (Lakshmikan- 
tham, V. ) Jil fé SX ATE HR JE CFattorini , H. O. ) 
与 巴 布 (Burbu,V. ) 等 人 的 工作 , 巴 拿 赫 空间 常 微分 
方程 理论 有 了 很 大 的 进展 . 1976 一 1985 年 间 , 由 马 
T FREER. MAA FI, ETE BE AE ca 
写 了 六 本 专著 ,总 结 了 这 个 领域 的 工作 . 

抽象 柯 西 问题 (abstract Cauchy problem) 抽 
象 空间 中 微分 方程 的 基本 定 解 问题 . 寻求 可 微 抽象 
PR AC x: [toto SEA D,6€ (0,a], f TE 
6 满足 r Sfar), r) ze 的 问题 称 为 抽象 柯 
pg [B] a Rom OX 是 实 巴 拿 赫 空间 , DCX. r ED, 
Foli stota] X D— X , m PR $X == x Ct) ERA KAY 
解 ,Lto,to 十 6j 是 解 的 定义 区 间 . 特别 地 , 当 X —R' 
时 , 它 就 是 经 典当 微分 方程 中 所 提出 的 柯 西 问题 

抽象 柯 西 问题 的 皮卡 定理 (Picard theorem for 
abstract Cauchy problem) 抽象 柯 西 问题 的 基本 
存在 惟一 性 定理 . 经 典 常 微分 方程 的 皮卡 定理 对 抽 
象 柯 西 问题 仍然 成 立 . 设 X ERE SM == RI. DC 
X,z € D,J—=[ tt a JCR, f.:.J x D— X. 考察 抽 
象 柯 西 问题 

x = f@.x), 

则 有 如 下 结论 : 

1. 设 f€ CJ X D, X) , Jt Wü EEE HRA: 
fr W LIA 0 EER zy € D,W E 

| tua em TOV eae mls 

则 有 : 


ES) = Los (1) 
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1) M D=X 时 ,问题 (1) 在 上 存在 惟一 解 . 

2) 4 D—B(x»or)—iz€X||x—2 || <r}, 
JF BYE J XD E, || fG,z) 1 入 M 时 ,问题 (1) 在 区 
[B] [£o to +O] EXE TETE SS, ri 6— minCa7/ MD. 

2.7 f€ CUL XD,X), 并 满足 局 部 李 普 希 菊 条 
ESHER GU. DECIXD FER =a) AL 
=L), UR x HH 4554 Ur) , [818 sC [t,t 
十 7j 门 J ,u,vwEU(z) 时 ,有 

| 66a ss ESSE aue lbs 

则 问题 (1) 存 在 惟一 解 , 它 的 定义 区 间 可 能 是 整个 区 
[BJ J, tt RT RE Re REI CR] tosto He |C J. 

迪 厄 多 内 的 例子 (the example of Dieudonné) 
说 明 经 典 常 微分 方程 的 柯 西 问题 的 基本 存在 定理 
一 一 皮 亚 诺 定 理 在 无 限 维 巴 拿 赫 空间 的 情形 不 再 成 

立 的 一 个 著名 的 例子 . 此 例 迪 厄 多 内 (Dieudonné , J. 

A. ) 构 造 于 1950 4p. 考察 集合 
rj |z; € R,limz; = 0}, 
并 赋予 范 数 | z | 一 sup Lc, | MORE RAR HAL. + e 
wes te;;] ,其 中 e; 0, ES 内 死记 号 ) ,从 而 每 一 元 素 
XE€c 可 以 表示 为 


€, = {x = í 


今 取 8 
fia) = 227 Vie, £5 n= Di" e; 


则 抽象 柯 西 问题 xr =f (x), ent. 的 右 端 函 数 
f(x) 是 连续 的 ,容易 证 明 上 述 问题 的 解 不 存在 . 

非 紧 性 测度 (measures of noncompactness ) 
抽象 空间 微分 方程 理论 的 基本 概念 . 设 X BES bh 
= [3] ,% 是 X 的 有 界 子 集 族 . 豪 斯 多 夫 非 紧 性 测度 
0B.Z—R E X29: BCB) —inf(e0|B 能 够 用 有 限 个 
半径 为 e WERE TH) B € SZ. 库 拉 托 夫 斯 基 非 紧 性 
测度 a: LR ELH 1a CB) —inf(d70| B 能 够 用 有 
限 个 直径 二 4 的 集合 覆盖 },BE s“. 非 紧 性 测度 Y= 
xa 或 8 具有 下 列 基 本 性 质 : 

1. 对 B€ V ,Y(B) 0 DEALS SIE B 
E. 

2. Y 是 半 范 数 , 即 YCAB) = |AIYCBO,Y CB B3) 
<7(B,)+Y(B,), Rm 

B + B,— (zi +-x;|z € Bi, rE Bz}. 

3. 对 任意 的 B’ BEZ, Æ B.C B,,IJ y( B, )< 
/(B;,),X YCB,U B.) = maxi CBA CB. 

4. 对 任意 BC ££ ,Y(convB)=7(B),convB XX 
B WOB. 

5. 非 紧 性 测度 Y KRTRMARES: 

Z CD iy By = max (sup REDE oz, Di) 


是 连续 的 ,特别 Y (B) —Y CB). 
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3E J i (semi-inner product) ”抽象 空间 微分 
方程 理论 的 基本 概念 . 设 X EES š = la), X * E: X 
的 对 偶 空 间 , 由 对 任意 的 zEX,Fz 一 (人 z € X” | 
r*a) = || z l °, 所 定义 的 映射 


FX-2* (QU 表示 X* 的 子 集 的 全 体 ) 称 为 XX 的 对 
偶 映 像 . Fl FAT RR OF EM EL PRA 
( ° , * 9, X X X—R 分 别 为 
(z,y) = sup(y' (x) |y" € Fy}, 
(r,y).— infly' (2| y' € Fy}. 

P S£ ds 2s [8] FP J>: A EE OP E #r 
尔 伯 特 空间 中 内 积 概念 的 推广 . 半 内 积 上 共有 下 列 性 
质 . 

1. (z+ yz) S Gr z2 2 C24 Bl Go, 324] 
< |z Ill yl ,xtay, y= Gali yl Va 
ER, (az, By), —aB(Gr, y). Vapzz0,a, d CR. 

2. 如 果 X" d e ri BJ. BAC. se = (° 
s s s 间 时 ， Le ) 与 

,。) -都 等 于 内 积 (。， 

a ERE 


la" | d xd) 


(roy) =min{y* (x) |y* € Fy}. 

4. FARC  , °). XX X—R 是 上 半 连 续 的 ; 
(5*0 X X X—R 是 下 半 连 续 的 . 

5. 如 果 X "是 一 致 凸 的 , 则 (， 
的 有 界 子 集 上 是 一 致 连续 的 . 

6. 如 果 z: (a ,b)—> X KF t€ (po) 是 可 微 的 ， 
MA = | r) |. M| gG) D PAS a), 
X(t))_《D 表示 左 导 数 ). 

抽象 柯 西 问题 局 部 解 的 存在 性 (existence of lo- 
cal solutions for abstract Cauchy problem) 利用 
紧 型 条 件 得 到 的 关于 抽象 柯 西 问题 局 部 解 的 存在 定 
理 . 对 抽象 柯 西 问题 

zi x(h)—sr, (1) 
w X E E Swe Bj, D—= B(zo r)= (xz € X | 
| z—z || <+),J=[t t +a ]CR,R =J?X D. 利用 
紧 型 条 件 有 以 下 三 个 存在 定理 : 

1. 抽象 柯 西 问题 (1) 在 [to,to 十 6] 上 解 存在 , 若 : 

D f€CQu X), || Fx) | SM XI G, € 
R.,ó=min(a,r/(M+-1)). 

2) 了 在 R。 上 一 臻 连续 ,对 任意 的 AC B(zo,r) 
有 aG, AD))< gG, a( AD). 

3) g€CQU Xx[0,2r ,R),gG,0 —0 K u(t) =0 
E. u'=g(t.u),u(t.)=0 的 惟一 解 . 

2. 若 满足 定理 1 中 的 条 件 D ,此 外 还 满足 对 任 
BA AC B(z r), a(/(J,A))< g(a(A)), Rb 
g:R,—R. E E 22 BA u = g (u) ,u (0)=0 
ÆJ ERE USE u=0, WII ODE Lt stot] EFE TE 
fr. 


s’ ), E X X X 


3. 设 ， 
1) FECGCRX), 且 对 (人 ,zz)ER， || £O. || 
Selt), HP ELJ), S 0 二 6 过 a 满足 


to tê 
| para S 


2) XN EJ, BC D,YCFfG,B)xgG. (D). 

3) 满足 下 列 条 件 之 一 , 则 抽象 柯 西 问 题 (1) 在 
Ltosto +O] EF ERE : 

(D X Æ weg 空间 ( 即 存在 弱 列 紧 集 KCX, 使 
K 张 成 的 线性 空间 在 X PHR) Y =p, g 满足 定理 
1 中 的 条 件 3). 

Q X 是 任意 巴 拿 赫 空间 ,Y= 一 a 或 ”7==B,2g W 
足 定理 1 中 的 条 件 3). 

抽象 柯 西 问题 解 的 存在 惟一 性 (existence and 
uniqueness of solution for abstract Cauchy 
problem) 利用 耗 散 型 条 件 得 到 的 关于 抽象 柯 西 问 
题解 的 存在 惟一 性 定理 ,其 中 耗 散 型 条 件 比 李 普 希 
落 条 件 更 为 一 般 (参见 “抽象 柯 西 问题 的 皮卡 定 
H”). 对 于 抽象 柯 西 问题 

和 m —X (1) 
利用 耗 散 型 条 件 有 以 下 的 存在 惟一 性 定理 : 设 X 是 
3k py S s la] J — (eto to ta ]JCR D BG 7) — (x 
EX, || zx 一 zo 二 r},f:J XD>X 连续 ,是 在 /XD 
上 ,上 f(z,xz) 上 三 MM 及 满足 耗 散 型 条 件 : 对 
£C [tostotalayED, CFG,x2— fy), roy) 
«ga.lz-—»yl25lx—»l.X'Pg€caxR., 
R).g@O=0O H zG()= 0 EOE gu) 一 
gtu), ulto) = 0 R TE — AE, DU FH Be n] p8 [B] A > 4€ 
[tosto +6 ](O<min(a,r/M)) LIES. 

抽象 柯 西 问 题 整 体 解 的 存在 性 (existence of 
global solutions for abstract Cauchy problem) ln 
用 耗 散 型 条 件 得 到 的 整体 解 的 存在 定理 . 对 于 抽象 
柯 西 问 题 

zl = ftiz), TU) = Tos (1) 
有 如 下 的 整体 解 的 存在 性 定理 : 设 X 是 巴 拿 赫 空 
间 ,抽象 柯 西 问题 (1) 在 [z, 十 cc) 上 的 解 存 在 ,如 果 
了 满足: 

1. SECR XX, X), SERAR EA FH AME 
Si z) CR, XX,(1) 存 在 局 部 解 . 

2. CF xao gts | z | 5 | z |, Gane 
Ri XX, ËH g€ COR; XRi,R) K HB Ij] En, 
u =g(t,u), u (t) = | x, | BJ E X # +G) 在 
[to» too) Fe TE H A: dE fA BY. 

右 端 函数 不 连续 的 抽象 柯 西 问题 (abstract 
Cauchy problem with the discontinous right side 
function) dn R ROM EKA RA BARA HR 
柯 西 问题 的 广义 解 . 抽象 柯 西 问 题 
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ges dd p deco) may (1) 
SUB WW PEI 了 上 不 连续 时 ,有 以 下 的 (广义 ) 解 的 存在 
定理 ; 设 X 是 巴 拿 赫 空间 ,J = [0,a]CR,D= 
Blo CX: f.JX D>X XT t 可 测 , 关 于 x 一 致 
连续 , | FG. | MOD RP MEL CD ,并 满足 

(Or) JG. x yx. 

Sp acest || 

X] x.y€ DAEa.e.tCJ, E th g.J XR, >R W E + 
拉 西 奥 多 里 条 件 , 且 g (1,，) 是 递增 的 及 wu(i) 夺 0 是 
ÆJ Eba. e. 满足 wu = 二 gt,w),u(0) 二 0 的 惟一 C 广 
Sf. 则 问题 (1) 在 L0,b5j] 上 存在 绝对 连续 解 ( 广 义 
解 ) ,其 中 2<a 使 


b 
| Mods EK. 


闭 集 上 的 抽象 柯 西 问题 (abstract Cauchy prob- 
lem in closed sets) WË > 是 巴 拿 赫 空间 X HA 
子 集 的 边界 点 的 抽象 柯 西 问 题 . 设 X Reg 
间 ,DCX BAF SR PRAG x: [0.0 ]-- D 使 满足 

z'()-—fG.Q)D, 
其 中 z€ D( 由 于 D 是 闭 集 ,zo 可 能 是 DD 的 边界 


r(0) = Tos 


. 点 ). 这 类 问题 称 为 闭 集 上 的 抽象 柯 西 问题 . 考虑 这 


类 问题 时 ,要 求 f(1 ,zx) 在 边界 点 满足 条 件 : 
lim A !p(r + AfG,z),D) = 0 (1) 


x ze [0,8], € 3D, oC * , e ISS Bb, D E D oi 
WH. (1) 式 称 为 边界 条 件 . 

闭 集 上 的 解 的 存在 性 (existence of solution in 
closed sets) 闭 集 上 的 抽象 柯 西 问题 的 解 的 存在 
定理 . 设 X 是 巴 拿 灰 空间 ,DCX,7= 王 [0,ajCR,zo 
CDD DI B(xo,r) 是 闭 集 ,f EC(JXD,,X) 且 
| fl,z) || M. 考察 柯 西 问题 

ws Ee a (1) 

iX 6 二 min (a,r/M), 为 方便 起 见 , 先 列 出 如 下 的 假 
设 条 件 : 

1. lim A ! p(x + Af t,x), D) = 0, 对 1 € J ,7 


€ Blro,r) N aD. 

2. a(f(JXB)) 达 g(a(B)), 对 任意 BCD, 这 
里 gE€EC(R;,R;) 是 不 减 的 , 且 '=zg(u),u (0)=0 
EJ 上 只 有 零 解 u(t) =0. 

3. Ft,2)—fsy) sx—y 4 SL || r—y || ? X} 
tC J,z,y€ D,,L> 0 ERR. 

若 满足 条 件 1 和 2, 则 (1) 在 [0,6] 上 存在 解 ; 若 
满足 条 件 1 和 3, 则 (1) 在 L0,6] 上 存在 惟一 解 . 

抽象 空间 的 锥 (cone in abstract spaces) ”建立 
抽象 空间 微分 不 等 式 理论 所 需 的 基本 概念 . 设 天 是 
巴 拿 赫 空间 X 的 真子 集 , 满 足 : 对 4 之 0, AKCK， 
K+KCK,K=K(K RKA K WAE) KNK)? 
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={0}(0 表示 空间 X 的 零 元 ), 则 称 天 是 一 个 锥 . 利 
FARE K 可 以 在 空间 X 中 引进 偏 序 “三 ”和 “< 二”, 进 
而 定义 正规 锥 . 对 任意 m y € Xo ry, BU y 
—z€K;r-y,HBDHM KK 的 内 点 全 体 所 成 的 
集合 ) 非 空 和 y 一 zE 天 ". 知 由 锥 天 在 空间 X 中 引进 
偏 序 ,使 每 一 有 界 单调 序列 必 存 在 极限 , 则 锥 天 Sr 
为 正则 锥 ;车 存在 实数 N>0, ETE ER u, C X, 
0 委 x 委 " BM || «|| <N || v || WERE K 是 正规 的 . 
正则 锥 (regular cone) M“ 3:83 8 Z [B] BJ RE”. 

TESA #E (normal cone) J“ fA = JR] AY HE”. 

算 子 的 拟 单 调 性 (quasimonotone of a oper- 
ator) ”建立 抽象 空间 微分 不 等 式 的 重要 条 件 . 设 X 
是 巴 拿 赫 空间 ,K 是 X 的 一 个 锥 且 K" 非 空 ,并 由 天 
在 X 中 引进 偏 序 . 记 

K*-—íc€ X' lc(x)z20,x€ K), 
Ko —(c€ X* |lc(3220,z€ K?), 
其 中 XRRR X 的 对 偶 空 间 . ST S: X— X ABE 
X] r.y€ X, z< y RHR c€ Kz ,c(=)=c(y)B5 E HU 
chf GOD Sic CF Cy20 WRAT / 是 拟 单 调 不 减 的 . 
关于 拟 单调 算 子 ,有 下 述 断 言 : 设 w,vEC' (Qs, 


XO,.f€C(R, XXX), BI RA CR ,/G,.r)>% . 


Tox EIA AY s HE 34 E Gs. oo) uv W 
是 w 2 — fu G0 «v! (一 to) M H ulto) 
«vGDTEO 4 tt, BI uG@)<v@). 

最 大 解 和 最 小 解 的 存在 性 (existence of maxi- 
mal and minimal solutions) 抽象 柯 西 问 题 的 最 大 
解 和 最 小 解 的 存在 定理 . 设 和 是 巴 拿 赫 空间 , 开 CX 
是 一 个 锥 且 天 " 非 空 ,由 天 在 X 中 引进 偏 序 “ 委 ”万 
— Br cX,J-[0,a]CR. f:Jx D—X 连续 且 
关于 工 是 拟 单 调 不 减 的 , | ZG, z) | SM X} Ga) 
€ JX D 并 满足 a(f (J X B) xg(aCB)D.BCD,R 
中 giR,—R.XEZE H fi  =zg(u),u (0)=0 RAE 
fit u(t)=0,t€ J. 6 min(a,r/M). WHR P8 |n] En 
x =f t,x), z=(0)=x #E[0,6] ECE T fs Ex 
存在 最 大 解 与 最 小 解 . 

拟 线性 化 方法 (method of quasilinearization) 
求解 非 线 性 方程 柯 西 问题 的 一 种 方法 .在 了 关于 > 
的 弗 雷 软 导 数 广 (z) 存 在 及 其 他 附加 条 件 下 ,可 
用 一 列 线性 方程 柯 西 问 题 

六 二) 

z(t0) = Xo | 
HU RE z,(2) 去 逼近 非 线 性 方程 柯 西 问题 

TO= gg y). Ah (1) 
Hy fp. R X E E Sc, D= B(z r) CX, 
J=[tosto tal], f€ C[JXD, X]. t K JE X HEM 
E H 天 " 非 空 .严格 叙述 如 下 : 设 || f Gl <M 对 
(,3)€ J X DJERONE SET t€ [to toda] f£ ACT x 
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Je LEGALI URL GCD € J X D, f G DFE E 
SAA If G, xod < L, X H Yb Bt a WWE 
a(M--2Lr)&r; W 8g i€J SU. DEB DES 
的 . Wi ££ EL £o to +a] E— 31] PS (2,2) 5 使 得 : 
1l. zo (2 9 xf 2, (4) CET sn=152,° ER 
性 方程 > =f oz, o fO, G—z, IE 
z (to) =x. 的 解 ,而 且 z, Or), XB ra) ÆA) 
的 解 . 
2 lim z, =r E[t sto a ] Ede — BN. 
单调 迭代 方法 (monotone iterative methods) 
构造 性 地 给 出 微分 方程 问题 的 最 大 解 、 最 小 解 的 一 
种 方法 . 设 X EES. KCK 是 正规 锥 ,考察 
抽象 柯 西 问 题 
Y= Tw: ah) Hae (1) 
B uo zo € C1 (I , X), FWE 
o SF 505) War T UD: 
则 Vo s Wo 分 别称 为 (1) 的 下 解 和 上 解 . 对 任意 在 [= 
[0.7 | EE vo GO Sw OA vo sw € COL, X), EX 
BE BY Lup wi |= («€ X |v GO Su wy Q) tE). 
KT PURO. A PRB: ie K SIEM 
锥 ,fAEC(ITXX,X) 并 满足 : 
1.vo,wo 是 (1) 的 下 解 和 上 解 ,并 且 在 了 7 上 
vo (t) Sw (t); 
2. FEER L> 使 a(f G, B))<La(B) ME 
X BC [vows]:£€1; 
3. 存在 常数 M>0, FE XS uv € [vow uzv 有 
JG,u)— GOS —Mlu— v); 
则 对 任意 wo © X ,u (0) Kuo Sw (0) ,存在 单调 序列 
{Un} ， 《wa}) 分 别 一 臻 单调 地 收敛 于 (1) 的 最 小 解 o 与 
EAE r, ME u ROW HAA Ens 
uw), WEI E 
VS v < e < v, < Ge 
< dÉ < r < ew, < *** <Ç ZO, < tU 
非 线 性 二 阶 微分 方程 的 边 值 问题 (boundary 
value problems of nonlinear second order ordinary 
differential equations) 抽象 空间 里 的 二 阶 方程 的 
边 值 问题 . 设 X E EE $£ k =E Bj, H.[0,1]x Xx X— 
X xo zi € X , EI E In] ER 
"=H toa T (Uerteel, 
ax(0)—bz' (0) = tis (1) 
cra(1)+dz'()=z;; 
Et a.b.c.d2Z20,ad-- bc2950. 关于 边 值 问题 (1) 有 
下 述 结论 : 
1. 假设 HEC(JXXXX,X),J=[0,1j, 对 以 ， 
rsy) EJXXXX, NHG,z,y) || xL. 
2.aH(JXAXB)<kmax([alA),e(B) |J F 
SS A, BCX NY. 


iZ C4G,s) 是 纯 量 边 值 问题 
y"=h(t), ay(0 —by' (0) —0, 
cy(1)+dy (1220 
AIRA K eg X, WY 4 R<1/2p 时 ,其 中 
p max(],supG(t,s)), 


CD FETE x € C! GJ. X). 

m ## S F (m-dissipative operator) # TE 
群 理 论 的 一 个 重要 概念 . 设 X 是 一 实 巴 拿 赫 空间 ， 
F.X—2* 是 对 偶 映 射 (参见 “ 半 内 积 ”). 一 个 算 子 
A.D(A)C X— 2 称 为 耗 散 的 ,大 对 任意 的 242, 
D(A), FESE F (zi —z>) 18 18. fiue y.) <0 对 一 
切 y EAT 和 y;€ Ax; 成 立 . 一 个 耗 散 算 子 A PRN 
m SE ën pn, RO— A0 — XXX H R O ORMER. 

ST £ ËE (operator semigroup) 研究 发 展 方 
程 的 有 力 工 具 . 设 X 是 巴 拿 赫 空间 ,C 是 X HAT 
集 , 称 S GO E C ELNH-TET LH. AE T 
{SL()1C 一 C,t 宇 0) 满 足 : 

1. 对 每 一 :£20,S (1) :CC 连续. 

2. 对 每 一 zxEC,1>S (1)x Xf 10 ER. 

3. SO)r=x XJ— UJ <€ C MV. 

4. SNCS Co) =S (TT XJ RF — JJ z€ C 和 
rt MV. 

w SOEC 上 的 一 个 算 子 半 群 , 且 

Sea — 5091 s Tec l 

对 t 宇 0 和 一 切 x,yE€EC RA, MR SE C 上 的 一 
A^ H7 EBSÉXC—XHSGJZZUS S TERT NJ 
SES SG O X 上 的 一 个 Co PH. 2 SG) E C 上 
的 算 子 半 群 . 记 


DA= 1zEC lim 2422 — qe ge 
x rE DCA), E X 
Ax = lim OO x = SCH 


T £ 

则 称 4 为 SC() 的 生成 元 (或 无 穷 小 生成 元 ),D(A) 
称 为 4 的 定义 域 . 关于 算 子 半 群 有 下 列 重要 结论 : 

1. 设 S(2) 是 和 XX 上 的 一 个 Co 半 群 ,4 SOK 
生成 元 , 则 ; 

1) DAE X rp fog. 

2) A 是 闭 线 性 算 子 . 

3) 对 任意 z€ D(A), S(t) xo 对 上 之 0 连续 可 微 
且 是 齐 次 的 发 展 方程 柯 西 问题 


{ar = Ax(t),t > 0, 


ZOO) ma 


的 惟一 解 ,满足 


£ (SG)z,) = AS(Da, 一 SG)4z G > 0. 


2. X Al X ”是 一 致 凸 的 ,4 是 X 的 一 个 闭 集 


抽象 空间 中 的 微分 方程 


C 上 的 非 线 性 压缩 算 子 半 群 SC) 的 生成 元 , 则 对 > 
ED(A), 有 : 

1) SO)x€ DCA) Xt 1220, H AS (Ct) xo X] £20 
右 连 续 . 


. 

2) tC S Qa, 对 zt 宇 0 存在 且 
十 

dS (Das — AS Qa (1220). 


3) 对 :之 0, 除 可 数 个 值 外 导数 
$a, 


存在 而 且 满 足 
S sia, = AS(t) xp. 


压缩 半 群 人 (contractive semigroup) WA TÆ 
m". 

C,3EBÉ(C,-semigroup) WL“ SE T SERE". 

希 尔 - 吉 田 耕 作 定 理 (Hille-Yosida theorem) 
闭 稠 定 线 性 算 子 4 成 为 某 个 Co 半 和 群生 成 元 的 充分 
必要 条 件 . 设 4 是 巴 拿 赫 空间 X 中 的 一 个 财 稠 定 线 
性 算 子 , 则 4 是 满足 

| Se) || SMe” (Gz0) 

的 Co 半 群 SG) 的 生成 元 , 当 且 仅 当 对 一 切 复数 À, 
Red>w,(AI—A) '€ L(X, X) (Bh X A X ANA 
界线 性 算 子 空间 ), 且 


| XAZ— Ay e acd 


(ReA — o)" 
这 里 M 是 正常 数 ,w 是 某 一 实数 . 

非 线 性 希 尔 -吉田 耕作 定理 (nonlinear version 
of the Hille-Yosida theorem) # 7K {A Rr zs [a] rp dE 
线性 压缩 半 群 的 生成 元 与 m 耗 散 算 子 的 关系 定理 . 
该 定理 断言 : 设 C 是 希 尔 伯 特 空间 H 中 的 一 个 非 空 
AGTE, SEC 上 的 一 个 非 线性 压缩 算 子 半 群 , 则 
存在 惟一 的 一 个 m 耗 散 算 子 A DAC X 27 ,使 
得 4 是 S 的 生成 元 .反之 , 设 4 是 D(A)CX 一 2 
的 一 个 m 耗 散 算 子 , 则 存在 D(A4) 上 的 惟一 算 子 半 
群 S, 使 得 A RES 的 生成 元 且 对 任意 z € D(A), 
X(t) 二 S(t)zxo 几乎 处 处 满足 微分 方程 

d 
dt 

余弦 算 子 函数 (cosine operator function) 用 
来 表示 巴 拿 替 空间 中 二 阶 线性 自治 微分 方程 的 解 的 
算 子 函数 . 设 和 是 巴 拿 赫 空 间 , 了 (X,X) 是 映 X 到 
X P BS S E TEST mu. ST ACE): R — 
LIX, X’ EWE: 

1. CX(00—1; 

2.C(s tt) +C(s—t)=2C (SCO) ATA BS z,s 
CR; 

3. WD <€ X,CG)z X] t€ R 连续 ; 


(n = 1.2.1), 


wt) CALE): 029024 
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SM d J 程 


WERCOA X EM — uñ EE ST EEN. A lll 
下 基本 结论 : 

对 于 巴 拿 赫 空 间 X 中 的 每 一 强 连续 余弦 算 子 
PRI XX C GO ,存在 惟一 的 闭 稠 定 线性 算 子 A ,使 得 对 
每 一 rn EDA), sE) =C. 是 微分 方程 


Dr) = Ax(t), x(0) = x, z'(0) = 0 


对 :ER 的 惟一 解 . 如 此 算 子 4 称 为 C 的 生成 元 (或 
无 穷 小 生成 元 ). 

余弦 算 子 酒 数 的 生成 定理 (the generation the- 
orem of cosine operator functions) ”刻画 闭 稠 定 线 
性 算 子 成 为 一 个 强 连续 余弦 算 子 函数 生成 元 的 特征 
的 定理 . 设 X EER SHS. AB XY 上 的 一 个 财 笛 
定 线性 算 子 , 则 A 是 一 个 强 连 续 余 弦 算 子 图 数 C (z) 
的 生成 元 ,或 者 等 价 地 对 每 一 zo€ D(A4), 二 阶 微分 
方程 


rq) — Axtt), x(0) = = Los T AOS = 0 


Xp t€ RS TE—£fBE LOWE | z<G) | SME) || z || 
Z0, MXF £290 是 一 个 非 负 不 减 函 数 ) 的 充分 必 
要 条 件 是 ,存在 常数 wER 和 M。>0, 使 得 对 Rea> 
w, LA. AYRJSÉ,(Q21I— A)! € LOX , Xf 
| A(G272— A27» || Mon! (Rea—w) 07? 
(n=0,1,*.). 

此 外 ,车 上 条 件 成 立 , 则 对 x,EDCA) 和 zi1EDi= (x 
EXC) x XF € R 连续 可 微 ), 柯 西 问题 


Kaatz Az), z(0)—z, z'(0)= x, 


存在 惟一 解 
0 ER | Cond 4 € By. 
这 时 由 
sc = | Cds 


XE X BA EE + PR 22 SF 29 EA T RR. 

发 展 方程 人 (evolution equation) ”从 描述 众多 依 
时 间 变 化 的 物理 模型 归纳 出 的 一 类 抽象 空间 微分 方 
Fë. ELS jk s B] X 中 的 下 列 形式 的 微分 方程 

zg = AG)z + f) (1) 

被 称 为 发 展 方程 (或 演化 方程 ), 其 中 AG) tk J 
t HAT. 一般 地 ,它们 是 无 界 的 ,而 且 不 一 定 在 整 
个 空间 X 上 处 处 有 定义 ,其 至 是 非 线 性 不 连续 算 
T. 数学 物理 或 其 他 学 科 中 经 营 遇 到 描述 不 定常 问 
— a laden en 页 或 混合 问题 就 

结 为 某 巴 拿 赫 空间 X 中 的 发 展 方程 . 

发 展 系 统 (evolution system) 发 展 方程 的 解 
算 子 概念 的 抽象 化 . 一 个 巴 拿 赫 空间 X 上 的 有 界线 
性 算 子 的 双 参 数 族 U G s) 05ST ,如果 满足 以 
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下 两 个 条 件 , 则 称 UG,s) 为 一 个 发 展 系统 : 
1. U (s,s) - IU G,r)U Gr,5) =U sA T ORs 
Sr St RT WW. 
2. Gs) U G SMF 0 | T 是 强 连续 的 . 
抛物 发 展 系 统 (parabolic evolution system) 
一 类 重要 的 线性 发 展 方程 . 一 个 巴 拿 赫 空间 X 中 的 
线性 发 展 方程 
Z + AG)z = 0 (0O m secre. T), (1) 
a(S) = Zoe 
# Ei EJ UE WEE B 
LAMM 0</<T WJ E X. bk D(AG))=D 
fE X 中 和 再 密 和 不 依赖 于 上 上 
2. 对 t€ [0,T | AGORITREESX CAL AG) 对 
于 所 有 使 得 Re4 委 0 的 复数 4 存在 ,日 存在 常数 MM 
使 得 
| «AZ — AQ) < 


JA} + 1 
对 上 EL0,7] 成 立 . 

3. 存在 常数 工 和 0<a 乏 1, 使 得 | 外 (4G) 一 
ACDA)! || xL |t—sl' o s.c ceo, T m. 

设 (1) 是 抛物 型 的 , 则 存在 0 委 * 委 上 入 7 EAE 
一 的 发 展 系统 UG LAL EI: 

1. (Uss) || SC, X} F OSs StST RY, XE 
C 是 正和 常数. 

2. 对 于 OSs T ,U Usel: XD FU Cr ,s)XF 


i RR TU.) € LOC X) Ht 0st T B 


WEB LOIS TU Ws) +A WU G5) —0 WE oss 
em. 


3. | ZUG,s) 


| = | AWU | <C/G— 


NA || ACOU G.A ! G) || SC MF OMs<tXT 
成 立 . 

4. 对 每 一 0<s— T fl EX, AE fr) 
=U (ts) £o- 

5. A SO ELLs, T ] E Es AR # E 2 BJ , WAS 
— z€ X fu PG [n] EN 

ADE) = fA (0 < s< < T), 

LCS) = Xo 
有 惟一 古典 解 

x(t) = U(t,s) £o + [UG 0f Gods. 


SIT BJ (admissible subspace) 为 了 刻画 
线性 发 展 方程 的 双 曲 E ¿pas 


赫 空 间 ,Y 是 X 的 一 个 子 空间 按 范 数 上 + H Rn 
的 且 范 数 | ， o 上 , 即 存在 
IE 73 C EG | <| SC | z |, XE— J z€ Y 成 


SL. 对 于 具 生 成 元 4 WJ C; ETO, f = |a] Y 称 为 
A ZEB XE T GYY CY 对 1t 宇 0 成 立 和 T(z) 在 Y 中 
的 限制 是 Y 中 的 一 个 Cj BAEC BNF ER || ° H í 是 
强 连 续 的 ). 有 以 下 结论 : 设 T() 是 具 生 成 元 A 的 
C, 半 群 ,X 的 子 空间 Y 是 4 容许 的 , 当 且 仅 当 存在 
常数 wER (E183 AeBOI—A) YCY.H A E 
Y (P854 A. DA — (z€ D(A), A Ax € Y} Xt x 
€ D(A), Ar=Ax Æ Y EW—7 C, 半 群 的 生成 元 . 
生成 元 的 稳定 族 (stable families of generators) 
构造 双 曲 发 展 系统 所 需 的 概念 . Ue X IEEE S 
间 ,X Em Co 半 群 的 生成 元 族 44(4) eror tN E 
稳定 的 ,如 果 存 在 常数 M1 和 e CER DJ TR XE W RD > 
Aes +oo)XtF C [0,7 or. A 


i [Jar AG) || <MQ— o) 


对 于 a 一 有 限 序 列 
ON StS ST (k=1,2,") 
Hu, AKBCE LA GO ),er 门 是 生成 元 的 稳定 
族 , 具 稳定 常数 M 和 ww. 设 BG) OST) xX E 
的 有 界线 性 算 子 . 如 果 || BO || <K W C [0,T 1A 
XU CAGCO -BGD ero 是 一 个 生成 元 的 稳定 族 ， 
具 稳 定常 数 M 和 ot KM. 
双 曲 发 展 系统 (hyperbolic evolution system) 


一 类 重要 的 线性 发 展 方程 . 巴 拿 赫 空 间 X 中 的 线性 
发 展 方程 

eG) 0g) r0) COS s= ¿= 7), 

CS = Xo (1) 


若 满 足下 列 条 件 , 则 称 它 为 双 曲 型 的 : 

1. (AGO jecro 门 是 一 个 生成 元 的 稳定 族 , 具 稳定 
BR M l w. 

2. 存在 X 的 一 个 子 空间 Y, 使 得 对 一 切 :€ 10， 
Tj],Y 是 4 (i) 容许 的 , 且 AG)£#E Y 中 的 部 分 族 
(AG) herr E Y 中 是 稳定 的 , 具 稳 定常 数 好 和 v. 

3. XE £€ LO,T ,YCD(CAGO,ACO:Y—X 有 
R, H — AG3 LO , X) PARES. 

关于 双 曲 型 发 展 方程 有 下 述 结论 : 若 (1) 是 双 曲 
型 的 , 则 存在 惟一 的 发 展 系统 U(,s) (0< s < 
T) ,车 它 满足 下 列 条 件 , 则 x(z) 是 (1) 的 惟一 解 : 

1. || UG,s) | xzMe" 3t ois T 成 立 . 


+ 
2. UG, s)y|,-,= AG) 3E VEY seet? 
成 立 . 
3. ZU (2y7 UG AG» 对 于 yEY,0< 


SEU 成 立 . 

4. XE U G,0Y CY 对 OKs SKKT Bur BH. rlt) 
=U (t,s)y 对 y €Y,Oxis«uT # Y 中 连续 . 

C, 3E BE B Mik YR XE E (asymptotic stability of 


抽象 空间 中 的 微分 方程 


Co-semigroups) C, 半 群 理论 的 一 个 重要 概念 . 设 
T ES gh == [a] X 中 的 一 个 Co 半 群 ( 即 强 连续 
有 界线 性 算 子 半 群 ),4 是 它 的 生成 元 .T(z) 称 为 渐 
近 稳 定 的 ,车 对 每 一 x€E X, 
lim | dx] 6 

it o CAM o, CAD AE FI AN 4 的 谱 和 连续 谱 , 有 如 下 
非常 基本 的 结论 : 设 T() 是 巴 拿 赫 空 间 XX 中 的 一 个 
Cu 半 群 具 生 成 元 A. 奇 存在 正和 常数 M, 使 得 
ITO | SMIOR, HoA NIRA), F 
AEA RY UT GOES E. RL, A T G) Wr a 
XE WITH || CM x] £220 成 立 和 ReaA<o 对 于 一 
UJ 4€E ol(A) 成 立 , 同 时 纯 虚 数 至 多 是 4 的 连续 谱 . 

C, 半 群 的 指数 稳定 性 (exponential stability of 
Co-semigroups) C, 半 群 理论 的 一 个 重要 概念 . 巴 
SW X 中 的 一 个 Co KAT OP AG RE 
的 , 若 存 在 正常 数 M A o, tE ll TO || <Me "XH: 
=0 成 立 . 设 4A 是 Co 半 群 (i) 的 生成 元 ,P(A4) 和 
5(4) 分 别 表示 4 的 预 解 集 和 谱 : 

1. W T(t) & K OR AA FF E H 中 的 一 个 Ce 半 
群 , 则 人 (是 指数 稳定 的 , 当 且 仅 当 如 下 条 件 之 一 
成 立 : 

1) {A|ReAS0}CpCA) Al sup( || (A— AD ^! || | 
ReAZ0j«-oo. 

2) 存在 2 之 1, 使 得 


+o 
| (T Gor y) [^d£ < e 
0 


对 一 切 x.y € H 成立. 

3) 存在 一 个 有 界 正 线性 算 子 B, (Bz 2220 对 
一 切 x:50,f18 2Re(BA<x,z)= — || z ||? 对 一 切 
r€ DCA) ROY. 

2. 设 T(z) 是 巴 拿 赫 空间 X 中 的 一 个 Co ERE. 
Tr 了 了 (2) 对 1 之 0 按 一 致 算 子 拓扑 连续 (比如 当 T(z) 
是 解析 的 、 可 微 的 或 紧 致 半 群 时 ), 则 (2) 指数 稳定 
的 充分 必要 条 件 是 sup {Re AJAC o( A)) <0. 

非 线 性 算 子 半 群 的 稳定 性 (stability of nonlin- 

ear operator semigroups) 非 线 性 算 子 半 群 理论 的 
一 个 重要 概念 . 设 人 4S GO 120) JE E REA ZR [a] X 中 的 
一 个 闭 集 C 上 的 非 线性 算 子 半 群 ,0OEC H E S 的 

平衡 点 , 即 SC)0 王 0 对 220 成 立 . 零点 称 为 对 S (2) 

ERE, EX e>, TE 1E9 0, EET — 9] 220, H 

要 zEC, zl «93534 | SG xl <=; # — 308 

Jr Pë E HU. pU dE Pa E BU 3f H fg dE — + % xx 

U={xE€C| | zl <r}, 8818 


lim lS Ceu], = 
对 r€U ÆA. C 上 的 一 个 连续 实 值 函 数 V Sr 
为 李 亚 普 诸 夫 函数 , 若 
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S D 分 7 程 


pue Tim (V (SQ) = een 
t0 f 


对 一 切 r€ C RO, 

关于 非 线 性 算 子 半 群 的 稳定 性 ,有 下 述 结论 : 设 
(SQ) |t 宇 0} 是 巴 拿 赫 空间 X 中 的 一 个 闭 集 C 上 的 
非 线 性 算 子 半 群 ,0 是 它 在 C 上 的 平衡 点 ,V 是 李 亚 
ae ES PRA e E V(0)=0,V(z-)>—C(| xl» x 
€ C 成 立 , 这 里 C(，) 是 严格 增 函 数 ,CC0) 一 0,CCr) 
290 对 >r>0, 那 么 零点 是 稳定 的 . 若 附 加 假设 V (x) 
< —C, Ç | X | ), 这 里 C, ( ° ) Oy Ft — A B dE ffi pR 
H.C (00 —0, AS ra E — PX WH E ES AE BJ. 

FIER TE Sr GE SÉEBJ SE I EE Cinvariance 
principle for nonlinear operator semigroups) 关于 
w 极限 集 对 于 半 群 的 不 变性 . ELS CO | E20) RES 
Mm X 中 的 闭 集 C 上 的 一 个 非 线性 算 子 半 群 . 一 
个 集合 天 CC RAX S 是 不 变 的 , 若 对 任 一 z € K, 
存在 一 条 连续 曲线 z:R 一 玉 具 Z(0) 王 xzo 和 
S G)x(G)-—crGcT DS :0,—9oe0«rc:« + cok F. # 
DEC MPA SER olro) = (z€ C | FE :,— coli f 
St) Lor PRH ro RF S BJ o RRR. 

1. z € C fS Gn |t>0 E C 中 一 个 紧 子 
集 , 则 w(Czo) 是 一 个 非 空 连通 的 紧 不 变 集 , 当 上 ~ 十 ce 
AY ,dist CS (2x, x,)2—0. 

2. I V 是 C 上 的 一 个 李 亚 普 诺 夫 函数 ,KE== {x 
€ C|IV(m)=0),M E E 的 最 大 不 变 子 集 , 若 {S(z) 
Xolt 宇 0} 是 C 的 一 个 紧 子 集 , 则 当 1 一 十 oo 时 ， 

S (t)x, — M. 


随机 微分 方程 


随机 微分 方程 (stochastic differential equat - 
ion) ”含有 随机 因素 的 微分 方程 通常 称 为 随机 微分 
方程 .但 是 ,随机 稼 微分 方程 党 习惯 地 被 简称 随机 微 
分 方程 . 

一 般 地 ,如 果 在 稼 微分 方程 的 已 知 函 数 ( 代 表 外 
力 的 部 分 ) 或 初始 值 中 含有 随机 因素 ,就 成 为 随机 微 
分 方程 . 对 这 种 方程 ,只 要 固定 其 中 的 随机 参量 w， 
就 变 成 了 普通 的 常 微分 方程 . 由 此 得 到 的 解 在 w 变 
动 时 就 是 一 个 随机 过 程 . 与 常 微分 方程 不 同 之 处 是 ， 
人 们 并 不 真知 要 知道 这 个 随机 过 程 的 所 有 轨道 ,而 
只 需要 知道 该 过 程 在 各 个 不 同时 刻 的 联合 分 布 ,或 
者 甚至 只 需要 知道 这 个 随机 过 程 在 不 同时 刻 的 分 布 
及 它们 的 相关 情况 . 其 中 更 想 知 道 的 是 这 个 过 程 的 
BF BJ EB pR a , Jy 25 pR A AS AH > pR X S= Pr W AE. BJ fW 
分 方程 . 这 方面 的 研究 ,只 需要 相对 地 较为 初等 的 概 
率 论 知识 ,但 是 ,在 工程 .生化 等 领域 中 却 具 有 宽广 
的 应 用 前 景 . 
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然而 ,更 为 瞩目 的 是 一 类 与 上 面 完 全 不 同 的 随 
机 微分 方程 ,这 就 是 伊 滕 清 从 20 世纪 40 年 代 末 开 
始 发 展 起 来 的 伊 滕 (随机 微分 ?方程 及 其 推广 . 这 种 
方程 的 研究 需要 更 多 的 随机 过 程 知 识 , 所 以 实际 上 
它 已 不 再 属于 微分 方程 的 范畴 ,更 确切 地 说 , 它 是 概 
率 论 中 随机 过 程 论 的 一 个 分 支 . 

伊 腾 方程 的 原始 模型 是 1908 ^E Bp Z D 
(Langevin, P ) 在 研究 质点 在 摩擦 力作 用 下 的 无 规 


则 随机 运动 所 导出 的 好 之 万 方程 : 
X, 一 一 aX, + s (a> 0), 
m I 


其 中 dB,/di 是 指 高 斯 白 噪声 过 程 , 伊 腾 方程 就 指 含 
有 高 斯 白 噪声 或 由 它 产 生 的 有 色 品 声 驱 动力 的 随机 
微分 方程 .这 里 所 谓 的 “高 斯 白 噪 声 " 直 观 地 就 是 指 
维 纳 过 程 B,( 在 随机 过 程 论 中 也 称 为 布朗 运动 ) 的 
“ 按 轨道 微 商 ”但 是 在 数学 中 布朗 运动 的 轨道 虽然 
是 连续 的 ( 即 是 时 间 的 连续 函数 ) ,然而 这 种 轨道 是 
处 处 不 可 微 的 ,于 是 在 物理 要 求 与 数学 处 理 之 间 呈 
现 了 矛盾. 伊 滕 清 首先 克服 了 这 个 困难 ,注意 到 了 不 
可 能 按 轨 道 地 定义 对 dB, 的 积分 ,他 定义 了 一 种 不 
是 按 轨 道 的 积分 (以 后 被 大 家 称 为 伊 腾 积分). 简略 
地 , 令 B, 为 一 个 连续 轨道 的 m 维 独 立 增 量 过 程 ,而 
HE BaB, 遵从 数学 期 望 为 零 同 量 且 方 差 矩 
PE HAU ON m X m 单位 阵 ) 的 正 态 分 布 (这 就 是 
维 布朗 运动 ). 伊 滕 清 把 不 依赖 B, 的 将 来 值 的 随机 
过 程 称 为 不 可 预期 的 过 程 ,对 于 一 个 4Xm RR PER 
的 不 可 预期 的 过 程 ,他 选取 了 适当 的 矩阵 值 不 可 
预期 的 阶梯 过 程 列 


Nea 


ei" A p? GT o. o 169) $ 
= i i SCH 
Rb re tuo o (GM G;? 60° ] 的 示 性 函数 ,并 
定义 


| gdB, 


0 


在 ”一 ce 时 的 随机 极限 (概率 极限 ). 引 进 了 伊 滕 积 
分 以 后 ,只 要 把 伊 腾 随机 微分 方程 形式 地 积分 ,就 转 
变 成 为 具有 完全 确切 含义 的 随机 积分 方程 , 它 也 称 
为 伊 腾 方程 . 一 个 伊 滕 积 


i pdB, 
与 一 个 不 可 预期 的 过 程 Ve, 按 轨道 的 积 
| YP ds 


d 


及 一 个 不 依赖 B, 在 ty 以 后 值 的 随机 变量 $ 的 和 ， 


记 为 X,, 称 为 伊 滕 过 程 . 通常 也 称 X, 具有 随机 微分 
GEX dX 2gdB, T V.dt. 对 于 关于 上 有 一 阶 连续 偏 导 
BL Xt z ROB — Br xe Sz fia sP 32% RRF G a0 , TP Jë 
HEX 的 复合 过 程 Y, 二 F(ti,X,) 仍 是 一 个 伊 腾 过 
程 , 它 具 有 随机 微分 


dF(t,X,) =| F,G,X,) + F.G , X, W, + 


d ， 
I. 0X) | dt 
i j=l 


+ FG, X)9dB,, 
其 中 Z= (ay Lee Z) F ,= (F, oF, s F.) F 
SS. 是 @ 的 转 置 . 这 个 公式 是 伊 滕 微 积 
分 中 的 基本 公式 . 它 相 当 于 普通 微 积 分 中 的 复合 函 
数 的 微分 公式 , 称 为 伊 腾 公式 .作为 特例 ,对 于 二 阶 
连续 可 微 图 数 Fn) AR 
e | F' Bods, ge irm (B.)ds. 

iX J Ri HK AS Br JÉ X EA FL -SE 48 JE ie PA AR A) EAB 
公式 不 同 , 它 多 了 一 个 包含 FWD. 这 是 由 于 当 t 
小 时 ,B, 相当 于 好 阶 无 穷 小 所 决定 的 . 


伊 滕 清 最 先 考虑 了 下 述 方 程 ( 伊 滕 方程 》 
dX, = o(t,X,)dB, + b(t,X,)di, 
= d 


SBMA E WH WR EBT 上 之 0 处 伊 腾 
方程 有 解 X,, 就 必须 对 系数 o 与 6 严格 限制 . 在 较 
强 的 条 件 , 例 如 c,2 满足 一 致 李 普 希 欧 条件 并 且 
oo b 满足 线性 增长 条 件 下 , 解 存 在 惟一 且 可 以 通 
过 类 似 于 常 微分 方程 的 迭代 过 程 而 获得 . 如 果 减 纶 
一 些 条 件 ,例如 局 部 李 普 希 世 条件 ,那么 就 有 必要 定 
义 局 部 解 , 此 时 惟一 地 存在 一 个 不 依赖 B, 的 将 来 值 
的 随机 变量 &, 使 解 的 最 大 存在 区 间 为 0<<;— £. 这 
+ £ ERA fÉ WJ Pk E BF Z|. 如 果 以 概率 为 1 有 
6 二 十 oo, 那么 , 解 X, 以 概率 为 1 存在 0<:;—< + co. 
这 种 情形 称 为 保守 情形 , 它 具 有 特殊 的 重要 性 . 

伊 腾 随机 微分 方程 的 解 X, 是 一 个 马尔 可 夫 过 
程 . 在 一 定 条 件 下 ,这 个 过 程 具有 转移 密度 , 它 是 一 
个 二 阶 抛物 型 偏 微分 方程 的 基本 解 . 这 个 抛物 型 方 
程 称 为 柯 尔 莫 哥 洛 夫 方程 . 20 世纪 30 年 代 初 , 柯 尔 
R EMA A (Koumoropos, A. H. ) 关 于 马尔 可 夫 过 程 的 
这 一 方面 的 研究 ,也 是 随机 方程 发 展 的 重要 背景 . 这 
样 , 伊 滕 方程 的 解 ,马尔 可 夫 过 程 ( 其 中 特别 是 扩散 
过 程 ) 及 偏 微分 方程 就 联系 起 来 了 . 可 见 ,与 伊 滕 方 
程 研 究 相 联系 更 多 的 是 偏 微分 方程 ,而 不 是 党 微分 
方程 . 只 有 在 少数 情况 下 , 伊 滕 方程 的 解 才 具有 明显 
的 表达 式 . 解 的 存在 性 、 惟 一 性 、 稳 定性 .平稳 解 、 常 
返 性 、 增 长 速度 等 也 是 研究 的 重要 方面 . KS 


随机 微分 方程 


(Puxman, H. H. ) 几 乎 与 伊 腾 清 同时 地 独立 地 提出 并 
人 研究 了 伊 滕 方程 . 

利用 20 世纪 60 年 代 末 由 斯 特 鲁 克 (Stroock， 
D. W. ) 与 伐 拉 丹 (Varadlhan,S. R. S. ) 发 展 的 蒜 方 
法 与 弱 解 理论 来 研究 随机 微分 方程 弱 解 的 存在 惟一 
性 ,可 以 解除 用 随机 微分 方程 研究 扩散 过 程 时 对 特 
定 的 布衣 运动 的 依赖 性 ,成 为 随机 微分 方程 中 的 重 
要 方法 . 

伊 腾 方 程 有 多 方面 的 推广 ,例如 过 程 的 取 值 可 
以 在 微分 流 形 上 ,也 可 以 在 巴 拿 赫 空 间 中 取 值 ;驱动 
力 可 以 加 进 泊 松 白 噪声 ,这 样 的 随机 微分 方程 是 用 
来 研究 具 间 上 断 轨 道 的 马尔 可 夫 过 程 的 . 迈 耶 (Mey- 
er,P. ) 为 首 的 斯 特 拉 斯 堡 学 派 在 20 世纪 60 ERE 
展 起 来 的 半 奈 理论 ,使 随机 微分 方程 有 了 重大 的 发 
展 ,在 广义 函数 空间 27" 取 值 的 随机 微分 方程 ,是 数 
学 物理 学 家 重视 的 方向 . 斯 各 洛 霍 特 (CxopoxortA. 
B. ) 在 20 世纪 70 年 代 发 展 的 不 可 料 过 程 的 随机 积 
分 及 其 随机 微分 方程 ,以 及 随机 线 积 分 和 相应 的 随 
机 微分 方程 等 ,也 都 得 到 数学 物理 学 家 的 重视 . 对 较 
好 的 系数 o(t,7),6(t,x), PDS (Hiroshi Kunita) 
证 明了 :除了 一 个 w 的 零 测 度 ( 零 概率 ) 集 合 外 , 初 
{EA x 的 伊 滕 方程 的 解 可 以 取 成 随机 流 , 即 对 e. 
r, u) A X, (w). 有 

At+s,c ow) = et.q(s,r,w),0, w), 

其 中 Ow 是 轨道 w BJ s -时 间 推 移 . 

RAE (Ito equation) ” 见 “ 随 机 微分 方程 ”. 

伊 腾 积分 (Ito integral) 见 “ 随 机 微分 方程 ” 

FRAR (Ito formula) 见 “ 随 机 微分 方程 ” 
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AATA $2 1E. (theory of partial differential e- 
quations) DZ Z 7c PR CIT] s = CP] SE d Sr A IN 
微分 方程 . 偏 微分 方程 理论 则 是 研究 这 类 方程 的 一 
个 数学 分 支 学 科 ,一 般 亦 称 为 偏 微 分 方程 . 客观 世界 
的 物理 量 一 般 可 能 表示 成 时 间 上 与 空间 位 置 坐标 
GEERT EE ut xy das 23) E RI EAE HIE E 
往 表现 为 它 关 于 时 间 和 空间 坐标 的 各 阶 变化 率 之 间 
WA. BDRM u 与 的 各 阶 人 篇 导数 之 间 的 等 式 . 例 
如 ,一 个 均匀 的 传 热 物体 的 温度 U 一 Mt XTi, TX2 ,Xs) 
就 满足 等 式 

H a| ot + E (a BERT, (1) 
这 样 一 类 包含 未 知 函 数 及 其 偏 导数 的 等 式 称 为 偏 微 
分 方程 . 由 几 个 偏 微 分 方程 所 构成 的 等 式 组 (未 知 函 
数 也 可 以 是 几 个 ) 称 为 偏 微 分 方程 组 . 偏 微分 方程 或 
偏 微 分 方程 组 中 所 含 偏 导 数 的 最 高 阶 数 称 为 此 方程 
或 方程 组 的 阶 . 例如 ,热传导 方程 (1) 是 二 阶 偏 微 分 
方程 . n 个 H 变量 的 函数 uris xo» s Ln) RI — BT T 
微分 方程 的 一 般 形状 是 


F L T: esc du E ... du — 0 
(aas de EE E ' ar, — Us 
FL F E. 2n+1 个 变 元 的 函数 . 


在 微 积 分 理论 形成 不 久 的 18 世纪 ,人 们 就 研究 
用 微分 方程 来 描述 物理 问题 ,并 针对 具体 的 物理 问 
题 求解 . 人 们 最 早 研 究 的 是 弦 的 横 振 动 方 程 
9*u , ou 
a8 — ^ ap" 
Xk BH N KR CD'Alembert,J. le R. ) 最 先 得 出 它 的 通 
解 
u(t,x) = gx + at) + (x — at), 
其 中 9 与 少 是 任意 函数 ;丹尼尔 第 一 。 伯 努 利 
(Bernoulli, Daniel I ) 从 弱 的 声音 是 由 基 音 和 泛音 
合 加 而 成 的 观点 出 发 ,认为 方程 的 所 有 可 能 的 解 是 


` . NTT nnat 
> A,sin ——cos 
E l i 


的 形状 ,其 中 /是 弦 长 ; 达 朗 贝尔 、 欧 拉 (Euler,L.，) 
fndud& BB H (Lagrange, J. -L. ) 还 研究 了 两 端 固定 的 
弦 满 足 初始 条 件 
HCO T) = fr (0,2) = 0 
的 解 ,并 对 解 的 允许 函数 进行 了 激烈 的 争论 . 欧 拉 和 
拉 格 朗 日 在 流体 力学 的 工作 中 , 勒 让 德 (Legendre， 
A.-M. ) 与 拉 普 拉 斯 (Laplace,P. -S. ) 在 天 体力 学 的 
工作 中 都 研究 了 调和 方程 .在 流体 力学 的 论文 中 , 柯 
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PY (Cauchy, A. ) 得 到 了 现在 所 称 的 柯 西 - 黎 曼 方程 
组 , 欧 拉 得 出 了 理想 流体 动力 学 方程 组 . 18 世纪 末 ， 
蒙 日 (Monge,G. ) 开 创 了 用 几何 解释 偏 微 分 方程 的 
思想 ,对 一 阶 和 二 阶 非 线 性 方程 建立 了 完整 的 特征 
理论 . 

19 th Za , (8 AY (Fourier, J.-B. -J.2 AGH 
了 热传导 方程 ,阐述 了 把 有 界 区 间 上 初 边 值 问 题 的 
解 表 为 三 角 级 数 或 贝 塞 尔 函 数 . 勒 让 德 函 数 的 级 数 
的 一 般 分 离 变 量 法 ,对 初 值 问题 通过 积分 变换 得 出 
了 解 的 表达 式 . 他 的 工作 不 仅 使 微分 方程 的 发 展 迈 
出 了 重要 的 一 步 , 而 且 使 人 们 把 函数 的 概念 从 单个 
解析 表达 式 中 解放 出 来 ,促进 了 函数 论 .级 数理 论 的 
发 展 ,引起 了 人 们 对 数学 的 逻辑 基础 的 探讨 . 同时 ， 
还 出 现 了 许多 现在 以 首创 者 命名 的 方程 .公式 和 解 
法 ,例如 ,引力 场 的 泊 松 方程 , 泊 松 公式 ,格林 公式 ， 
格林 函数 , 解 二 阶 双 曲 型 方程 的 黎 曼 方法 ,粘性 流体 
运动 的 纳 维 -斯 托 克 斯 方程 , 柯 西 弹性 力学 方程 组 ， 
电磁 波 的 麦克 斯 韦 方 程 组 . 这 些 成 就 对 科学 技术 的 
发 展 起 了 巨大 的 推动 作用 ,例如 ,麦克 斯 韦 
(Maxwell,J. C. ) 预 言 电磁 波 以 光速 通过 空间 ,断言 
Jt FE Fe, RE EL AR, EAE Y KE (Lorentz, H. A.) T 
电子 的 学 说 和 爱 因 斯 坦 (Einstein,A. ) 关 于 相对 论 
的 研究 . 柯 西 给 出 了 第 一 个 关于 解 的 存在 定理 ,开创 
了 偏 微 分 方程 的 现代 理论 . 杜 ， 布 瓦 - 雷 蒙 (Du 
Bois-Reymond , P. D. G. ) 提 出 把 二 阶 线 性 偏 微 分 方 
程 分 为 椭圆 、 双 曲 和 抛物 三 种 类 型 . 到 19 RR, ` 
阶 线性 偏 微分 方程 的 一 般 理 论 已 基本 建立 , 偏 微分 
方程 或 者 称 数 学 物理 方程 这 一 学 科 开 始 形成 . 

20 世纪 30 年 代 起 ,各 种 沁 函 分 析 方 法 陆续 被 
应 用 于 偏 微分 方程 的 研究 . 20 世纪 40 年 代 , 绍 德尔 
(Schauder ,J. P. ) 所 采用 的 先 验 估计 方法 ,不 仅 完满 
地 建立 了 一 般 二 阶 线性 椭圆 型 方程 的 古典 解 理论 ， 
而 且 为 解决 偏 微 分 方程 定 解 问题 提供 了 非常 有 用 的 
技巧 . 20 世纪 40 年 代 末 期 出 现 的 广义 函数 与 索 伯 
列 夫 空间 理论 ,为 偏 微分 方程 理论 的 进一步 发 展 提 
供 了 基本 的 工具 . 20 世纪 50 到 60 年 代 , 一 方面 作 
为 线性 分 型 方程 理论 的 扩展 和 深入 ,一 般 线 性 偏 微 
分 算 子 理论 得 到 了 发 展 ; 例 如 ,马尔 格 朗 热 (Mal- 
grange, B. ) 和 赫 尔 曼 德尔 (Hormander , L. ) 证 明了 
一 般 常 系数 微分 算 子 P(CD) 都 有 基本 解 , 即 满足 
P(D)E=6 的 解 , 这 里 9 是 狄 喇 克 函数 ,并 通过 卷 积 
Ex 得 到 方程 PCODDu— f PNE: DCL ew, H. ) 
给 出 了 没有 解 的 方程 的 例子 ,表明 变 系数 方程 比 常 


系数 方程 有 更 复杂 的 情况 . 06 — A TRI ELT Weiden 
的 深入 发 展 , 拟 线性 椭圆 和 抛物 方程 理论 有 了 重大 
的 进展 , 拟 线性 双 曲 方程 (组 ) 的 间断 解 的 研究 也 有 
许多 好 的 成 果 . 

近 二 三 十 年 进展 较 快 , 且 在 当前 国际 上 有 较 多 
人 研究 的 侦 微 分 方程 问题 有 :在 线性 问题 方面 ,微分 
算 子 的 概念 已 先后 推广 为 拟 微分 算 子 、 傅 里 叶 积 分 
算 子 和 仿 微分 算 子 ,利用 它们 研究 偏 微分 方程 解 的 
存在 、 解 的 光滑 性 、 定 解 问 题 的 惟一 性 、 局 部 可 解 性 、 
解 的 奇 性 传播 与 反射 等 问题 ,都 取得 了 很 好 的 结果 . 
微 局 部 分 析 方 法 是 新 发 展 起 来 的 重要 工具 ,利用 它 
不 仅 解 决 了 线性 方程 的 许多 新 问题 , 且 被 逐步 推广 
应 用 于 处 理 非 线性 问题 . 在 非 线性 问题 方面 ,研究 得 
较 多 的 有 拟 线 性 与 完全 非 线 性 椭圆 及 抛物 方程 、 非 
线性 双 曲 方程 、 孤 立波、 目 由 边界 问题 \, 反 应 扩散 方 
程 . 多 重 解 和 分 歧 解 等 . 研究 中 ,不 动 点 理论 .拓扑 
度 、 变 分 方法 (包括 临界 点 理论 )、 上 (下 ) 解 方法 、 单 
调 算 子 理论 . 非 线 性 半 群 . 隐 函 数 定 理 及 变 分 不 等 式 
等 方法 和 工具 不 断 发 展 并 得 到 了 新 的 应 用 . 微分 流 
形 上 的 偏 微分 方程 的 研究 也 取得 了 许多 深入 的 结 
果 , 微 分 几何 与 偏 微 分 方程 的 相互 渗透 成 为 一 个 重 
要 的 发 展 趋 势 . 


偏 微分 万 程 的 基本 概念 


偏 微 分 方程 (partial differential equations) 
包含 多 元 函数 的 偏 导数 的 等 式 . 亦 指 研究 偏 微分 方 
程 的 一 个 数学 分 支 .包含 未 知 多 元 函数 的 侦 导 数 的 
一 个 等 式 称 为 偏 微 分 方程 ;如 果 等 式 不 只 一 个 ,就 称 
为 偏 微分 方程 组 . 出 现在 偏 微分 方程 或 侦 微 分 方程 
组 中 的 未 知 函 数 偏 导数 的 最 高 阶 数 称 为 该 俩 微分 方 
程 或 偏 微分 方程 组 的 阶 数 . 例如 ,热传导 方程 


是 二 阶 偏 微 分 方程 . 

偏 微分 方程 组 (system of partial differential e- 
quations)” 见 “ 偏 微分 方程 ”. 

偏 微 分 方程 的 阶 (order of partial differential e- 
quations)” 见 “ 偏 微分 方程 ”. 

数学 物理 方程 (equation of mathematical phy- 
sics) 一 类 重要 的 微分 方程 . 指 从 物理 学 及 其 他 各 
门 自然 科学 技术 科学 中 产生 的 偏 微 分 方程 ,有 时 也 
包括 和 此 有 关 的 积分 方程 .微分 积分 方程 和 常 微分 
方程 . 如 在 物理 学 中 描述 波 的 传播 的 波动 方程 ,反映 
传 热 和 扩散 现象 的 热传导 方程 ,描述 平衡 现象 或 稳 
定 过 程 的 调和 方程 都 是 典型 的 数学 物理 方程 . 

线性 偏 微分 方程 (linear partial differential e- 
一 类 重要 的 偏 微分 方程 . 关于 所 有 未 知 


quation ) 


偏 微分 方程 的 基本 概念 


函数 及 其 导数 都 是 线性 的 仿 微 分 方程 称 为 线性 偏 微 
分 方程 .例如 , 拉 普 拉 斯 方程 .热传导 方程 及 波动 方 
程 都 是 线性 偏 微分 方程 . 

非 线 性 偏 微 分 方程 (nonlinear partial differen- 
tial equation) FCS) pat A Al ew Sp 
某 阶 导数 是 非 线 性 的 偏 微 分 方程 . 在 非 线 性 偏 微 分 
方程 (组 ) 中 ,如 果 含 未 知 函 数 的 偏 导数 的 项 都 是 线 
性 的 ,就 称 为 半 线 性 偏 微 分 方程 (组 ) ;如果 对 未 知 函 
数 的 最 高 阶 导 数 是 线性 的 ,就 称 为 拟 线性 偶 微 分 方 
程 ( 组 ); 如 条 对 未 知 函 数 的 最 高 阶 俩 导数 是 非 线性 
的 , 则 称 为 完全 非 线 性 偏 微分 方程 (组 ). 例如 ,Au 
=u 是 半 线 性 方程 , 极 小 曲面 方程 

RE a, c isu ta a eO 
是 拟 线性 方程 , 蒙 日 -安培 方程 

det(u, , ) = J rm.) 
是 完全 非 线 性 方程 . 

半 线 性 偏 微分 方程 (semi-linear partial differ- 
ential equation) ” 见 “ 非 线性 偏 微 分 方程 ”. 

拟 线性 偏 微分 方程 (quasi-linear partial differ- 
ential equation) Jl “IEAM dina FR”. 

完全 非 线 性 偏 微分 方程 (totally nonlinear par- 
tial differential equation) J "3E Z& FE fid tk ^r fr 
E. 

偏 微分 方程 的 自由 项 (free term of partial dif- 
ferential equation) 亦 称 非 齐 次 项 . ROH EY 
基本 概念 . 偏向 分 方程 (组 ) 中 不 含 未 知 因数 及 其 导 
数 的 项 称 为 偏 微 分 方程 的 自由 项 .例如 , 泊 松 方程 
Au 二 A(z) 中 的 A(z) 就 是 这 个 偏 微 分 方程 的 自由 项 . 

偏 微分 方程 的 非 齐 次 项 (nonhomogeneous 
term of partial differential equation) Bil “fii fot ^y 
方程 的 目 由 项 ”. 

齐 次 偏 微分 方程 (homogeneous partial differ- 
ential equations) 一 类 特殊 而 又 重要 的 偏 微分 方 
FE. 关于 未 知 蚂 数 及 其 所 有 偏 导 数 为 齐 次 的 偏 微分 
方程 称 为 齐 次 偏 微分 方程 .如 调和 方程 就 是 齐 次 偏 
微分 方程 . 齐 次 (次 数 不 为 零 ) 方 程 ( 组 ) 的 自由 项 必 

超 定 方程 组 (overdetermined equation system) 
一 类 偏 微 分 方程 组 . 未知 肾 数 个 数 少 于 方程 个 数 的 
偏 微 分 方程 组 称 为 超 定 方程 组 . 2 A BR CR I $X 
多 于 方程 的 个 数 时 称 为 欠 定 方程 组 , 当 未 知 函 数 的 
个 数 等 于 方程 的 个 数 时 称 为 确定 方程 组 . 确定 方程 
组 一 般 就 简称 方程 组 . 

欠 定 方程 组 (underdetermined equation sys - 
tem) 见 “ 超 定 方程 组 ” 

确定 方程 组 (determined equation system) J 
“ 超 定 方程 组 ”. 

偏 微 分 方程 的 解 (solutions of partial differen- 
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im f 分 B 程 
tial equation) 使 偏 微分 方程 变 成 恒等式 的 函数 . 
Wt PE u EKR O 中 连续 且 具 有 偏 微 分 方程 中 所 
出 现 的 各 阶 连续 偏 导数 ,如 果 将 函数 u 及 其 偏 导 数 
代入 该 方程 后 ,能 使 方程 在 区 域 2 中 成 为 自 变 量 的 
恒等式 , 则 称 u 为 该 偏 微 分 方程 在 区 域 2 中 的 解 ， 
也 称 u 为 偏 微分 方程 的 正则 解 或 经 典 解 . 偏 微分 方 
程 的 解 
U = UCL, Ts Ly) 

在 ntl 维 空 间 (x,ziyzi，…,z) 中 是 一 个 曲面 , 称 
为 偏 微 分 方程 的 积分 曲面 . 类 似 的 概念 可 对 偏 微分 
方程 组 引入 . 

偏 微 分 方程 的 积分 曲面 (integral surface of 
见 “ 偏 微分 方程 的 


partial differential equation) 


解 ”. 

正则 解 (regular solution) 见 “ 偏 微分 方程 的 
fae". 

£588 f (classical solution) ML iR f 2] 71 BN 
fet". 


JP Xf (generalized solution) 亦 称 弱 解 . 偏 微 
分 方程 经 典 解 的 推广 .许多 描述 实际 物理 现象 的 偶 
微分 方程 定 解 问题 不 可 能 有 经 典 解 . DU. 24 p € 
CR) 时 , 弦 振 动 方程 柯 西 问 题 
Uu — a un =0 (t0,—oo« r« 9o), (1) 
uCr,0)—4(r2,u, (7,0) 20 (—oocr«-oo) (2) 
有 惟一 解 

ux) DG +at) + 4(r— at] (3) 


如 果 弦 的 初始 状态 呈 折 线 , 即 y(x) 连 续 但 在 一 些 点 
上 没有 导数 , 则 由 (3) 给 出 的 xz 只 在 多 有 二 阶 
导数 的 那些 点 上 满足 方程 (1), 它 不 是 柯 西 问题 (1 )， 
(2) 在 经 典 意义 下 的 解 ,但 它 却 是 在 初始 状态 (1) 下 
蓄 的 真实 物理 状态 ,因此 称 它 为 柯 西 问题 (1),(2) 的 
广义 解 . 对 不 同 的 偏 微分 方程 定 解 问题 (甚至 对 同一 
定 解 问题 ) ,可 以 有 不 同 的 广义 解 定义 ;但 它们 都 是 
经 典 解 的 推广 ,因此 ,经 典 解 必定 是 广义 解 . 现代 定 
义 广义 解 的 方法 主要 有 两 种 :一 种 是 将 经 典 解 序列 
在 某 个 滑 数 空间 中 的 极限 定义 为 广义 解 , 称 为 强 解 . 
一 种 是 通过 所 给 偏 微分 算 子 的 共 轿 (伴随 ) 算 子 来 定 
义 广义 解 , 称 为 弱 解 . 

强 解 (strong solution) 广义 解 的 一 种 . 它 是 经 
典 解 序列 在 某 个 函数 空间 中 的 极限 . 例如 ,对 区 域 OQ 
上 的 偶 微 分 算 子 工 , 如 果 uf € L: (O), ATE RR 
序列 u, E C^ (2) ,满足 

| 2 —u || o0, 
| Lu,— f || 2m0, 
则 称 u 为 方程 Lu = f B3 L^ 强 解 .对 偏 微分 方程 Lu 
= f B XE RE, WR z, 再 满足 相应 的 定 解 条 件 ， 
则 称 u 是 相应 定 解 问题 的 L^ 强 解 . 对 于 同一 定 解 问 
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题 , 可 以 有 不 同 的 强 解 定义 . 

弱 解 (weak solution) 广 闵 解 的 一 种 . 它 是 通 
过 所 给 偏 微分 算 子 的 共 斩 〈 伴 随 ) 算 子 来 定义 的 . 例 
如 ,对 区 域 2 ERROR T L, CHH C BS 
子 是 元 ,如 果 x, jeEz2(G2), 且 对 任意 函数 VE 
CDRA 


| faz — | ul dz, 


WRK u 为 方程 Lu = f W L 弱 解 .对 偏 微分 方程 Lu 
一 了 的 定 解 问 题 , 如 果 再 要 求 上 述 函 数 少 满足 所 给 
EE Ak drett ES ED RRI EE 
In AE E IR] ALB] L^ 弱 解 ,对 于 同一 定 解 问题 ,可 以 有 
不 同 的 弱 解 定义 . 一般 地 , 强 解 都 是 弱 解 ;反之 , 弱 解 
不 一 定 是 强 解 . 

定 解 条 件 (deterministic conditions of solution) 
为 了 确定 偏 微分 方程 的 解 对 解 当 数 附加 的 条 件 . 给 
定 一 个 偏 微 分 方程 ,通常 它 只 能 描写 某 种 状态 或 运 
动 的 一 般 规律 ,还 不 能 确定 具体 的 状态 或 运动 ,所 以 
把 这 个 方程 称 为 泛 定 方程 .如 果 附 加 一 些 条 件 ( 如 已 
知 开 始 运动 时 的 情况 或 在 边界 上 受到 的 外 部 约束 
等 ) 后 ,就 能 完全 确定 具体 的 状态 或 具体 的 运动 , 则 
称 这 样 的 附加 条 件 为 定 解 条 件 . 表示 开始 情况 的 附 
加 条 件 称 为 初始 条 件 , 表 示 边 界 上 受到 约束 的 条 件 
称 为 边界 条 件 . 定 解 条 件 中 给 定 的 函数 或 值 称 为 初 
JE RKI CRI 22 (Ë eR BX. 


边界 条 件 (boundary condition) UL," fee 
f”. 

> EH f& (universal equation) 见 “ 定 解 条 
EM 


SE ff [8] BA (deterministic problem of solution) 
求 给 定 泛 定 偏 微分 方程 (组 )( 在 某 个 区 域内 ) 并 满足 
相应 定 解 条 件 的 解 的 问题 . 根据 不 同 的 定 解 条 件 , 定 
解 问题 一 般 可 分 为 初 值 问题 . 边 值 问题 和 混合 问题 
=2. 

4) (& i8) Bi (initial value problem) 由 偏 微分 方 
程 的 解 在 初始 时 刻 的 瞬时 性 态 探讨 它 在 以 后 时 刻 的 
性 态 的 问题 . 出 现在 偏 微 分 方程 (组 ) 中 的 某 个 自 变 
量 有 时 可 以 赋予 特殊 的 意义 (如 时 间 22. 当 对 这 样 
初 值 瞬间 的 自 变 量 给 予 特定 值 to 时 ,未 知 画 数 及 其 
某 些 导数 所 取得 的 值 称 初始 值 . 用 来 确定 初始 值 的 
条 件 称 初始 条 件 , 求 满足 方程 (组 ) 及 给 定 初始 条 件 
的 解 的 问题 称 为 初 值 问题 . 初 值 问题 又 称 柯 西 问题 ， 
初始 值 也 称 为 柯 西数 据 . 

初始 值 (initial value) 

初始 条 件 (initial condition) 
“ 初 值 问 题 ”. 

柯 西 问题 (Cauchy problem) 见 “ 初 值 问 题 ”、 
“一 阶 非 线 性 方程 的 柯 西 问题 "“ 柯 西 - 柯 瓦 列 夫 斯 


见 “ 初 值 问 题 ”. 
见 “ 定 解 条 件 ” 及 


卡 娅 定理 ”“ 齐 次 波动 方程 柯 西 问题 的 解 ”* 及 “ 非 齐 
次 波动 方程 柯 西 问题 的 解 ”. 

边 值 问题 (boundary value problem) 定 解 问 
题 之 一 . 只 有 边界 条 件 的 定 解 问题 称 为 边 值 问题 . 二 
阶 偏 微分 方程 (组 ) 一 般 有 三 种 边 值 问题 :第 一 边 值 
问题 又 称 狄 利克 雷 问 题 , 它 的 边界 条 件 是 给 出 未 知 
函数 本 身 在 边界 上 的 值 ; 第 二 边 值 问题 又 称 诺 伊 曼 
边 值 问题 或 斜 微 商 问题 , 它 的 边界 条 件 是 给 出 未 知 
函数 关于 区 域 边界 的 法 向 导数 或 非 切 向 导数 ;第 三 
边 值 问题 又 称 鲁 宾 问 题 , 它 的 边界 条 件 是 给 出 未 知 
函数 及 其 非 切 向 导数 的 组 合 . 

狄 利 克 雷 边 值 问题 (Dirichlet boundary value 
problem) 见 “ 边 值 问题 ” 

is FS i A el (Neumann boundary value 
problem) MW“ ë Alm”. 

SS 12 {4 i M (Robin boundary value prob- 
lem) JL“ {A [a| ah”. 

混合 问题 (mixed problem) 和 定 解 问题 之 一 . 既 
有 边界 条 件 也 有 初始 条 件 的 问题 称 为 混合 问题 ,有 
时 也 称 为 初 - 边 值 问题 或 混合 初 - 边 值 问题 . 

初 - 边 值 问题 (initial-boundary value problem) 
即 “ 混 合 问 题 ”. 

齐 次 边 值 问题 (homogeneous boundary value 
problem) ”特殊 的 边 值 问题 .边界 条 件 关 于 未 知 沙 
数 及 其 导数 是 齐 次 的 边 值 问题 称 为 齐 次 边 值 问题 ， 
否则 称 为 非 齐 次 边 值 问题 . 

非 齐 次 边 值 问题 (nonhomogeneous boundary 
value problem) 见 “ 齐 次 边 值 问题 ”. 

E fit ja] E BJ fl (solution of the deterministic 
problem) 满足 定 解 问题 中 的 偏 微 分 方程 及 定 解 条 
TF AY PRÉC. AR PRR 在 某 区 域内 满足 泛 定 偏 微 分 方 
程 , 晶 当 点 从 该 区 域内 趋 于 给 出 初始 条 件 的 超 平面 
或 趋 于 给 出 边界 条 件 的 边界 曲面 时 , 定 解 条 件 中 所 
出 现 的 解 x 及 其 导数 的 极限 处 处 存在 而 且 满 足 相 应 
的 定 解 条 件 ,就 称 * 是 定 解 问题 的 解 . 

解 的 稳定 性 (stability of solution) 解 对 定 解 
条 件 的 某 种 连续 依赖 关系 . 如 果 定 解 条 件 中 的 数据 
的 微小 改变 只 引起 定 解 问题 的 解 的 很 小 改变 , 则 称 
定 解 问题 关于 定 解 条 件 是 稳定 的 .严格 的 数学 定义 
如 下 :假定 定 解 条 件 中 的 数据 为 函数 g( 它 可 以 是 一 
个 函数 ,也 可 以 是 几 个 函数 ), 将 它 看 做 某 个 函数 空 
E P 中 的 元 素 . 对 应 于 数据 w, 定 解 问题 的 解 x 看 成 
另 一 函数 空间 U 中 的 元 素 . URES E © AU 中 分 
别 规定 了 某 种 拓扑 (或 某 种 极限 关系 ), 那 么 从 2 到 
u 被 看 做 是 从 空间 更 到 空间 U 的 一 个 映射 T. 如 果 
此 映射 是 连续 的 , 则 称 原 定 解 问题 是 稳定 的 . 此 时 ， 
HED hF ale, HT) Su TO =u, MEU 
中 必 有 uu. 稳定 性 的 概念 依赖 于 原始 数据 空间 @ 


偏 微分 方程 的 基本 概念 


和 解 空间 U 以 及 在 它们 中 拓扑 的 选择 . 因此 ,讨论 
稳定 性 时 ,必须 确切 说 明 在 什么 意义 下 的 稳定 性 ， 

适 定 问题 (well-posed problem) 偏 微分 方程 
定 解 问题 研究 中 的 基本 问题 . 如 果 定 解 问题 的 解 存 
在 ,惟一 并 且 关 于 定 解 条 件 是 稳定 的 , 则 称 定 解 问题 
的 提 法 是 适 定 的 . 通常 从 物理 学 和 工程 问题 中 提出 
的 偏 微 分 方程 (组 ), 由 于 其 固有 的 性 质 , 它 对 某 些 定 
解 条 件 是 适 定 的 . 例如 , 像 拉 普 拉 斯 方程 us nus 
二 0 那样 的 椭圆 型 方程 ,其 边 值 问题 是 适 定 的 . 而 像 
U,,— Uy, =O 那样 的 双 曲 型 方程 与 ,一 ww,; 二 0 那样 的 
抛物 型 方程 ,其 初 值 问题 及 混合 问题 ( 初 边 值 问题 ) 
都 是 适 定 的 . 适 定 这 一 概念 是 阿达 马 (Hadamard ,J. 
(-S. )) 于 1923 年 提出 的 . 

不 适 定 问题 ill-posed problem) 与 适 定 问题 
相对 应 的 定 解 问题 . 对 一 个 定 解 问题 ,如 果 解 的 存在 
性 .惟一 性 和 解 对 定 解 条 件 的 连续 依赖 性 三 者 之 一 
不 满足 , 则 称 为 不 适 定 问题 . 

在 经 典 的 数学 物理 中 ,人 们 只 研究 适 定 问题 ,所 
以 在 相当 一 段 时 间 里 ,人 们 认为 不 适 定 问 题 不 反应 
客观 的 物理 现象 ,没有 研究 价值 . 随 着 生产 和 科学 技 
术 的 进步 ,在 许多 领域 内 ,如 地 球 物 理 .自动 控制 . 连 
续 介 质 力 学 .电磁 学 . 热 的 扩散 理论 ,大气 理 论 .天 体 
力学 等 ,都 出 现 了 大 量 的 不 适 定 问题 .不 适 定 问题 的 
例子 是 由 阿达 马 (Hadamard J. CS. )) 首 先 发 现 的 ， 
他 指出 : 拉 普 拉 斯 方程 的 初 值 问题 

zzz 十 WU 一 0， u(xr,0)—0, 

Su escis iare 

dy n* 
在 解析 解 的 意义 下 有 惟一 解 


sinnxshny 
3 
RS 


u(r.y)— 
由 于 


du ] 
Ze, |<. 


Br VA K n 充分 大 时 ,u 和 2u/2y FE y= 0 RF BS AT VÀ 
任意 地 小 ,但 按照 sh ny 的 性 质 , 当 ?充分 大 时 ,不 管 
y 宣 0 怎么 小 , 解 u 都 可 以 取得 相当 大 的 值 ,这 就 破 
坏 了 解 对 初始 条 件 的 连续 依赖 性 . 

数学 物理 中 的 反问 题 (inverse problem in math- 
ematical physics) 数学 物理 中 的 一 类 不 适 定 问题 . 
在 所 考察 的 偏 微分 方程 定 解 问题 中 有 不 确定 的 因 
素 ,还 须 利用 对 解 所 获得 的 某 些 信息 来 推出 方程 中 
的 未 知 系 数 或 目 由 项 .决定 一 部 分 定 解 条 件 或 刻画 
求解 区 域 的 形状 等 . 这 类 问题 称 为 反问 题 . 在 遥测 和 
勘探 技术 中 提出 了 大 量 的 反问 题 .例如 ,在 地 球 物理 
勘探 中 ,通过 地 震波 的 测量 来 判断 地 球 内 部 的 结构 
或 地 下 人 矿藏 的 位 置 ;在 无 损 探 伤 中 ,用 红外 线 扫描 来 
探测 固体 材料 的 缺陷 ;利用 > 光 分 层 扫描 构 像 来 做 
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医学 诊断 等 ,都 是 在 研究 对 象 不 能 达到 或 不 能 直接 
接触 的 情况 下 ,利用 特定 的 物理 手段 来 取得 有 关 解 
的 信息 ,从 而 化 为 数学 上 的 反问 题 处 理 的 . 工程 技术 
中 的 定 回 设计 及 系统 识别 等 方面 的 问题 ,都 属于 反 
问题 的 范畴 ,在 量子 物理 中 ,利用 散射 资料 来 反 推 位 
势 的 反 散 射 问题 ,也 是 一 类 有 重要 意义 的 反问 题 .一 
大 类 数学 物理 反问 题 可 以 通过 构造 其 某 种 适 定 意义 
的 新 间 题 求 近似 解 ( 参 见 “ 正 则 化 方法 ”). 

正则 化 方法 (method of regularization) 物理 
和 工程 技术 中 提出 的 一 大 类 数学 物理 反问 题 可 以 归 
结 为 算 子 方程 

Au = f, (1) 
其 中 f 是 通过 测量 得 到 的 数据 ,而 是 不 可 能 直接 
测量 的 未 知 量 . it f 是 度量 空间 F (距离 为 pz) 中 的 
元 素 , 而 是 可 能 解 的 集合 所 成 度量 空间 U (距离 为 
Pv) 中 的 元 素 . 算 子 方程 (1) 等 价 于 
u=A f-—RCD. 

方程 (1) 的 不 适 定 性 一 般 表现 为 算 子 R # AU 
二 {Au|uEU} 上 不 连续 . 因为 f 是 通过 测量 得 到 
的 , 它 是 近似 值 , 设 / 的 真 值 是 了 ,问题 (1) 只 能 是 求 
方程 Au= J 的 解 交 RC(7) 的 近似 值 ,正则 化 方法 是 
在 测量 数据 f 已 知 且 f 与 其 真 值 了 的 允许 误差 
KS 给 定 的 情况 下 ,构造 一 个 含 参数 a 的 
BFR) FB H u= RC np E 出 PR AX a=ald) 
满足 :对 任意 6 > 0, F EERE ,使 得 /, € F 


Her Cf ROCK A ou Cus su) «e. XX Eus RL fe, | 


a(0)); H 4 og Cf 5, f SSH, K ws 二 RG(fs,a(6)) 
作为 方程 (1) 的 近似 解 . 
A OR GS fa) (Holder space) ”在 偏 微分 方程 理 
论 中 常用 到 的 一 类 函数 空间 . 设 吕 是 R' 中 的 一 个 
区 域 ( 连 通 开 集 ),a(0 二 a 三 1) 是 常数 . 如 果 对 吧 中 
定义 的 函数 w(x), 存在 正常 数 C, 使 得 
lu(xr)—uly)|<Clr—yl* (Vr,yEN), 
WW EK u 在 f2 中 具有 指数 a 的 赫 尔 德 连续 性 ,并 称 


(aLL or Sup mE véi | 
j. 

为 z XE (2) HH BJ a fF 8 £ 3⁄2. MRuDEQHHA 

紧 子 集中 具有 指数 a 的 赫 尔 德 连续 性 , 则 称 x(z) 在 

N 中 具有 指数 a 的 局 部 赫 尔 德 连续 性 . 

设 & 是 非 负 整数 ,在 2 中 具有 所 有 不 超过 Br 
连续 偏 导 数 的 函数 集合 CC2) 中 ,所 有 阶 偏 导数 
在 台中 具有 指数 a 的 局 部 赫 尔 德 连续 性 的 函数 所 
成 的 子 空间 称 为 赫 尔 德 空 间 C*(0). 在 人 f 上 具有 所 
有 不 超过 上 阶 连 续 偏 导 数 的 函数 集合 C'(Q) 中 ,所 
£ k 阶 偏 导数 在 f2 中 具有 指数 a 的 赫 尔 德 连续 性 的 
阻 数 所 成 的 子 空间 称 为 赫 尔 德 空 间 C”*(82). 为 简单 
E ALIS W uc (0D —C DC HC OD. 
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有 界 区 域 2, 赫 尔 德 空间 C^" COD ALTE LR 
IET SS sup | D'u (z) | + KS ED a kp 
z 18| =k 


AES 


fe BS A == IRI. 
一 阶 偏 微 分 万 程 


一 阶 拟 线性 偏 微 分 方程 (quasi-linear partial 
differential equation of first order) 一 类 特殊 的 一 
阶 非 线性 偏 微分 方程 .关于 未 知 函 数 的 偏 导数 是 线 
性 的 一 阶 非 线性 偏 微分 方程 称 为 一 阶 拟 线性 偶 微 分 
方程 . 一 阶 拟 线性 偏 微分 方程 通常 可 以 写成 下 列 形 
状 


n A 

u 
E di CE vs a Zx, ju) E 一 a 
i=] Ti 


Cx TA PLLLPE APTA 
其 中 a; fla 2g Gri sx2» 7 s Ln) A u 的 已 知 连续 可 微 
PA, 


Sta! A0; 
jd 


其 几何 意义 为 ,在 n+] 维 空 间 中 的 每 一 点 (Zi Tzs 
,TayU) 给 定 了 一 个 方向 (aras, s sansa), 曲面 
USULL T L A EZA ERED K 

du ðu gu 


dr, Ar, Ux ' ax, ” 
5 方 n (ais azs zo Gen a) EX, MKF ih» 曲 Hu 
—u Gri sa) tt ,Xn) 在 该 点 与 此 方向 相 切 . PAA 
程 组 

dz; 


dq; un X292 9 Ly yu) (一 1,2，… n) ° 


ux! 


du 


— =a (x Lost”? y L u) 
dż 1° 27 , # * 


dz; u dz, 
a, (14,25 ,*** muyu) 
m du 
ACL Q s oL) 

称 为 上 述 一 阶 拟 线性 偏 微 分 方程 的 特征 方程 . 特征 
方程 的 积分 曲线 ,或 向 量 场 (41,a;,… ,a,,a) 的 积分 
曲线 称 为 该 一 阶 拟 线 性 偏 微 分 方程 的 特征 线 . 

一 阶 拟 线性 偏 微分 方程 的 特征 方程 (character- 
istic equation of quasi-linear partial differential e- 


见 “ 一 阶 拟 线 性 偏 微分 方 


dı (xi |y EEN 


quation of first order) 
m. 

一 阶 拟 线性 偏 微分 方程 的 特征 线 (characteris- 
tic curve of quasi-linear partial differential equation 
of first order) 见 “ 一 阶 拟 线性 偏 微 分 方程 ” 

K H 3 (Monge pencil) 一 种 特殊 的 平面 束 . 
两 个 自 变 量 的 一 阶 拟 线性 但 微 分 方程 所 有 过 茶点 的 


积分 曲面 在 该 点 处 的 切 平 面 所 成 的 集合 . 一 阶 拟 线 
性 方程 

a(x,y,u)u, + OCL, y uju, = c(x,y,u) (1) 
HU f u—uCGr. ul HI AERC, ysu) Z |a] P B — 71 HH 
Il, JHH TREE [Sl E RR Cx yu — Cr, y ou Cx, y) AR B 
HE I8] J Cus us» — 10 Jy E (1) KAR ECT la] SA I6] 
(a,b,c) EAE. J RE Hl TE] u — u (z, y) ER Cx y u) Bb 
的 切 平面 必 位 于 一 个 平面 束 中 ,此 平面 束 称 为 蒙 日 
束 , 蒙 日 束 的 轴 称 为 蒙 日 轴 , 它 就 是 过 点 (x,y,w) 而 
HEA a,b,c) WER, FE a,b,c) AR H m 
量 . 

z A$ (Monge axis) W“ HR”. 

蒙 日 向 量 (Monge vector) WR HR”. 

一 阶 非 线性 偏 微 分 方程 (non-linear partial dif- 
ferential equation of first order) 一 阶 的 完全 非 线 
性 偏 微分 方程 . 两 个 自 变量 的 一 阶 非 线 性 偏 微 分 方 
程 的 一 般 形状 是 

F(r;y,u,p.,Q) — 0; (1) 
其 中 =u, q=u,, F dT — K E 2 n] fi eR 
BF + F; 0. Jj # DAKAR HAD BH BI 
u=ulr,y) PE Cp S q.—DTEG y u) Z= [B] P & 
点 书 处 应 满足 的 条 件 . 所 以 积分 曲面 在 P 点 处 的 切 
平面 形成 通过 PP 的 一 族 单 参数 平面 族 ,此 单 参数 的 
平面 族 的 包 络 是 以 PP 为 项 点 的 一 个 锥 面 ,这 个 锥 面 
BRA Se A BE. 蒙 日 锥 的 母线 方向 称 为 特征 方 呵 . 在 
(zy 空间 中 以 特征 方向 为 其 每 点 处 方向 的 曲线 
称 为 蒙 日 曲线 . 在 拟 线性 方程 的 情形 , 莹 日 锥 退化 为 
蒙 日 轴 ， 


蒙 日 锥 (Monge cone) 见 “ 一 阶 非 线性 偏 微分 
方程 ”. 

蒙 日 曲线 (Monge curve) ” 见 “ 一 阶 非 线 性 偏 
微分 方程 ”. 

特征 方向 (characteristic direction) 0, ^— [fr 
非 线 性 偏 微分 方程 ” 


一 阶 非 线 性 方程 的 特征 微分 方程 组 (character- 


istic differential equation of nonlinear equation of 


first order) 一 阶 非 线 性 偏 微分 方程 的 曲面 元 素 
(x,y,u，,p,q9) 满 足 的 常 微分 方程 组 . 常 微分 方程 组 
de dye du _ 
ds =F, g, epp Ep + Fas D 
d dq 
dE —— PF. — F., Gi =— oF. — F, 


称 为 一 阶 非 线 性 方程 F (z, ysu, p q) = 0 的 特征 微 
分 方程 组 . 如 果 特 征 微分 方程 组 (1) 的 解 (z(s)， 
y(s),u(s), p(s). qs) Ñ Æ FCr(s),y(s),u(s), 
p(s) .q(s)) 20, MERAH Cr GO y GO uls), p(s), 
q(s)) 为 非 线 性 方程 下 ==0 的 特征 带 ， 

在 考虑 一 阶 非 线 性 方程 ==0 的 柯 西 问题 ( 参 


一 阶 偏 微分 方程 


见 “ 一 阶 非 线 性 方程 的 柯 西 问题 ”) 时 , 先 要 求解 特征 
微分 方程 组 (1) ,此 时 应 有 五 个 初始 数据 z= xG), y 
二 y(1) ,wu 二 u(t),p= 二 p(t),g 二 g(t), 但 相应 的 柯 西 
问题 只 给 出 — cr G3, y— yG) ,u 二 u(t) ,应 按照 条 件 
dut? 二 Su) EOS D. 25 
"MERE PAN = 0, 


补充 初始 数据 p COA q GO. 条 件 (2) 称 为 成 带 条 件 . 


#4 He (characteristic strip)” 见 “一 阶 非 线 性 
方程 的 特征 微分 方程 组 ”. 

成 带 条 件 (strip condition) 见 “ 一 阶 非 线性 方 
程 的 特征 微分 方程 组 ”. 

全 积分 (complete integral) nn 个 自 变 量 的 一 


阶 非 线性 偏 微分 方程 的 含有 ? 个 独立 常数 的 解 . 例 
如 ,两 个 自 变量 的 一 阶 非 线 性 方程 
F(r,y,u,p,q)—0,p—u,,q-u, (1) 
的 包含 两 个 独立 常数 的 解 
u 一 中 CCzyyyayp) (2) 
称 为 方程 (1) 的 全 积分 . 在 两 参数 曲面 族 (2) 中 选取 
单 参数 曲面 族 , 例 如 ,b= 二 v(a) 时 , 单 参数 曲面 族 
u = Q(x,y,a,v(a)) (3) 
mE ®,+,v' (a) =0 # H a— ax, y) 
代入 (3) 得 出 , 即 
u = lr,y,alxzr,y)sulalz,y)). (4) 
这 个 包 络 是 不 含 任意 常数 但 与 函数 v 的 选取 有 关 
( 因 a=a( x, y) R: BH v 的 选取 决定 的 ) 的 解 ,这 种 含 
有 任意 函数 v 的 解 (4) 称 为 方程 (1) 的 通 解 ; 当 函数 
v 取 定 时 , 解 (4) 则 称 为 方程 (1) 的 特 解 . 由 全 积分 
《2) 及 方程 
Q,(r,y.a,b)—0, 中 (zy ao) 一 0 
消去 a,b 得 到 的 解 称 为 方程 (1) 的 奇 解 .一般 地 ,对 
个 目 变 量 的 一 阶 非 线 性 偏 微 分 方程 
Ts Us pis ba pa) = 0 (5) 


Ee E EE 
Pi 7 Ti = 1,2°° 
包含 n T vr CB PR 


V (x, 525, *** 2,5u Cy »€2»*7* 
称 为 方程 (5) 的 全 积分 ;而 由 (6) 和 
aV 
dc; 


Cx) = 0 (6) 


(is > *** e Zant 9C 1 9C29°** $62 0 


(71,2...) 
消去 ccs c, 得 到 的 解 GCziyzz，… 
为 方程 (5) 的 奇 解 . 

通 解 (general solution) 
特 解 (special solution) WERS”. 
F (singular solution)” 见 “全 积分 ”. 
泊 松 括号 (Poisson bracket) 哈密 顿 场 作 用 下 
的 图 数 . MN p Cr. OH T" Q— (>x RN (0) EWS 
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s Za su) = 0 EK 


见 “ 全 积分 ”. 


fi (x 分 A 程 


PR, 2 是 R" PHAR T " OQ 上 的 向 量 场 


= ` op 9 2p d 
H, = E dÉ dë x 


PRA p 的 哈密 顿 场 . 图 数 H a= pq RATATAT 
5. 即 
ipsa) = Dil RETO» 
哈密 顿 场 (Hamiltonian field)  W, ^78 d$ TE S”. 
拉 格 朗 日 - 查 皮 特 方法 (Lagrange-Charpitme- 
thod) 求 两 个 自 变 量 一 阶 非 线 性 偏 微 分 方程 的 全 
积分 的 一 种 方法 . 对 未 知 函 数 u 的 一 阶 非 线 性 偏 微 
分 方程 
F(z,y,t,poq) = 0, o =u, q =u, (1) 
T A BET iH S TE 
GG.y.u.p.q)-— a (a 是 任意 常数 )， Q) 
使 得 方程 组 (1),(2) 关 于 了 15 q 是 可 解 的 , 即 满 足 条 
ft 


ge oF 
ak | A 
lm "| ele (3) 
P A 


则 可 解 出 
p = fry ua), q= g(r,yua), (4) 
它们 满足 
Gey sts f(r ry ua) pr yu E = 0, (5) 
GG ,yu.f(x,yu,.a)j,g(r,yu,a))-0. (6) 
此 两 式 对 w 微分 得 F. + F, St F g,= 0,G,+G,7f. 
+G,g,= 0. 由 此 解 出 


f,-— 


TEO KRG 
Ilu,q) | Ə(pb,q) ` 
_ &F,G) [XF,G) 
CERE PEOR 
同样 ,对 (5), (6) 两 式 关 于 x,y 微分 可 解 出 
WF ,G) [ACF ,G) 
Set tam ` 
rrt KEO ee) 
yq) | op) 
考虑 到 py=q. H (A8 /,+ f.q= g. g,.p. YECO S 
(8) 代 入 上 式 得 
Py tas ie Ns, B ,sg 
G. | G, G, + G.q 
这 是 方程 (2) 必 需 满足 的 可 积 性 条 件 . 满足 条 件 (9) 
的 方程 组 (1),(2) 称 为 对 合 方程 组 . 这 时 ,可 将 (4) 的 
第 一 个 方程 看 成 自 变 量 x 的 常 微 分 方程 ,而 把 y 看 


(8) 


成 是 参数 , 求 出 这 个 方程 的 通 解 为 

u = qr,ysa,cCy)), (10) 
使 它 满足 (4) 的 第 二 个 方程 , 即 满足 多 十 4c Gy) 
=gl(rsysusa) IX 
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gT, yusa) — Py 
SIE E 
可 以 证 明 ,此 式 右 端 不 含 z, 因 此 它 又 是 一 个 一 阶 常 
微分 方程 ,可 求 出 其 通 解 cy) — A Cy a 00 BER 
人 (10) 就 得 到 方程 (1) 的 全 积 
u—=9p ry ra hy a.60)) — Gr, ya, 5). 
这 就 是 求全 积分 的 拉 格 朗 日 - 查 皮 特 方法 . S BAe 
(DA AA RZ u, ABR FC, ys p, q)= 0 
D, ORR A y $2 (2) d, A E u, Bl Gr, ys pb q) 
=0. 此 时 可 积 性 条 件 (9) 简 化 为 
Š HF,G) , aAF,G) 
WO nao l Ka 
这 里 的 人 ER,G} 为 泊 松 括号 . 拉 格 朗 日 - 查 皮特 方法 对 
一 般 ” 个 自 变 量 的 一 阶 非 线性 方程 的 推广 又 称 为 雅 
可 比方 法 . 
雅 可 比方 法 (Jacobian method) 求全 积分 的 
一 种 方法 . 把 拉 格 明日 - 查 皮 特 方法 推广 到 求 n 4° B 
变量 一 阶 非 线性 方程 的 全 积分 的 方法 称 为 雅 可 比方 
法 . 先 假设 方程 不 显 含 未 知 男 数 本身, 即 求 方程 
F (2: Bas Dis Po se y Pad = 0, p: = Uy. 
(1) 


cy) = 


= 0, 


的 全 积分 .选取 ”一 1 个 方程 
0 (2) 
(i = 2,3,-,n;a; 为 任意 常数 )， 
使 得 (1) 与 (2) 合 成 的 方程 组 对 pis pon 
此 时 需要 满足 的 条 件 有 可 解 性 条 件 
IE F331, F.) JF, 
Irs Per Pa) $7 
及 可 积 性 条 件 
L (FF, 
DENDO E (3) 
(2,7 1,2,:,n), 
这 里 的 {F;,F;} 为 泊 松 括号 . 满足 (3) 的 方程 组 (1)， 
(2) 称 为 对 合 方 程 组 . 由 (1),(2) 解 出 
pi 9 Gui ixi ttx5a»577sa4) (1=1,2,°,n), 
由 这 些 偏 导数 可 确定 再 含 一 个 任意 常数 ai B PRX 
u =g (Lis aner Z, G. ° 4n) ta)» 
这 就 得 到 了 所 求 的 全 积分 . 再 考察 显 含 未 知 羡 数 的 
方程 


P, 可 解 ， 


一 det 


《站 1 四 2 办 5 = 0. (4) 
设 H SX 
DE aneres Z. u) = c (c 为 任意 常数 ) (5) 
(5) v, tv, p; —0, Bl p; — —u, /u, TEDE 0E 
为 不 显 含 v 的 关于 v 的 方程 
F SE y tu e NN = “s = 0. 


U, Uy 


根据 上 面 所 说 的 方法 可 以 求 出 它 的 全 积分 


V= F(X Loot Ln elk ly Cone? Cn) FC. 
H v =c BI etz ease Z, ste Ci CO Ü "° C,)= 0 HI 18 
(4) 的 全 微分 
12 zi Tir vans) C59 ** 9Cn). 

Xt & A $2 £8 (convolution system of equations) 
Ju" trf BJ H de BRETT IR” K “E n] I y IE. 

n& S£ k oU 7; $8 (Hamilton- Jacobi equati- 
on) ANA AR A RRA Dn — Bir 3E 2x FE 77 ER FORE UE 
微分 方程 组 . 在 分 析 力 学 、 儿 何 学 、 变 分 学 ,特别 是 偏 
微分 方程 的 特征 理论 中 常常 遇 到 不 显 含 未 知 函 数 本 
身 的 一 阶 非 线性 偏 微分 方程 

下 


—0, (1) 
du. 
pi (1=1,2, n). 
写 其 特征 微分 方程 组 时 ,可 以 独立 地 列 出 关于 >, p 
的 导数 的 方程 : 
dr. GF dó FK s al 
di X927 prm ar; (424 n). (2) 


(DPA PROC F 2X7; ER F = 0 的 哈密 顿 - 雅 可 比方 
fg. (2) 称 为 哈密 顿 方程 组 或 典 则 方程 组 . (2) 的 解 x: 
=r; Gp p(s) G=1,2,° EC ECL) TEK 
mër F (>, p) BY ORE IE AF TM x; = 2; GO BK D XX Te 
AE 曲线 或 简称 双 特 征 ( 有 时 也 称 为 次 特征 ). 如 果 
Fiz pit p Br x gg c, WU f S F Ce (s), Go GO, 
enar). pG p; GD p, Cs) =O 的 双 特 征 带 称 
为 零 双 特征 带 . 一 阶 偏 微 分 方程 的 标准 型 也 称 为 哈 
密 顿 - 雅 可 比方 程 ( 参 见 “ 光 程 水 数 方 程 ”). 

哈密 顿 方程 组 (Hamilton system of equations) 
见 “ 险 密 顿 雅 可 比方 程 ” 

典 则 方程 组 (canonical system of equations) 
见 “ 哈 密 顿 - 雅 可 比方 程 ”. 

XX $$ GE HB Cbicharacteristic strip) 
雅 可 比方 程 ” 

双 特 征 (bicharacteristic)” 双 特征 曲线 的 简称 . 
见 “ 哈 密 顿 - 雅 可 比方 程 ” 及 “特征 超 曲 面 ”. 

次 特征 (bicharacteristic)” 即 “ 双 特 征 ”. 

光 程 函数 方程 (eikonal equation) 一 类 重要 的 
一 阶 非 线性 偏 微分 方程 . 如 果 一 阶 非 线 性 方程 

F (Ti Z; t Z, t s Pis Pres P.) = 0 

H3 fet n] FH Ea PRU SÉ ,ay o Z, E 给 出 » 则 可 


见 “ 哈 密 顿 - 


得 到 方程 
EZ. 
F| sias. 9 Ty, 9Uy Ed 
x. 0p dn i act OP EEN is 
Ix] du’ ° ax,/ du} ` 


它 可 以 形式 地 被 视 为 2 十 1 AARE TtT 
xz) 的 不 显 含 2 的 一 阶 非 线 性 方程 . 如 果 从 中 解 出 某 


— Br fe wu 7 u 


一 个 偏 导数 ,例如 39g/9u, 且 把 w 写成 1, 则 得 到 下 列 
形式 的 偏 微 分 方程 
ag dëi _ 
+A Ed =Ü, 
c-r, jos 4603 
A CL cL 
Ox Qr, Or," dz) 
这 样 的 方程 称 为 一 阶 偏 微分 方程 的 标准 型 ,也 称 为 
哈密 顿 - 雅 可 比方 程 . 在 几何 光学 中 称 为 光 程 函数 方 
Lë? 
一 阶 偏 微分 方程 的 标准 型 (normal form of par- 


tial differential equation of first order) 见 “ 光 程 函 
数 方程 "和 “哈密 顿 - 雅 可 比方 程 ”. 
蒙 日 方程 (Monge equation) 一 种 特殊 的 一 阶 


非 线 性 偏 微分 方程 . 对 一 阶 非 线 性 偏 微分 方程 
FG 29 TZ, 1 Pi post s Pn) 一 0， 


Em ae (1) 
Bio (1=1,2, n). 
H n4-2 个 方程 


SS =F,, oe = Dy BF, FG us p) = 0 
消去 p= 二 (pi1,ps，… ,pa) 和 参数 ;所 得 到 的 方程 称 为 
蒙 日 方 程 ,例如 当 F, 20 时 ,从 dz /dz,—F, /F, 5 
F—0 消去 p 就 得 到 蒙 日 方程 
p 0 
绽 日 方程 的 解 所 表示 的 曲线 称 为 方程 (1) 的 积分 曲 
线 . 方程 (1) 的 特征 曲线 也 是 它 的 积分 曲线 . 当 = 2 
时 ,一 般 地 ,不 是 特征 曲线 的 积分 曲线 是 由 与 它 相 切 
的 特征 曲线 族 所 生成 的 曲面 (f= 二 0 的 积分 曲面 ) 的 
F k. 对 一 阶 拟 线 性 方程 , 即 当 FF 是 p 的 线性 函数 
时 ,所 有 积分 曲线 都 和 特征 线 一 致 . 

一 阶 非 线性 方程 的 柯 西 问题 (Cauchy problem 
of nonlinear equation of first order) 一 阶 非 线性 
方程 的 基本 定 解 问题 . 求 一 阶 非 线 性 偏 微分 方程 
F(x,y,u,p,9) 二 0 通过 给 定 空间 曲线 C :x — m G2. y 
二 y(t) ,wu 二 u(t) 的 积分 曲面 的 问题 称 为 柯 西 问题 . 


为 此 应 按照 成 带 条 件 
du(t) . dx dy(t) 


F(rt),y@) ult), p@).qt)) = 0 
对 曲线 C 补充 两 个 函数 p(t) ,9() ,成 为 初始 带 Cs. 
用 C, 作 初 始 条 件 求解 特征 常 微分 方程 组 (参见 “一 
阶 非 线性 偏 微 分 方程 的 特征 微分 方程 组 ”) ,得 到 单 
参数 特征 带 族 :zx 二 x(s,1) y=yls,t),u=uls,t) sp 
二 p(s,t),g 二 g(s,t). 如 果 在 Cl 上 


CARYN RN 
A= (sof) = F,y, — Fx, 35 0, 


则 在 C; 附近 可 以 消去 s |Ë 得 到 惟一 解 u—u( mx, y). 
WR C, 上 4 二 0, 原 问题 可 能 无 解 ; 如 果 有 解 , 则 
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ff m 分 方程 

从 A= F,y,— F,z,= 0 By HA C, 必 是 特征 带 , 这 时 
可 以 作出 无 限 多 个 过 曲线 C, 的 积分 曲面 ,从 而 柯 西 
问题 将 有 无 穷 多 个 解 ,它们 都 以 特征 带 C; 为 公共 元 
R. 以 上 绪论 对 多 个 自 变 量 的 方程 

Pb irit ps t. pc 

亦 真 .上 面 给 出 的 由 带 参 数 的 特征 带 簇 消去 参数 得 
到 柯 西 问题 的 解 的 方法 称 为 解 柯 西 问题 的 特征 线 

解 柯 西 问题 的 特征 线 法 (characteristic method 
for Cauchy problem) ” 见 “ 一 阶 非 线 性 方程 的 柯 西 
问题 ”. 

一 阶 半 线性 方程 组 的 特征 理论 (characteristic 
theory of semi-linear equation system of first 
order) ”特征 是 偏 微 分 方程 的 一 个 基本 几何 概念 . 
利用 它 不 仅 可 以 对 方程 进行 分 类 ,而 且 对 方程 解 的 
存在 、 惟 一 性 及 其 他 性 质 ( 如 奇 性 传播 ) 的 研究 有 重 
SEX. X 性 方程 组 的 一 般 形 式 为 

Lu = > Sn 十 bi(X,u) 二 0 (1) 


k=] j—l 


(2 = 1,2,*, l), 
利用 矩阵 记号 又 可 写 为 ” 


Lu = ZA (z) Š a + B(z,u) = 0, 
其 中 mondes /X7 和 矩阵， 


u = (uisus, esu)" a B=. (b, ,5,,* eb. 
满足 方程 
n ap = 
det 2,400 = x = 0 (2) 
FA) PKI aX QCri >To x) PE X DÉI BH TI Qx; 2X2» '**, 


L) =0 称 为 方程 组 (1) 的 特征 曲面 ,而 方程 (2) 称 为 
方程 (1) 的 特征 方程 . 使 得 


det | ES 
k=] 


8577 [6] Casas tt a, BRA y PEH CIO TE z CG Ak BJ FP 
fE 77 [8] . 

一 阶 半 线性 方程 组 的 特征 方程 (characteristic 
equation of semi-linear equation system of first or- 
der)” 见 “一 阶 半 线性 方程 组 的 特征 理论 ”. 

特征 曲面 (characteristic surface)” 见 “一 阶 半 
线性 方程 组 的 特征 理论 ” 

特征 方向 (characteristic direction) WJ “— Bi 
半 线 性 方程 组 的 特征 理论 ”. 

一 阶 线性 方程 组 的 杜 阿 梅 尔 原理 (Duhamel 
principle for linear equation system of first order) 
通过 齐 次 线性 方程 组 柯 西 问题 的 解 表 示 对 应 非 齐 次 
方程 组 的 柯 西 问题 的 解 的 原理 , 它 类 似 于 常 微分 方 
程 的 常数 变易 法 .将 一 阶 线性 方程 组 写 为 向 量 形式 
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Luc AE ALIE + Bu FG SI 


AP A, B 都 是 xi 和 矩阵 ,其 元 为 x.t BJ EE BE PR 
Mou Al FEL 维 列 向 量 . 如 果 依 赖 于 参数 t+ 的 向 量 
KR u= t ERD EH Lu —0 TE t— c 时 满 
是 初始 条 件 u (z =F ,7) 的 一 个 解 , 则 


ult) = | ez,endr 
0 


就 是 方程 组 Lu = F (z, t) WJ W E. ui 
uCr,0) —0BJfg£. 这 一 结果 是 杜 阿 梅 尔 (Duhamel,J. 
M. C. ) 在 研究 热力 学 问题 中 发 现 的 , 称 为 杜 阿 梅 尔 
原理 . 杜 阿 梅 尔 原理 对 波动 方程 也 成 立 . 


高 阶 偏 微分 方程 


高 阶 线性 方程 的 特征 方程 (characteristic equa- 
tion of linear equation of higher order) ”线性 偏 微 
分 方程 最 高 阶 导 数 部 分 对 应 的 齐 次 代数 方程 ,利用 
它 可 以 对 高 阶 线性 方程 进行 分 类 . m(m 宇 2) 阶 线性 
偏 微 分 方程 的 一 般 形式 是 
H (x ,D)u Kr D yu = f(x), (1) 
JI Gy Dy = > a GD, 


DIE 


>, OD, 


|8|<m—] 


K(z,D) = 


其 中 
Da, Dt Di D), 
dr, 


d= (0 say 40. 5 

D'— DN D} =D, 

[a| =a ta, + ta, 
PRA a(r) beC) AB H mi f(r) BEE c B XE ZE PR 
数 . 对 一 个 曲面 S:9Cn ox n2—0,ÀEBTER 


LiTr" Z, B| À S WJ BSS Éieren 8,18, IE, 
= (0.741 +> + ° umo P E 
H 9e lo x 十 … = f, 


dz oc, 2e di 
左 端 省 略 号 代表 w 关于 a STIR m 
且 对 名 求 导 阶 数 不 超 过 mm 一 1 的 那些 项 . J E: ATE 
曲面 $ 上 给 出 zx 及 其 所 有 关于 $5 不 超过 mm 一 1 阶 导 
数 的 值 , 则 上 式 中 除 左 端 第 一 项 外 都 是 已 知 的 ,能 否 
确定 uI 在 S 上 的 值 取决 于 其 系数 五 是否 为 
==. H (x, Às Azs °, An) = 0 称 为 方程 (1) 的 特征 方 


程 . 称 满足 方程 
Ig de dëi ` 
RS. uaa! ior ee 
的 图 数 Cri sT" …,2Zi) 所 和 定义 的 曲面 


GET MER 
为 方程 (1) 的 特征 曲面 ,而 称 满足 方程 
H (x, 442, A)—=0 
的 非 零 向 量 (4,a，…) 为 方程 (1) 在 过 点 处 的 特 


征 方向 . 

高 阶 线性 方程 的 特征 方向 (characteristic direc- 
tion of linear equation of higher order)” 见 “高 阶 线 
性 方程 的 特征 方程 ”. 

高 阶 线 性 方程 的 特征 曲面 (characteristic sur- 
face of linear equation of higher order) J“ Bi 
线性 方程 的 特征 方程 ”. 

高 阶 线 性 方程 的 分 类 (classification of linear e- 
quation of higher order) 利用 特征 方 回 可 对 高 阶 
方程 分 类 . 和 方程 

H(xz,D)u + Kl(r,D)u = f(x), (1) 
Fig) = > ae, 

la] =m 
K@,D)= ^, uO 

DIESEM 


在 过 点 处 无 实 特 征 方向 , 则 称 方程 (1) 在 z 点 处 为 
椭圆 型 的 ;如 果 方 程 (1) 在 xz 点 处 只 有 实 特征 方向 ， 
即 对 任意 取 定 的 实数 0,,05,**,0, 1 方程 H (rs, 
à; , 7**,0,) = 0 XT a, 只 有 实 根 , 则 称 方程 (1) 在 X 点 
处 为 双 曲 型 的 ;如 果 方 程 (1) 在 点 处 对 有 和 个 
不 同 的 实 特征 方向 , 则 称 方程 (1) 为 完全 双 曲 型 或 狭 
义 双 曲 型 的 . 若 方程 (1) 在 区 域 (Q 中 每 一 点 都 是 椭 
圆 型 ( 双 曲 型 .完全 双 曲 型 ?的 , 则 称 方程 (1) 在 2 中 
是 椭圆 型 ( 双 曲 型 .完全 双 曲 型 ) 的 . 应 予 注 意 的 是 ， 
高 阶 方 程 的 分 类 只 与 其 主 部 (最 高 阶 导 数 项 ) 五 有 
关 而 与 低 阶 项 无 关 . 还 应 注意 对 m > 2 的 高 阶 方程 
所 区 分 出 来 的 称 为 椭圆 型 、 双 曲 型 等 方程 只 是 高 阶 
方程 中 很 少 一 部 分 ,而 对 于 二 阶 方程 却 可 以 做 较 完 
整 的 分 类 (参见 “二 阶 线性 偏 微 分 方程 的 分 类 ”). 

二 阶 线性 偏 微 分 方程 的 分 类 (classification of 
linear partial differential equation of second order) 
对 特征 方程 利用 二 次 型 理论 可 以 将 二 阶 线性 偏 微分 
方程 分 类 . 考查 ”个 自 变 量 的 二 阶 线性 偏 微 分 方程 


: 3u n 2u | 
2 arar, Gs 2,50) ar. dues 
(1) 
其 中 wise 和 /都 是 x 的 已 知 实 函 数 .此 方程 的 
特征 方程 为 
TTE 
mu t (2) 


an Fe pK Bx pirana EREDE), 则 
PLi Tt oo) 一 0 是 方程 (1) 的 特征 曲面 . 对 于 一 
个 固定 点 To， 过 该 点 的 特征 方向 Co,as,… ,a,) 满 足 
方程 


MICE .. 4, r= = Xa, Lie lg: = = 0. (3) 
根据 二 次 型 理论 ,存在 非 奇异 线 性 变换 
m > (i = 1,2,." ,7), (4) 
j=] 


使 二 次 型 
QL Lst Z,) = Dadas, (5) 
化 为 标准 型 = 
Qnm x) = > m 
EP ARR (MEA 1.0 2€ — 1. ki HR Cea eb 
m mue ee 


Mai SS Ze D (6) 5 元 ce" (u= TT (£), 


(6) 
HP ae (to) =k G=1,2,.°° 0) af (x H=OUF)), 
方程 (6) 称 为 方程 (1) 在 点 ze 处 的 标准 型 . 如 果 二 
XU (5D) J& IE XE z fA XE BJ, BB ATA kG — 1,2. n) HP 
是 1 或 都 是 一 1, 则 称 方程 (1) 在 点 ze 处 是 椭圆 型 
的 ;如 果 &; 中 有 一 个 为 1( 或 一 1), 其 余 n 一 1 个 都 是 
— 1 GX 1), 则 称 方 程 (1) 在 z, 处 为 双 曲 型 的 ;如 果 
系数 均 不 为 零 , 且 取 1 及 一 1 的 个 数 都 大 于 1, 则 
称 方程 (1) 在 xo 处 为 超 双 曲 型 的 ;如 果 玉 中 至 少 有 
一 个 是 零 , 而 其 余 的 &; 都 是 1( 或 都 是 一 1), 则 称 方 
Fg CLE ze 处 为 抛物 型 的 . 如 果 在 一 个 区 域 中 的 每 
一 点 处 ,方程 (1) 均 有 相同 的 类 型 , 则 称 (1) 在 该 区 域 
中 是 这 种 类 型 的 . 如 果 方 程 (1) 的 二 阶 偏 导数 的 系数 
"s UID 


E ES SÉ > GE Se + c* (u = f(é). 


因此 ， 如 果 不 写 出 全 含 低 阶 导数 的 项 , 则 常 系数 二 阶 线 
性 偏 微分 方程 的 四 类 标准 型 是 : 


1. 椭圆 型 方程 
EN? Ju J u 
ET ae 3r Toe zb ac + = 0 
2. 双 曲 型 方程 
q Oa a s O E eek 
dr axi dr fe 
3. SUD AY 75 EE C1 m «n — 2) 
Ju EN? ENT KR? 
Be Ee ae 
EN? 
= dri = Q, 
4. 302] 0 75 B60, Lannen) 
EN? ENZ EN? ðu 
ad Ca tp e E zu 


对 于 变 系数 方程 , 则 它 可 能 在 区 域 的 一 部 分 点 
上 是 这 种 类 型 ,而 在 为 一 部 分 点 上 是 为 一 种 类 型 ( 参 
见 “ 泥 合 型 偏 微分 方程 ”).， 
= 二 阶 线性 偏 微分 方程 的 标准 型 (canonical 
forms of linear partial differential equation of sec- 
见 “ 二 阶 线 性 偏 微 分 方程 的 分 类 ”. 
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ond order) 


fim 分 A E 


发 展 方程 (evolution equation) 用 来 描述 随时 
[8] 而 演变 的 过 程 的 偏 微分 方程 (组 ). 在 一 个 偏 微分 
方程 (组 ) 中 ,如 果 某 个 自 变量 可 以 赋予 像 时 间 : 那 
样 的 含义 , 且 能 写 为 如 下 形式 


9 |” a\"/ a\? | 

x wt Fl tre E] E w= | =0, 
则 称 其 为 发 展 方程 , 式 中 w(t 
<T; 0<;<m—1l,a= (e, a,, °: , a.) FEB TE T PR 


asasta, 为 非 负 整数 ， 

QUEE RA AE 
EUIS 

dí JL BJ Ac JE Jy UI Su Sp FE WL HH Si Jr FE Ka 
Y BY y FE. va He N- X X£ Jy ER us — Au mtu RH 
非 线 性 形式 u, — Au + miu —sinu, BS E 18 Jy RE lu, + 
Au=0 及 纳 维 -斯 托 克 斯 方程 组 


' 92 S IU = 
Se Pu E) — nate = pF — grad p, 


《| 2 


div Z = 0 
(A o 为 密度 , OM HR s z ARG PE ICI = Cu,» 
Uis). F 为 外 力 密度 ) 等 ， 
发 展 方程 的 定 解 问题 ,形式 多 种 多 样 , 有 其 不 同 
的 特点 ,常常 需 用 不 同 的 方法 来 求解 ;但 在 不 少 的 情 
形 下 ,可 以 用 适当 的 方法 化 为 巴 拿 赫 空间 中 的 抽象 
常 微分 方程 的 初 值 问题 


= = Au + F(u) (u0) = Ug), 


AF A 是 该 巴 拿 赫 空 间 上 的 一 个 压缩 半 群 的 生成 
元 ,因此 可 用 算 子 半 群 的 方法 来 统一 地 处 理 . 

s 3E BI -& EA FE (Klein-Gordon equation) 
见 “ 发 展 方程 ”. 

算 子 半 群 方法 (operator semigroup method) 
见 " 发 展 方程 "及 “热传导 方程 解 的 半 群 性 质 ” 

Be E PS J £S (Schrödinger equation) 量子 力学 
的 基本 方程 .描述 微观 粒子 运动 状态 的 波 函 数 
ylt ,zx) 满 足 的 方程 

RE = HP, 


称 为 薛 定 请 方程 ,也 称 为 量子 力学 中 的 波动 方程 , 式 
中 多 表示 动量 ,可 以 用 2 — —ih V SR h ETE 
BH oo ie XR EA 2x. H LW Ae = (21502545) 
为 粒子 在 空间 中 的 位 置 坐 标 . 对 受 外 力 场 Y(z) 的 作 
用 而 运动 的 粒子 ,如 果 用 m RATA E , 
a= £ + V (z). 
T k: Bee 197r Fa pk. S 
z99.0 f Zen degt 


y Yat) 
at 
上 式 虽 被 称 为 波动 方程 ,但 在 形式 上 却 和 扩散 方程 
相似 ,从 数学 分 类 上 讲 它 是 抛物 型 方程 . 一 般 地 ,如 
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A 4 是 一 个 椭圆 算 子 , 则 形 如 
l 2 + Au = f 


的 方程 也 称 为 薛 定 请 型 方程 

弹性 振动 方程 elastic vibration equation) ff 

述 弹 性 体 振动 的 方程 . 设 弹 性 体 平衡 时 占据 区 域 O 
CR? RA X= 二 《Xi,Xz,X;) 处 的 位 移 为 

] 


u 一 (U1 ,Uz Us), g€, (u) 一 一 


2 
为 应 变 , 弹 性 系数 为 Aijkh’ JW JJ W E PE v E E Dij 
= a ijeh Ern Cu) e 弹性 体 受 密度 为 f= (uy f; SOWA ° 
则 弹性 体 的 振动 方程 为 

p E GE Ze, = f; ÆRA). 
结合 边界 上 的 位 移 或 应 变 的 给 定数 据 可 确定 zx. 当 z 
不 依赖 上 时 即 得 弹性 平衡 方程 


ER 


Qr; " 
对 各 疝 同性 的 均匀 弹性 体 , 当 外 力 为 零 时 ,弹性 振动 
方程 化 为 


d'H gu 
p gp = HAUT AT po (div u) (771,253), 


其 中 2 是 密度 Ap 是 弹性 体 的 拉 梅 常数 . 每 个 分 量 
u; 都 满足 由 两 个 不 同 的 波动 算 子 所 组 成 的 四 阶 方程 
EE 

当 弹 性 体 平衡 时 得 到 重 调和 方程 Au = 0. 

弹性 平衡 方程 (elastic equilibrium equation) 
见 “ 弹 性 振动 方程 ”. 

AS 微分 方程 的 基本 解 (fundamental solutions 
of partial differential equation) 偏 微 分 方程 的 一 
种 具有 特定 奇异 性 质 的 解 , 由 它 可 以 构造 出 一 般 的 
解 . 对 于 nn 个 自 变 量 的 m 阶 线性 偏 微分 方程 

Tuc KS dor EEN e; (1) 


|a|<m 


UL Ch 


dr, dz, 


u; = 0. 


其 中 
D a'u | 
OX 19+ da n 
(1) 的 基本 解 定 义 为 方程 Lu = ó (z — E) BJ A. Ri 
ó C) Ë n HEZK UB] v pH (ó 图 数 ), 即 满足 条 件 


| 96 — Decode = e (V g € Cr» 
: 


的 广义 函数 .方程 (1) 的 基本 解 (x,$) 有 下 列 性 质 . 
1. 4 zÆ Ht, LI Cr, €)=0. 
2. XER ee BE PH Sr), ERI 


uj | Pus f(édé 
S 


是 方程 Lu 二 f(x) 的 解 .也 可 以 把 具有 性 质 1,2 的 也 
Ar ODELA TEDER. 


Cla | = Qi + a, + im uua Dr 


拉 普 拉 斯 方程 
ECC pon Iu 
xm M" AE ae 0 
的 基本 解 为 
人 

| 1 = 
SES SE 
m (nz3), 
2(2—n) n° 

其 中 


|z=—£| = (2) — 8)? + Gn, — E E n b Gr, — EN 


热传导 方程 


du — 
OL = a’A,u 
的 基本 解 为 
Ix i.t) 
ES 1 HRS T - 
= TENE mL T2 "rre H (t — tz). 
波动 方程 
= a'Au 
的 基本 解 为 
Dl EE Tt) 
dg opes) esed Geis 
2a 


d 
_ ona Va!(t — ry? — [x — 6|? 
x H(a(t — rt) — |x EIN (n = 2), 
0 ss | =a — 2) 
Axa |x — ë| 
x H(aG — z) — |x — |) n3) 


其 中 H (s) J HE wR , Bl 
HG) = 1 G20), 
0 (s < 00, 
满足 
x =a Ad, Wr 0) = (G — £) 
的 解 称 为 n 维 热传导 方程 柯 西 问题 的 基本 人 解 , 其 表 


达 式 为 
1 | E d 
XP; 一 , 


= ——e 
(2a 4 xt)" 4a't 
满足 
2 
m ES a^ Au ,uCr,0) = 0, 


Ju = m 
ay 000 = OC EI 


BJ AE PR Ay n 维 波动 方程 柯 西 问题 的 基本 解 , 其 表达 


式 为 
T(rst;€) = (x — &,t) 


Se ee ee (n=1), 
2a 


— 7 7 

一 3、2TQ Za — [x — EI? 
x H(at — |x — £|) 
Et EE DU (2585: 
f Pu - jJ FE. 3) X Xm CE HE XE XE (Cauchy-Ko- 
valevskaja theorem) (Rita ERE PA PE 
j HE B9 PE CF TEE. 对 柯 瓦 列 夫 斯 卡 娅 类 型 方程 组 : 


(n = 2) 


=F tT Xs Xn 
LÀ o Pu ... 

"at dati arb 
G,j—15,2,*.N5 Reet eine 十 k, =k Sni; koni), 
赋予 定 解 条 件 
ou; 


dr 


i=ty 


UU a (N 5 °° 


=: k 
= @ Tuoi E 


(b—0,1,:*,; — 134 = 1,2,*,0), 
即 成 为 一 个 初 值 问 题 ( 柯 西 问题 ). 柯 西 - 柯 瓦 列 夫 斯 
卡 娅 定理 断言 :如 果 ei 在 点 x! = Crt whe) DÉI 
邻 域 内 解析 ,所 有 尺 在 相应 点 (To 
《9u;)",…) 的 邻 域内 解析 ,那么 如 上 的 柯 西 问题 在 
(z?,zx") 的 菜 个 邻 域内 有 惟一 的 解析 解 , 其 中 C9*w;)" 
表示 
SN du; 
i atte ay? OT 
TE G^ , a? ) 处 由 初始 条 件 确定 的 值 . 

上 户 伊 关于 无 解 的 线性 偏 微分 方程 的 例子 
(Lewy's example of linear partial differential equa- 
tion without solution) 光滑 系数 线性 偏 微 分 方程 
没有 解 的 著名 例子 . 自从 柯 西 - 柯 瓦 列 夫 斯 卡 娅 定理 
建立 之 后 ,对 于 线性 方程 ,人 们 猜测 当 其 系数 和 自由 
项 虽 不 是 解析 的 但 属于 C™” 时 , 解 亦 应 存在 . 1957 
ae, FH BE (Lewy, H. ) 举 出 了 一 个 简单 的 反例 ,否定 
了 这 个 猜测 . 户 伊 指出 ,如 果 方 程 

i| B P Ds TT = = f(a) 

在 原点 邻 域内 有 连续 可 微 解 u (zi, z; z ) BBA SRM 
必须 是 解析 的 . 这 表明 即使 了 无 限 次 可 微 , 但 不 是 
解析 的 ,上 述 方程 也 没有 连续 可 微 解 .实际 上 ,在 广 
义 函 数 类 中 该 方程 也 没有 解 . 卢 伊 提出 的 这 个 著名 
的 光滑 系数 线性 侦 微 分 方程 无 解 的 例子 ,在 数学 界 
引起 了 很 大 的 震动 ,促进 了 偏 微分 方程 局 部 可 解 性 
及 一 般 线性 偏 微 分 算 子 的 研究 . 

堆 姆 格 伦 的 惟一 性 定理 (Holmgren uniqueness 
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EW? 


H 


IS GY 万 f 


theorem) 偏 微分 方程 理论 中 一 个 带 普遍 性 的 解 的 
惟一 性 定理 . 霍 姆 格 伦 惟 一 性 定理 断言 :原点 邻 域内 
具 解 析 系 数 的 一 阶 线 性 方程 组 


= A. Ant? SE 
ko] AL, 


CA, ALB E NX N EE, u A IHN 维 矢量 ), 满 足 
C' 初始 条 件 

让 | 二 
的 柯 西 问题 在 原点 的 某 邻 域内 的 C! 解 是 惟一 的 . 

由 于 具 解 析 系 数 的 高 阶 方程 组 可 以 化 成 一 阶 
组 ,所 以 起 姆 格 伦 定 理 对 高 阶 线性 方程 也 成 立 . 此 定 
理 中 关于 系数 为 解析 的 要 求 一 般 是 不 能 去 掉 的 , 普 
李斯 (Plis,A. ) 于 1954 年 曾 给 出 一 个 偏 微分 方程 组 
的 例子 ,其 系数 无 限 次 连续 可 微 ,但 齐 次 柯 西 问 题 除 
平 几 解 外 还 有 一 个 非 零 的 无 限 可 微 的 解 . 

二 阶 偏 微分 算 子 的 格林 公式 (Green formula of 
second order partial differential equation) 联系 两 
个 自 变量 的 二 阶 偏 微 分 算 子 及 其 伴随 算 子 的 一 个 等 
A. — 

d'H 9*u 


Lu =a A aeg i dx, 42232 


Hast basse eu 
"— 


L'u- f, ru) +2 uo aw) +55 


7 (anv) 


— EG) Es 十 cv。 


4 


Ju Ju | 
Htu,v)=v “oa Ea +a,u 


x (aw) d 


lanv) 


K (u , U) = * as Finis te 


+u lano) dg Cano) 
则 有 黎 曼 等 式 
* BEI 9 
vLu — uL Deum qe 


Pj vita AR Od 18 — Br VRAT E f. L 的 格林 公式 
| (ole — uL* v)dz,dz, = | „Hda, + Kdz,. 


一 公式 是 定义 广义 解 的 基础 和 用 黎 曼 方法 解 两 个 
自 变量 的 双 曲 型 方程 的 出 发 点 . 
二 阶 偏 微分 算 子 的 伴随 算 子 (adjoint operator 
of second order partial differential equation) I, 
“二 阶 偏 微 分 算 子 的 格林 公式 ”. 
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双 曲 型 方程 


双 曲 型 偏 微 分 方程 (partial differential equa- 
tion of hyperbolic type) ”描述 振动 或 波动 现象 的 
一 类 重要 的 偏 微分 方程 . 它 的 一 个 典型 特例 是 波动 
方程 


Xu Xu Xu o uo. 
di? Ort. dx axi 
n=1 时 的 波动 方程 
d'un u 
at e" Géi 


可 用 来 描述 弦 的 微小 横 振 动 , 称 为 弦 振 动 方程 . 这 是 
最 早 得 到 系统 研究 的 一 个 偏 微分 方程 . 其 解 具 有 十 
分 简单 的 结构 , 即 总 可 以 表 为 一 个 右 传 播 波 和 一 个 
Z (E 3E UE B3 IL iu =F (m — 0) Ge 4-1. 因此 , 当 
给 定 弦 的 初始 位 移 和 速度 

du 
Ət |, 
即 可 得 到 柯 西 问题 (1)， C2) 的 解 的 表达 式 


u |o = Cr), " (2) 


uCr,t) = EE 2 I PEJE, 
FR XS BB DL AR ZA X. 
= Br Be HE XX h S9 75 $2 (second order linear hy- 


最 简单 最 重要 的 双 曲 型 偏 微 分 


perbolic equation) 


方程 . 对 于 2 十 1 个 自 变 量 r= Ce Zo, "° Z, ro — 
阶 线性 偏 微分 方程 
J u 9*u di 
im > °° Or, — 4 ro) 


E PE 
i=] 


— E OX; 
假设 所 有 系数 及 f 都 是 1,x HI a. 如 果 在 固 
定点 (t,7z) 处 特征 方程 


~ Zaad - p 5e ram 


对 任意 非 零 实数 组 ¿= (6,5, 8, ) , IË 8 W ` TH 
FKR AG, rE), Alr), DUE Lu = 0 FERC, 2) 
处 为 双 曲 型 方程 ,或 简称 在 G , =) Rb E: XE HE BJ. ET E 
所 考查 的 区 域 的 每 点 处 Lu = 0 AB R: XZ Hi BJ , Wë 
Lu = 0 在 该 区 域 是 双 曲 的 . pup: Ay 5 de KF Gs x) 
EQ 是 一 致 分 离 的 , 即 当 

inf lA, G,256) 一 Ai) = c> 0 


G,z)€Q,|#|=1 
成 立时 , 则 称 Lu = 0 # Q A Æ 1E WO BH BS. 
线性 双 曲 型 方程 的 典型 例子 是 波动 方程 (参见 
“波动 方程 ”7 以 及 描述 有 电 漏 的 导线 中 电流 传导 的 


双 曲 型 方程 一 一 电报 方程 
9*u , d'H Qu | 
p Lv ES? m 2 at = 0. 


ENN dg BY (regular hyperbolic type) JF“ ` 
阶 线性 双 曲 型 方程 ” 

波动 方程 (wave equation) 
现象 的 典型 方程 . 形 如 

gu Fu J'u 
39 9 a L a "tag 
= f (t; Liss tttm.) 

的 方程 称 为 维 波动 方程 , 式 中 a 为 正常 数 ,f 是 已 
Xll PR C. 

物体 的 许多 运动 规律 可 以 用 波动 方程 来 描述 ， 
如 弦 的 振动 . 膜 的 振动 与 声波 和 电磁 波 的 传播 可 以 
分 别 用 一 维 、 二 维和 三 维 波动 方程 来 描述 . 因此 ,一 
维 波 动 方程 又 称 为 弦 振 动 方程 ,二 维 波 动 方程 又 称 
为 膜 振 动 方程 . 对 于 波动 方程 , 柯 西 ( 初 值 ) 问 题 和 混 
合 ( 初 - 边 值 ) 问 题 是 适 定 的 , 边 值 问题 是 不 适 定 的 . 

波动 方程 的 基本 解 ({undamental solution of 
wave equation)” 见 “ 偏 微分 方程 的 基本 人 解 ”. 

弦 振 动 方程 (equation of vibration of a string) 
见 “ 波 动 方程 "和 “ 双 曲 型 偏 答 分 方程 ”. 

膜 振动 方程 (equation of vibration of a mem- 
brane) WH”. 

$5 #F X8 HH TH] (characteristic hypersurface) >K 
解 双 曲 型 方程 或 研究 其 解 的 性 质 时 起 重要 作用 的 一 
种 超 曲面 . 一 个 超 曲面 Set, HU RE ER E 


MX. 


描述 波动 或 振动 


jai. y = UE 
“ gn = SÉIER Aa, ` Or, 


1 


d ^ d 
SE (1) 


i=] 


的 一 个 特征 超 曲面 ,其 中 
H (t EE Se 一 对 一 b» = bt 


H (t,x; E) = 0 (2) 
PATEE Gr t) AER FFE 7; T2. 对 于 双 曲 型 方 
程 , 任 一 特征 超 曲面 均 由 双 特 征 线 组 成 ,而 双 特 征 线 
(又 称 特 征 射线 ) 上 = 一 上 Crz),z 一 zz) 由 如 下 常 微 分 方 
程 组 


dz dz, 
a He de ^ Hs G = 1,2,:,n), 
(T =H, G = 1,2,¢**,n) 


满足 附加 条 件 (2) 的 解 给 出 . Hif— dadd BN 
切 双 特征 线 所 构成 的 特征 超 曲 面 , 称 为 以 PP 为 顶点 
的 特征 臂 锥 面 ,特征 辟 锥 面 连同 其 内 部 称 为 特征 辟 
HA, EE H fu T ez RI eL 的 向 前 及 向 后 两 部 


X A 型 7; 程 


分 组 成 .过 书 点 指向 此 臂 锥 面 内 部 的 任 一 方向 , 称 
为 此 点 的 类 时 方向 ;一 个 处 处 和 类 时 方向 相 切 的 曲 
线 称 为 时 向 曲线 .以 己 为 顶点 的 特征 臂 锥 内 部 的 任 
一 点 ,都 可 用 时 向 曲线 与 已 点 相连 结 . 对 曲面 上 任 
一 点 ,都 有 经 过 该 点 且 位 于 此 曲面 上 的 时 向 曲线 时 
称 此 曲面 为 时 问 曲 面 . 处 处 将 辟 锥 的 前 后 两 部 分 分 
隅 开 的 超 曲面 称 为 空 问 曲面 . 对 方程 (1), 超 曲面 (z 
一 常数) 就 是 空 问 曲面 . 对 波动 方程 , 双 特 征 线 都 是 
直线 r—adatG-—1,.2,.,m 


>a = LES 
而 以 P (Q ° ,zx ) 为 顶点 的 特征 臂 锥 面 就 是 特征 锥 面 
SC 
i=] 


此 时 z 轴 恰 为 一 个 时 向 曲线 . 在 方程 (1) 的 主 部 的 系 
数 有 界 时 ,以 任何 点 为 顶点 的 特征 劈 锥 面 都 可 包含 
在 以 此 点 为 顶点 的 一 个 男 定 大 小 的 圆锥 中 . 解 的 弱 
间断 面 一 定 是 特征 超 曲面 .因此 ,在 波 的 传播 中 , 特 
征 超 曲面 可 用 来 表示 波 前 , 即 作为 已 受 扰 动 与 未 受 
扰动 的 区 域 的 分 界面 ,而 任何 扰动 都 沿 着 双 特 征 线 


传播 . 


扰动 沿 双 特 征 线 传播 的 性 质 , 充 分 体现 了 一 般 
情形 下 线性 双 曲 型 偏 微分 方程 的 解 的 奇 性 传播 的 特 
点 ,在 光学 中 , 双 特 征 线 就 是 光线 , 沿 着 它们 积分 一 
些 常 微 分 方程 ,在 高 频 振动 的 情形 下 ,可 得 到 精确 解 
的 渐 近 展开 式 . 此 方法 称 为 几何 光学 近似 . 它 将 波动 
光学 和 几何 光学 联系 起 来 ,并 为 侍 里 叶 积 分 算 子 提 
供 了 一 个 雏 型 . 

特征 射线 (characteristic ray) 
HL”. 

F 4E SE $Ë Tf] (characteristic conoid surface) 
见 “ 特 征 超 曲 面 ”. 

ds «E 8$ $E (K (characteristic conoid) 
ÉB HH 81”. 

EJ [z] H Ze (time-like curve) 


见 “ 特 征 超 曲 


见 “ 特 征 


见 “ 特 征 超 曲面 ”. 


时 向 曲面 (time-like hypersurface) JBL “F# #E 
超 曲 面 ”. 
空 问 曲 面 (space-like hypersurface) ” 见 “ 特 征 


超 曲 面 ”. 

几何 光学 近似 方法 (geometric optics’ approxi- 
mate method) 见 “ 特 征 超 曲面 ” 

二 阶 线性 双 曲 型 方程 的 柯 西 问 题 (Cauchy 
problem for second order linear hyperbolic partial 
differential equation) 二 阶 双 曲 型 方程 的 一 类 重 
要 的 定 解 问题 . 求 方程 | 
d'M - 9?u > d'H 
3 — a n IXIL; 


i=l 1 
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du ^ 3u 
TAX — Quai gg, ~ au — f= 0 (1) 


TE t0 的 解 u—u GO EE CT b 28 1 


Zi --G. (0 


(1), (2) f A I P8 [8] 388 BY 49] 48. I8] BA, HP (a), 
wz) 是 给 定 的 适当 光滑 的 函数 . 一 般 地 , 柯 西 问题 
的 初始 数据 可 以 给 在 任 一 类 空 向 曲面 上 . 对 于 正则 
双 曲 型 方程 ,其 柯 西 问题 是 适 定 的 . 

柯 西 问 题 (1),(2) 的 解 在 点 P (2° 0) > 0) Jb 
的 值 ,只 依赖 于 以 PP 点 为 顶点 的 后 向 特征 辟 锥 体 
(或 面 ) 与 初始 超 平面 上 一 0 交 截 所 得 的 区 域 Ce 上 的 
初始 数据 ,而 与 Gr 外 的 初始 数据 无 关 . Ce RAA P 
的 依赖 区 域 . 依赖 区 域 的 有 界 性 反映 了 波动 以 有 限 
速度 传播 的 事实 ,这 是 双 曲 型 方程 的 一 个 本 质 特点 . 
相应 地 ,初始 数据 在 t= 0 E— x P^ 的 一 个 邻 域 中 
的 扰动 , 仅 对 以 P? 为 顶点 的 前 向 特征 辟 锥 体 ( 面 ) 的 
一 个 邻 域 中 的 数值 产生 影响 ,这 个 前 向 臂 锥 体 ( 面 ) 
称 为 点 P 的 影响 区 域 . 对 初始 空间 R" 中 的 区 域 D, 
其 依赖 区 域 完全 包含 在 DD 中 的 点 组 成 的 集合 称 为 
D 的 决定 区 域 . 

对 一 维 波动 方程 ,点 (zxo,to) 的 依赖 区 域 是 区 间 
[xo — ato s £o ato ] s Im EX [8] [ =, , z; AR XE. X i E: pH 
三 条 直线 1 二 0,x+= 二 xi1 一 at,X 二 XxX! 十 at Bi BJ = ff 
形 ; 区 间 [zi,xzj 的 影响 区 域 是 由 两 条 半 射 线 > 
=z at, r =x: tat 之 0) 和 t= 二 0 上 的 线段 [xi , = J 
所 围 成 的 区 域 . 如 下 图 . 


LN 


> 
Iy— aty ast aly e 


Cx, sto ) 的 依赖 区 间 


u en = u (z), 


E 的 决定 区 域 


[ z ,wj 的 影响 区 域 


对 二 维 波动 方程 ,点 (xo,yo,to) 的 依赖 区 域 是 : 
—0 上 的 图 
S; (£ — x) + Cy — y) < ati 

该 圆 S 的 决定 区 域 是 以 S 为 底 , Gros yosto? 2g TUR 
的 圆锥 体 : 

(=—z ) + Cy—3)'sa'G-—121,) Costs); 
而 £—0 上 点 Gros yo» 0) FA) F Up K PR E: i] FE fk «C — 
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zd Cy— y) zt, T Bl. 


X (Xo, yo0,0) 


Caro s yo sto? AI DE Pii Pk FR (=o » yo > 0) BJ Æ ijs] D< dk, 


( xo * Yo sto) 


EB S 的 决定 区 域 

对 三 AE Ue NTT E A (zoyyoyzoyto) 的 依赖 区 域 
是 超 平面 := 二 0 LIRA Gr ard + Cy y) + (x 
一 zo) 一 ato; 该 球面 内 部 区 域 的 决定 区 域 是 以 该 球 
体 为 底 , 以 Czoyyoyzoyt) 为 顶点 的 四 维 圆锥 体 :(z 
=z) + Gy — yo)? + G—z) sa! G— th) (xi 
io); 初 始 平面 上 一 0 上 一 点 (Czoyyoyzo,0) 的 影响 区 域 
是 四 维 锥 面 ;:(x 一 xo) 十 (y 一 yo) 十 (z 一 z0) =a t Ct 
>>0) ,而 初始 平面 上 某 一 区 域 D 的 影响 区 域 是 DD 中 
每 一 点 所 作出 的 相应 锥 面 的 包 络 面 围 成 的 区 域 . 

决定 区 域 (domain of determinacy) JL“ — Pr 


线性 双 曲 型 方程 的 柯 西 问题 ” 

影响 区 域 (domain of influence) J“ — ira 
双 曲 型 方程 的 柯 西 问题 ”. 

依赖 区 域 (domain of dependence) 见 " 二 阶 线 
性 双 曲 型 方程 的 柯 西 问题 ” 


二 阶 线性 双 曲 型 方程 的 混合 问题 (initial 
boundary value problem for second order linear hy- 
perbolic partial differential equation) 双 曲 型 方程 
除 柯 西 问 题 外 的 男 一 类 重要 的 定 解 问题 . 混合 问题 
是 求 该 方程 的 解 x(tz) 在 工 空间 的 一 个 区 域 的 边 
界 上 满足 给 定 的 边界 条 件 ,并 在 此 区 域 上 满足 上 =0 
时 的 初始 条 件 . 在 研究 波 的 反射 .干扰 或 有 界 弹性 体 
的 振动 时 上 自然 会 提出 这 类 问题 . 二 阶 线 性 双 曲 型 方 
程 带 常见 边界 条 件 的 混合 问题 是 适 定 的 . 

齐 次 波动 方程 柯 西 问题 的 解 (solution of 
Cauchy problem of homogeneous wave equation) 
齐 次 波动 方程 柯 西 问 题 有 表达 解 的 公式 . 设 2 三 次 
连续 可 微 , 二 次 连续 可 微 ,那么 齐 次 波动 方程 柯 西 


问题 
=g Aus | = ys E _ = dr) 
的 解 u 的 表达 式 分 别 为 : 


1. 三维 ( 基 尔 霍 夫 或 泊 松 公式 ) 


EE. d all y 
i nal J. CT s, t as |, 


式 中 5S 表示 球面 
(£ — x)! +H O y+ Eaz = ai, 
2. —4E GAPS AA 


ux, y, z;t) 


ux, yst) 
DE ¿(£ ,7)dëd7 
-去 | s/s AD 
9 gC, déd? 
do a Ah 


KH Ku Bl Er + (9— y xza?t. 
3. — AE GA BJ DL ZR XO 
9€(x —at) d- 9r d- at) 


uCrt)-— 9 


rat 
. TOLG 

dk OR Æ R (Kirchhoff, G. R.) # r Z WJ Æ% 
(Helmhotz,H. von) 的 工作 ,得 出 的 三 维 波动 方程 初 
值 问 题 的 解 的 表达 式 有 重要 的 现实 意义 (参见 “ 惠 更 
斯 原理 ”). 

达 朗 贝尔 公式 (d'Alembert formula) 
次 波动 方程 柯 西 问题 的 解 ”. 

KR EK AH (Kirchhoff formula) 
波动 方程 柯 西 问题 的 解 ”. 

泊 松 公式 (Poisson formula) 
程 柯 西 问题 的 解 ”. 

非 齐 次 波动 方程 柯 西 问题 的 解 (solution of 
Cauchy problem of nonhomogeneous wave equa- 
tion) 非 齐 次 波动 方程 柯 西 问题 有 表达 解 的 公式 ， 
JE FIX UE hr £8 u, — a^ Au = f Gr , t) BS i] P8 [8] EB DI 
解 x(zyti) 等 于 齐 次 波动 方程 的 柯 西 问题 的 解 话 加 一 
项 如 下 形式 的 函数 u GERS): 

1. 38 


见 齐 
见 “ 齐 次 


见 “ 齐 次 波动 方 


i dar 


4na* ， 


MÀ 


uL (xr, yz.) == ———— ëd, 


a rh r=[(8—<x)?2+ (7— yy)? + (£ —z)° 于 ,积分 区 域 
EC, yz) AERD ,at 为 半径 的 球体 . 
2. 二 维 


c y,t) = 


Ta 
Se < o [a(t — r: — (& — z): ET 


WX A 型 F # 


1 
2 


ATPASE x) eg Ae 
3. 一 维 
] 


[rcr aG-—r) 
uu sies | | f(é,r)dédr. 
07 r—a(t—r) 


2a 

HEIR Ht (retarded potential) 见 “ 非 齐 次 波动 
方程 柯 西 问 题 的 解 ” 

降 维 法 (method of the reduction of dimensi- 
ons) 二 维 (一 维 ) 齐 次 波动 方程 柯 西 问题 的 解 可 由 
三 维 ( 二 维 ) 的 解 通过 所 谓 降 维 法 来 得 到 . 例如 ,将 二 
维 波动 方程 us — ui — Uyy = 0 看 成 三 维 波动 方程 的 
一 个 特殊 情况 它 的 初始 条 件 和 解 本 身 都 与 变 元 
z Ju. 这 样 可 以 由 三 维 的 基 尔 霍 夫 公式 导出 二 维 
的 泊 松 公式 . 这 种 从 高 维 问题 的 解 导出 低 一 维 相应 
问题 的 解 的 方法 称 为 降 维 法 . 降 维 法 不 仅 适 用 于 波 
动 方程 ,也 适用 于 其 他 类 型 的 一 些 方程 . 

惠 更 斯 原理 (Huygens principle) 波 的 传播 有 
清晰 的 前 阵 面 及 后 阵 面 的 现象 .对 三 维 波动 方程 , 根 
HE FER ERE EE 点 (£o s Yos Zos O) Æ RF ZI t>0 时 的 
X up] px SRL pk [f] Cx — a P+ Cy ay) + x — zo)” = 
at. 若 初 始 时 刻 某 有 界 区 域 2 中 有 一 个 扰动 ,在 时 
刻 : 上 受到 此 扰动 影响 的 区 域 是 所 有 以 点 p € O 3 
心 , 以 at 为 半径 的 球面 的 全 部 . 4 at 大 于 区 域 (2 的 
直径 时 ,这 一 族 球面 有 内 、 外 两 个 包 络 面 , 称 外 包 络 
面 为 传播 波 的 前 阵 面 ,内包 络 面 为 传播 波 的 后 阵 面 . 
前 阵 面 以 外 的 部 分 是 扰动 尚未 传 到 的 区 域 , 后 阵 面 
以 内 的 部 分 是 扰动 已 传 过 并 恢复 到 原来 状态 的 那 部 
分 区 域 , 前 后 阵 面 之 间 的 区 域 是 正 受 到 扰动 影响 的 
区 域 , 这 种 波 的 传播 有 清晰 的 前 阵 面 和 后 阵 面 的 现 
象 , 称 为 惠 更 斯 原理 . 此 无 后 效应 的 现象 对 现实 生活 
中 信和 号 的 传送 与 接收 有 重要 意义 .对 ”之 3 时 的 #E 
波动 方程 , 惠 更 斯 原理 都 成 立 , 而 对 1 维和 2 维 波动 
方程 , 惠 更 斯 原理 都 不 成 立 . 

前 EE E] (forward matrix surface) 
原理 ” 


E EE @ (after matrix surface) 


见 “ 惠 更 斯 原 
ER". S 
波 的 弥散 (Cdispersion of wave) 波 的 传播 有 前 
阵 面 而 无 后 阵 面 的 现象 .对 二 维 波动 方程 ,点 
Cxo » yo» 0) 的 影响 [X bà E: #E [K xx + (y— yo? 
<a’. IN EE CT hF Zl] z 受到 初始 扰动 的 影响 ， 
此 后 该 点 将 继续 位 于 影响 区 域内 ,所 以 初始 扰动 的 
影响 不 会 消失 ,从 而 波 的 传播 只 有 前 阵 面 而 无 后 阵 
面 ,这 种 现象 称 为 波 的 弥散 ,或 者 称 波 具有 后 效应 . 
一 维 波动 方程 也 具有 后 效应 . 

iE BJ fg SM (after efficiency of wave) 
的 弥散 ” 

能 量 积 分 (energy integral) 


见 “ 波 


波动 方程 解 的 介 
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fi im 分 Ft 程 
导数 组 成 的 正定 积分 . 设 ” 维 齐 次 波动 方程 u, — a, 
Au — 0 满足 边界 条 件 xjr 一 0 或 


du 
Ser SH 


(^ 3 90X[0.,T ],n RT AAEM) B E ux, 
£) , 则 称 积 

EG =| [| Z HE 
为 波动 方程 的 能 量 积 分 , 它 满足 能 量 守 恒 律 :无 () 
王 五 (0) 和 能 量 不 等 式 


E,(t) <e&E,(0) + e l'e-tECOdz (I0, 
式 中 


Ju “~/ du 


2 
Jaa 


ED | xaa. 
如 果 边 界 条 件 换 为 
T ae ou | 
则 只 要 在 能 量 积 分 中 加 上 一 项 
a | outdo, 
能 量 不 等 式 仍然 成 立 . 对 于 齐 次 波动 方程 的 柯 西 问 
题 的 解 , 其 能 量 积分 为 | 
E,(Q,) =| | E el 
Rn o, 为 超 平面 ;一 与 特征 锥 
— xj) za (R -ity 


CORO R > 0,t < R) 
的 截面 ,而 能 量 不 等 式 为 ECOL SLE (Q, ) G> t. 
220). E, (2) e" ^ E Q2, ) + Ce — 1) EL CO, ), 式 
Hi 


= 0, 
r 


2 
Jaa, 


ae 
OX; 


E, (Q,) =| vd. 


对 于 非 齐 次 波动 方程 A —a Au f Gc DEOR 
EIERE 

的 解 , 能 量 不 等 式 为 
EG) < M| EO) Gs | rege) : 


其 中 Q, — 0X (0,t), M AMS d 有 关 的 常数 . 利用 
能 量 积分 是 证 明 双 曲 方 程 定 解 问题 适 定 性 的 一 个 比 
较 简 便 的 方法 , 称 为 能 量 积 分 法 . 

波动 方程 的 能 量 不 等 式 (energy inequality of 
wave equation)” 见 “能 量 积 分 ”. 

能 量 积 分 法 (energy integral method) 见 “ 能 
EB. 

= Br dE £ E 3X. dip BY 75 3€ (second order nonlin- 
一 类 重要 的 二 阶 非 线性 


= 0 


r 


ear hyperbolic equation) 


448 


方程 .对 于 已 解 出 9"z/e 的 二 阶 非 线 性 偏 微 分 方程 
g'u du du J'u 3u 


= SA EY e C DI. ET , (1) 
au 3u 
3tƏx; dxi97 


的 人 篇 导数 中 视 ue =e z) C, ER C Ho 9 iO S 
ay G x) F a5, z), 如果 方程 

“3 — Zo aras — Dut Tm = 0 
是 双 曲 型 的 , 则 称 (1) 在 (t,x) 的 附近 是 双 曲 型 的 . 
当 考虑 (1) 的 初 值 问题 

u(O, x) = U(r), u,(0,z) = u(r) (2) 
时 ,如 果 函 数 4 是 关于 变 元 


£, x, uU. ene 


9*u 
”ariari 
WJ 35 ^r GW AAA CDD YE u Cr) tui z) BY EE XX 
曲 型 的 , 则 问题 (1), (2) 在 1==0 Ba 4 A pR rh AE 
一 的 解 .一 般 地 , 非 线 性 双 曲 型 方程 的 初 值 问 题 只 存 
在 局 部 解 . 

二 阶 退 化 双 曲 型 方程 (degenerate hyperbolic e- 
quation of second order) 一 类 重要 的 特殊 的 双 曲 
型 方程 . 如 果 研 究 的 二 阶 偏 微分 方程 的 特征 形式 ,在 
所 考虑 的 区 域 的 每 一 点 上 有 一 个 负 特 征 值 而 其 余 特 
曲 型 方程 . 有 时 也 称 为 弱 双 曲 型 方程 . 它 可 以 用 研究 
具 非 负 特 征 形式 的 方程 的 方法 进行 研究 . 

弱 双 曲 型 方程 (weakly hyperbolic equation) 

即 “ 二 阶 退 化 双 曲 型 方程 ”. 

高 阶 线 性 双 曲 型 方程 (higher order linear hy- 
perbolic equation) 一 类 重要 的 高 阶 方 程 . 高 阶 线 
性 双 曲 型 方程 有 两 种 定义 . 考虑 nn 十 1 ABRE GS 
的 N Pr Säz hg 


9 d 


gi rH a= CHUAN lal —q,--ae,4d-::--a,, 


Idien 

dr drj az22 dr? 

如 果 方 程 L(4,16) 二 0 的 根 A=A, CE) A, CE) A CE) 
的 实 部 是 实数 组 5 二 (61,6,,…,é&,) 的 有 界 消 数 , 则 
称 Lu=0 是 哥 尔 本 意义 下 的 双 曲 型 方程 . 当世 是 六 
次 齐 次 的 情形 ,上 述 条 件 成 为 : ACE) AL CED oes 
An($) 对 于 任意 非 零 实数 组 (5, ,5,,… ,6,) 都 是 纯 虚 
Be. 双 曲 型 方程 的 主 部 (最 高 阶 项 ) 也 是 双 曲 型 的 . 当 
dojo tor 的 函数 时 ,如 果 变 系数 方程 Lu = 0 的 特征 
方程 


A BM, ay g(t, x) AGE)" = 0 
ay |a| = N : 
ay N 


对 各 点 (上 zx) 和 任意 的 上 6 天 0 具有 N 个 相 异 的 纯 虚 
AR A, rE), Ar E) oe, Antr), M E D E 
Lu 二 0 为 彼得 罗 夫 斯 基 意 义 下 的 双 曲 型 方程 . 当 这 
些 根 一 致 分 离 时 , 即 

Í Nt rE) Aen E | =e 0, 


Crt), [El 1,7 


则 称 为 正则 双 曲 型 方程 . 

哥 尔 本 意义 下 的 双 曲 型 条 件 考虑 了 低 阶 项 的 影 
响 ,因而 不 能 照搬 到 变 系 数 的 情形 . 然而 在 党 系数 的 
情形 ,一 个 N 阶 齐 次 方程 ,不 管 怎样 添加 阶 数 不 超 
过 N—1 的 低 阶 项 ,仍旧 保持 其 整体 在 哥 尔 丁 意义 
下 是 双 曲 型 的 充分 必要 条 件 是 : 它 的 特征 方程 对 任 
PAA SEE SRA E= (5,550 R4 N 个 纯 虚 根 
A. X FH Jy Fg Er A PR X. SM BH RJ BJ. 这 就 说 明 , 在 常 系数 
情形 ,彼得 罗 夫 斯 基 意 义 下 的 双 曲 型 方程 必定 是 哥 
尔 丁 意义 下 的 双 曲 型 方程 ,而 哥 尔 丁 意义 下 的 双 曲 
型 方程 不 一 定 是 彼得 罗 夫 斯 基 意 义 下 的 双 曲 型 方 
f. 

aR] BM FAD B 2 7; fz (equation of hy- 
perbolic type in Garding sense) JU“ rg Er £x; PE XW BE 
型 方程 ”. 

彼得 罗 夫 斯 基 意 义 下 的 双 曲 型 方程 (equation 
of hyperbolic type in Petrovski sense) 见 “ 高 阶 线 
性 双 曲 型 方程 ”. 

狭义 双 曲 型 方程 (equation of strict hyperbolic) 
见 “ 高 阶 线性 双 曲 型 方程 ”. 

正则 双 曲 型 方程 (equation of regularly hyper- 
bolic) 见 “ 高 阶 线性 双 曲 型 方程 ” 

线性 双 曲 型 方程 组 (system of linear hyperbolic 
一 类 重要 的 高 阶 线 性 偏 微 分 方程 组 . 


equations ) 


对 线性 偏 微分 方程 组 
Í ， , o 1 o 
^ oy ao r m 
> M ea x| | ar S ý 
2 WEE A 
=] 
"en o8 a fay 
det n — 一 |= 
: ES SES at F4 ? : 


SEET 
作为 9 的 N= Xn 阶 单个 方程 是 彼得 罗 夫 斯 基 意 
义 下 的 双 曲 方程 时 ,就 称 原 方程 组 为 (彼得 罗 夫 斯 基 


意义 下 的 ) 双 曲 型 方程 组 . 
对 称 双 曲 型 方程 组 (system of symmetric hy- 


perbolic equations) ”能 量 不 等 式 最 自然 地 成 立 的 
一 类 方程 组 . 当 和 矩阵 形式 的 一 阶 线性 方程 组 
Lu SAG) 3 + Bu == i (1) 


的 每 个 4Cz) 都 是 对 称 和 矩阵 时 , 称 (1) 为 一 阶 对 称 方 
程 组 ; 若 A;(x) 的 某 一 个 线性 组 合 
S aA. 


为 正定 时 , 则 称 (1) 为 ( 弗 里 德里 希 斯 意义 下 的 ) 对 称 
双 曲 型 方程 组 . 对 称 双 曲 型 方程 组 必 是 通常 意义 下 
的 双 曲 型 方程 组 . 如 果 令 


1 ^ da; 
a= An Y-B- MT 


则 可 将 方程 组 (1) 写 成 
Lu = E x =f Cae) + Yu = f. (2) 


X 7 十 XY 为 正定 矩阵 (” 表 7Y 的 转 置 ), 则 称 (1) 和 
(2) 为 正 对 称 方程 组 , 算 子 工 称 为 正 对 称 算 子 . op 
(& EH 25 Hf (Friedrichs,K. O. ) 成 功 地 把 包含 椭圆 型 、 
双 曲 型 .抛物 型 和 简单 混合 型 方程 的 适 定 边 值 问题 
归结 为 正 对 称 方程 组 的 “可 容许 ” 边 值 问题 ,进行 统 
一 地 研究 .但 是 在 弗 里 德里 希 斯 的 理论 中 有 一 个 困 
难 : 没 有 给 出 将 给 定 方 程 的 给 定 边 值 问 题 化 为 正 对 
称 组 的 可 容许 问题 的 统一 方法 . 

正 对 称 方程 组 (symmetric positive system of e- 
多 "对称 双 井 型 方程 组 ”. 

正 对 称 算 子 (symmetric positive operator) J, 
“对 称 双 曲 型 方程 组 ” 

aN h EH F (weakly hyperbolic operator) 
一 类 重要 的 线性 偏 微 分 算 子 . 对 一 个 N 阶 微分 算 子 


quations) 


d' a\*%/ dii 
L = — + ass 2| 3 ES " 
at Pr 0 at ar 
a SN- 1 


= Lu = 0 具 初 始 条 件 
Ë 
Sigi HOG) debe Na 


的 柯 西 问题 适 定 时 , 称 算 子 工 为 弱 双 曲 型 的 .一 个 
弱 双 曲 型 算 子 当 任意 添加 低 阶 项 后 仍 保持 是 双 曲 型 
的 , 则 称 它 为 强 双 曲 型 算 子 .所 有 哥 尔 丁 意义 下 的 常 
系数 双 曲 算 子 都 是 适 定 的 ,因此 它们 都 是 强 双 曲 的 . 
在 变 系 数 情形 ,正则 双 曲 型 算 子 是 强 双 曲 型 的 . 

强 双 曲 型 算 子 (strongly hyperbolic operator) 
见 “ 弱 双 曲 型 算 子 ”. 

流体 动力 学 方程 组 (hydrodynamic equation 
system) 描述 流体 运动 的 基本 方程 组 . 运动 流体 状 
态 可 用 速度 u= (v.v, v2 BE o 和 压力 p 五 个 变 
数 描述 ,它们 都 是 位 置 坐标 (zy,y*z) 和 时 间 £ FY) PR 
数 ,满足 下 列 方程 组 : 

1. 运动 方程 

o| a (Vv 
=f—Vpt wAavt £ grad (divv). 
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f Wm 分 万 # 
2. 连续 性 方程 
— E Tm 
3i + div (ov) = 0. 
3. 状态 方程 
p = po. 


此 方程 组 称 为 流体 动力 学 方程 组 ,其 中 了 
— (os fys FORI S n 是 流体 的 粘性 系数 . 

寺 述 运动 方程 是 纳 维 (Navier, (C.-L. -M. - 
H. )) 于 1821 年 ,斯 托 克 斯 (Stokes,G.G. ) F 1849 
年 研究 一 般 粘 性 流体 得 到 的 , 故 又 称 为 纳 维 - 斯 托 克 
斯 方程 . 当 y= 二 0 时 ,流体 动力 学 方程 组 就 简化 为 理 
想 (无 粘性 ) 可 压缩 流体 动力 学 方程 组 ,是 欧 拉 (Eu- 
ler, L. ) 在 其 文章 (流体 动力 的 一 般 原 理 》(1755 F) 
中 得 到 的 . 
an HE Sir FE e OB A FE (Navier-Stokes equa - 

见 “ 流 体 动 力学 方程 组 ”. 

麦克 斯 韦 方程 (Maxwell equation) 电磁 学 的 
基本 方程 组 . 设 五 表示 电场 强度 , 互 表示 磁场 强度 ， 
ECMA EMER, y z) PETE z KAR. 
sa 5 (Maxwell, J. C. ) 在 1864 年 发 现 的 描述 电磁 
学 规律 的 方程 组 | 


tion) 


rot HE, ot KE, 
diviek)=p, div(uzH)=0 
称 为 麦克 斯 韦 方程 ,其 中 为 介 电 系数 ,y 为 磁 通 
AX o 为 电荷 密度 . 


解 的 间断 性 (discontinuity of solution) 一 阶 
拟 线 性 双 曲 方程 6 组) 的 解 有 强 间 上 断 的 现象 . 设 
u Cx st) dé — r$ 2x TE Jy R wu + uu, = 0 的 柯 西 问题 
u |,-o— @( =) GE 3A Jy Fë BJ $ E Jy FB £R 28 


因此 特征 线 为 z= z. + Cx dt, HE u 在 该 特征 线 上 
等 于 常数 p(x). 2 xix eG eG) , Bil ib d 
(2550) I C5 0) 的 两 条 特征 线 r= apt er) tG —1, 
2) TER] Z) to = Cx$— x0 / (pC xD — @(z5)) BJ TH 265. TE 
区 点 处 上 有 两 个 不 同 的 值 zi 和 ei), BI fgg # Pf 
Z| zo 出 现 间 断 . 此 间断 性 是 拟 线 性 方程 (组 ) 区 别 于 
线性 方程 (组 ) 的 本 质 特 点 ,甚至 初始 函数 PCz) 充 分 
光滑 时 , 解 也 会 出 现 间断 . 这 一 现象 相当 于 空气 动力 
学 中 出 现 激 波 . 


= TE #Ë (conservation law) 一 类 特殊 的 一 阶 
拟 线性 偶 微 分 方程 . 形 如 
TET 4 AE Est) LF m Seg 
x 


的 一 阶 拟 线性 偏 微 分 方程 称 为 守恒 律 . 例如 ,流体 动 
力学 方程 组 中 的 连续 性 方程 就 描述 流体 运动 的 质量 
守恒 律 . 
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由 于 拟 线性 方程 (组 ) 的 解 可 能 出 现 间断 ,因此 
不 能 限于 在 通常 经 典 意义 下 讨论 解 而 需要 引入 广义 
解 的 概念 . Le (te) REP IR KE BE AT Gk PA ON RT 
任意 由 分 段 光滑 闭环 路 C 围 成 区 域 C, 积 分 关系 


j [9g(£,x,u)dx — d ,x,u)dt | 
C 


Se | f z,u)ardz 一 0 (2) 


成 立 , 则 称 函 数 u 为 守恒 律 (1) 的 广义 解 . EST TH ## 
(1) 的 广义 解 在 分 段 光 滑 曲 线 >= x(G) E A ^E RESI, 
则 由 积分 关系 式 (2), 利 用 极限 过 程 可 导出 关系 式 
z(t) GU, catch) ,, 
— [o@,z,uG,x)]_ = 0, (3) 
其 中 
[A G 2) aes 
= g(t,ZG ) + 0) — gG, CU — 0). 

关系 式 (3) 称 为 间断 条 件 或 即 金 -于 果 里 奥 条 件 , 它 
表示 广义 解 在 间断 线 两 边 的 极限 值 和 间断 运动 速度 
的 关系 . 广义 解 的 定义 (2) 并 不 能 保证 初 值 问 题 的 广 
义 解 是 惟一 的 ,为 了 保证 惟一 性 ,在 间断 线 上 除了 妇 
金 - 于 果 里 奥 条 件 外 还 要 添加 所 谓 粹 条 件 . W8 REEL 28 
件 的 间断 称 为 激 波 或 冲击 波 , 具 有 激 波 的 广义 解 称 
为 间断 解 . 守恒 律 . 间 断 解 和 激 波 对 多 个 上 自 变 量 的 方 
程 及 方程 组 有 类 似 的 定义 . 

守恒 律 的 广义 解 (Cgeneralized solution of con- 
servation law) WFE”. 

Mie (shock wave) WMSE”. 

冲击 波 (shock wave) BI 28987. 

(a) B ge (discontinuous solution) JL “sF JE 
律 ",“ 解 的 间断 性 ” 

间断 条 件 (discontinuity condition) J "5r f 
gi. 
BB 4 --F RB AÍEFRankine-Hugoniot condi- 

即 “间断 条 件 ”， 
黎 曼 问题 (Riemann problem) 一 阶 拟 线性 双 
曲 方 程 的 最 简单 的 间断 初 值 问题 . 对 守恒 律 方程 
u, + flu) =04>0,LER), JÆ Ut 
_ fu (zx<0), 
er » (r0) 

的 初 值 问题 称 为 黎 曼 问题 ,其 中 wz 均 为 常数 . 对 
守恒 方程 组 U,2-F(U0,— 0, Rb U= CoD , 形 如 下 
述 初 值 


U(r,0) =U) = | 


tion) 


U,C— (Qu) (r«0), 
E Cou (Go 
的 初 值 问题 称 为 黎 曼 问题 . 

32 & (Riemann, (G. F. JB. ) 最 早 研 究 了 和 下列 问 
题 :在 一 细 长 圆柱 形 管内 一 薄膜 分 开 一 种 气体 ,两 边 
气体 的 压强 和 密度 分 别 有 不 间 的 常数 值 , 今 薄膜 突 


然 破裂 ,试问 气体 将 如 何 运 动 . 人 们 发 现 初 始 间断 分 
裂 成 中 心 稀 玻 波 和 两 类 间断 :接触 间断 和 激 波 ,接触 
间断 来 源 于 初始 数据 的 间断 ,在 方程 的 线性 禹 近 中 
亦 出 现 , 而 激 波 则 来 源 于 方程 的 非 线 性 ， 

接触 间断 (contact discontinuity) 守恒 律 广义 
解 的 一 种 间断 . 守恒 律 方程 的 激 波 速 度 等 于 某 一 侧 
的 特征 速度 的 解 称 为 一 个 接触 间断 . 

简单 波 (simple wave) 守恒 律 的 一 类 重要 特 
fg. GRE FEA ut fw), =0(r ER > 0), Au 
= (yq ER E = Ki WF ads f Qn) 
在 某 邻 域 CR" 内 光滑 , 雅 可 比 矩 阵 df(w) 在 入 有 
n AEA SE REAE ÉL A, GO <A, GO n ALGO. 对 每 
PAOD EIA (|) FF E a] E r G0 W8 E. LEE] PR 35 
w: NR, (rlu), Volu) =0 uE NRA k SR šh A 
变量 . 这 里 “(, )” 表 示 R” A in] B BJ AR. 2 u 
是 上 述 守 恒 律 方程 在 某 区 域 DD 的 一 个 C' 解 , 并 且 
所 有 上 上 黎 曼 不 变量 在 DD 是 常数 , 则 w 称 为 简单 波 
(sk ES 只 依赖 (zx 一 zo)/(t 一 to) 的 简单 波 称 
为 中 心 简单 波 ( 或 中 心 稀 玖 波 ), (xo,to) 称 为 波 的 中 
ib. 

ÆA (rarefaction wave) 见 “ 简 单 波 ” 

中 心 简单 波 (centered simple wave) Wi,“ faj A 
波 ” 

Fh Ò $$ LUE centered rarefaction wave) W, 
“简单 波 ”. 


SS A 2 Nb (Riemann invariant) 见 “ 简 单 
xU. 

初等 波 (elementary wave) — BER Fi i Ux J dc 
fie JR] IB BJ SE R. 

"Sk ECentropy condition) 保证 一 阶 拟 线 性 


双 曲 方程 (组 ) 广 义 解 惟一 性 的 条 件 . 对 单 变量 单个 
守恒 律 方程 ut f Gu). — 0 AREA SE 


EG e) u < £ (gb). 


其 中 五 是 某 一 常数 . 对 于 守恒 律 形式 方程 组 U,+ F. 
=0,# p U =U (u), F=F (u) E SC PRA Hu 在 分 
布 意义 下 满足 的 不 等 式 U d- F ,<0 HARR , 28 
tt 
SEE eB = [ECU ys a 
OR BRA RARE Rm, 是 间断 的 速度 ,而 U, AU, 分 
别 是 间断 左 侧 和 右 侧 的 状态 . Na 2 EP E 1 JJ =£ rh 38 
加 原理 即 过 程 的 不 可 逆 性 的 数学 表述 . 
粘性 消去 法 (method of vanishing viscosity) 

研究 守恒 律 方程 (组 ) 的 一 种 重要 方法 . 在 求解 守恒 
律 方程 的 初 值 问 题 + fu), =0(r@ ER, t>), 
xz 0) 一 zxo(Cz) 时 ,考虑 带 粘 性 项 的 方程 的 初 值 问 
题 u+ flu), = &u,, CrzER,I>0),xzGz 0) 一 xz 此 问 
题解 “一 xs 的 存在 性 与 惟一 性 是 已 知 的 ,对 w。 做 先 
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验 估计 ,再 令 e—0 在 适当 的 意义 下 取 极 限 可 以 得 到 
原来 问题 的 解 , 这 种 方法 称 为 粘性 消去 法 . 

KdV 方程 (KdV equation) 物理 学 中 提出 的 
一 种 重要 的 三 阶 拟 线性 方程 .方程 us t+ auus +u,,, 
—0Ca ARR) B Ao Bi ELK 3E = NM (Korteweg, D. 
J. ) 和 德 。 弗 里 斯 (de Vries, G. ) 用 于 描述 浅水 波 的 
无 损耗 传播 , 称 为 KdV 方程 . 它 在 许多 物理 问题 中 
是 一 个 有 用 的 近似 ,例如 等 离子 体 中 的 离子 声 和 磁 
流体 动力 波 等 . KdV 方程 是 最 早 发 现 具有 孤立 于 
( 波 ) 的 方程 . 

MF (soliton) 亦 称 孤立 波 . 是 非 线 性 波动 
方程 的 一 类 脉冲 状 的 行 波 解 .它们 的 波形 和 速度 在 
相互 碰撞 后 仍 能 保持 不 变 或 者 具有 微弱 的 变化 .一 
个 著名 的 例子 是 KdV 方程 的 解 

u(x,t) = 12a sech?[a(x — 4a?t) . 

此 解 的 图 形 像 一 个 孤立 的 脉冲 ,波峰 高 12a ,速度 为 
da’. 两 个 这 样 的 波 在 碰撞 后 ,能 保持 各 自 的 波形 和 
速度 不 变 , 具 有 这 种 性 质 的 波 称 为 孤立 子 ( 波 ). 现在 
人 们 已 经 发 现 很 多 在 应 用 中 十 分 重要 的 非 线 性 方 
程 ,如 正弦 - 戈 登 方程 (SG FF) u,=sinu, dE£X ERE 
定 齐 方程 等 都 具有 这 种 孤立 子 解 . 还 发 现在 等 离子 
体 光纤 通讯 中 也 有 孤立 子 现象 ,科学 家 们 还 认为 , 神 
经 细胞 轴 突 上 传导 的 冲动 .木星 上 的 红斑 等 都 可 以 
看 做 是 孤立 子 . 

IÉ (soliton wave) ” 即 “ 孤 立 子 ”. 

散射 反 演 法 (scattering inversion method) >K 
解 具有 孤立 子 解 的 特殊 非 线 性 方程 的 一 种 方法 . 其 
特色 是 将 这 类 非 线 性 问题 的 解 转化 为 线性 问题 来 求 
解 . 这 种 方法 最 初 由 伽 德 纳 (Gardner,C. S. ) 等 人 于 
1967 年 对 KdV 方程 提出 . 他 们 发 现 KdV 方程 和 常 
微分 算 子 的 特征 问题 

- (ia + uj = ag 

有 密切 关系 . FH EMANAT 

. 
中 所 含 的 u MAMA) RA KdV 方程 的 解 时 , 算 子 
的 特征 值 4 与 时 间 上 无 关 . 于 是 ,求解 KdV 方程 的 
初 值 问题 可 以 转化 为 求解 上 述 特 征 问题 的 正 问 题 和 
反问 题 . 正 问题 指 已 知 初 值 600 — f e), K Hi 53 
算 子 


SE 
dz 
的 特征 值 相关 的 一 组 量 . 这 一 组 量 称 为 散射 量 . 反问 
题 指 已 知 上 时 刻 的 散射 量 来 复原 位 势 wx(Cz, 纪 ,散射 
量 本 身 随时 间 上 的 演化 规律 十 分 简单 ,关键 的 步骤 
是 求解 反问 题 , 此 步骤 归结 为 求解 一 个 线性 积分 方 
Te. 伽 德 纳 等 人 用 这 种 方法 成 功 地 求 出 了 KdV 方程 
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u 


偏 ma Fi 7 
的 单个 孤立 子 解 以 及 由 Nh IF IS OHV 
HY. 

iS} Mi (scattering data)” 见 “散射 反 演 法 ”. 
椭圆 型 方程 


358 [B] E 4E fn ^y 75 FE (elliptic type partial differ- 
ential equation) ”简称 椭圆 型 方程 ,一 类 重要 的 偏 
微分 方程 . 早 在 1900 年 , 希 尔 伯 特 (Hilbert,D. ) 提 
出 的 著名 的 23 个 问题 中 ,就 有 3 个 问题 (第 19,20， 
23 问题 ) 都 是 关于 椭圆 型 方程 与 变 分 法 的 . 近 百 年 
来 ,椭圆 型 方程 的 研究 获得 了 丰硕 的 成 果 . 椭圆 型 方 
程 在 流体 力学 、 弹 性 力学 .电磁 学 .几何 学 和 变 分 法 
中 都 有 很 多 的 应 用 . 拉 普 拉 斯 方程 是 椭圆 型 方程 最 
典型 的 特例 . 

二 阶 线性 椭圆 型 偏 微分 方程 (linear elliptic 
partial differential equations of second order) 一 
类 关于 目 变 量 >= (mi, Z>> *** > Z.) YAR A BR ECC) 
BJ — Br £X P d lS} h Fe 


La = Za (x) 24 SE ane HE eG 


Ey l. (1) 
当 其 系数 矩阵 (a;;(x)) 在 域 2 的 各 点 工 上 都 是 正定 
时 , 束 称 椭圆 型 算 子 工 或 方程 (1) 在 0 e A 
的 ; 即 如 果 用 AGO AC a) 4339] 3 FH BE (a, r2) 
的 最 小 和 最 大 特征 值 , 那 么 


2. 102 s s s 


对 于 所 有 的 £— (6,65 sd VERNOMEN H 
3r. 如 果 对 于 某 常数 ff A(GOOZRASZPSOCV X € 00 ,就 
称 椭圆 型 算 子 工 或 方程 (1) 在 2 中 是 强 椭 圆 型 的 . 
如 果 AC(zx) 在 OQ 中 有 界 , 则 称 椭圆 型 算 子 L. 或 方程 
《1] ) 为 严格 椭圆 型 的 .如 果 A(x)/4(z) 在 2 中 有 界 ， 
则 称 算 子 工 或 方程 (1) 是 一 致 椭圆 型 的 . 存在 偏 微 
分 方程 是 椭圆 型 的 而 不 是 一 致 椭圆 型 的 ,例如 两 个 
自 变量 的 二 阶 偏 微 分 方程 
EN? d'H 
ad 7 xi 
在 半 平 面 >, > 0 中 是 椭圆 型 的 而 不 是 一 致 椭圆 型 
的 ,但 它 在 条 形 区 域 (a,8) XR 中 (这 里 Oa B 
十 ce) 是 一 致 椭圆 型 的 . 调和 方程 是 最 简单 最 典型 的 
二 阶 椭圆 型 偏 微分 方程 . 
二 阶 强 椭圆 型 偏 微 分 方程 (strong elliptic par- 
neg 


KÉEN < A(z)y|ç]2*<2) 


= 0 


tial differential equations of second order) 
阶 线性 椭圆 型 偏 微 分 方程 ”. 

二 阶 严 格 椭圆 型 偏 微分 方程 (strict elliptic par- 
tial differential equations of second order) ML“ — 


HEEM ot y RC. 
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一 致 椭圆 型 偏 微 分 方程 (uniformly elliptic par- 
tial differential equations)” 见 “二 阶 线性 椭圆 型 偏 
微分 方程 ”. 

具有 非 负 特 征 形式 的 二 阶 方程 (second order e- 


quations with nonnegative characteristic form)  H. 


有 亚 椭 圆 性 质 的 二 阶 偏 微分 方程 . 形式 为 


Luc > (uode Oa A eae 
— fa) 
的 方程 ,如 果 在 OQ 的 每 一 点 x 上 ,对 于 任意 向 量 & 
—(5,:,,05,5**9€) VH 


EE 


人 们 称 Lu = f ERA Q 上 是 具 非 负 特 征 形式 的 二 
阶 方程 . 有 时 也 称 为 退化 椭圆 型 方程 或 椭圆 -抛物 型 
方程 .显然 ,椭圆 型 和 抛物 型 方程 .一 阶 方程 
(E at = 0 的 情形 )、 超 抛物 型 方程 、 布 朗 运动 
方程 .在 上 半 平 面 的 特 里 科 米 方程 等 都 是 具有 非 负 
特征 形式 的 二 阶 方程 . 

二 阶 退 化 椭圆 型 偏 微 分 方程 (degenerate ellip- 
tic partial differential equations of second order) 
即 “ 具 有 非 负 特征 形式 的 二 阶 方程 ” 

拉 普 拉 斯 方程 CLaplace equation) 亦 称 调 和 
方程 或 位 势 方程 .最 简单 最 典型 的 二 阶 椭圆 型 方程 . 
算 子 

ZG a 

shi 
称 为 拉 普 拉 斯 算 子 或 者 调和 算 子 ,用 A R. Au=0 
称 为 拉 普 拉 斯 方程 , 它 是 最 简单 的 椭圆 型 偏 微 分 方 
fe. 如 果 u 是 C COD ER CL IF H TE DC 3L 2 中 满足 
Au=0(220,<0) MER u 是 02 中 的 调和 (下 调和 、 上 
Val Fl) K BX (Bs OL a Ave). 


der HF FE (potential equation) Bp" dy 6 dy Sq 


方程 ”. 

调和 方程 (harmonic equation) 即 “ 拉 普 拉 斯 
方程” 

拉 普 拉 斯 算 子 (Laplace operator)” 见 “ 拉 普 拉 
斯 方程 ”. 

调和 算 子 (harmonic operator)” 见 “ 拉 普 拉 斯 
ym. 

调和 函数 (harmonic function) JL “Free fy Er 
方程 ” 

TA A H subharmonic function) IL, “Pg 
RI”, 

上 调和 函数 (superharmonic function) 见 “ 拉 
普 拉 斯 方程 ” 


弱 极 大 值 原理 (weak maximum principle) 二 


阶 椭圆 方程 的 一 个 重要 特性 . 在 一 定 条 件 下 ,在 区 域 
内 满足 微分 方程 (或 微分 不 等 式 ) 的 解 的 最 大 值 必 在 
区 域 边界 上 达到 . 设 偏 微分 算 子 
3? r 
L = 2 SE = 2,56) 
EAR KR OPRMA AHN. DL À (>) RABE 
[as(z)] 的 最 小 特征 值 . OR L0 GO | /AGOE Q 中 有 
Fe, PRM ua) TE QO PUR Lu 宇 0( 三 0), 其 中 
u € CM r) CCQ), 
WW u 在 Q2 上 的 最 大 值 (最 小 值 ) 在 20 上 达到 , 即 
supu = supu (infu = infu), (D 


如 果 不 假 设 在 2 fS. 则 结论 1) 可 以 换 


d 
geg 


成 | 
sup w= lim sup u(x) (inf u= lim inf u Gr) i 
TE w AU FR R eB (Hopf boundary point theo- 
rem) 有 关 二 阶 椭圆 型 方程 的 一 个 重要 性 质 . 这 类 
方程 (或 不 等 式 ) 的 非常 数 解 在 达到 最 大 值 的 边界 点 
上 的 外 法 向 导数 必 为 正 值 . 设 x 在 区 域 2 中 满足 不 
等 式 


Due 205 J m — dE 


LÆ Q rh R: Sen, 假设 在 (2 i ux M ,在 边 
RAP EusM, H P tT OPER K, 的 边界 上 .如 
果 Æ QU P FER, E H TE P xa E 2F Ia] SER 
ax/a FE ARATE P A du/av>0, E dE u= M. 利 
用 这 个 霍 普 夫 边 界 点 定理 可 以 推出 二 阶 椭 圆 方程 的 
强 极 大 值 原理 . 

强 极 大 值 原理 (strong maximum principle) 
二 阶 椭圆 方程 的 一 个 重要 特性 . 在 一 定 条 件 下 ,微分 
cius ie aad cii ` — in 设 


L = Dae = + SE à ^00 


在 区 域 OCR IDA REO rp iE — SIUS [| 3! BJ PB ue (>) 
满足 Lu>>x0(<<0). WR c(1)=0 B u Æ 2 PED SI 
它 的 最 大 值 ( 最 小 值 ) ,那么 u 就 是 和 常数. 如果 cC) 
<0 并 且 cr) AAR, AC HE [a (z) ] B E A RE 
征 值 ,那么 除非 AER u FEO 内 部 不 能 达 
到 非 负 最 大 值 ( 非 正 最 小 值 ). 如 果 工 仅 是 局 部 一 致 
椭圆 型 的 ,并 且 5;/4,c/4 仅 是 局 部 有 界 的 ,上 述 结论 
仍然 保持 . 

狄 利克 雷 问 题 (Dirichlet problem) K prih 
圆 型 方程 在 区 域 边界 上 的 值 为 已 知 的 解 . 设 区 域 OQ 
的 边界 为 卫 . 求 在 2UP 上 连续 、 在 2 内 满足 给 定 的 
椭圆 型 方程 .在 忆 上 取 给 定 的 连续 边界 值 的 解 的 问 
题 , 称 为 狄 利克 雷 问题 或 者 第 一 边 值 问题 . 特别 地 ， 
对 有 界 区 域 O, BO FRI A AB E TE CS LT) R 
TUO ,调和 方程 Au = 0 的 犹 利克 雷 问 题 的 解 存在 且 
惟一 . 对 于 一 般 的 强 椭 圆 型 方程 


NW A 型 7 E 


` d'H - du 
Lu= Zan?) aat 2,56) m 
+c(z)u= f(x), 
MR c(Cz) 委 0, 了 及 工 的 系数 有 界 并 属于 C" (0). 假 
设 有 界 域 O 的 每 一 边界 点 上 满足 外 部 球 条 件 ; 即 ， 
对 每 一 点 SCT ARE TER B= Be (WHE BNO 
=F. WR oT EER , BÉ Z 4k A vot [a] ea: HE OQ 
中 Lu==f, 在 全 上 《= 二 9 就 有 惟一 解 w€ C°( O) f 
C(O). 高 阶 椭圆 型 方程 的 犹 利克 雷 问题 见 “ 椭 圆 
型 算 子 的 犹 利 元 雷 问题 ”. 
第 一 边 值 问题 (first boundary value problem?) 
即 “ 犹 利克 雷 问 题 ”. 
ig BW (barrier function) 用 来 界定 区 域 边 界 
性 状 的 一 种 函数 . 设 是 90 上 一 点 .如果 C (O) rh 
存在 函数 w CO WA E AS fF : 
1. w Æ Q rpdé 18 089 ; 
2. Æ 0— € HR, w>0,w(f)=0; 
则 称 是 0Q 中 调和 算 子 的 正则 点 ,; 称 ww 二 w(6) 为 0 
中 调和 算 子 在 点 的 曾孙 数 . 如 果 有 界 区 域 2 在 é& 


点 上 满足 外 部 球 条 件 ( 参 见 “ 狄 利克 雷 问 题 "”), 那么 
函数 
Ron — |zx—é€|:"”* (nzm3) 
— dë = (n = 2) 
SJ, Ae Al P T fE ex, Š BJ pj pR X. 


诺 伊 曼 问 题 LNeumann problem) 对 二 阶 椭圆 
型 方程 求 边界 上 的 法 向 导数 为 已 知 的 解 . 设 Q 为 R” 
中 的 有 界 域 , 它 的 边界 由 有 限 个 光 谓 曲面 王 所 构 
成 . 对 于 偏 微 分 方程 


J'u = Ju 
Ia > Se + > b. - 
ý UN IX OX; = ie dr 


+c(z)u = f (x), 
求 在 闭 域 豆 上 连续 .在 0 的 边界 厂 上 满足 条 件 


Buys Xa, cos (v, =, ) 5 = 一 二 0 (为 外 法 线 方 向 ) 


O ear sl 边 值 问题 . 如 
果 c(z) 一 0, 那么 诺 伊 曼 问题 的 解 是 惟一 的 . 如 果 
c(z) 三 0, 那 么 诺 伊 曼 问 题 的 解除 附加 常数 外 惟一 确 
XE. 特别 地 , 拉 普 拉 斯 方程 的 话 伊 曼 问 题 Au = 0 在 
2 中 ,au/9v = ÆT E 的 解除 附加 常数 外 惟一 确 


定 ， 
第 二 边 值 问题 (second boundary value pro- 
blem) Bl“ iF qu] gn". 


第 三 边 值 问题 (third boundary value problem) 
对 二 阶 椭圆 型 方程 求 边界 上 解 与 其 法 向 导数 的 线性 
组 合 为 已 知 的 解 . 设 0 为 R" 中 的 有 界 域 , 求 在 Q 中 
满足 方程 
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fi im 分 P 程 
Lu= Za E 


Be? 
EAR NA 上 连续 ,在 8 KAT FER 


Bu = Xa, cos (v, z) + Bu = g (08 — 0) 


的 解 的 问题 称 为 第 三 vii 题 或 者 鲁 宾 问 题 , 这 里 
v 为 外 法 线 . UR c (z)<<0 H. < 与 8 不 都 恒 为 0, 那 
么 第 三 边 值 问题 的 解 是 惟一 的 . 特别 地 , 拉 普 拉 斯 方 
程 的 第 三 边 值 问题 :在 2 中 Au=0, Ær E 

X + ñu 一 9 
(87-00 B fet ww, 


pu > DE 


hacer 


鲁 宾 问题 (Robin problem) 即 “ 第 三 边 值 问 
Rm". 
椭圆 型 方程 的 弱 解 (weak solutions for elliptic 
equation) ” 偏 微 分 方程 (经 典 ) 解 的 推广 . 设 工 是 由 
Lu == 24 x ai; x) 2s + Pio 
+ > E ot d(x) 


定义 的 主 部 是 散 度 形式 的 二 REUS CA 7. 
假设 系数 a boc; Ad Tk Q PAR IW, mHE z 是 
2 中 的 可 积 函 数 . 如 果 we W! (Q) (参见 “ 索 伯 列 夫 
空间 ”) 并 且 对 一 切 检 验 函数 vECs(2), 有 


ps. 2; = + bu = 
— | KK z + du v jax = 一 | evda, 
就 把 < 称 为 椭圆 型 方程 Lu = g # WD P BJ 55 fet 
或 广义 解 .如果 系数 和 8& 都 充分 光滑 并 且 弱 解 
u € C' G2) Wl) z 也 是 经 典 解 . 
椭圆 型 方程 的 广义 解 (generalized solution for 
elliptic equation) ” 即 “ 椭 圆 型 方程 的 弱 解 ”. 
平均 值 定理 (mean value theorem) #4] Al eg Zu 
的 重要 特征 .调和 函数 在 任 一 点 的 值 等 于 以 该 点 为 
中 心 的 任意 球面 上 (或 球体 内 ) 的 平均 值 . x 
u€ C G2) NC COD WE E. Au 二 0, 则 对 任何 一 个 以 y 
为 中 心 ,R 为 半径 的 球 B= Br(y)CQ, 有 


«o = gl dS QD = Spl uda, 
其 中 | 


GL = an" [nr > 


表示 R" 中 的 单位 球 的 体积 . 这 就 是 说 ,调和 图 数 在 
ER B 中 心 的 值 等 于 该 函数 在 球面 Ap 上 的 平均 值 ， 
也 等 于 在 球 B 内 的 平均 值 ,这 些 结果 通称 平均 值 定 
EE, 
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哈 纳 克 不 等 式 (Harnack inequality) — 35] l PR 
数 的 重要 性 质 . 设 是 区 域 2 中 一 个 非 负 调和 也 
数 , 则 对 OQ 的 任 一 紧 子 集 Q' ,存在 一 个 只 依赖 于 n， 
f2 和 0 的 常数 C, 使 得 
supu < C inf u. 
TEX BR, WR u XE VAR ex yg th, R 为 半径 的 球 
Ba COO P E — +` 3E ffi Val #ll PR. AB Z ë ALAS EX 


有 如 下 形式 : 
R" 2(R — |x|) 
T 2 ee e E 0 
CR E 
< u (z) < «ELE ED u(0). 


EXP 

哈 纳 A (Harnack convergence the- 
orem) 调和 函数 的 重要 性 质 . 设 {x,) 在 区 域 2 中 
是 一 个 单调 增加 的 调和 函数 序列 ,并 设 对 某 点 ye 
N, FFI Gu ODAR RRA Gu) FE 82 的 任 一 紧 子 区 
JR Q' E— S W oh Bl] — 4S 8 RI e 2X. 

泊 松 方程 (Poisson’s equation) 最 简单 的 非 齐 
次 椭圆 型 方程 . 方程 Au= 二 A(z) 称 为 泊 松 方程 . 1B A^ 
方程 的 古典 狄 利 克 雷 问题 在 拉 普 拉 斯 方程 可 解 的 同 
样 边界 条 件 下 可 以 求解 .例如 有 如 下 结果 : 设 

e€ CB, f € CB), 

B Æ R” 中 的 一 个 球 , 那 么 狄 利 克 雷 问题 :在 B 中 Au 
=f, Æ 3B 上 w= 一 gg 有 惟一 的 解 ucc». 

泊 松 积分 公式 (Poisson’s integral formula) 
用 调和 函数 在 球面 上 的 值 表示 它 在 球 内 任 一 点 的 值 
的 积分 公式 . 设 Bx 二 Br(0) 是 以 原点 为 中 心 ,R AK 
ÍZ BER , x € Be. MR u € C! CB) (1 C CB,0 JE EUR BR 


BALA 
nah GC uds 
m no,R Jae, |x — y|"' 


(1) 


其 中 
wo, = an"? fur a 
为 n 维 单位 球体 积 . (1) 式 称 为 调和 函数 的 泊 松 积 
公式 ,公式 的 右 端 称 为 z k EES 分 ,而 
&(Z,y) = (x € By,y € ABR) 
称 为 泊 松 核 , 在 泊 松 公式 中 取 u= 1 便 得 恒等式 
| K(z,y)dS = 1 (Vx € Bp). 


如 果 glz) 是 球面 9Br 上 的 连续 函数 , 则 泊 松 积分 
Rlzlf POS, 
u(r) = jw R M | 
就 是 拉 普 拉 斯 方程 狄 利克 雷 问 题 
Au=0 GE Be=Br(O)#), 
u—9 (在 9B& E) 


的 解 . 


3H #3 #2 5} CPoisson's integral) Ji “YA MS FAA} 
2:354 

泊 松 核 (Poisson kernel)” 见 “ 泊 松 积分 公式 ”. 

Z bf Æ 2 FH (Helmholtz equation) 一 类 重 
要 的 数学 物理 方程 . JE SI Aut Au — f (>) ËJ EB [B] 3 Jy 
Te WKN ZUR 257] fi. 由 电磁 波 、 声 波 的 绕 射 及 气体 
的 扩散 等 物理 问题 可 以 导出 这 类 方程 . 

二 阶 拟 线性 椭圆 型 方程 (quasilinear elliptic e- 
quations of second order) ”关于 二 阶 导 数 为 线性 且 
其 系数 矩阵 为 正定 的 二 阶 非 线性 偏 微分 方程 . 自 变 
,Zi 的 函数 xz) 的 二 阶 拟 线性 偏 


B ccr xr 


微分 方程 
Qu = >° ai; 


Mee CN 

a, =a, A H SEET az, 0 对 所 有 (x,z,p) 
€ Z“ (% fé Q >x R' x R" 的 一 个 子 集 ) 是 正定 的 , 则 
称 方程 (1) 在 经 中 是 椭圆 型 的 . BD. 如果 用 
ACr,.z, p) . ACr,z. pO EAR [as rz. p) 的 最 小 
和 最 大 特征 值 , 那 么 

O«ACr,z,po)l|e|*xzaj rz. p) 

ee; AG zp) El 
Xt BU FER"\(0} MATA Gaz £0 € 2€ 成立, WR 
对 于 革 正 常数 A A Alz p) ZA sz. p EK, 
就 称 方程 人 1) 在 27 fé s 88 D OLEI. 如 果 在 % h A 
0 H A/4 是 一 致 有 界 的 , 则 称 方程 (1) 在 % 内 是 一 
致 椭圆 型 的 . A RE CO EBT HR OXR XR 中 是 
椭圆 型 (一 致 椭圆 型 ) 的 ,就 简称 方程 (1) 在 OQ 中 是 
88 [5p 9 (— s 6 BOW. 者 存在 一 个 可 微 问 量 值 
函数 


J'u 


dr;àr; 


ML 
dr, dr, "är, 


du ðu gu ` 


T.U, 


Alatsz,p)=CAi Cr z5p)s 
Ars (p? »Ut.AV Gr. mp2) 
和 一 个 数值 函数 B(z,z, p) ,使 


: du du du 
Qu= div A a ae hag, 
ðu ðu gu >; 
+5 TA OE ES (¿€C (2)); 
即 在 (1) 中 
EIS ZEITEN 


=5| as A Gr pts AEP] : 
WI ERST Q 及 方程 Qu 二 0 是 散 度 形式 的 . 和 线性 方 
程 的 情形 不 同 , 具 有 光滑 系数 的 拟 线性 微分 方程 未 
必 可 以 表示 成 散 度 形式 . 

散 度 形式 算 子 (operator of divergence form) 
见 “ 椭 圆 型 方程 的 弱 解 ”及 “二 阶 拟 线 性 椭圆 型 方 


牛顿 位 势 (Newtonian potential) 引力 场 的 位 


WB [E 型 75 程 


HRR. TKR O 上 一 个 可 积 函 数 f, 了 的 牛顿 位 
ize H P sÑ E X BRL w 


nce | Pc — CA: 


其 中 
DT(z=—y)=T(|z— y|) 
P 

2 jn 

一 | 工 一 y| (n> 2), 
=< 2(2—n) x7? 
1 A 

Silbe) (n=2) 


是 拉 普 拉 斯 方程 的 基本 解 . M n= 3, p(x) 表 示 物 
IK Q 的 密度 ,o(Cz) 的 牛顿 位 势 为 


wr) --| me 1S L m ; 
a ATC a y| 
以 上 表示 引力 常数 ,由 


a LA, 


Ox; 
— d D 
o quy 
根据 和 牛顿 万 有 引力 定律 知道 PO-—G GO, 
P(x), P(x) Eik 对 点 X= (mz i, Z, zs) 处 单位 
质量 的 引力 ,而 一 4xkw(zx) 是 引力 已 (z) 的 位 势 . 
行 了 在 2 中 有 界 可 积 , 则 上 的 牛顿 位 势 
wEC (0), 并 且 对 任何 XE 0， 


3 E d 
a e) = | m í — y)f (y)dy 


dy, 


G = 1,2,* ,71). 
E 在 QQ 中 有 界 且 局 部 赫 尔 德 连续 , 则 了 的 牛 
WAA wEC(Q), 在 QQ 中 Aw= 二 =f, 并 且 对 任何 xE 
Q, 


o 


Arar, m (>) 


Ire sC Gy) = 7 Ge) dy 


a? 
iM 
= fæl LG — y)v;(y)dS, 
ËCH i 


(2,7 = 1,2,-" n), 

其 中 Q, 是 任 一 包含 2 的 区 域 ,对 于 它 , 散 度 定 理 成 
立 , 并 且 了 在 2 外 延 拓 为 零 . 

拉 普 拉 斯 方程 的 基本 解 (fundamental solutions 
of Laplace equation) 见 “ 偏 微分 方程 的 基本 解 ” 

ES S% (weak derivative) Rey CPR. 微 
分 学 中 导数 概念 的 推广 . 设 0 是 R" 中 的 一 个 区 域 ， 
PR 数 uCr)TE Q 中 局 部 可 积 ,a 一 (alya，…o) 是 多 
重 指标 ,w% 王 非 负 整 数 ， 


let, as, 
如 果 存 在 O 中 局 部 可 积 函 数 v, 使 得 积分 等 式 
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IS m A 2 


E iic DN uD'o dx 
(2 n 


对 所 有 PEC GOD Fh Mw. WRK vA BJ a BV 55 SF 
数 , 记 为 v= 二 Du. 
广义 导数 (generalized derivative?) 
数 ”. 
#4 35 < =° ja] (Sobolev spaces) 一 类 重要 的 
PK X Z= [B]. 在 椭圆 型 方程 理论 中 要 用 到 整 指数 索 但 
列 夫 空 间 和 实 指 数 索 伯 列 夫 空 间 . 整 指数 索 伯 列 夫 
空间 W^ COD (sk W 7 COD) J& P CAI Ep REA 1, 
2,…,m 阶 弱 导数 满足 下 列 条 件 的 函数 f 的 集合 : 
D'f € L'CQ).N |a| Sm. 对 这 个 空间 的 元 素 fF 引进 


J ^35 Sj 


范 数 
| f | WPI) 
ji | 
|a| m 
因而 W”(Q2) 是 一 个 巴 拿 赫 空间 . 以 Wo" DRR 


Cg (人 2) 在 W”*(Q) 中 的 闭 包 , 它 也 称 为 索 伯 列 夫 空 
E. 当 p—2 时 可 以 定义 内 积 


Gao > | D*f Digdz. 


a| < 
W” (Q) — MaRS 间 . W° (Q) SLAN). 
SM REARS 间 EP CR") de WS ALF 9 RE 
的 缓 增 广义 函数 / 的 集合 
(Ra TFE EL 
其 中 fO fH f tB nr AB oe. 在 这 个 空 
范 数 


3 [B] FP RC 


if = {Ja + EIRE ae) 


JF 
Oe A+ EDIO gc. 


H ROGER DVE — 4 #r ARAB Fe [B]. 34 s Æ dE fa 
数 时 有 HRO =W (QUO. 在 抛物 型 方程 理论 中 还 

用 到 对 变 元 z, 有 不 同 阶 微 商 的 索 伯 列 夫 空 间 ( 参 见 
“函数 空间 不 ”(Qzr)”). 通常 称 为 各 向 异性 的 索 伯 列 
夫 空 间 . 

索 伯 列 夫 《Co6ones,C. JI. ) JE ZZ pR ^r Hr FH fT 
微分 方程 理论 ,引进 了 这 类 重要 的 函数 空间 ,对 这 类 
空间 建立 了 区 入 定理 ,提出 了 广义 函数 与 偏 微 分 方 
程 的 广义 解 的 概念 ,在 此 基础 上 把 偏 微 分 方程 的 解 
的 存在 问题 分 解 成 某 个 索 伯 列 夫 空 间 中 广义 解 的 存 
在 与 广义 解 的 正则 性 两 个 问题 来 研究 ,解决 了 一 些 
新 的 偏 微分 方程 定 解 问题 . 这 种 方法 得 到 了 广泛 应 
用 ,促进 了 偏 微 分 方程 理论 的 发 展 . 

E A 9 ja) HT: (2) (function space Hi(2)) Wf 
究 偏 微分 方程 齐 次 边 值 问题 常用 到 的 一 类 索 伯 列 夫 
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空间 .在 C(Q) 中 ,在 Qf 内 具有 紧 支 集 的 函数 组 成 的 
子 空 间 记 为 C; (Q). 函数 集合 CoC2) 在 索 伯 列 夫 空 
间 HAC =W? (20 C BL“ BILE Z [B] ”) "P S Hl 
包 记 为 Him Wei (Q), Ext FAR 


(usu); -| > Dëse D°od zx 


2 0 |< 

是 希 尔 伯 特 空间 . 

索 伯 列 夫 不 等 式 (Sobolev inequalities) SS 10 
列 夫 空 间 最 重要 的 性 质 . 设 X,Y 是 两 个 巴 拿 赫 空 
I] ,它们 满足 条 件 : 

1. 如 果 wxEX, 则 “GEY; 

2. 存在 常数 C 盖 0, 使 得 对 任意 € X 有 

| u | y<C | u ll x; 
WEE X RAY, WA XY. 如 果 空 间 X 是 索 伯 列 夫 
空间 ,条件 2 中 的 不 等 式 通常 称 为 索 伯 列 夫 不 等 式 ， 

例如 ,根据 索 伯 列 夫 骨 入 定理 , 当 wEW™ (02) 时 有 
索 们 列 夫 不 等 式 

|z ll e SE || u [| aI) (Vu EWO), 
其 中 PAISSE NSR PH-*+ & SBE [Bl 
相交 得 到 的 & 维 区 域 ; 当 mp 一 n 时 ,g 二 kp/(n 一 
mp). M Z4mpZenB].q 是 任意 正 数 . 

SS (B 20 X BE AGE RH (Sobolev imbedding theo- 
rems) 索 伯 列 夫 空间 最 重要 的 性 质 . 3 JE 32% < TH 
Ji] X lel te A E HE Lx ER 中 的 一 个 具有 光滑 
边界 的 区 域 ,2 (1 二 二 nn) 是 人 2 与 R” 中 的 一 个 上 维 
超 平 面相 交 得 到 的 & 维 区 域 . 设 7 和 和 是 非 负 整 
数 ,1] 委 如 < 十 co MARTE PRA: 

1. 假定 mp «n MH n— mp bn, Ml 


wit™?(Q) — W (È) |a — - E | 
特别 有 
Wie) wa) |a= 22). 


2. 假定 mp=n WE FRE k 及 任意 qo, 

AW? PD) 一 WO), 特别 有 
W^"? (Q) — MIT (2. 

3. 假定 mp2» n, WI W^* "^ C20 C? (2. 

K H BCA 18 IIR = RAE: HHK s>n/2, 
则 

H*(R”) — C*(R^. 

此 定理 基本 上 是 由 苏联 数学 家 索 伯 列 夫 
(Co6oneB,C. JI. ) 于 1938 年 证 明 的 . 

3k E 20 X = [8] RR A XE EE (compact imbed- 
ding theorem of Sobolev space) 索 伯 列 夫 空间 的 
RRA. 2 (2 ER 中 的 一 个 具有 光滑 边界 的 有 
界 区 域 ,2 E 0 5 R" 中 一 个 & 维 超 平面 的 交 . 设 )， 
m RS, 20, mzz 1, 1E p « kee, Bl EI DOE A 
是 紧 的 ( 即 对 XY. X FHAR REY 中 必 是 


紧 集 ): 
1. 假定 mp < n, 
Ë 
0« n — mp kn Mg hp 

2. 假定 mp — n, D WE CR =W CQ) 
(leben, leo oo). 

3. 假定 mp>n MW WI" PQ) C(O). 

此 定理 在 p = 2 时 ,是 由 德国 数学 家 雷 利和 希 
(Rellich ,R. ) F 1930 年 证 明 的 . 对 于 一 般 情 形 , 是 
H Op BK 2% =£ A 4L fi Ju AK CKoupauion, B. H. ) + 
1945 年 证 明 的 . 

高 阶 偏 微分 算 子 的 象征 (symbol of higher-or- 
线性 偏 微分 算 


则 WE CO) W coo 


der partial differential operators) 
子 对 应 的 多 项 式 . 称 
PG,D)u = 249 (x) D*u 


a |< m 


S eai 阶 线性 偏 微分 算 子 ， 称 < 一 (6 人， 
EER" 的 多 项 式 
PEE S e 


[a| m 


Ay i Y Af. P Cr. DO BS AE «m FK E 的 多 项 式 
Pop t) S die 


jal =m 
为 偏 微 分 算 子 P (<, PE 这 里 
GC" ate fe, 
|a| =a; +a das, E —EpER IE). 
m 阶 线 性 偏 微分 算 子 (linear partial differential 
见 “ 高 阶 偏 微分 算 子 的 象 


(a= (a, (LEE i , G, ) , 


operator of order m) 
4E ". 

I Pa 2 FF BJ SE SR GE (principal symbol of par- 
tial differential operators) 见 “ 高 阶 偏 微分 算 子 的 
象征 ” 

高 阶 椭圆 型 偏 微 分 算 子 (elliptic partial diffe - 
rential operators of higher-order) 主 象征 无 非 零 
实 根 的 线性 偏 微分 算 子 .高 阶 微分 算 子 


Pr;D)w = >: a;r)D'a 


ja| m 


如 果 对 于 z€ 0Q, 其 主 象征 满足 条 件 
Pu 229 (DE VEO ue e HO) 


则 称 算 子 P(e. DH x 是 椭圆 型 的 . 如 果 对 于 任 
fj rE, ERESZ., MP P, DEKI 2 Vj Re 
圆 型 的 . 当 5 — 2 时 ,每 个 椭圆 型 算 子 都 是 偶数 阶 的 . 
设 P(x,D) 是 m= 二 27 阶 算 子 ,如 果 存 在 复数 7Y HN 
Zr c0, (#49 
Re('P,G,)) Sclé|” (Vx € Q,V6 € R”), 

则 称 算 子 P(x,D) 是 强 椭圆 型 的 . 如 果 存 在 的 复数 7 
和 常数 oO 不 依赖 zx, 则 称 算 子 P(x,D) 在 02 中 是 
一 致 强 椭圆 型 的 . 


"i & HH BF 


高 阶 强 椭圆 型 偏 微分 算 子 (strong elliptic par- 
tial differential operators of higher-order) JL“ 
阶 椭 圆 型 偏 微分 算 子 ”. 

高 阶 一 致 强 椭圆 型 偏 微分 算 子 (uniformly 
strong elliptic partial differential operators of high- 
er-order)” 见 “高 阶 椭圆 型 偏 微分 算 子 ”. 

重 调 和 算 子 (multiple harmonic operators) 


最 简单 的 高 阶 椭圆 型 偏 微 分 算 子 . 若 整 数 RO 1 , M 
El X^ 
lm 2 = 

称 为 重 调和 算 子 . 


重 调 和 方程 (multiple harmonic equations) 
最 简单 的 高 阶 椭圆 型 偏 微分 方程 . 方程 


r a? i 
ko Z E 
Atu = 0 É CHE 


称 为 重 调和 方程 . PF l| Bb, k= 2 BJ, Atu = 0 又 称 
为 双 调 和 方程 , 它 在 弹性 力学 中 有 重要 的 地 位 . 
双 调 和 方程 (biharmoric equation) “RIAA 
方程 
tS 34 B6 [B] 85 BF (properly elliptic operators) 
一 类 重要 的 椭圆 型 偏 微分 算 子 . 如 果 算 子 
POD) S aD: 


ESCH 


是 椭圆 型 的 ,并 且 对 于 R^ 中 任意 两 个 线性 独立 的 回 
E oA ES See r 的 多 项 式 
Pies) = ES a, CE + c£ )° 


|a| = 2! 


有 /个 带 正 虚 部 的 根 ,那么 称 PCD) TG >4 As 
子 . 当 ”六 2 时 ,任何 椭圆 型 算 子 都 是 恰当 椭圆 型 算 
T. 存在 恰当 椭圆 型 算 子 但 不 是 强 椭 圆 型 算 子 , 例 
如 ,在 Rs 中 的 算 子 
DD . a 
TE HJ [S] [B] Bi (regular elliptic problem) 恰当 
椭圆 型 算 子 方程 的 重要 边 值 问题 . 椭圆 型 方程 的 边 
值 问题 
Au = KS a (z) D° = f 


|a |< Zon 


9? 9? | di 
dri A 


+i 


dr 


CE O J), 


Bu = > bz Duet (E AU = T' E) 


Alz 
(m; 是 非 负 整 数 , 0 < jx m — 1) 

如 果 满 足下 列 条 件 ,那么 称 它 为 正则 椭圆 问题 : 

1. 算 子 4 在 吕 内 是 恰当 椭圆 型 的 ,并 且 其 系数 
在 Q 内 是 无 限 次 可 微 的 , 

2.B; HRE T LÆRK IMH. 

3. AB} ET ERE BI B; 的 主 象征 
满足 

> SEH (Vr ETAY FAO), 


|h} =m 
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f du 分 AE 
HX F ri 有 mme, 

4. fH LB YE D ERE SS. A; IVC 
WAE x UJ T DP BJESE SCR AMMAR z HH 
T D É3ERE ee CR’ EAR r 的 多 项 式 
X) b (EE ED CG —0,1,,m— 1), 


|h|2m 


关于 模 多 项 式 
lle = DIO) 
是 线性 独立 的 ,其 中 z; Ce š EO E £ ma 


Alts T te) 


的 具有 正 虚 部 的 根 , 而 Ae ORF 4 的 主 象征 ; 
5. B; AB m;x2m — 1. 


QO JR (mio 遍历 0. 1. tm — 1, Wü] e HE ZH 
{By} XR Og D E BJ AKA y £8 2H. 如 果 A 是 恰当 
i 

DEE Q-0d,m-1, 


v 是 本 的 外 法 线 方向 ,问题 (4,Bj) 称 为 算 子 A BAK 
利克 雷 问题 . 犹 利 克 雷 问题 {4,B,) 是 正则 椭圆 边 值 
问题 . 

椭圆 算 子 的 狄 利克 雷 问 题 (Dirichlet problem 
for elliptic operator)” 见 “正则 椭圆 问题 ”. 

狄 利克 雷 组 CDirichlet system) 见 “ 正 则 椭圆 
问题 “. 

椭圆 算 子 的 格林 公式 (Green formula for ellip- 
tic operator) ”研究 正则 椭圆 问题 的 重要 公式 . DUNG 
圆 型 算 子 

Au — > Q= 


(el, lal sim 


a € C^ (2. BBD HE D E B hp HE CS TL" TE 
则 椭圆 问题 ”)， 


Bu = >) byG)D'u, by € CPL) 


DESCH 


13 D’ Can GOD), 


(m; «2m — 137 = 0,1,-,m — 1). 
i up LA 6 FR — ET EER BEF £H CSE HE 
m LUE pr 的 阶 p; & 2m — 1,8; 的 系数 属于 
C^ ( 卫 ) ,使 组 {Bo,Bi,… Bm-19S09S513 S, ÄR T 
上 的 犹 利克 雷 组 (参见 “正则 椭圆 问题 ”). 于 是 存在 
惟一 确定 的 2m 个 边界 算 子 C;,Tj(j==0,1,…,m 一 
1) AA PER : 

1. C; 和 了 ;的 系数 属于 C™(P). 

2.C, 的 阶 是 2m —1— i, D; 的 阶 是 2m 一 1 一 
m;. 

3. £H (C. C77 
BO 3k FIJ ya 8 


Cn-isL ool is "Tui r E 
组 , 且 使 得 下 述 格林 公式 成 立 : 
| Auvdx 一 | u A* vdr 
2 2 
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m—] m—1 
- > Sus s= St But ode 
r 


j=0 7 一 0 


(Vu,v c CPC) )s 


其 中 A'E 4 ABS, Ee X hl F 
EM CIAO COD 
FIBI 
AAC} BR ER B no ATAT A 和 格林 公式 的 


伴随 组 例如 ， 4, 格林 公式 为 
| (vAu — uAv)dx = | gu iu do, 


"3v "a 

RB» Q BJ Em Sq mg. 

£E Be B (adjoint system) 
A 

伴随 边 值 问题 (adjoint boundary value pro- 
blem) 正则 椭圆 问题 由 格林 公式 连结 的 男 一 边 值 
问题 . 在 椭圆 算 子 的 格林 公式 中 , 边 值 问题 414” ， 
Cj}: 


见 “ 椭 圆 算 子 的 格林 


A'u—f, (CEQA), 

Sp GE D 上 ;j= 二 0,1,*…,m 一 1) 
称 为 边 值 问题 (4,B,}: 

Au—f CENA), 

Bu=g; (在 上 ;j=0,1,*,m 一 1) 


关于 格林 公式 的 伴随 边 值 问题 或 者 形 SEH 
如 果 A= A* ,格林 公式 可 表 为 


|. u Avdx 一 | CAu)vdx 


m— 1 


= I, Bu Cjvdo Ka >| cr B vdo, 


KB OG; (Cy) Fo KEK isa m SH, B, 的 阶 加 上 C; 
的 阶 等 于 2m — 1. 此 时 间 题 {4,C;}) 称 为 自 伴随 边 值 
问题 . 拉 普 拉 斯 方程 的 第 一 、 第 二 以 及 第 三 边 值 问题 
都 是 自 伴随 边 值 问题 . 
自 伴 随 边 值 问 题 (self-adjoint boundary value 
problem) 见 “ 伴 随 边 值 问题 ”. 
强迫 双 线 性 型 (coercive bilinear form) 用 泛 

也 分 析 方 法 研究 椭圆 边 值 问题 需要 的 一 种 重要 的 双 
线性 型 . 设 V 是 复 ( 实 ) 希 尔 伯 特 空间 ,a(wu,v) 是 V 
上 的 双 线 性 型 , 即 对 任意 复 ( 实 ) 数 o, Dua Cu oO TALI. 
条 件 : 

a (qu Bv ,w)-2aa(Cu,w)--faC(v,w) 

(Vu,v,wCV); 
a (u,av4d- Pw) -aaCu,v)- Balu, w) 
(YVu,v,weV). 
如 果 存 在 正常 数 C ,使 得 
Re a(v,v) SC || v l^ (Vo€ V), 

那么 称 双 线 性 型 a(u,v) 是 强迫 的 . 如 果 存 在 常数 ， 
使 得 

lalu,v) | Sk || ul lvl (Va,co€ V), 


则 称 双 线性 型 是 连续 的 或 有 界 的 ， 

连续 双 线 性 型 (continuous bilinear form) Jl 
“强迫 双 线 性 型 ”. 

有 界 双 线性 型 (bounded bilinear form) 
迫 双 线 性 型 ”. 

拉克 斯 - 密 格 拉 蒙 定理 (Lax-Milgram theorem) 
用 来 证 明 线 性 椭圆 方程 边 值 问题 有 解 的 一 个 重要 定 
H. 该 定理 断言 :如 果 alwu,v) 是 希 尔 伯 特 空间 VV 上 
的 连续 强迫 双 线 性 型 , 则 对 任意 EV"*(V* 是 V 的 
对 偶 空 间 ), 问 题 

a(u,v)—F(v) (VYvEV) 
有 惟一 的 解 EV, 昌 上 式 定 义 了 一 个 V* 一 V 的 线 
PER ARM WN RF A: Fu. Aa, ik V= 
37 CQ) , IJ 88 [5] 783 75 38 72 48 [al RR 


见 “ 强 


ue (在 3 E) 
的 弱 解 是 满足 


a (u,v)= JL ew Dude + c(x)uv Ma 


U SID ila (z)DuJ]+c(z)u= f(z) E A H) 


= | feda (Vv € V) 


的 函数 xEV. WREE R rh coca), ED EJ 
格 椭圆 型 的 , 则 双 线 性 型 a uv V 上 是 连续 强迫 
的 . BCC LO, 


F(v) = | fvdx, 
N 


则 FEV'*. 于 是 由 拉克 斯 - 密 格拉 蒙 定 理 , 上 述 边 值 
问题 有 惟一 的 弱 解 € V =W; (O). 因此 ,拉克 斯 - 
密 格拉 蒙 定理 是 研究 线性 椭圆 方程 解 的 存在 性 的 一 
4H CLA. 

V i (V-coercive) 含 参数 的 线性 椭圆 方程 
边 值 问题 有 解 时 , 对 应 双 线 性 型 应 满足 的 条 件 . 对 双 
线性 型 aG u) (Az... A 是 了 一 六 的 线性 算 子 ， 
V 是 希 尔 伯 特 空间 , 且 在 希 尔 伯 特 空间 H 中 稠密 ， 
V* 是 V 的 对 偶 空 间 . WREE AER f c0. 使 得 

Rea(v,v) 十 hv 人 cl (Vv € V5), 
那么 称 双 线性 型 alu,v) 是 V 强迫 的 ,其 中 | | 和 
| | ral s H d V 中 的 范 数 . 如 果 连 续 双 线 
性 型 al(u,v) 是 V 强迫 的 ,那么 对 所 有 满足 条 件 Rea 
=A, 的 复数 4, 问题 

aCu,v)d-A(u,v) — Cf,v) (VvEV) 
有 惟一 的 解 u. 

勒 雷 - 绍 德尔 不 动 点 定理 (Leray-Schauder fixed 
point theorem) 用 来 证 明 拟 线性 椭圆 方程 边 值 问 
题 有 解 的 一 个 重要 定理 . 设 X 是 巴 拿 赫 空间 ,7 是 


A XxL0,118] X PHAR XT ET 48 BJ z € X. 
得 T(zx,0) = 0. RIE EHR M, 使 得 对 满足 x 
二 T(x,0) 的 所 有 (xz,o) € XX [0,1), Æ || >z || x < 
M, 则 由 Tux —T Gi, 88 t B8 X 到 自身 中 的 映射 
7 有 一 个 不 动 点 . 勒 雷 - 绍 德 尔 不 动 点 定理 在 拟 线 
EEN 
例如 ,应 用 于 椭圆 型 方程 的 狄 利克 雷 问 题 有 下 述 结 
ROKER 中 的 一 个 有 界 区 域 , 具 有 边界 INE 


Ce", iF e€ C^ QD , 设 算 子 族 


Qu 三 2agG us Duio)D;u + b(r,.u,Du;o) 


(0 < o < 1) 
Tk Q 中 满足 下 述 条 件 : 
l. Qiu =Qu 


= = Me zu Du Du + blz,u, Du), 

Qu = Ped 
2. A T. Q, 对 所 有 o€10,1j 在 人 2 中 是 椭圆 型 
的 . | 

3. 对 每 一 cC |0,1]J,a; b€ C'CO««XR'XRO. H 
Tg A U0,1Jëj C (O >xR: XR AY BR EY . PRÉC cb 
是 连续 的 . 

再 设 对 某 一 p>0, 存 在 一 个 不 依赖 于 上 和 的 
常数 M ,使 得 狄 利 克 雷 问题 :在 2 中 Qu =0,# 20 
Luss p(0< a< 1)BJ # — C^* COO fg He 
| z || s (Q) < M. 那么 犹 利克 雷 问 题 : 在 0 中 Qu 
=0, Æ IN E u— oe C^* (QD m E n] Ed. 

哥 尔 丁 不 等 式 (Garding inequality) 椭圆 型 算 
子 的 重要 特征 . 设 世 是 定义 在 区 域 Q 上 具有 C” # 
数 的 m 阶 椭圆 型 算 子 , 则 对 于 任意 的 u € CÇ COD ,成 
立 不 等 式 

人 
此 处 Ci,C* 是 仅 依赖 于 工 及 8 的 常数 , || u ll. HA 
u 在 空间 H' (Q) HP BS Y C. 这 个 不 等 式 称 为 哥 尔 丁 
不 等 式 , 由 瑞典 数学 家 哥 尔 本 (Garding ,L. ) 于 1953 
年 证 明 . 

指标 算 子 (indexed operators) ” 亦 称 弗 雷 德 埠 
姆 算 子 . 用 来 刻画 算 子 方程 的 可 解 性 的 概念 . 如 果 算 
CT Z 的 核 空 间 ker 22 WER JE: 48 ER ñ , P HRS 
间 〈 值 域 空间 )Im22 是 财 的 并 且 它 的 余 维 数 也 是 有 
限 的 ,那么 就 称 算 子 FY 是 指标 算 子 . 算 子 22 的 指标 
X(22) 由 下 式 给 出 : 

CZ) = dimker£2 — codim Im Z. 
正则 椭圆 边 值 问题 (4,B,}: 
Au=f (在 人 2 内 )， 
Bu = g; GET E;j = 0,1,05m — 1) 
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(ig W 分 P E 
对 应 的 算 子 
LH u -= Pu = {Au; Bou „Biu, ,B, uj 


是 一 个 指标 算 子 , 它 将 空间 ETT GOD BRT BI == ja] 
m-—i 
H'(Q) x TT g777:a» 


上 ,这 里 > 之 0 是 整数 . 

+ WS 8 EE g BF (Fredholm operators) 
HaT". 

iE & i fé js BC mixed boundary value prob- 
lem) 38 23 BY JE TE DU] 8 [4] 322 f8 IB] eR. HQ Rh R" 中 
BUS RR CNR H m TESI 
组 成 . 设 A 是 OQ "RBS 2m BABA H.R, 
(0,7) THE X 1E D; MOT; 上 的 边界 算 子 
组 ,天 FL fp E D; 的 阶 之 和 为 2m 一 1. 边 值 问 题 


all «35 


Fu=0 Ger; E), 
Du =0 ÆT-T; E), 


(j20,1,*:**,m—1) 
称 为 混合 边 值 问题 . 混合 边 值 问题 不 属于 正则 椭圆 
边 值 问题 . 即使 对 于 充分 正则 的 区 域 ,方程 的 系数 充 
分 光滑 ,混合 边 值 问题 也 可 能 有 非 正 则 的 解 . 
椭圆 型 方程 组 (system of elliptic equations) 

描述 稳定 或 定常 状态 的 一 类 偏 微 分 方程 组 . 关于 自 
EB r= (rite z.) BJ N SARA RY N 个 
2m 阶 线性 方程 组 有 如 下 形式 


= n A ou -— 
(一 1) > 4 Uer c Pues CON 


Hu, f£ 是 具有 NN 4 r Et BJ n] E BRE, 
Ate 7) 

JE NX N BYR BEB RURF 2m. 的 微分 算 子 ,和 

式 对 所 有 足 标 kiskot okim 0 BCE n. DR 


Atz, EI == 3 une. 


的 行列 式 当 剖 十 总 十 … 十 多 天 0 时 蜡 于 零 , 则 称 这 个 
方程 组 在 点 x 在 彼得 罗 夫 斯 基 意 义 下 是 椭圆 型 的 . 
如 果 对 任意 实 向 量 c= (š, og xn sn) Æ0 和 具有 


2,8 #0 
的 任何 实数 SS 型 
ALEIC d £ | 

Ss STAM aye, E, s, C £0; 
就 称 这 个 方程 组 在 点 xz 是 强 椭圆 型 的 . 此 处 符号 
7 ° CRN N 维 回 量 的 内 积 . 

s Mi [B] BY 7j $2 4B (system of strong elliptic e- 
quations) Ji“ H6 [5| 29 75 ea”. 

椭圆 算 子 的 特征 值 问题 (eigenvalue problem of 
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elliptic operator) 一 类 重要 的 椭圆 边 值 问题 . 一 个 
椭圆 算 子 A 确定 的 边 值 问题 

An 一 M (在 2 内 )， 

uly 30 
称 为 椭圆 算 子 A( 或 椭圆 方程 ) 的 特征 值 问 题 ,其 中 
N ÆR 中 的 开 集 .使 得 此 问题 有 非 平 几 解 ( 非 零 解 ) 
的 参数 À 的 值 称 为 算 子 A 的 特征 值 ,相应 的 解 < 称 
为 特征 函数 . 

椭圆 算 子 的 特征 函数 (Ceigenfunction of elliptic 
operators) 见 “ 椭 圆 算 子 的 特征 值 问题 ”. 

拉 普 拉 斯 算 子 的 特征 值 问 题 (eigenvalue prob- 
lem of Laplace operator) 典型 的 椭圆 算 子 的 特征 
值 问 题 . 由 边界 固定 的 膜 引 出 的 拉 普 拉 斯 算 子 的 特 
征 值 问 题 

— Au = Au 
t la = 0 
Ji — ^ Bh. 78 P] 983 [3] OY) PE (Be. Hor. OQ E R° 
中 的 开 区 域 . 当 2 有 界 且 边界 90 适当 光滑 时 ,存在 
可 数 无 穷 个 特征 值 
0 «A SAGA Selim À =+ °°, 


TR BJ E TE BR Kb, (>) H pk. L^ (0) 上 的 完备 正 交 
A. 当前 对 膜 振动 问题 的 认识 还 是 相当 有 限 的 , 仅 对 
和 矩形 和 圆 等 少数 的 几 种 简单 区 域 能 够 精确 地 得 到 特 
征 值 .外 尔 (Weyl,(C. H. OH. ) 于 1911 年 得 到 不 超 
过 4 的 特征 值 的 个 数 N CA) BY BE ZS RDP RZ) 
N(4) = iB TOCAN; 

式 中 |2 | 表示 只 的 面积 . 与 外 尔 公 式 相 关 的 是 如 下 
MP 公式 (1 一 十 00)， 


> ,exp( 一 Àt) 
N d (2 1—h 
i 

式 中 19Q | 为 边界 90 的 长 度 ,h Xe RR OQ 的 洞 数 . 
Fe (Kac,M) $ MP 公式 提出 了 一 个 非常 生动 的 
问题 :能 否 “ 听 出 ”鼓膜 的 面积 |Q|、 周 长 138| 和 洞 的 
个 数 h? 由 于 1 一 h 恰好 是 OQ 的 欧 拉 - 庞 加 莱 示 性 数 ， 
是 整体 几何 中 颇 受 重视 的 一 个 不 变量 ,“ 听 出 鼓 形 ” 
或 “ 谱 的 几何 ”问题 立即 引起 了 人 们 的 强烈 兴趣 ,并 
导出 了 一 系列 重要 的 研究 . 然而 ,这 种 一 般 的 特征 值 
的 反问 题 还 远 未 解决 . 


抛物 型 方程 
抛物 型 偏 微分 方程 (partial differential equa- 


tion of parabolic type) 简称 抛物 型 方程 ,是 一 类 
重要 的 偏 微 分 方程 . 具 代 表 性 的 最 简单 抛物 型 偏 微 


(在 2 内 )， 


分 方程 是 热传导 方程 .抛物 型 方程 在 流体 力学 AA 
学 .电磁 学 以 及 概率 论 的 解析 处 理 中 都 有 重要 的 应 
FA. 

二 阶 线性 抛物 型 方程 (linear parabolic equation 
最 重要 的 一 类 抛物 型 方程 . 对 于 


of second order) 


mM E 
ou x = > (ad aras > (x,t) Z 
Ee DE (1) 


式 中 系数 dijs bi, C 和 自由 项 f 均 定 义 在 柱 体 Qr 上 
(Qr —D-0x(Q(,T],QCR),a;-ayg, 如果 和 矩阵 
(gai(x,t)) 是 正定 的 , 即 对 任意 实 问 量 E= C5, 6, 
1,0250, 有 


SC 2003 


MEKA ££ (1) E AX Ge 0 de Bà WJ BJ. 如 果 方 程 (17 在 
Qr 上 的 一 切 点 处 都 是 抛物 的 , 则 称 方程 (1) 在 Qr 上 
是 抛物 的 . 如 果 存 在 正和 常数， 和 us 使 对 任意 实 向 量 
E 和 一 切 点 (x,t)EQzr 都 有 


vê < Xa, OEE E NIST 


则 称 方程 (1) 在 Q, EES 一 致 抛物 的 . R Cai; Ge £0) 
仅 是 非 负 定 的 , 即 对 任意 实 向 量 及 某 些 点 (xo,to) 
EQr, 有 


Sa (Lost EF; = 0, 


则 称 方程 (1) 是 退化 抛物 的 . 热传导 方程 


ðu S 
F a? Au = JG, t) 


是 最 简单 的 二 阶 线性 抛物 型 方程 . 

退化 抛物 型 方程 (degenerate parabolic equa- 
tion) 见 “ 二 阶 线性 抛物 型 方程 ” 

一 致 抛物 型 方程 (uniformly parabolic equa - 
tion)” 见 “二 阶 线性 抛物 型 方程 ”. 

抛物 型 方程 的 定 解 问题 (deterministic prob- 
lems for parabolic equation) 求 抛 物 型 方程 满足 
已 知 定 解 条 件 的 解 的 问题 . 抛物 型 方程 通常 有 两 种 
定 解 问题 ; 

1. 柯 西 问 题 ( 初 值 问 题 ), 即 求 函 数 u Ca t) XE >É 
z [J (|z |< + so,;£2Z>2 0) Bk + PR (| < | < 十 ce， 
OxCHT') PREM, # >00 8 0< < T 时 满足 相 
应 方程 并 在 t= 0 时 满足 初始 条 件 uico GO. 

2. 混合 边 值 问题 ( 初 - 边 值 问 题 ), 即 在 Q+ CQ = 
QXxC,T D EUER ur), Æ Qr 内 满足 方程 ， 
在 Q+ 的 下 底 上 满足 初始 条 件 u |= = Jo (z) Cr € 
N), E Q+ 的 侧面 S CS: — 20 XL0,T]) 上 满足 边界 
条 件 . 对 二 阶 抛物 型 方程 ,一般 有 三 种 边界 条 件 : 

第 一 边界 条 件 


im ou 型 75 程 


uls, dia) G € 30:0 <: < T5, 
第 三 边界 条 件 

8 ^" 

» + ou ls = 24258, cos (n,x;) + ou p 


= dG,0D, 

第 二 边界 条 件 

du 

dn Ss 
这 里 是 90 BAIE RI 0220. 

初 - 边 值 问 题 initial-boundary value problems) 
抛物 型 方程 的 初 - 边 值 问题 一 般 有 三 类 , 即 第 一 ,第 
二 和 第 三 初 - 边 值 问题 (参见 “抛物 型 方程 的 定 解 问 
E"). 

HBH SS (compatibility conditions) 方程 的 
解 具 有 某 种 光滑 性 的 必要 条 件 . 设 u z OR WX PE JÉ 
拟 线性 抛物 型 方程 第 一 初 - 边 值 问题 


p Za Crstuts Vu) | 
:一 1 


CaCr,t,u, Vu) (Uer ai, (1) 
u | o= Yr) (TEN), 
u|s,— 4r.) (rE€E9 N; 0Kt<T) 
的 解 , 式 中 Qr = Q Xx (0, TO, Q C R“. dn X 
u € C? (Q4) WDA 
dox) = 0(z,0) (x € aN). (2) 
此 条 件 称 为 初 - 边 值 问题 (17) 的 零 阶 相 容 条 件 . 如 果 
u € CQr), 则 除 条 件 (2? 外 ,由 方程 还 导致 


n 
= 2 aijua COS (n, =i) Is, = (x,t), 
isf=1 


aE) = pir xc. (x0, ds Gr). Wo) 


Latz, 0, polr), VJ)? (z € 20). (3) 
此 条 件 称 为 初 - 边 值 问题 (1) 的 二 阶 相 容 条 件 . 
热传导 方程 (equation of heat conduction) Jf 
称 热 方程 .是 描述 热量 的 传导 过 程 、 分 子 扩散 过 程 等 
物理 现象 的 偏 微 分 方程 . 热传导 方程 的 一 般 形式 为 


du, 
3: a Au = f, 


满足 此 方程 及 初始 条 件 u |, - = PCD) = Gin: 
ee, a) (SL d oo,11,2,* n) (e fl / ABE 
AR Fe BE pR RO BJ Pa] P [RAE BY S EO 

WORD) Ha ee 


十 co 十 co 
[7 x eel - 


A EIS Cac: JC T) 
ds js —MÀ a — n 
MM |. | (2a / n (t E SR 
re 
r r sss dé ar, 
,£,),dé-dé,d£,--d6,, 


=" 
EN, 


EG 


X exp| — 


其 中 E= (ê, 


fe fW 5 5 


DEEN 


热传导 方程 柯 西 问题 的 解 (solution of Cauchy 
problem for heat equation) Ji “HERA”. 
热传导 方程 柯 西 问题 解 的 惟一 性 (uniqueness 
of solution of Cauchy problem for heat equation) 
热传导 方程 柯 西 问题 解 的 重要 特性 之 一 . 热传导 方 
程 柯 西 问题 的 解 在 无 穷 远 处 附加 增长 阶 的 一 定 限 制 
下 才 是 惟一 的 . 热传导 方程 柯 西 问 题 的 解 可 能 不 只 
一 个 ,为 了 保证 解 的 惟一 性 ,必须 对 解 的 增长 
性 ( 当 |zjl 一 十 ce) 加 一 定 限 制 . 热传导 方程 柯 西 问 
题 
(£ > 0, — oo < + <+ œ); 
C00 E te, 
Hi CTuxouoB, A. H. ) 还 构造 了 一 


U, Han = 0 

u(0,x) = 0 
BRAS Rb A? 
个 不 为 零 的 解 


u(z,t) = = V 0» r* 


mad (p^ ? 
其 中 
(t > 0)， 
a G@ =< 0, 

而 a 是 一 个 常数 .可 以 证 明 , 如 果 对 解 加 上 条 件 : 存 
在 正常 数 M 及 a 使 得 |u(zx,t) | Me" (OT, 
x € R") , Jil] TA fe Se 7j T fnr V8 [8] Blu, — Au = f (x,t) CO 
CUT ,x€ER") 3uCx,0) = GO (rE R WRA REL 
TAN 

itis XH (Tihonov solution) 
程 柯 西 问题 解 的 惟一 性 ” 

热传导 方程 解 的 正则 性 (regularity of solutions 
of heat equation) 热传导 方程 柯 西 问 题解 的 重要 
特性 之 一 . 热传导 方程 柯 西 问 题解 的 光滑 性 由 方程 
的 自由 项 及 初始 函数 的 光滑 性 确定 . 由 热传导 方程 
初 值 问 题解 的 表达 式 ( 参 见 “热传导 方程 ”), 当 f 志 0 
B.E @(z xr AA ESE, WD ERAS, u(r. 2, 
Ut o Z, 0) 24 £20 时 是 无 穷 次 连续 可 微 的 ,而 且 关 于 
空间 变量 omms. ttt ,x 是 解析 的 ,关于 时 间 变 量 上 属 
于 谢 弗 莱 二 类 函数 , 即 在 


[= (Da)? <p 


exp(— t °) 


见 “ 热 传导 方 


内 满足 
Ju M(2m)! 
on” p" x 
当 7 天 0 时 ,热传导 方程 的 解 的 可 微 性 与 自由 项 f 
的 性 质 有 关 . 例如 为 要 得 到 古典 解 , 除 对 f 需要 求 
连续 外 尚 需要 求 了 对 X1:2X25'!'** 9X, E 或 Í AE M 尔 德 连 
续 的 . 

热传导 方程 解 的 渐 近 性 (asymptotic behaviour 
热传导 方程 第 一 初 - 


ed 


of solution of heat equation) 
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边 值 问题 解 的 重要 性 质 之 一 . 外 界 温度 条 件 相 同时 ， 
物体 不 论 初始 温度 如 何 最 终 将 趋 于 同一 个 稳 态 的 温 
度 分 布 . 对 于 热传导 方程 的 第 一 初 - 边 值 问题 ; 
Lu —u,—a'4u- f (x), 
= (ais tists 
U | saxo. 400) = £ CX» 
u |, ous, 
48 L RU e 和 自由 项 f 与 i 无关 时 ,热传导 过 程 
将 趋 于 稳定 状态 ,也 就 是 当 上 一 十 ceo 时, 不管 什么 初 
始 条 件 , 其 解 w(x,t) 将 趋 于 同一 个 函数 u(x) ,u(x) 
是 椭圆 边 值 问题 一 a?Au = f G2. ul;g— glr) RR. 
一 般 的 抛物 型 方程 (组 ) 也 有 类 似 的 结果 
热传导 方程 解 的 半 群 性 质 (semigroup property 
of solution of heat equation) 热传导 方程 第 一 初 - 
边 值 问 题解 的 重要 性 质 之 一 . 热传导 是 一 个 单 向 的 
不 可 逆 过 程 , 热 总 是 从 高 温 流 回 低 晕 . 如 果 边 界 温度 
为 零 , 用 S(t) 表示 由 初始 时 刻 温度 场 映 到 :时刻 的 
温度 场 的 线性 解 算 子 (热传导 方程 ,一 a 2u—0 的 
解 在 上 时 刻 的 值 定 义 的 映射 ), 即 
Sug = Wi s Do" 
H T AE p WJ Sui i TESTER US @ hect A 
半 群 性 质 ， 
1. SC(0) 二 T( 恒 同 算 子 ). 
2.SG@+r)=S@)S (0), 
Sn lim S us = ts: 


H YZ PR oo Er "P BJ ñr AR Dem, FFE — T TR 
的 无 穷 小 生成 元 AER SO =e “ARE SAE 
的 第 一 初 - 边 值 问题 


~ a2Au = f(x,t) (Gs) € Qr), 


sP a Ert) , 


u(r,0)— w(x) EN), 
u(x,t) = 0 (z€ aN). 
的 解 可 表 为 
u(x,t) 一 ez(z) + | "^f God. 
抛物 型 方程 的 拟 基 本 解 方 法 (parametrix 
method of parabolic equation) ”借助 对 应 常 系数 方 
程 的 基本 解构 造 变 系数 抛物 型 方程 的 基本 解 的 方 
ik. BE (Levi, E. E. ) 给 出 求 变 系数 的 一 致 抛物 型 
方程 


Lu = Maece 


J'u ` du 
Ce 27b G) S 
+ c(zx,t)u 一 E 
= 0 (r,t) € Q+ = Q x (0,T ]) 
基本 解 的 方法 称 为 拟 基 本 解 方法 ,作法 如 下 : 设 
(a? (at) ) Fé Ca Cr DO B s AB Ez. id 


DUE) = Sa o) (a2, — Ban o. 
l e eni, 
4C — r) 
Clr,t) = (2 / x)" [det(a 5,2) 1, 
PAE e yt) = C(ë,r)o  (z,t;6,T), 
则 Z J& ABO BGR ,rt 固定 ) 


_ a? u(x,t) Ju(x yt) 
Lr) = as, a 


的 基本 解 . 原 变 系数 抛物 型 方程 的 基本 解 就 是 如 下 


AH ER CD s 
J' 5 7) 


ca (x,t; T) = G — r) fexp| 一 


=0 


= Ziel ser) am IN Z Cr,152,0)9(7,0;€,7)d7do, 
wR 


HR h 8 3 o H Tr W E yE Lu 二 0 来 确定 . 图 数 
Z Gti 8,0 NR Lu =0 的 拟 基 本 解 . 

抛物 型 方程 的 拟 基 本 解 (parametrix of para- 
bolic equation) ” 见 “ 抛 物 型 方程 的 拟 基本 解 方法 ”. 

二 阶 线性 抛物 型 方程 的 基本 解 (fundamental 
solution of linear parabolic equation of second or- 
der) 二 阶 线性 抛物 型 方程 的 一 种 具有 奇 性 的 特 
解 .二 阶 线性 抛物 型 方程 Lu=0 在 Qr( 算 子 L 和 Qr 
的 定义 见 “ 抛 物 型 方程 的 拟 基 本 解 方法 ”) 中 的 基本 
解 是 一 个 对 一 切 (x,t) EQr，(é,r) €Qr tc HA 
定义 的 函数 荆 (z,t;6,7), 它 满足 如 下 条 件 : 

1. 对 固定 的 (和 rz)EQr, 作 为 (z, 纪 的 函数 在 域 
LEN, <t ST) FREDE Lu=0. 

2. 对 每 一 个 在 Qr LESH BR G0 SM >€ 
2 时 有 

lim | Tea.) fabae = f(x) 


(dë = dé,dé,+--dé,). 


热传导 方程 的 基本 解 是 
EE ere 
m ——— exp 
(2a v x(t—1))" e (=r) 
伴随 方程 (adjoint equation) 研究 方程 广义 解 
的 工具 之 一 UR 
L= Xa, Guss xc Dh) 2 
+c, Du — S= 0 
的 伴随 方程 为 
L'v 2S2 + Dyer (x,t) = 


at (ash) t = —0, 
其 中 


E S 
bf = — b, + 2 2 
p dX; 
ab ^ Qi 
LER S ar; 2, ALIX 
或 写 为 
L* v= CHE 
25 dr,d 
n 3 Qv 
= E az m eot uy 
热传导 方程 
2a, 294 _ 
a’ Au 3 二 0 
的 伴随 方程 为 


a’Av+ =0. 
如 果 xp 都 是 Qr 中 的 光滑 函数 , 则 下 式 成 立 : 
vlu —ubL*v 
nog T 
=== P. P va 
+ buv | — 2; (uv). 


此 恒等式 称 为 算 子 工 的 格林 恒等式 . WR usv TE Q+ 
的 边界 的 某 个 邻 域内 为 零 ,那么 ,还 有 积分 形式 的 格 
林 恒 等 式 


Ee al 
Sor, ur QE 


| (Lu — uL' v)dxdt = 0. 
Qy 


A A ASHE X: Rue L(Q), HIERE Qr 
GS H.TE Qr 8932 FAB e UJ A FEKAR ov, FAD 
等 式 

| uL* vdxdt = 0 

Q, 


AB BË BC vr. , WI PK ER EC 是 方程 Lu = 0 FE LCOD rP 8] 
广义 解 . 
格林 恒等式 (Green identity) WFD RE”. 
抛物 型 方程 的 能 量 不 等 式 (energy inequality of 
parabolic equation) ”用 来 证 明 解 的 存在 与 惟一 性 
的 重要 工具 . 设 wE€C1(Qr) 是 一 致 抛物 型 方程 


d 
u, — ax (Ais CE Du.) = 0 


(x € Qr = (2 X COST D 
满足 初 - 边 值 条 件 CST—930xX[0,T D:ul, —0G€ 
OT Dsul,-o— d Cr) Ge € 2) B ft , WJ £ XE TE 76 HK 
C ,使 得 不 等 式 


T | ux Ka | jas" | ur | L2 (Q) 


<C | Z Cr) | Lo» 
成 立 , 此 不 等 式 称 为 能 量 不 等 式 . 对 于 更 一 般 的 二 阶 
线性 抛物 型 方程 ,甚至 对 间断 系数 的 抛物 型 方程 ,只 
要 系数 满足 某 些 可 积 条 件 , 也 有 相应 的 能 量 不 等 式 . 
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由 能 量 不 等 式 立 即 可 以 得 到 解 的 惟一 性 定理 . 

抛物 型 方程 的 极 大 值 原理 (maximum principle 
of parabolic equation) 抛物 型 方程 初 - 边 值 问题 的 
重要 性 质 , 亦 即 在 热传导 过 程 中 ,物体 的 最 高 温度 一 
定 在 初始 时 刻 或 边界 上 达到 这 一 物理 现象 的 数学 表 
R. YE Qr — 0X (0, — 


Lu — Ma (rs E) AL. "HE > (CES 2m ES 


“e EE u TY =, 


假定 系数 都 是 Qr 中 的 连续 图 数 , 且 c (>, D < 0. 如 
条 在 Qr rH Luzz0CLus0), 而 且 u TE Qr 中 某 点 P, 
二 《zo,to) 处 达到 其 正极 大 (负极 小 ) 值 ,那么 对 一 
A PCSQOQ-—(i,DEC€Qrl0xitxn)9B574 «CP) 
=u (Po). 此 性 质 称 为 极 大 值 原 理 . 对 齐 次 热传导 方 
程 (9u/91) 二 a Au,， 上 述 极 大 值 原理 可 简 述 为 :方程 
TE Qr 中 的 解 一 定 在 Qc 的 底 B= ((z,t) |z € (1, — 
0} 或 侧 边 二 = 二 902X[L0,T] 上 取 最 大 (最 小 ) 值 , 即 


maxu(r,t) = maxu(zrz,t), 
E BUT 


Tee) = min uz). 
应 用 极 大 值 原 理 , 立 即 可 以 导出 抛物 型 方程 初 - 边 值 
问题 解 的 惟一 性 定理 ， 
霍 普 夫 型 边界 点 定理 (boundary point Seier 
of Hopf type) 抛物 型 方程 初 - 边 值 问题 的 重要 性 
质 , 亦 即 方程 的 解 在 达到 最 大 值 的 边界 上 的 外 法 向 
导数 恒 为 正 值 . 设 点 P.,—= (ato) FE Qr 0X (0,T ] 
的 边界 3Qr 上 的 一 ota ad 


Lu = Me Oe s MAG. E SC 


的 系数 都 是 Qr Nes ME 如 果 存 在 中 心 在 
G.DCQTIBB]IER BCQzr.B(]9Qr—(0P,). W B. x 
zo DU ER Po 有 强 内 球 性 质 . 如 果 Lu 220, ñ PuEaQr 
有 强 内 球 性 质 , 且 存在 Po HARM V, EVN 内 有 
u-CuCP,) , Wi 34 5 E 6] PRK 9u/9v Æ P, 点 处 存在 时 
A 


du 
3, CP» > 0. 


这 就 是 霍 普 夫 型 边界 点 定理 . 此 论断 与 椭圆 型 方程 
的 相应 结论 是 一 致 的 ,但 rAr 的 限制 不 能 去 掉 , 这 
可 由 下 面 的 例子 看 出 . 设 


u Ju 


Qr EE 
H SEXE XE (comparison theorem) 
抛物 型 方程 的 重要 工具 之 一 . 设 
v(Gr,t),wG;,t) € C^'(X) N Cr) 
(Q; = 2X (TD, 


—, u(m=,t) = ] — t, 


研究 非 线性 


WF (rots pspispis) G, J=1,2,- R RI pulh, 
k=1,2, n) BJ — Bre X ñ JE BQ E LANES AR, 
这 里 是 满足 下 列 条 件 的 点 (x,t,p,pi,pi) 所 成 集 
合 的 闭 包 : 
rENtEO,T], | 
p€ Wwlast) , wlaot))s 
dout zf) SE c. 
Q, ` ar, 
J'v(r,t) Fwlr,t 
ps -n 
W = (a ,b)3O3B P. N a.b 的 开 区 间 . 再 假定 


Pi c 


| | JF ` 

dëi 

EFEN E T E AER 内 有 
dv ðv 83v 
WS F| a, e EE , 
Jw aw Zw 
BF zim 04 : 


且 在 DP:—30x[0,T |U(x€ 0.20) LA vw WI 
TE Qr 内 必 有 u. 

解 的 可 微 性 (differentiability of solutions) #4 
物 型 方程 解 的 重要 性 质 之 一 . 有 如 下 定理 :假定 
D? Dia, D2Dib;, D? Dic, D? Di f 0<m + 2k p,k< 
QTE Qr=2X (0,T ELS Z 48 BE GB BON a). 如 果 
u 是 


Lue Das (a) anat Soe, D 2 


+ cCxr,t)u = E 


= f) 

£ Qr 内 的 解 , 则 D" DiuCOscm--2bsZ p+ 2, bot 
1) 存 在 ,并 且 在 Qr 内 赫 尔 德 连 续 ( 指 数 为 a). 由 此 
定理 立刻 得 到 , 若 工 的 系数 和 了 在 Qz 内 无 穷 次 可 
TMj Lu = f WAR u FE Or AEEA U n] f ER EIC. 

函数 空间 W; (Qr) (function spaces W;" (Qr) 
TE 3027 78 75; E IE TG P A FH SUB — 28 pa 3 |). it rs 
KEAR. Or =X (0,T),2 AR" 中 的 开 集 (有 
FM Tc FL). 函数 空间 W; (Q; ) HH BT 44 RESULT FE ES 
的 函数 u Cm HEH Jiu Cx D K ROSE RE TG z 的 直到 
阶 的 弱 导 数 , 对 变 元 上 的 直到 阶 的 弱 导数 都 是 
L2(Q+)rR BJ Ju. W2*(Qr) 的 范 数 可 取 为 


| u(x,t) | W (Q) 


Ia 
= [ul ee + SE Zu , 

hele Ke py dei PON » dÉ W125 
HH B8—C0,8,,---, BI RAER m, 95,2206 — 1,2, 
"1,22, |B| =f, B EB. 


p BX zs JR] Ww" (Q7) 是 Ws (Q+) BJ +f Z [8] , Ú HH 
Wy (Qr) PAA F Fi FE J BJ PC u Cz , t) £B JR. : xE 


意 的 :E (0,T),u(zx,t) 在 902 上 为 零 . ARF [u] 
W2*(Qz) 和 W*(Qz) 都 是 索 伯 列 夫 空 间 . 

函数 空间 W7 (Q+) (function spaces (95 

JL" PBL == [B] Wy (Q+) ". 

抛物 型 方程 的 广义 解 (generalized solutions for 
parabolic equations) 抛物 型 方程 经 典 解 的 推广 . 
如 果 线 性 抛物 型 方程 的 系数 和 自由 项 不 是 光滑 的 ， 
一 般 地 ,就 不 再 有 通常 意义 下 的 经 典 解 . 对 于 非 线性 
方程 ,例如 方程 uu Cu”) =0(m> 1), BHE pe. WR 
据 充 分 光滑 ,其 定 解 问 题 也 可 能 没有 经 典 解 .因此 ， 
在 更 广泛 的 函数 类 中 考查 解 ( 广 义 解 ) 就 十 分 必要 
一 般 地 ,所 选择 的 广义 解 类 -WY 不仅 应 使 得 广义 解 
存在 ,而 且 应 是 惟一 的 .例如 ,对 抛物 型 方程 


u, — > al^ (pef) x |= f (= ,t)D 


i,j=l1 
(a; c om (Qr), f e L'(Q)), i (1) 
如 果 wuEW"(Q7r), 且 对 任意 在 Qr 中 有 紧 支 集 的 函 
数 gE W3"(Q7) ,成 立 积 分 恒等式 


| | up 十 Dame) dxdt = | f9dxdt, 
Qr If) Qr 


则 称 是 方程 (1) 在 类 W l (Q, PAT S S. 如 果 
在 Wi"'(Qz) 中 仍然 没有 解 , 但 u € WLC) AOE 
意 的 在 Q+ 中 有 紧 支 集 的 函数 PE WI (Q+) ,成 立 


| e uq + >a jus. J dxdt = E fedzdt, 
CH 


则 称 是 (1) 在 Wi (Qr) dit SAR. 广义 解 的 解 
类 Z 应 随 具 体 问 题 (不 同 的 方程 和 不 同 的 定 解 条 
件 ) 而 适当 选择 . 再 如 ,抛物 型 方程 在 元 (82) 中 的 广 
义 解 详 见 “伴随 方程 ” 

自由 边界 问题 (free boundary problem) 解 和 
求解 区 域 边界 均 待定 的 一 类 定 解 问题 . 在 偏 微分 方 
程 经 典 的 定 解 问题 中 , 自 变 量变 化 区 域 的 边界 总 是 
给 定 了 的 . 然而 物理 学 中 提出 了 另外 一 类 定 解 问题 ， 
其 所 讨论 的 自 变 量 的 变化 区 域 的 边界 有 一 部 分 是 
“自由 的 ”, 即 不 是 给 定 的 ,而 是 要 和 定 解 问题 的 解 一 
起 确定 . 自然 地 ,在 自由 边界 上 还 要 补充 边界 条 件 . 
这 样 的 问题 称 为 自由 边界 问题 .例如 ,描述 冰 块 融化 
过 程 的 斯 特 凡 问题 和 水 坝 渗流 的 浸润 面 问题 都 是 典 
型 的 目 由 边界 问题 .所 有 的 自由 边界 问题 都 是 非 线 
性 问题 . 目 由 边界 问题 的 研究 有 广泛 的 实际 背景 , 物 
理学 力学 和 工程 领域 都 提出 了 许多 种 不 同形 式 的 
目 由 边界 问题 . 

斯 特 凡 问题 (Stefan problem) 一 个 互相 转换 
的 热传导 问题 . 假定 区 间 ace + co_E 8 — ARIK 
块 , 冰 块 的 温度 人 处 处 是 零度 ,而 在 端点 == a 处 加 温 
并 保持 温度 为 全 度 ,T>0. 于 是 冰 块 开始 融化 ,对 每 
一 时 刻 上 0, 水 将 占据 区 间 ars G2. AW u 记 水 


温 , 于 是 有 
& —g 0 (a re s 0), 
< t)= (720), (1) 
u(s(t),t)=0 (0250), 


式 中 a 为 某 个 正常 数 . s(t) 是 自由 边界 , 它 不 是 预先 
给 定 的 .在 s(t) 上 还 有 一 个 补充 条 件 , 即 满足 能 量 守 
恒 律 
ds@) _ 
dt 
(t{>0,k > 0 是 常数 ). 
问题 (1),(2) 称 为 斯 特 凡 问题 , 它 描 述 了 固体 融化 或 
液体 凝固 过 程 中 出 现 的 目 由 边界 问题 . 对 更 复杂 的 
物理 过 程 ,斯 特 凡 问题 有 更 一 般 的 形式 . 
7K DH HE (5) A (filtration problem in dam) JF 
称 浸 润 面 问题 . 一 个 经 典 的 工程 力学 问题 . 考虑 一 个 
分 离 两 个 水 库 的 土 坝 . 设 坝 体 无 限 延 伸 , 具 有 可 渗透 
侧 壁 和 不 可 渗透 底部 . 假定 坝 体 十 分 规则 ,因此 导出 
EEE D=(0,a) X (0,6) PR) — A38 Vit [B] ER 待 求 
的 量 为 坝 体 的 润 湿 部 分 QCD 和 水 在 坝 内 的 压力 头 
分 布 . 这 是 一 个 上 自由 边界 问题 .假定 水 库 上 、 下 流水 
[S BEA UAE H GO AGO (AGO — H G2) ,此 问题 
的 数学 模型 为 求 函数 y — er LA u (z, yt SAE 
S #EB=[0,a]xX[0,T]#l Q= ((z,y,t) € Q,0< e 
二 pl(z,t)) 上 ,其 中 
Q= (0,a) X (0,5) X (0,T'), | 
并 且 满 足 方程 一 ui 一 uy, 二 0( 在 OA), RARE 
和 边界 条 件 
uCr,y,0)—ur,y) Æ D E), 
u(0,y,t)=H (t) (0O<ySH(t)), 
htt) (O<y<ch(t)), 
u(a,y,t)— 
(AG) y<@(a,.t)), 
2 ri0,2)-—0 (FE D L), 
在 目 由 边界 D. y—9G t) ERW EAE ulr=y 外 ， 
还 要 补充 水 和 空气 间 的 交界 面条 件 : 在 上 ,wu 二 wx 
+ uy. 
浸润 面 问 题 的 数学 处 理 有 相当 难度 ,直到 变 分 
不 等 式 理论 出 现 之 后 才 有 精确 的 数学 处 理 . 但 对 不 
规则 坝 体 的 情形 , 仍 是 有 待 进一步 研究 . 


— ku, ) ,t) (2) 


浸润 面 问题 (infiltrated face problem) ED k 
坝 渗流 问题 ”. 
i$ HA f£ (filtration equation) 一 个 描述 流体 


在 多 了 筷 介质 中 运动 的 方程 . 渗流 方程 的 最 简单 形式 
为 


它 是 一 个 非 线 性 退化 抛物 方程 ,可 用 以 描述 气体 在 
多 了 筷 介质 中 的 运动 ,wu 代表 气体 的 密度 .方程 (1) 的 
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柯 西 问题 


u |:o qr) (Kr) > 0) (2) 
的 解 与 线性 情形 解 的 性 质 有 明显 的 差异 ,在 线性 情 
É m — D. f u F 00 时 恒 大 于 零 , 且 无 穷 次 可 微 
(参见 “热传导 方程 的 正则 性 ”), 但 当 mo 1 时 方程 
(1) 的 解 已 不 具有 此 性 质 . VETE Ca DA Ga) 770 , TE 
(a,b) Hb 9-0. 那么 (1),(2) 之 解 必 在 某 个 区 域 4, G) 
三 XI 全 如 (2) 之 外 但 为 零 , 即 非 线 性 渗流 问题 具有 有 
限 的 扩散 速度 . x= 二 4.(t) 和 r=A,OCSO REET 
散 部 分 与 未 扩散 部 分 间 的 交界 面 . 这 里 的 交界 面 也 
是 一 种 和 目 由 界面 ,要 与 解 x 一 起 求 出 . Vu 通过 交界 
面 一 般 不 连续 ,因此 这 个 方程 一 般 只 存在 索 们 列 夫 
意义 下 的 广义 解 .渗流 型 方程 (组 ) 不 仅 如 前 例 中 那 
样 可 用 来 描述 流体 的 运动 过 程 ,也 可 用 来 描述 其 他 
的 自然 现象 ,例如 ,人 口 理 论 中 的 一 些 问 题 . 
抛物 型 方程 组 (parabolic system) 一 类 重要 
的 偏 微 分 方程 组 . 考虑 MX M 方程 组 


DW, < s gite SE? 
— = KS >; Ate) Z| Ë wj 


dë j—1 2bko+ [E | hn, dr 
+ uc G = 1,2, M), (1) 
其 中 71, 5715, *** NM 为 正 整数 ‚k= (À, T PLE Rada 


NEE WEE RER 
z 和 系数 AU ABE UICE MA: D 内 . 考虑 行列 起 


del > AB, Crea GE) — 042»), (2) 
25k + D = 2bn, 
其 中 
3 一 ($55,995 9495 ys D = at = ] 
i=] 


Ge En Soe £, On JE LP A ot fF =, BY ó, = 0, 34 
35 hi0 4751524 TE? 以 As Ces x t) i 2 D x C22 BJ 
Fi. UN FRE R Goo ot. Ab 
max supRe{4; (£; Toto) } < 0, 
TUR Zr # £8 CIO YE Gro to Ah ETRE 2 2c HY Ke S. 
下 ) 是 抛物 型 的 ,或 称 (1) 是 抛物 组 . 如 果 在 D PNE 
点 处 , (1) 是 抛物 的 , 则 称 (1) 在 DD 中 是 抛物 的 .26 Sr 
为 方程 组 的 抛物 权 数 ,而 25 max nj 称 为 方程 组 的 
Br. 如 果 存 在 正常 数 5, 使 对 所 有 的 (zx,t)ED 有 
max supRe (4G i208] < — ó, 
NAA XE Dm — Sk BJ BJ. AS 
Qo, EN 
SE = 


0 — Qa = 
Vo = Wj;, Vi = 


dëi RI 
ar, Kies 1,2; M, 


Ug E 
l= 1,2,*,n,h — Le cass; nd 1), 
则 这 些 函 数 满足 方程 组 
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9v) a. 


M 
En == > ES A.G, D| Z U 


j=1 20k, + |E| än, 


EG gr. 
Wina 9 
32 — az, "h 
G=1,2,- M, ,l=0,1,2,*" n h 1,2, n —1). 
— JF FH u, 表示 , 则 组 (1) 化 为 
= E >) AiG x E or (3) 
7 一 1 |#|<2p 
G 一 cm ] 2 sss, JN Y; 
然而 ,多 项 式 
det( >) A (x,t) GE — 854) 


DEET 

的 根 一 般 不 同 于 多 项 式 (2) 的 根 , 于 是 即使 (1) 是 抛 
物 的 ,(3) 也 可 以 不 是 抛物 的 . 2p 称 为 方程 组 (3) 的 
Eb. 

$550 1X HC parabolic weight) 
组 ”. 

一 致 抛物 型 方程 组 (uniformly parabolic sys- 
tem) JL“ fb iy AY ye A”. 

55 fa 10102 28 BJ RX EL 38 (maximum princi- 
ple of weakly coupled parabolic system) 一 种 最 
— en ee s 


i= Des Gn D coz E 
(ied. 2 A 

d E 则 形 如 

Ly, + Zu Gr,Du, = g,G.t) Q — 1,2, 4) 


KIRARA MYA. XT 85553 r 3027 B Hr 
如 下 的 极 大 值 原理 . 如 果 满 足 ， 

1. 每 个 工 , 是 一 致 抛物 算 子 ; 

2. 成 立 不 等 式 


k 
L,u, 4- > Ag, 2 0 (v = 1525***5 823 (1) 
#=l 


3. GE kel AE TE h, Z2 0C€u EAR 2， 
s.k); 
则 


见 “ 抛 物 型 方程 


1. 如 果 在 上 一 0 和 32X(0,7T] 上 
u = (no, 9*4) < 0 
(Bl a, 50,2 1,2, k), WHE Q+ = Q> CO, T 中 
u OT H, AD RERAN AR Coto IB u= 0, | 4 
ttl] »u,=0. 

2. 如 果 u<0, H u B9 E 4 Sr Et u, TE 20 X CO, 
TORIS IA A, 已 处 为 零 ,而 在 Qr 中 存在 内 球 BC 
Qr.B(|Qr— (P) ,使 得 在 B 中 ,二 0, 则 在 点 了 的 任 
何 外 法 向 导数 如 果 存 在 , 则 必 有 


ES :8 & Ha H £8 (weakly coupled parabolic sys- 
tem) 见 “ 弱 耦合 抛物 组 的 极 大 值 原理 ” 

反应 扩散 方程 组 (reaction-diffusion equations 
system) 一 类 有 实际 背景 的 抛物 型 方程 组 . 物理 
学 .化 学 中 的 反应 扩散 过 程 和 生物 学 中 的 生态 平衡 
问题 ,在 数学 上 通常 可 归结 为 以 下 抛物 型 方程 组 (在 
dic ME 


E = D(x,u)4u + f(x,u,gradu) (1) 


((x,t)E€ QXR™), 

(1) 称 为 反应 扩散 方程 组 , 式 中 

u = Lët ale gea 
gradu = (gradu, BTad Haase gradun), 

D(r,u) = (D(z,u)). 

根据 不 同 的 实际 问题 ,可 以 研究 相应 的 初 值 问 
题 和 各 种 初 - 边 值 问 题 . 特别 地 ,由 于 (1) 的 解 通常 具 
有 行 波 解 ur —ct Bä too BY z (z t) THM 
椭圆 方程 组 的 相应 边 值 问 题 的 解 ( 称 为 平衡 解 ), 因 
此 ,人 研究 平衡 解 的 稳定 性 为 核心 的 各 种 问题 构成 了 
a a CER PR AIL fn] EË 

p). 

破裂 现象 (blow up of solution) 反应 扩散 方 
程 的 解 在 有 限时 间 内 达到 无 限 大 的 现象 .反应 扩散 
方程 (组 ) 定 解 问题 的 解 不 一 定 对 上 G[L0, 十 ce) 都 有 
意义 , 解 或 者 它 的 微 商 可 能 在 有 限时 间 内 达到 无 限 
K. 如 果 存 在 T, 0<T Foo, R ff u # Q, =X 
LOTO LAE. AA 


lm- «tax: Jerta = oo, 
T—T,—0 (2, EQ, 


或 


lim max |u (x, t)| =+ œ, 
Gig 


MPKA u ÆA T 破裂 . 破裂 现象 不 仅 在 反应 扩散 
方程 中 出 现 , 对 双 曲 型 方程 甚至 对 一 般 的 发 展 方程 
也 可 能 出 现 . 


混合 型 方程 


混合 型 偏 微 分 方程 (partial differential equa- 
tion of mixed type) ”在 某 一 部 分 区 域 是 椭圆 型 的 
而 在 其 余部 分 是 双 曲 型 的 偏 微 分 方程 . 典型 的 线性 
混合 型 方程 是 特 里 科 米 (Tricomi,F.G. ) 最 早 系统 
研究 过 的 方程 


CUN ERIS MEER E UE SOL tS 
雷 根 方程 ”). 可 压缩 流体 的 二 维 定常 无 旋 运动 方程 


ao uv ao 


fk TE fa fl ot M + 


Ment 
是 拟 线性 混合 型 方程 , 式 中 9 为 速度 势 ， 
dë E de 


为 速度 分 量 ,c HARER, ERIE qo Qi +")? 
的 函数 . 此 方程 在 gc<c( 即 亚 音速 ) 的 区 域 中 是 椭圆 
型 的 ,在 g 之 c( 即 超 音速 ) 的 区 域 中 是 双 曲 型 的 . 

恰 普 雷 根 方程 (Caplygin equation) 一 类 混合 
型 方程 . 可 压缩 流体 的 无 旋 运 动 方程 (参见 “混合 型 
Wri i ot Ty FB”) eck FB. 直接 进行 处 理 
是 困难 的 ,但 春 把 速度 9 和 速度 向 量 的 倾角 2 
二 arctan(v/u) 取 作 自 变量 , 则 可 化 为 线性 方程 


54 + K@) TR = 0 (sU Ca SO: 


该 方程 称 为 恰 普 雷 根 方程 ,其 中 少 是 流 函 数 , 它 是 线 
性 的 混合 型 方程 , 当 gq 二 0 时 是 椭圆 型 的 ,g<0 时 是 
双 曲 型 的 . 

特 里 科 米 问题 (Tricomi problem? 
研究 过 的 混合 型 偏 微 分 
方程 的 边 值 问 题 . 对 最 简 
单 的 线性 混合 型 方程 (也 
称 为 特 里 科 米 方程 ) 

y a = a = 0, 


e FA £] OK ( Tricomi, F. 
G. ) 在 如 下 的 边界 条 件 
下 建立 了 解 的 存在 性 和 惟一 性 定理 : 设 AC, BC 是 
方程 在 双 曲 区 域 中 的 特征 线 ,o 是 连结 ALB 在 椭圆 
区 域 中 的 知 尔 当 曲线 ,它们 围 成 区 域 忆 ,在 AC (或 
BC) K o 上 给 定 边 值 . 这 种 边 值 问题 称 为 特 里 科 米 
问题 . 恰 普 雷 根 方程 的 特 里 科 米 问题 也 有 意义 . 

特 里 科 米 方程 (Tricomi equation) D “FR H £] 
米 问题 ”. 

奇异 初 值 问题 (singular initial value problem) 
一 类 特殊 的 偶 微 分 方程 初 值 问 题 . 对 于 恰 普 雷 根 方 
程 或 特 里 科 米 方程 , 求 在 椭圆 型 区 域 和 双 曲 型 区 域 
的 共同 边界 x 二 0 上 满足 给 定 初始 条 件 


d 
3. (04) = uy) 


PD 
du" "UM 


最 早 系统 


u(0O,y) = uly), 
的 解 , 称 为 奇异 初 值 问题 . 


线性 偏 微分 算 子 


$8 fiE 2&7, (0D (class 72560) of symbols) 用 

于 将 线性 偏 微分 算 子 推广 到 拟 微分 算 子 的 一 个 函数 

类 . 设 OCR" B—-FE.mER' ,0N OX <1, EB 

iE JS F SZ], 000 = (p€ C^ (Q x R") | 存在 常数 C 
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fi 微分 方 5" 


= Cap G0), B f supl DEDICE] < CO + 


|£|)" ^*^ 7, v3 fi is a. B, VO' CQ). 如 果 p € 
S"; (Q), RZ DÉDipC S5, "^" (Q). in pe 
$7500) GQ € S! ABA pq € Sz ^ (2) fh gd 
minCp, p) ,ó"— max 《6,0 ). 例如 ,m 阶 线性 偏 微分 
ATERI FSO, BB LEE 

pon$)e v agus" (ace CoM), 


[a] im 


IW EE Sr. G2): 又 如 ES 
Pie = (1 161" Cs ER), 

则 pE) € Si. C). M.S 

p(r,é) = p(é)sinlog|&| (p € C”), 
且 在 原点 邻近 9—0, 24 6121 时 e 1, WW 

pre) € Si HR 
JU $3 4) 8 + (pseudo-differential operators) 

微分 算 子 和 某 些 奇异 积分 算 子 的 推广 . 对 于 象征 p 
€ $7,002) ,在 空间 Cc C2) EE MAF pa, DAF 

pla, Dula) = | e" peee dE 


其 中 ul) u(x) 的 傅 里 叶 变 换 ， 


a 
dé cs SU 


BF p(x, DBA OPS? CQ) 类 拟 微 分 算 子 . o 
一 1,6 二 0 时 , 称 plz, D)IN m 阶 拟 微 分 算 子 . iu 
pt, Di € OPS”, = OPS", 
PLORAT P(x,D) 的 象征 .显然 ,m 阶 线性 偏 
微分 算 子 是 一 个 特殊 的 m 阶 拟 微分 算 子 . 又 如 
Tutz) = =P. V. MA — ay € OPS°(Q). 
如 果 p€ Sr (G), BA pe(ze) 对 应 的 拟 微 分 算 子 
plas D) E |, Cr D>C COO) BJ ERAT. 如 果 O< 
1, 那 么 这 个 映射 可 延 拓 为 连续 映射 
pz,D):G CO) — c (Q). 
局 部 算 子 (local operators) 具有 光滑 系数 微 
分 算 子 的 推广 . 设 QCR" RI BCL) 
Cç 2) 的 线性 连续 算 子 4 满足 条 件 supp Au C 
supp u AT A 为 局 部 算 子 . 显然 , 任 一 具 C^ C0) 
系数 的 微分 算 子 都 是 局 部 算 子 ,但 是 , 拟 微分 算 子 一 
般 来 说 不 是 局 部 算 子 .例如 ,积分 算 子 


Tus [Kayu dy (Vu € Cz (Q5, 


其 中 Klr, y ECx). BT 
Te OPS "OD = (1 OPS”, 

但 它 不 是 局 部 算 子 . KS (Peetre, J.) 82 uE BB, Hi 
C~(Q) 到 C*(0) 的 线性 连续 映射 是 局 部 算 子 的 充分 
必要 条 件 为 ;: 它 是 具 C* 系数 的 线性 偏 微分 算 子 . 

拟 局 部 性 质 (pseudo local property) ` 4 i ^Y 
算 子 的 重要 特征 . 拟 微分 算 子 具有 如 下 的 拟 局 部 性 
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质 :如 果 plr) €S75(2),60<1 H Pp 这 0, 那么 对 于 
u€ &' (Q), f singsupp p(x,D)uCsingsuppu( 参 
见 “ 奇 支 集 ”). 凡 使 上 式 成 立 的 算 子 4 称 为 拟 局 部 
算 子 ,因此 拟 微分 算 子 必 为 拟 局 部 算 子 . 

拟 局 部 算 子 (pseudo local operators) 
局 部 性 质 ”. 

分 布 核 (distribution kernels) ”积分 算 子 核 的 
推广 . RATT: (Q)— C (0). MRE NXN 上 
存在 分 布 天 ,使 得 

(Tuv) = (Kv Ou) (Wuv E€ C (ON)), 
其 中 v69u H wR) Lais tz int ul E X. , WARK K 
是 算 子 了 的 分 布 核 , 并 且 形 式 上 有 


Tur) [KG n Gd». 
拟 微分 算 子 
pG,D)u = fe” px, bacodt 


的 分 布 核 
Koare Jen? pc, Eë 


E (> Q WA ARIA Co RAR. 显然 ,光滑 算 子 
px D) CI pr, E) ESES ((2)) BJ Ar A E 
Kene COXO: 

X i8 BF (smoothing operators) BA C^ 
的 积分 算 子 . 如 果 线 性 算 子 了 T 了 将 Z” (O) ER 
射 到 C”(2) ARAM T HIGHER. WR pa HE 
S (OQ), ABA pa D) HE E) Xe BE BR D #U 
CO", Bl p(z,D) COPS “It WRT. a R 
K € C” ((2> 2), ABA 

Tae) = (K(x, *),u) = [Kudy 
定义 的 算 子 了 是 光滑 算 子 . 

恰当 子 集 (proper subsets) QXQ 中 具有 某 种 
紧 性 的 子 集 . 如 果 三 为 2X0 中 的 子 集 , 它 满足 条 
Es 对 任 一 紧 集 KCO, ((z,y)|(z2,y)€ Z,z“€ K) 
和 {Czx,y)|(zx,y)EZ,yEK}) 都 是 XQ 的 紧 集 , 则 
PK > ARATE. 

恰当 支 广义 函数 (proper support generalized 
functions) 一 类 特殊 的 广义 函数 . 如 果 广 义 图 数 K 
€ Z' (AXN), HR suppK 为 人 2X0 的 恰当 子 集 ， 
则 称 K 为 恰当 支 广 义 函 数 或 恰当 支 分 布 . 

恰当 支 分 布 (proper support distribution) ` BI 
“恰当 支 广义 函数 ” 

恰当 支 拟 微 分 算 子 (properly supported pseudo 
differential operators) 一 种 便于 代数 运算 的 拟 微 
分 算 子 . 如 果 一 个 拟 微分 算 子 AWK Ks AX 
广义 函数 , 则 称 4 为 恰当 支 拟 微 分 算 子 .例如 , 恒 等 
算 子 了 所 对 应 的 核 是 8(x 一 y), 它 的 支 集 为 对 角 线 
Z 一 》, 这 显然 是 恰当 子 集 . 于 是 恒 等 算 子 是 恰当 文 


见 “ 拟 


拟 微分 算 子 . KW, Er 8 E. Co 系数 的 线性 偏 微分 算 
子 都 是 恰当 支 拟 微分 算 子 . 如 果 算 子 4 是 恰当 支 拟 
微分 算 子 ,那么 它 是 CF (Q) C BJ £X FE vk 2 t 
射 , 且 可 以 扩张 为 C"(2) 一 C” (2) 的 线性 连续 映射 . 

实 主 型 拟 微 分 算 子 (pesudo-differential opera- 
tor of real principal type) 一 类 具有 局 部 可 解 性 的 
算 子 . 设 具 有 恰当 支 的 拟 微分 算 子 P €C OPS, (Q) 
主 象征 为 实 值 的 m 次 齐 次 函数 p, 且 没有 P. 的 一 条 
完整 的 次 特征 带 停留 在 2 的 一 紧 集 的 上 方 , 则 称 P 
在 2 中 是 具 实 主 型 的 拟 微分 算 子 . 

紧 子 集 上 的 可 解 性 定理 (theorem for solvabili- 
ty on compact subsets) 线性 偏 微分 方程 局 部 可 解 
的 一 个 判别 条 件 . 设 P 是 区 域 ER m 阶 线性 偏 
微分 算 子 ,具有 实 主 象征 p. 设 KK 是 0 的 紧 子 集 ,使 
得 没有 一 条 完整 的 次 特征 曲线 含 于 天 中 . LN CIO 
={VES"(K) ,PV=0} CP CK) A PR EF H, 
H E £ + PH’ (X). # f € H' COD) (或 相应 地 
COMH S IER FN(K), WHE ue HS" U (Q) 
(相应 地 C” CODD, # K 的 某 个 邻 域 中 满足 Pu= 了/. 

上 述 定 理 对 于 具有 正 齐 次 实 主 象征 的 恰当 支 拟 
微分 算 子 仍 成 立 . 

局 部 可 解 性 (local solvability) 线性 偏 微分 算 
子 理 论 中 的 重要 概念 . 设 P AKR XCR 中 具 恰 当 
支 的 拟 微分 算 子 ,天 AX PRR ER COOMA 
维 数 有 限 的 某 子 空间 中 每 个 了 ,存在 ¿€ Z' (X ) #E 
K 的 某 邻 域 中 满足 方程 Pu = f , WR P f K Er] 
解 . FW aK CS X BB A x MRR PE J 
部 可 解 . 设 己 的 主 象征 p HIER KE B EEG, WJ P 
ERRER 上 可 解 的 必要 条 件 为 :之 在 天 的 某 邻 域 了 
C X PRE F XR B AR PE CIO :不 存在 正 齐 次 复 值 函 
数 q€ C^ (7T YNO , # 4% Im gp 沿 着 Regp 的 半 - 次 
特征 带 朝 正 向 运动 时 由 负 值 变 号 为 正 值 ,这 里 Re qp 
的 半 - 次 特征 带 指 的 是 在 其 上 g 关 0 的 次 特征 带 . 特 
ASD A P XE x^ 局 部 可 解 , 则 zp # x° 的 某 邻 域 中 满 
AE £ TF CO. 对 于 主 型 线性 偏 微 分 算 子 ,此 命题 的 逆 
命题 成 立 . 然而 ,在 一 般 情 况 下 ,条 件 ( 多 ) 对 于 局 部 
可 解 是 否 充分 仍 属 未 知 . 

总 之 ,局 部 可 解 性 问题 仍然 是 线性 偏 微分 算 子 
理论 中 远 未 完全 解决 的 重要 问题 . 

局 部 可 解 性 定理 (local solvability theorem) 
局 部 可 解 的 充分 条 件 . 设 Pa DARS ERIE p 
的 m 阶 线性 偏 微 分 算 子 ,吞没 有 zp 的 次 特征 带 位 于 
2 的 一 点 的 上 方 ( 即 :p 没有 次 特征 带 , 它 在 OQ 上 的 
投影 为 一 个 点 ), 则 对 于 任 一 f€c 02) 及 任 一 点 x 
EQ, 存 在 点 x 的 邻 域 U K u € HU) MEE 
pG,D)u-—f(GEU p). 

L 8 EEEL -boundedness theorem) #4 


线性 偏 微分 算 子 


微分 算 子 的 重要 性 质 . 设 4EOPS ,Ç(OQ) ,0<ë5<po< 
l, H K, R> E, J 4 可 延 拓 为 LCQ) 一 L(0) 的 
连续 算 子 . 

R TEE IE (compactness theorem) 在 解 的 先 
验 估计 及 解 的 存在 性 问题 研究 中 起 重要 作用 的 定 
理 . 设 AC OPS?) (O), OK<, a E, SS 
MEG 4 的 象征 cs 满足 条 件 
vue pisces | reu 

DE 
则 A TERAN L'OOO—L'GDBEEST. 

W [8] WAS BF elliptic pseudo differential 
operators) ”一 类 有 拟 逆 算 子 的 拟 微分 算 子 . 如 果 A 
HÀ OPS" (2) 拟 微分 算 子 ,又 存在 一 个 与 4 相差 一 光 
滑 算 子 ( 即 OPS “) 的 4,, 其 象征 o, Gr SET E 
一 紧 集 天 CO 有 和 负数 Cx Rf 

Io, (25) | z Crk + [£D" (xz E K,|&| SR) 
成 立 , 则 称 4 为 椭圆 型 拟 微分 算 子 . 易 见 , 当 4 是 恰 
当 文 拟 微分 算 子 时 ,定义 中 的 不 等 式 可 以 换 成 

lea Cx, $) | ZCk OH- IED” (rE K,|8| zz RD. 
34 4 为 微分 算 子 时 ,以 上 定义 与 高 阶 椭圆 型 偏 微 分 
算 子 的 定义 是 等 价 的 . 

拟 基 本 解 (parametrix) 用 于 研究 解 的 正则 人 性 
与 存在 性 的 工具 . 若 QEOPS"” 是 恰当 支 拟 微分 算 
子 , 又 存在 怡 当 支 拟 微分 算 子 已 ,使 得 

| PQ—I-K,coOPS `°, (1) 
MFE P 35 Q 的 左 拟 基本 解 或 者 左 拟 道 . 如 果 (1) 式 
改 为 


QP—I=K,€ OPS °, 
WR P E Q 的 右 拟 基本 解 或 者 右 拟 逆 . RP 既是 
Q 的 右 拟 基本 解 , 又 是 Q 的 左 拟 基 本 解 , 则 称 P Æ 
Q 的 双边 拟 基本 解 ,或 简称 拟 基 本 解 或 拟 逆 . 左 拟 基 
本 解 通常 用 来 证 明正 则 性 定理 , 而 右 拟 基本 解 通常 
利用 来 证 明 存 在 性 定理 . 

A (A) WE AR Cleft (right) parametrix) Ji 
"30 35 AS EU. 

拟 逆 (parametrix)” 即 “ 拟 基 本 解 ”. 

拟 基 本 解 存 在 定理 (existence theorem of the 
parametrix) ”判断 椭圆 型 拟 微分 算 子 有 拟 基本 解 
的 定理 . 如 果 Q € OPS” 为 恰当 支 的 椭圆 型 拟 微分 
算 子 ,那么 存在 一 个 恰当 支 的 椭圆 型 拟 微分 算 子 P 
ECOPS”, Ez Q 的 拟 基 本 解 . 如果 Q 为 一 般 的 椭 
圆 型 拟 微 分 算 子 , 则 可 以 找到 一 个 与 它 相 差 一 个 光 
滑 算 子 的 恰当 支 椭 圆 拟 微分 算 子 Q. 6 24 S UL 
BREF PON Q, 的 拟 基 本 解 . 由 于 恰当 支 拟 微分 算 
子 可 以 与 任 一 拟 微分 算 子 做 乘积 ,所 以 

PQ — I = PQ, — I + P(Q — Q.) € OPS °, 
QP —I=Q,P — I+ (Q — Q,)P € OPS °, 

这 表明 P 为 椭圆 型 拟 微 分 算 子 Q 的 拟 基 本 解 . 
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im d 分 P 程 

ZP3j$Eingular support) 广义 函数 在 其 中 有 
一 定 奇 性 的 点 集 . 在 广义 函数 (分 布 )T 的 定义 域 中 
fi T A CT PRA RAT SS BLA SR AKANT 的 
奇 支 集 , 记 为 singsupp T. H a xc f& fU xc S BJ E xcu] 
见 , 对 任何 分 布 了 ,有 singsupp TCsupp T. 

亚 椭 圆 算 子 (hypoelliptic operator) 一 类 重要 
的 拟 微分 算 子 ,是 椭圆 型 拟 微 分 算 子 的 推广 . 设 

L= > ap. 


[a| im 


其 中 a,€ C. 微分 算 子 工 称 为 亚 椭圆 的 当 且 仅 当 对 
任意 u € Z! ,singsuppuC-singsupp Lu. 换言之 ,也 
是 亚 椭 圆 的 当 且 仪 当 对 任 一 开 集 OCR’ 和 ¿€ Z, 
如 果 Luec, WA ECN). RSC 系数 的 
椭圆 型 偏 微分 算 子 和 具有 C” 系数 的 抛物 型 偏 微 分 
算 子 都 是 亚 椭圆 算 子 . WR P 是 拟 微分 算 子 ,并 且 
XE fA] ue DZ, A singsuppuC-singsupp Pu, th ff 
P 是 亚 椭圆 算 子 . 由 于 椭圆 型 拟 微分 算 子 的 内 正则 
性 (参见 “椭圆 型 方程 解 的 正则 性 ”), 因 此 椭圆 型 拟 
微分 算 子 也 是 亚 椭 圆 算 子 . 

常 系 数 微 分 算 子 (differential operator with 
constant coefficients) ”系数 为 常数 的 线性 偏 微分 
算 子 . 其 一 般 形式 为 ， 

POD) es Sap 


[e| im 


其 中 a, 为 常数 (实数 或 复数 ). 例如 , 拉 普 拉 斯 算 子 


RN 
EPI 

热 算 子 9/9t 一 A, 波 算 子 07/28 — A 等 都 是 常 系数 微 
分 算 子 .线性 偏 微 分 算 子 理论 中 的 奇 干 重要 问题 ,如 
基本 解 的 存在 性 .局 部 可 解 性 、 亚 椭圆 性 的 判定 等 对 
于 常 系数 情形 均 已 完全 解决 . 

基本 解 的 存在 性 定理 (theorem for existence of 
fundamental solution) 关于 基本 解 存在 性 的 一 个 
XE PB. 该 定理 断言 :每 个 非 零 的 常 系数 微分 算 子 
PCD) 都 有 基本 解 .PCD) 的 基本 解 五 作为 广义 函数 
可 如 下 构造 :VPE C, (RD, 


D gio) 
vepres |, Pay 


其 中 ?表示 e wie Hi i eR. AWC" 中 某 个 适当 
的 区 域 ,满足 inf1P(o) | 之 0. 由 基本 解 的 存在 可 知 党 
系数 微分 算 子 是 局 部 可 解 算 子 . 

亚 椭 圆 常 系数 微分 算 子 (hypoelliptic differen- 
tial operator with constant coefficients) ”最 基本 的 
THART. P (D) E W RBA ETE MTER 
件 中 的 每 一 个 都 是 PC(D) 为 亚 椭 圆 算 子 的 充分 必要 
条 件 : 

1. 以 d CO i FER" 到 集合 tcljcEC ,PCc) 一 0) 
DU e, , 则 当 Eœ}, dE) to. 
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” “2. 存在 正 的 常数 c 及 C, 当 &E€ER” 且 14| 充 分 大 
时 ,不 等 式 4(6) 宇 C1E|' 成 立 . 

3. jid P(E) =a P (ë). 对 于 每 个 非 零 多 重 指标 
a,34 ECR” H €—coBf ,# P (ë) /P(ë)—0. 

4. 存在 正 的 常数 c RCH EER BLIEIZEAEX 
BJ, AR xk | PO C) |/|PCOD I C|6] "Ry. 

主 型 算 子 的 亚 椭圆 性 条 件 (conditions for hy- 
poellipticity for operators of principal type) 对 主 
型 算 子 的 研究 具有 重要 作用 的 条 件 . 2 P Cr DON 
区 域 OCR 上 的 具有 CRB EM R hh tH 
子 , 则 PP 为 亚 椭 圆 算 子 的 充分 必要 条 件 为 :对 于 使 
ERME 

FP iae = 0 
AJE Cro FET QNO RIE 
diReCzP,)2,,8)250 
的 每 个 复数 z,# :Im(zP, Wi Re(zP,,) Wit Ge 8) 
BJ E K P VETE AS 3 S FP ELTE (>. , 80 E (E 8T SD ER OH 
沿 该 零 次 特征 不 恒 为 0. 对 于 一 般 情形 下 的 亚 椭 圆 
性 判别 问题 还 远 未 解决 . 

椭圆 型 方程 解 的 正则 性 (regularity of solutions 
of elliptic equations) ” 亦 称 椭圆 型 方程 解 的 光滑 
性 . 关于 椭圆 型 方程 解 的 正则 性 的 定理 . 内 正则 性 定 


JE, 2 z € ZDAR C” 系数 的 m 阶 椭圆 型 方程 


Lu= f IM di f € Hi. (DQ) GZ0) ,因为 此 时 对 任意 
PECE O28 fe€ HP QD. RT fS u E Hi" (Q); # f 
EC”), Maiu EC). # PA Wt 
# T.ucZOD.Pu-—f,.H/8 v C (2, TE w E LA 
C^ pki ABA u FE o Et dé C^ ER EC. 

边界 正则 性 定理 :和 奇 Lu f 是 区 域 2 中 具 C™ 
系数 的 m 阶 椭圆 型 方程 ,边界 00 为 C 光滑, 如果 
FEC"), M) Lu = f B) jk Al vu # m) EM my uu 
uc C^ C. 

iE Bi Æ (wavefront sets) — $i WÉ 2r SR 
本 的 概念 . 分 布 u 的 波 前 集 WF GO E X ON 

WF(u)= f {char PIPEOPS (2), 
Pu €C” CO, 
其 中 
char P={(7, 0) €T*0O|PCr,€)=0}. 

分 布 u 的 波 前 集 的 男 一 等 价 定义 如 下 Cro 2.) 
区 WFR(u) 的 充分 必要 条 件 是 存在 PE Co CRO ,使 
Pro) A0 H peeks FE So 的 锥 邻 域 上 的 速 降 函数 ,此 处 
J 表示 qu 的 傅 里 叶 变 换 . 

波 前 集 有 时 也 称奇 谱 , 对 于 wu€ DDB 

sing supp u = z(WF(u)»), 
其 中 (WF Cu) XN E B É WF GOTE Q 上 的 投影 . 
如 果 P 是 椭圆 拟 微 分 算 子 , 则 
WF(u) =WF(Pu). 
Zr A (singular spectrum) WMA”. 
育 性 传播 定理 (theorem of propagation of sin- 


gularities) ”给 出 偏 微 分 方程 解 的 非 正 则 性 的 一 种 
Fi A THE. We P = p=, D) € OPS “有 标量 主 象征 
Pn(z,6),7:[tostij>T*MN{0} 是 Re P, 的 零 次 特 
征 带 ,在 7 的 邻 域 上 IMP, SO; BRE Y E. Pu— 
f€ H'. 如 果 在 Y(t ) 上 ,uEH'*”', 那 么 在 ”上 ,也 
有 wuEH'”1( 对 于 (zo,66)ET'*AMN{0}) Bid w= 
Tu u EH’, JE H E & WF Cu; WW Er Æ 
(r£) E uE HO. REB MRWEONY= OF 
H 
Y(t.) & WF (u), 
那么 YN 站 WEAF(w)= 二 名 . 如果 PP 有 实 主 象征 ， 
WF(f) D 7 = Ø, 

ZB YG0 &WFGO BAKA Y" 0WF GO — € if 
RWFGONWF CP) Cchar P. ^h. ES 85235 H Pn 
IERI FWFGONWF COZJEAAE BJ th E AE 
着 Pn 的 零 次 特征 带 上 传播 . 

Jr #98 PER XE (phase functions) 和 定义 傅 里 叶 积 
算 子 需要 的 一 类 光滑 的 齐 一 次 函数 . BH OCR" BF 
E, KERR or OEM RAE UR oi: OE 
QXR*\{0} BY — fv EE 

1. e(x,00 € C COXR'N(O)). 

2. VCxz,0) 关 于 0 是 正 齐 一 次 函数 , 即 对 任意 t 
70.9 £0) — 197,0) TEQXR'N(0) P. 

3. YT,9) 关 于 ,9 无 临界 点 即 

Vp pT,0) KA0, (7,00 € QOXR'N(O). 

振荡 积分 (oscillatory integral) 定义 傅 里 叶 
积分 算 子 需要 的 一 类 积分 . 设 p(x,9) 是 一 个 实 值 位 
相 函 数 ,对 于 任意 函数 a(x,9)€ Sws, 定 义 振荡 积分 
如 下 


I,(au) = [Jem a(x, Du dzdð 


一 lim| e" "^ gea (r,0)u (x)dxd0. 


上 式 极 限 存在 且 与 y 的 具体 选取 无 关 , 只 要 求 900) 
€ Cy (R'O B. fe 0—0 附近 为 1, 其 中 ,a(x,9) 称 为 振 
Is BRI AL. 

振幅 函数 (amplitude functions) 
By” BA FB AR ap FF”. 

18 IH ER 5} BF (Fourier integral operator) 
在 线性 偏 微分 方程 理论 中 起 重要 作用 的 算 子 . 设 O. 
和 O, 分 别 是 Rz 和 Ry 中 的 开 集 ,g(x,y,0) 是 Q.X 
N, XR'NCOJ RBS SEHR DER PRP a Cms y 00 € Sz; CQ. 
XQ, XR”), p>0,8<1. MF «(02€ Cz (0), 

(Au,v) = I,(auv) (Vv € Co COD, (1) 

其 中 


I,lauv) = Il e” alx, y, Bi (y)u(z)dzdyd0 
是 一 个 振荡 积分 . 由 (1) 确定 的 Au€ GT" 这样 ， 


见 “ 振 荡 积 


线性 偏 微分 算 子 


就 确定 了 一 个 线性 算 子 ACT (0,) 一 各 (0,), 这 个 
BTA BIA RF. alr, y, ORDA tr WA PR 
We 传 里 时 积分 算 子 4 所 对 应 的 分 布 核 
K4€ Z2' (Q, x Q,) RFRA 

(Ka, f (m ,y))>=L(af) 

= H gi. (x,y,0) f Cx , yd xd yd0. 

例如 ,2 上 的 健 里 叶 积 分 

u(r) = can) |] e^ >”? (y)dyd0 
确定 了 一 个 傅 里 叶 积 分 算 子 7, 它 所 对 应 的 分 布 核 
K;—6G— y). 又 如 , 拟 微 分 算 子 

Aur) = (an) || e" "Por y, Bin Cu id ydO 


是 位 相 函 数 Or. y 00 — (zr — y, 00 BY [8 H Ir Ry 
T. 


BIZ 3& (canonical transformation) 余 切 从 
ERRARE S AE IR] p [8] ER. c E AR UJ JA 
TQ) 3] RIAT, E B5 fX 4r B] He. 在 局 
部 坐标 下 ,rt 表示 变换 y—yG.6),9—79G. €). 
AMT’ OEE € fog € CT 2,))， 恒 有 
(fegi (yn) = (J/(y(z,8), Wass ely, 2), 
267,501 GAO g BS XE CS TL TRA S S”), W 
称 z 是 7 (0;) 到 7T*(0,) 的 一 个 典 则 变换 . 

典 则 变换 也 是 保持 哈密 顿 场 不 变 的 微分 同 胚 . 
例如 , 设 z 是 T (2.) 上 一 组 对 偶 坐 标 间 的 “对 换 ”， 
BA rr, E = Cy, 7)， 则 对 某 个 j ,有 y; 6,7; 
一 一 2 而 其 他 坐标 变量 不 变 

_ J] (RA]), SS é, 

M. E: (kR=)), dm = 
这 是 一 个 典 则 变换 . 

^E pk B BW (generating function) 能 生成 典 则 
SE HI — 2Š pRB. >K AE pR PRI PE tH BM] 25 J BJ Ez 
重要 的 方法 . YE — E HR f F TE TE 82k S C 00 ,使 得 


dS = >) (dz; + yd7)， 
i=] 


(RF), 
(kR=]). 


即 

as as 

Tae 757939 

因此 ,rz: Ge 079 Cy 0 AE — I BM BRS 称 为 其 生 
成 图 数 . 

主 型 算 子 (principal operators) 具有 单 特 征 
算 子 的 推广 . 设 OQ, An 维 微分 流 形 ,T*" CO UJ 
Ka OA T* (02;) 的 局 部 坐标 , 问 量 

- 9 
称 为 在 点 (zx,) 的 锥 轴 , 它 是 TE (Q. BJ UJ In] Et. 设 
Pia DEO, Ef] m 阶 拟 微分 算 子 , 它 的 齐 次 主 象 
征 是 pa (z, E) BOM (as £) € T* (QO. )N(0), 34 
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f dx 5 & 


P» Gros 59) = OESTE , n HF ii 277 H, FEE Ge, Eo) B] SE Fh 
A, 不 平行 , 则 称 p Ge DOE Sà C2058) EMH. AM 
BRA FER"\(0} p Ge DER EIER ER K , WI] 
WR p z, DER x, 是 主 型 的 . MAE OU 的 每 一 点 
Pa DATED WK pz, DAO, 上 的 主 型 算 子 . 
BAF pe DWFRERIE Ps (z DER Cro 589) 
€ T* (2,0 N(0) 1398 IE 5,0055) =0 FIV p Cro êo) 
关 0, 这 类 算 子 就 是 在 点 (xo,&6) 具 有 单 特 征 的 算 子 ， 
则 称 这 种 算 子 为 狭义 主 型 算 子 . 主 型 算 子 的 范围 要 
比 狭义 主 型 算 子 更 广泛 , 它 包 含 某 些 不 具 单 特征 的 
算 子 . 例如 特 里 科 米 算 子 
a" 9* 
art T ay 
在 T* Q2 WF (r, 0:6, 0; 220) ERRA PUE 
1E ,但 它 仍 是 主 型 算 子 . 

3 X + WW AF (principle operator in the nar- 
row sense) Jl“ AUS T". 

HA XE kE (Egorov theorem) 关于 两 个 拟 
微分 算 子 具有 一 定 相 似 性 的 定理 . 对 于 如 下 形式 的 
健 里 叶 积 分 算 子 


Fu(x)- (2n) leg (Lr, 9019 dy 


X 


== (2n)~" | esa JDuGydydy,. 


HER (zo 509) Mb alos) 250 , Wl] Co 5, Cro AE 
Sto WABF FNMA. AP ayn u(r) 
FA) 48 H OY BS R. 
Hr X E AGES Si P ,Q Ara EO, Q, 
给 定 的 恰当 支 拟 微分 算 子 ,r 是 齐 次 典 则 变换 : 
(r,6)— (59) TCT = Caas, Dal, F 是 一 个 形式 
如 上 的 与 + 4H HX # B9 8 B np HR AES TS H IE 1 
Gros yos 72 NAMB As X a (10€ S”. # 
Cro» Yoro p) &WF (PF — FQ), Wl] P,Q 的 主 象征 
bo Ge 8) Algo Cy D E Geo man En, 0 ARDY A 
P Ge Sy = qoCy (7,8) 0 (7,8)). 
拟 微 分 算 子 的 椭圆 点 (elliptic point of pseudo 
differential operator) WHE REM”. 
流 形 上 的 偏 微分 算 子 (partial differential oper- 
ator on manifold) R” 上 的 偏 微分 算 子 的 推广 . 在 
— T AKI PR CI] TI» TR M 上 的 m 阶 线性 的 偏 
微分 算 子 是 微分 流 形 M 上 CRR REA CM) 
到 C™(M) 的 一 个 线性 映射 工 ,而 在 每 一 坐标 区 域 
中 ,二 可 表示 为 
Ec au. 


[a| im 


这 里 
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(|a| =a; Ha 4-77 +a,). 
显然 ,在 两 个 坐标 区 域 的 重 人 部 分 , 的 两 种 表示 可 
以 通过 坐标 变换 互相 转换 . 例如 , 黎 曼 流 形 上 的 第 二 
类 贝尔 特 拉 米 算 子 ,在 每 一 坐标 区 域 中 可 表示 为 


EE 2,8" |== E "EAE 
—IRITÓ 
托 费 尔 符号 , 即 


全 |= 1 gl dë 9g; z 


ij dei dei 


ax! ax! ax! 
Z ^ KK RR £X EMANAT LELUT: i 
E — M 
EE X fE M LEW EJA.DCOEO3 CC REL ARAS, 
同样 T(E,) 表 示 男 一 向 量 从 
E,—- M 
ACR MM eA, L E. P'O E, ) BCE, BJ Zk FE Bi 
射 , 它 满足 :对 每 一 个 小 的 坐标 区 域 U ,如果 T(E,) 
ACE.) PRTCRE U 上 的 限制 可 以 用 mm 元 和 x， 
元 的 列 向 量 函 数 来 表示 , 则 元 可 以 写 为 


=. > aa), 


el m 


此 处 a(x) FE m. mi Esm Fl m, ^: l| E M E, 
的 纤维 的 维 数 . 在 局 部 坐标 下 ,微分 算 子 的 主 象征 
ol( 工 ) (6) 可 表示 为 

PL. (x)& (ër = 08%. E), 


流 形 上 的 偏 微分 算 子 的 类 型 可 由 其 主 象征 (和 通常 
偏 微 分 算 子 一 样 地 ) 来 决定 . 在 微分 流 形 上 也 可 以 定 
义 非 线性 偏 微 分 方程 . 


te d^ c XN 


格林 函数 (Green function). 研究 微分 方程 ( 包 
括 常 微分 方程 和 偏 微分 方程 ) 边 值 问题 的 重要 工具 . 
fl < , FE AK pR RUE Wa EL — ZE WAAR 
方程 的 基本 解 . 以 拉 普 拉 斯 算 子 
3? 3? 3? 
L= a t ad a 
的 边 值 问题 为 例 . 设 OQ E: FR? 中 具有 光滑 边界 90 的 
区 域 , 给 定 齐 次 边界 条 件 Biu(x)—0(r€ a) C& — 
类 ) 或 
< + p(x)u = 0 (第 三 类 )， 
JG, AB n BONE. Bed) SOK B(x) 关 0. 满足 下 列 条 
件 的 函数 g Cr DRKAT L RAL) =f G2) 


与 边界 条 件 BM RMR: 
1.34 EEN [Sl sg Hl FE >= Ab Lg (= ,&)=0. 


2. g(a. — tw(2,8)=| S G—&] d 
i=j 


FL w E: x HENK. 

3. g (x,$) 满 足 边界 条 件 B. 

条 件 1 和 2 表明 ci: CIR IL oi re, Bi 
Lg (x,6) —8(x—6),2& fF 2 和 3 表明 zo (z OBR 
次 方程 Lu=0 的 这 样 一 个 特 解 , 它 使 得 g(x,6) 满 足 
边界 条 件 B. 如 果 格 林 函 数 存 在 , 则 对 于 任意 正则 的 
PRA f Ce) ,函数 


up) | gG,€)f(5)d4€ 
NQ 


就 是 方程 Lu = f(x) 的 满足 边界 条 件 B 的 解 . 一 般 
地 ,实际 去 求 格林 函数 并 不 容易 ,但 在 一 些 特殊 情形 
下 ,可 以 比较 简单 地 求 得 . 

自 伴 二 阶 常 微分 方程 的 格林 函数 (Green func- 
tion of self-adjoint ordinary differential equation of 
second order) 目 伴 二 阶 常 微 分 方程 格林 函数 的 构 
造 .在 区 间 La ,oj 上 考虑 二 阶 微分 方程 

Lu = (p(z)u!)' + g(z)u = f(x) (plz) > 0). 
在 端点 a 处 给 出 边界 条 件 u(a)= 二 0 或 p(a)u' (a) + 
aula) 三 0, 在 端点 5 处 给 出 边界 条 件 w(5b)= 二 0 或 
p(b)u' GO) + Bu Cb) — 0, UR PR B re OEM: 

lets ,Lg(z,8)=0. 


r=F+0 


x [4 | = 


3. 24 E REM e Cr, E)E z==a ,b 处 满足 边界 
ART. 

条 件 1 和 2 表明 LgGr,6)—0€x— E). PAK pR 27 
g(xX,§) 可 按 如 下 方式 构造 : 设 uisu; 是 Lu 二 0 分 别 
TE x—a,x-—b 处 满足 边界 条 件 的 两 个 线性 无 关 的 
解 , 则 适当 选择 常数 因子 ,使 得 p (ui'us 一 uiuz') 恒 为 


常数 1, FALE H AB K PRK 
T B Cria (S) NEE) 
BA Ee, ey ee 


Zu: Á E #k FE XG 2 BJ , 88 AY) BB PK BR CARS 
存在 ,此 时 只 要 把 定义 稍 加 改动 可 以 作出 起 类 似 作 
用 的 广义 格林 函数 . 以 上 方法 对 高 阶 党 微分 方程 也 
适用 . 

拉 普 拉 斯 算 子 的 格林 函数 (Green function for 
Laplace operator) 拉 普 拉 斯 算 子 格林 项 数 的 公 
式 . 设 Br(0) 是 以 原点 为 球 心 ,R 为 半径 的 n AER. 
拉 普 拉 斯 算 子 


" 2 
Jie NO 2 


— ar 
E BPX FFP iX 3k A TR 18 31 ER E] CP pR PAT 
按 下 述 方式 得 到 . 设 了 (Or) 是 4 的 基本 解 ( 参 见 “ 偏 微 
分 方程 的 基本 解 ”, 则 格林 函数 为 
gE(ZE) = PG) — P'(or' /R), 


e- (>), 
p= | Sa —&»)*, &-QG/prt, 


ZEE 257; EE BJ fs MH ER BX (Green function for 
Helmholtz equation) Z 8B Æ 24 7j FEAR AK PR A BJ >K 
法 .在 Ri 的 某 有 界 区 域 的 外 部 QR ZZ 28 28 KT BE 
(A+R ulr) =fr) (G 2200 B8 fü£ , U W RE LA ARTE 
一 0, 且 在 无 穷 远 处 满足 所 谓 辐 射 条 件 : 当 |z| 一 co 


时 
uD =O e| Fiku) | oC 11-1 
ig H 


Ca/ar ESA MEIER RO 都 能 构造 格 
PK PR G Ge 50 ,而 f(z) 是 光滑 的 并 在 |z| 充 分 大 时 
为 零 的 函数 , 则 


ney | GG.fcdt 
将 是 所 要 求 的 解 .在 这 种 情形 , 设 
iklz— £| 


B 4r|x — ë| 
|z — ë| = (3G E), 


Wu H >K ue UB S (Š # ME J T up WOR h 
天 -(z,). 但 此 时 应 留意 ,以 二 2) 为 基础 的 格林 算 
子 (参见 “格林 算 子 ”) 已 不 存在 ,但 可 把 G(x,6) 视 为 
广义 格林 函数 . 

二 阶 线性 椭圆 算 子 的 基本 解 (fundamental so- 
lution of linear elliptic operator of second order) 
一 般 二 阶 线性 椭圆 算 子 的 基本 解 有 显 式 表达 式 . 对 
二 阶 线性 椭圆 算 子 


n 3 x s. 
Lu = Dyes) dr,dr, xu 2,50) EES + cixr)u 


G(x,8) 一 TEN Cree) 


(x c (2), 
SEN 
MEL 
2—n 
Lay6y) Gi — yd hay — 9017. (n > 2), 
n(2 — n)w,[det(a;;(y)) ]? 
= adl 
A SUS pl u= 


2x[det (a; (y)) ]? 
BK A 9| AE pK BY ok BE ke, E: rH 


wo, = ant far| 2 


是 ” 维 单位 球 的 体积 . 如 果 函 数 G(rz,y) 对 于 上 
所 有 r yc AVRA EL: HEA yE, G-r E 
Hx HRR ED E LLG, y)—=r C, y)]=0; H 
对 所 有 x€ 93078 GG. 3220, WER Gry br 
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偏 Gi A tt 


线性 椭圆 型 方程 Lu 二 0 狄 利 克 雷 问题 的 格林 函数 . 
二 阶 线性 椭圆 型 方程 狄 利克 雷 问 题 的 格林 函数 


(Green function of Dirichlet problem for linear el- 


liptic equation of second order) I,“ pr FEE [s] 
算 子 的 基本 解 ”. 

列 维 函数 (Levi function) Ji“ — By £x PE HA 
算 子 的 基本 解 ”. 


热传导 算 子 的 格林 函数 (Green function for 
heat operator) 热传导 算 子 格林 函数 的 构造 . 对 一 
维 热传导 方程 的 混合 初 - 边 值 问 题 :Lu =, cU 
=f (x,t), T(a,b)X (0,+co),z|,- = P(x) | 0.3 
=0, H FA F Ë J ik RJ i Ma cette, T): 
gr yE TT Crt; Est) E A E LTs 
其 中 


1 (x — £y? 
I APR = E eR IE 
(35:50) NU = di TEE 


为 基本 解 , 而 w 是 满足 方程 Lu =0 HEI g (x,t;é， 
DFE r=a 及 z=b LW E JEU XI T ZR FE BJ IE NI o 
数 . 如 果 o 能 够 确定 , 则 erit Er RUE PH 3 >K HJ 
Pe PK PRIA ,并且 对 于 正则 的 f,9, 原 问题 的 解 为 


t fb 
u(r,.t) = | [Gest ofc odd: 


b 
a | g(x,t;é, 0) pC E)dé. 


核 函 数 (kernel function) 5AM E Bg du Zë 
拉 斯 算 子 的 格林 函数 相 联 系 的 函数 . 一 般 地 , 设 EC 
R'.H NE L. BJ) A (B pR $X FJ pR. BJ # Z ABRE 
间 . 如 果 五 X 五 上 的 函数 天 (zy,y) 满 足 : 
1. 24 y 固定 时 ,K(x,y) 作 为 z RT H; 
2. 对 任意 的 f(x) € H , THUS 
(GO, K(z,y)) = fi 
WW ER K (x , y) AK PRM. KPH RMU REE , BË Z TE Y 
定 是 惟一 的 , 埃 尔 米 特 的 ,正定 的 , 即 对 任意 的 
(£,,6,,**, £O ER”, yyy t» y». EUH 


SK Oy Sif = 0. 


J 一] 


反之 , 任 一 AXE 上 的 正定 函数 必 是 一 个 核 肾 数 . 
格林 算 子 (Green operator) BJ — Bp 8 [5] # + 
的 道 算 子 . 考虑 二 阶 椭圆 型 方程 


Au = — Au + >a G) w + c(z)u = f(z) 


AQAA FHERR, RP O ER 中 的 有 
界 域 ,其 边界 30 由 有 限 个 光滑 超 曲 面 构成 . 算 子 4 
的 定义 域 ACA) XF ZB — x3 f [a] RE A fu (z) € 
H°(Q);u(z)=0 ZE 30)，, 对 第 三 边界 条 件 为 


Ae 


ulu) € H'D; + B(z)u(z) = 0,z= € AN 


如 果 A y DADS L: (Q) BJ — — Bh 5] , WHS 
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+f AC Ga G) 18 In] ER ËJ 1⁄8 KP T. 一 般 
地 A 不 一 定 存在 ,但 当 上 充分 大 时 ， 
= (A +t! 

是 存在 的 . 设 4 为 复 参 数 , 对 于 方程 (4 一 4)z 
二 f(r), SMEL (M, H G 从 左 作 用 得 到 (一 (4 
十 GD)u 二 一 Gf. 反之 ,车 把 此 方程 看 做 L^ (GQ) m 
的 方程 ,wx (x) 是 它 的 一 个 解 , 则 显然 有 w(x) € 
DA), H u(x) 是 原 偏 微分 方程 的 解 并 满足 边界 条 


fF. 在 上 a oa G JE: L2 (Q) E BJ BR, IN i u] 
利用 里 斯 - 绍 德尔 理论 . 特别 地 , 当 zt 十 4 不 是 G, 的 特 
征 值 时 ， 


u(x)—(AI—A) 1f=-—(I— (A+-t)G,) Gf 
就 是 原 问 题 的 惟一 解 . 

高 阶 椭圆 型 方程 的 格林 算 子 (Green operator 
of higher order elliptic equation) ”高 阶 椭 圆 算 子 的 
格林 算 子 的 构造 . 对 于 高 阶 椭圆 型 方程 的 一 般 边 值 
问题 


Al ez eege, AE, 
LE 
B| =, 站 u(r)-—0 Lena 5 , 


其 中 m 是 算 子 4 的 阶 (偶数 ), 边 界 算 子 B, 应 满足 
两 个 条 件 : 
1. Æ 90 的 一 切 点 x 处 ,90 的 法 线 方向 不 是 任 
fn] B; 的 特征 方向 . 
2. B; 的 阶 m; m 3f E. mm, GFA). 
A 的 定义 域 是 
Bj 


D(A) = (u c H” 
TE a), j E: Les. 


2 
MA ft D(A) LO) EEBJ——HBSIEI.G—A ' 称 
为 上 述 问 题 的 格林 算 子 . 如 果 4 与 工 无 关 , 且 设 
(zx) 是 它 的 基本 解 , 即 


al ire» = 8x), 
一 般 地 , 原 边 值 问题 的 格林 函数 可 如 下 构造 : 令 
G(r,6)—I'(r—£&)--w(xz,$£), wir.) HATE 
件 确定 : 


1. EEN, al 2 SEN 
2. ef 6€ n, 
3) ú 
B| 2.2 | GG) 


Ə 
T3 u(r)= Q, 


[zen je 1.2.5]. 


高 阶 椭圆 型 方程 的 格林 函数 (Green function of 
见 “ 高 阶 椭圆 型 方 


higher order elliptic equation ) 


程 的 格林 算 子 ”. 


变 分 解法 与 变 分 不 等 式 


> AY SS (functional variation) 图 数 的 微 
分 概念 的 推广 .所 谓 泛 范 zLy(z) 的 变量 y (xz) BAIE 
分 Oy R di GT PBI EJ 25 :0y — y (z) — y G2 c 
中 GO ES y (>) J8 T [8] — 28 RR. HH TZ PR 
v_y(x) ] AAS Av —v[ y x2 8-8y ] —v[ y C2 J 
以 表 为 如 下 的 形式 

Av = L| ylz), ôy] + B(yCz),óy) + max|óy |, 

HP Ll|y (x), dy] Mt Oy 来 说 是 线性 的 , 且 当 
max|6y| 一 0 时 ,BCy(z),6y) 一 0, 那 么 L[yCz),Óy)] 
BRAY PR vLy(x) IAEA: IA Ov, HA 


d 
den = ab G2 + ady | BW 


iz ñ BJ Ë (functional extreme value) Z Gë 
的 极 大 值 或 极 小 值 的 总 称 . r iZ PRU y GO TTE y 
二 yo(X) 接 近 的 任 一 函数 上 的 值 不 小 (大 ) 于 
ol ysCr2 ]; BB Av— v[ y €22 ] — vL yo. (x) ]220€ 0) , Bü 
称 泛 函 vLy(Cz)7j] 在 函数 yoCz) 上 达到 极 小 (大 ) 值 , 称 
yo (z) Ai cl y Co. | AR PAK. 如 果 具 有 变 分 的 
i£ PR v[y Cr) ]HE ys (z) E 38 S] TR KA. MU TE. y 
— y GO EXER Oy, óu— 0. 对 于 依赖 于 多 个 未 
Al PKI aN BJ LZ. BRI vL yi (2) yi G2 t ys GIO 18918 B 48 
类 似 的 定义 . 

> oS AY ER [E cR ED (functional extremal func - 
tion) JW“? RRA”. 

X 4} [8] MH (variational problem) ` > Z PR 
的 极 大 值 和 极 小 值 的 问题 . 最 早 研究 的 重要 变 分 问 
BA: 

1. Sx yE PE #K [aj gl ; St — ER nm 
A ACRI BR iE AM B 的 一 条 曲线 使 其 具有 这 
样 的 性 质 : 当 质点 受 重力 作用 沿 着 这 条 曲线 由 4 下 
滑 至 B 时 所 需 时 间 为 最 少 . 

2. 短程 线 问 题 : 求 曲 面 pzx,y,z) 二 0 上 所 给 二 
点 间 长 度 最 短 的 曲线 . 这 条 最 短 曲 线 称 为 短程 线 或 
测 地 线 . 

3. 基本 的 等 周 问 题 : 求 长 为 一 定 的 封闭 曲线 7， 
使 其 所 围 的 面积 S 为 极 大 . 

最 速 降 线 问题 (problem of the quickest descent 
line) 见 “ 变 分 问题 ”. 

短程 线 问 题 (geodesic problem) 见 “ 变 分 问 
题 ”. 
欧 拉 方 程 (Euler equation) ZZ PR BJ AR IB ER 32 
满足 的 微分 方程 . 假设 f(z,y,y ) 关 于 变 元 是 二 次 
可 微 的 ,函数 y 22 € C? 且 满 足 边界 条 件 

y(zo) = Aas Yr) = yw. 

BBA iz P 


v[y(x)]— | F,y() M Ce) az 


To 


PARER 432 2 FE: y — y GO Je CAT 23 Fë 
"rm 
或 
Ip eus Rare a 
的 解 . 这 个 方程 称 为 欧 拉 方程 . 欧 拉 方 程 的 积分 曲线 
称 为 极 值 曲 线 . 对 于 形 如 
vi zCr,y2] 


的 泛 函 , 它 相应 的 欧 拉 方程 为 


d de s 
S Eus Re. 


d 
E 


9? 


T dxay 


9? 

Pun noie cR 
式 中 
de az _ rz 
ie TUA Zar y? 
952 gz 

"o xay’ V» MU 
极 值 曲 线 (extreme curve)” 见 “ 欧 拉 方程 ”. 
横 截 条 件 (transversal condition) ”可 动 边界 的 


变 分 问题 在 端点 上 满足 的 条 件 . TR Dz IE a 
Iesse 


1. Æ Altos yo Biz: yi ) FA 2) a TE HH ZË 
y = QS) fI y = Q(x) 
-E.3E Jj , WI) EZ PRIA 21| AR [ELE] pR 3X y — y>) emm 
满足 欧 拉 方 程 
外 ,其 端点 还 必须 满足 条 件 
有 
[A SE CG = YF yl. =, 
KPRI BUR IE CA WLR SY WALZ AO 
2. p A Gros yo BCxi » yi PS 9g pa, Bir ZE DI BH ZË 4 
别 VA Ec PR BOE XX $5 r,y)—0,9(r,y)—0 给 出 , 其 
中 a, 7H ES SEE H. 
EECHER 
Wis EX ZR PF ON 


ey, IP NE A 
[fever] - [nf] A. 


工 一 0 == <xə 


L. d 


条 件 极 值 变 分 问题 (variational problem of the 
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fi wh 分 万 # 


conditional extremum) TE BS Jil Z4 RAE FR PR 
极 值 的 问题 . YYZ PR 

vl yis Yos tt y, ] 
= | F(x,y » os ttt 39256 | Ké SEN E )dr 


To 


FT K EA E] ep ër E S R ZR #F 

QGr.yisyosttt Yn) =0 G—1,2,* sm;m <n) 
及 端点 的 条 件 后 , 求 泛 函 v 的 极 值 问题 , 称 为 条 件 极 
值 变 分 问题 或 者 简称 条 件 极 值 问题 .例如 ,短程 线 问 
题 . 等 周 问题 以 及 连续 动态 系统 的 最 优 控制 等 都 是 
条 件 极 值 问题 . 

Fu T& BH A 3E + ;Ë (method of Lagrange multi- 
plicator) 解 条 件 极 值 问 题 的 一 种 方法 .考虑 最 简 
单 的 条 件 极 值 问题 : 求 两 个 函数 y(z) 及 xz(zx), 使 泛 
DÉI 


z| y(z),z(z) | 一 | Fei, y sl dx 


T9 


ASR. EL EARR GO, y 22 0 及 固定 端 
点 的 边界 条 件 y Gn = yos y G0 = yo z Ga = zo 
zCGr 0 =z). BPR F' — F+ A (z)G,A(z)#E x 
的 一 个 待定 函数 . 把 上 述 条 件 极 值 问题 化 为 以 F* 为 
i FA pw BX YZ eR 


Wa ET Ee 
的 无 条 件 极 值 问 题 , 这 样 就 得 到 欧 拉 方 程 
d d 


F y Pr = 0, F; mr — Q. 


由 这 两 个 方程 和 约束 条 件 CCz,y,z) 王 0, 便 可 定 出 
ACL) RIIE RAI AR y — y Cr) z — z C2. EXT BR 
数 上 可 以 使 泛 函 v 得 到 条 件 极 值 . 

等 周 问 题 (isoperimetric problem) 
的 条 件 极 值 变 分 问题 . TET PR 
| ccryy)dz 


To 


保持 定 值 的 条 件 下 , k 12 BR 


Sek 
viver] | FGxr,y, y )dx, 


To 


一 个 重要 


yr) = yo y(zi)= y, 的 极 值 问题 称 为 等 周 问题 . AE 
周 问题 是 一 个 条 件 极 值 问 题 , 因 此 可 以 使 用 拉 格 明 
日 乘 子 法 求解 . 即 ,做 辅助 函数 H =F AG, A 是 一 
个 待定 常数 ,等 周 问题 便 化 为 泛 函 

T= | Hy ds 


To 


的 无 条 件 极 值 问题 . FE v BJ EX hu DS. WJ U i 
点 条 件 以 及 等 周 条 件 就 能 定 出 曲线 yv — y GO. 注意 ， 
仅 当 曲线 y= 二 y(x) 不 是 等 周 条 件 中 的 积分 
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| GG» yd 


的 极 值 曲线 时 才 是 等 周 问题 的 解答 ， 
连续 动态 系统 的 最 优 控制 (optimal control of 
continuous dynamic system) 最 优 控制 中 一 个 重 
要 的 条 件 极 值 问题 . 设 控制 系统 的 状态 方程 为 
z = f(E, (1) 
AP > J — T n 维 的 状态 向 量 ,m 是 7 维 的 控制 向 
量 ,f 是 一 个 可 微 的 n 维 向 量 孔 数 ,初始 条 件 为 
M = 2 (2) 
系统 的 性 能 指标 为 


1G = [Fato ma ede (3) 


最 优 控制 的 目的 是 要 求 确定 控制 向 量 m Gr) Cto 
过 1 过 ti) 在 满足 约束 条 件 (1),(2) 下 ,使 性 能 指标 (3) 
取 极 小 值 . 这 是 一 个 条 件 极 值 问题 . 做 辅助 水 数 
F* (L), C) ACE) mC) 52) 
=F(z(t),m(t),t) 
+AT Cf Crt) ma), t) G], 
式 中 4 是 一 待定 的 AES IS] EE LAT 是 4 的 转 置 . 问题 
Ik, T BR 
I Gn (t)) = Es CLC), EC), AC), m) ,t)dt 


BY X; AR VF RC (Ë Ja] eh. 12 R T, On ) DAR EL BAL EE SIE 
FE : 
F; =0 
Fy =0 


(控制 方程 ); 
(状态 方程 ); 
F: = 一 0 (BRE) 
ok Lg 〈 模 截 条 件 ). 
RP 7() 是 定义 在 区 间 [to,t1] 上 的 任意 向 量 也 数 . 


欧 拉 有 限 差 分 法 (Euler finite difference met- 
hod) 一 种 用 有 限 差分 法 求 泛 隔 


al yC y | = | FG dz 
在 边界 条 件 ya=y y (40 — y, F HREN AE. 
其 步骤 如 下 : 
1. 将 积分 区 间 [La,6j 分 成 n 十 1 等 份 ,分 点 为 to 


SAs X4»X25»*"* Ens Zr} “O. X. 


b—a 
Ti — T; = Ar = TT’ 

这 样 
vLyGo ] X PC Vos yi ttt yug) 


— x Jii — yi 
= F aA AL A ° 
> Ë y LL Az 


式 中 yo 一 一 y(CZo) y= yr) s Yn = y(x,) s Matt 
= y —yG,ua Je 


Zi. 选取 Mis 29 "°° yu DÉI PKI BL Gy, 9 .YI19 | yn+1) 


达到 极 值 , 也 就 是 由 方程 组 
3P 9d dD 
e 
来 确定 Yis 2 ç "° Yne 于 是 得 到 变 分 问题 的 近似 解 . 
DX E] La ,0 分 得 愈 细 所 得 近似 解 就 您 精 确 . 
IE © BF (positive operator) 相应 算 子 方程 
可 以 化 为 变 分 问题 的 一 类 重要 算 子 . 设 H 是 实 希 尔 
伯 特 空间 ,Ds 是 五 的 一 个 线性 稠密 子 集 ,4 是 D. 
>H 的 线性 (不 必 有 界 ) 算 子 . WR A 是 对 称 的 , 即 
(Au,v) = (u,Av) (Vu,v € Da), 
且 存 在 正常 数 7, 使 
(Ausu) > Z° |lu ll? (Vu € Da), 


则 称 4 为 Da4 上 的 正定 算 子 .对 Da 上 的 正定 算 子 


A RATHA Au— f CF € HORE u 可 以 化 成 求 泛 - 


函 
i= Z Avo) so 


取 极 小 值 的 极 值 阻 数 的 变 分 问题 . 例如 , 负 拉 普 拉 
斯 算 子 A=—AB Ds=(uEC(MNC@M |u=0 
在 90 上 } 上 的 正定 算 子 ,其 中 QCR” 是 具有 0C d 
FAQ 的 有 界 区 域 . 狄 利克 雷 问题 

aries (Œ Q m», 

u = 0 (在 AQ 上) 
EX) fF st Fe THE ZZ BRI 

i@= ic Av,v) — (fv) 


-i| [Dv |dz — | fvdz 
240 o 


取 极 小 值 的 极 值 函数 

极 小 化 序列 (minimizing sequences) 使 泛 图 
值 的 极限 为 泛 卫 极 小 值 的 函数 序列 . 设 Ds 是 希 尔 
伯 特 空间 H 的 一 个 线性 稠密 子 集 , 如 有 果 Da 上 的 泛 
SECH 

a= jie) 

FETE » FF 91 un) CDa 使 得 

lim 64) —d Tu Ala > I a) 
则 称 {tzs} 是 泛 函 工 的 极 小 化 序列 . 如 果 4 是 Da 上 
的 正定 算 子 , 则 其 相应 的 泛 函 


F(u) = ET = 
必 有 极 小 化 序列 ,以 Ha 表示 Ds 关于 新 范 数 
|u || a = (Aww)? 
完备 化 得 到 的 希 尔 伯 特 空间 , 则 此 极 小 化 序列 在 
H.C H) Pues F— ea uw eC Ha. HEKS u 
是 变 分 问题 
F(u) — int F Co) 


的 解 ,也 是 算 子 方程 4x = 了 的 广义 解 ( 弱 解 ). 例如 ， 


变 分 解法 与 变 分 不 等 式 


RNEER PRA CHUR N WAFER, N 
A-— AR Da= («€ C QD (C! Q2) |u Æ 30—0) E 
HEER T, CH BE BR 


tote F(Ausu) za 


= | Fi Dul? — ful de 
ay 2 


A RME JI (a) Œ H Mai (DP uuu 是 
变 分 问题 
F Gu) = ini F (v) 
的 解 . 根据 变 分 问题 
F(u) = inf F(v) 
^H ft I) 35 gy BERR Au — f AR xE Di W u 也 
是 泪 松 方程 边 值 问题 
u= 0 (在 3N) 上) 
HJ 95 ft. | 
ak Fl) s EE UR PE (Dirichlet principle) 拉 普 拉 斯 
方程 狄 利克 雷 问 题 化 为 变 分 问题 的 方法 . 使 
DG) = | [Du de (1) 


TER LE IC COD (C (2 |u=¢ Æ 90 E. ee 
C? (C200 } P ik UBICA IN BJ K (8 PR 3 < 就 是 拉 普 拉 斯 方 
程 狄 利克 雷 问题 
" —0 (# f Hh), 
u=9 (ÆN E) 
的 解 .因此 ,求解 拉 普 拉 斯 方程 狄 利克 雷 问题 可 化 成 
变 分 问题 (1), 这 就 是 狄 利克 雷 原 理 . 积分 Dl(u) 称 为 


狄 利 克 雷 积分 . 

AR] sa BARD (Dirichlet integral) 见 “ 狄 利克 
雷 原理 ”. 

变 分 原理 (variational principle) ”微分 方程 边 


值 问 题 化 为 变 分 问题 的 方法 .在 nn 维 有 界 区 域 人 上 
考虑 2m 阶 线性 偏 微分 方程 的 齐 次 边 值 问题 
Lu = Kä a,Cr)D'u = f(x) (在 中)， 


el 2m 


Bu= >) bp(r)D*u = 0 (1) 
|8|<m—1 
(在 IN 上 ;7 = 0,1,:::,m — 1). 


D, = {u € C"(|Bju = 0 # ANE, 
esp yma nne 
WA 的 线性 稠密 子 集 . 工 可 视 为 D, — HARES 
分 算 子 . WR LÆ D, 上 的 正定 算 子 , 则 边 值 问题 
(1) 可 以 化 为 在 Di PR PR 
FG) = Ius) =s fu) 


的 极 值 函数 的 问题 .这 种 把 微分 方程 边 值 问题 化 为 
477 


f 微 分 B RR 
变 分 问题 的 方法 称 为 能 量 法 ,也 称 为 变 分 原理 . 狄 利 
克 雷 原理 就 是 最 早出 现 的 最 简单 的 变 分 原理 (参见 
本 卷 《 变 分 法 同名 条 ). 

能 量 法 (energy method)” 即 “ 变 分 原理 ”. 

BRAIE(Ritz method) 求 变 分 问题 的 极 小 
化 序列 的 常用 方法 . 例如 ,对 Da 上 的 正定 算 子 A, 
Bf H vx Zr EK A 

Fu) = +(Au,u) — (fru) 


的 极 小 化 序列 ,其 主要 步骤 如 下 : 

1. 在 集合 D. 中 选取 在 如 ,中 完备 的 元 素 序 列 
(9); AEREA H naps ,9 线性 无 关 . 
称 这 样 的 元 素 为 坐标 元 素 . 


2. 令 


其 中 a, 是 待定 系数 . RAZA Fu) IS BER a, 
Q» 9 *** 3d, DI eR C 


FG.) = > 2 ja A09) — 2 aC 9). 
Jk j=1 


3. 为 使 函数 F(w;) 取 极 小 ,必须 
OF (un) 
aa; 
AmE a (8— 1,2, sn). 序列 {4,) 即 为 极 小 化 序 
iu, 可 作为 问题 的 近似 解 . 334 越 大 时 得 到 的 近 
似 解 u, 越 精 确 ( 参 见 本 卷 《 变 分 法 3》 同名 条 ). 

加 雇 尔 金 法 (Galerkin method) 求 算 子 方程 
Au — f XE TREE RS AK. SRF A 非 正 定时 ,不 
BE FA E vct m f HII IR k. R q SE p R E ; 

1. Æ Da t ye UTE = |a] H 中 完备 的 元 素 序 列 
{8} 这 1 ,其 中 任意 个 元 素 线 性 无 关 , 称 $ G—1,2, 
…) 为 坐标 元 素 序 列 . 

2. 把 方程 的 近似 解 表示 为 


Un = daf, 
k=] 


式 中 a, 是 待定 常数 . 把 w, 代入 方程 Au= f PH u, 
两 o D $,Cj— 1.2. n0 RA AR, BV Ap 为 未 知 数 
的 元 代数 方程 组 


»'aCAa.9) = (£59) (= 01,2,7,). 
3. 求 出 a Rl z, 的 表达 式 , 便 得 方程 Au— f 


= 0 (= 1,2, n), 


的 近似 解 uu. EARN UR OE F IEEE, 


H Ji EAR EK S3 8 BJ KF a 的 代数 方程 
组 是 相同 的 (参见 本 卷 《 变 分 法 ) 同 名 条 ). 
坎 托 罗 维 育 法 (Kantorovetz method) 将 二 元 
晒 数 泛 函 的 变 分 问题 求 近似 解 化 为 有 限 个 一 元 函数 
HJ A t Od Fy TE ZR >K E TK. SIS Gë 
478 


SM Oz oz 

al sz, ai lz | Plane is dady 
AAR 18 A m FA 27 JE ffi TE H B ZR BH Kv — 9 (>), 
y= 9, x) MARA T= XG X 所 围 成 的 区 域 D 
上 , 设 在 区 域 D 的 边界 上 函数 的 值 z(x,y) 已 经 给 
di. 其 步骤 如 下 : 

1. 28 BN d Fr o Su Fe al wi CTs y), Ww: (z, y), 
w Crs y), FIXES 


Za lzy) = D 'u(z)xui(z,y) © z(z,y), 
r=] 


u; E ER E ° ° am ) 是 待定 函数 . 将 Zm (zy) RA 
iz PK v 18 
az 


x Setz) oz 

ole. (z ,y) ] = | | F| z, Muy aoe drdy 
ry pi C > dr dy 

== | c Gs sUn (T) su ( 工 ) a 7A (xX)) dz. 


2. 选取 图 数 a Cr ,us (a) tus (z), FEY BR 

Vln C, y) LIK SIR (8 th yK E: H B LT E 
e. = Za, —0021,2,.,m) 

来 确定 u(r) us Cx stus (z). 于 是 得 到 变 分 问题 
的 近似 解 ( 参 见 本 卷 《 变 分 法 ) 同 名 条 ). 

自然 边界 条 件 (natural boundary condition) 
变 分 问题 的 解 自 然 满 足 的 边界 条 件 . 设 区 域 人 有 CC 
边界 30,f€COD,accQDD. S 


D = CM N E), 


Iu) =| EIN dees e il seas. 
D en 


(1) 
则 变 分 问题 
Ilu) = minI (v) (2) 
at D 
的 解 u 必定 是 泊 松 方程 第 三 边 值 问题 
in Patel pve (4) 


的 解 ,其 中 是 82 的 外 法 线 方向 .对 变 分 问题 (2) 所 
H E RRK 不 涉及 边界 条 件 (4), 而 变 分 问题 
(2) 的 解 必 然 满足 此 边界 条 件 , 即 边 界 条 件 (4) 自 然 
地 包含 在 变 分 问题 (2) 中 , 称 (4) 为 变 分 问题 (2) 的 自 
然 边界 条 件 . 对 一 般 二 阶 线性 椭圆 型 方程 ,第 二 及 第 
三 边界 条 件 都 可 以 取 成 对 应 变 分 问题 的 自然 边界 条 
件 ( 参 见 本 卷 《 变 分 法 ) 同 名 条 ). 

临界 点 (critical point) ZZ KR Fš SK Sp CH 
Ao JF BB eg ai Se CEA PA BU HE) IER FE BJ 55 AR 
TÉ d E +H J TZ pR BJ I Joi. Dx D 是 实 巴 拿 赫 空 间 
BA REFR, ZA f: D—R' TED LAA 35 8 WK 
数 . 若 z €C DAE grad f (z) = f£ (2) =6, MER zo 


Ae P rn Ac t, c= f z) RA f (>) BJ 
一 个 临界 值 . 这 里 9 是 从 % 到 Ri Din EO 
E x #E8 PX bk, f C€ L2 (Q> WW A=W’ DME 
F(u) = | |F Dul? — fu|dx 
有 弗 雷 歇 导数 F' GO ,此 时 
E rie | (Du pg 一 TDdz WEE 2n. 
Ede. F 的 临界 点 为 泊 松 方程 犹 利克 雷 问题 
u = 0 EIN E) 
的 弱 解 .更 一 般 地 , 设 fru) € Cl (GQ >x R) AE 
条 件 
d Cr dy <a+tblu|’ (a > 0356 > 0); 
其 中 7 宇 1, 4 2223 A r<(nt2)/(m—2), 


F(xr,u) 一 IEN 
0° ( (Q) ERZ K 
1G) = IE: uites F(x,u) dz 
有 弗 雷 歇 导 数 , 且 
I'(u)9-— Ir, e De — f(x,u)9g]dx (V ç € Z). 


N E Z R I BU x E GF ZK FE 88 I 38) Jy gë 22 (8 |a] 
题 


MJ 2 = 


N Au = f(x,u) Œ Q p), 
uc (Æ 200 上) 
的 弱 解 .以 上 例子 说 明 ,许多 椭圆 型 方程 边 值 问题 弱 
解 的 存在 问题 可 以 化 成 相应 泛 隶 临界 点 的 存在 问 
题 . 

临界 值 Ccritical value) WM RARR”. 

PS 条 件 (Palais-Smale condition) 判断 极 大 
极 小 原理 的 一 个 重要 条 件 . 设 A 是 实 巴 拿 赫 空间 ， 
fi —R! BC YR. WR DCR, fa ARS 
f! (an) —0 ZR Wa (xn) AF Pr. SI), WU RZ PH f (>) 
满足 PS 条 件 , 此 处 9 是 从 % SIR! 的 零 映 射 . 

极 大 极 小 原理 (minimax principle) 判定 临界 
值 存在 的 重要 法 则 . EH dE 
—R! Æ C' 泛 函 ,满足 PS 条 件 . X dx A = (F): 3 
的 一 个 子 集 族 , < 

c = inf supf (a). 


FEF TEF 


如 果 满 足下 列 条 件 , 那 么 ,c 必 是 f 的 临界 值 , 即 必 
存在 z+ C % , RBS (0,0) =0, H f(r) =c: 

l.c 是 一 个 有 限 数 . 

2. 存在 ó> 0, EGR T W RA F gC(z) =<, 
Va f, ,& (z€ A |fG)<c— ó) 的 任何 连续 映射 
gi MAR e (F)€ Z (VF € Z). 


变 分 解法 与 变 分 不 等 式 


山路 引 理 (mountain pass lemma) 证 明 非 线 
性 椭圆 型 方程 边 值 问题 有 解 的 重要 工具 . 设 Z 是 
Se ELS aS, S: AR’ HC RRMA PSH 
fr. 如 果 f 再 满足 条 件 : 

Es f(0)=0 且 存 在 常数 p,a2»0, [i18 f| >a, 
其 中 OB, 表示 2 PARIR 9 为 心 ,Pp 为 半径 的 球 
面 . 

2. 存在 一 个 元 素 x € ZNB, 使 得 fn) «c0 , Bt] 

c — inf sup f(g() 


gert 


AE f 的 临界 值 , 且 cca. Ro 
P={gEcC(L0,1],4)|g(0)=0,g0) =z}. 
山路 引 理 由 意大利 数学 家 阿 姆 布 罗 塞 蒂 (Am- 

brosetti, A.) A $ E $ F Z H ke ti tE X (Rabi- 

nowitz, P. H. )F 1973 年 证 明 . 

多 解 定理 (multiple solution theorem) 亦 称 三 
fit xE Eg. 给 出 至 少 有 三 个 不 同 的 解 的 一 类 半 线 性 椭 
圆 方程 边 值 问题 . 设 2 ER 中 有 界 的 .边界 光滑 的 
JF E Bg :R!—R' 满足 : 

1.g€C!(R'),g(0)=0; 

2. g(t) He hell "asi 
3. GG) = | aGodss au? + Ba, <2, B E 


TO; 
4. 对 算 子 一 A 的 特征 值 AA, ,使 得 
A, < ST (0) d da 11 On => 1); 
则 半 线 性 椭圆 边 值 问题 
8 Au = g(u)(x € 2), 


u 5g = 0. 


a. 


;nz23|; 


至 少 有 三 个 不 同 的 解 . | 

三 解 定理 (triplesolution theorem) RBI“ 4 £ E 
理 ”. 

变 分 不 等 式 (variational inequality) 经 典 变 分 
问题 的 推广 和 发 展 . 将 经 典 变 分 问题 的 约束 条 件 放 
松 为 某 些 单 边 约束 ( 即 用 不 等 式 代替 等 式 ) 的 变 分 方 
法 . 它 是 研究 偏 微 分 方程 .最 佳 控 制 和 其 他 领域 的 一 
个 十 分 有 用 的 工具 ,也 是 变 分 学 的 一 个 重要 发 展 . 变 
分 不 等 式 的 形式 可 以 各 种 各 样 , 以 下 的 词 条 是 其 常 
见 的 形式 ， 

R" 空间 中 的 变 分 不 等 式 (variational inequality 
in R 即 欧 氏 空间 中 的 变 分 不 等 式 . 给 定 R" 中 的 
B] r € AE BEAR POR" OR z€ 2 使 得 
(F(x) ,y— 2) 20 对 每 个 yE 2€ 成 立 . 此 问题 称 为 
R” 中 的 变 分 不 等 式 . 最 简单 的 例子 是 在 闭 区 间 I 
一 [Le ,0 上 求 光 滑 实 函数 jxz) 的 极 小 值 , 即 求 x El 
使 

F(x) = min (x). 
JH Fal EB Jd 2 74 AP 4A SR LÁ Gn (z— 20220 8] — 
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m 微 分 J E 
gj z€ I. 

希 尔 伯 特 空间 中 的 变 分 不 等 式 (variational in- 
equality in Hilbert space)” 即 抽象 空间 中 的 变 分 不 
等 式 . 用 a(u,v) 记 希 尔 伯 特 空间 H 上 的 双 线 性 型 ， 
H' H 的 对 偶 空 间 . 考虑 问题 ; 设 Z C H 是 一 团 
Pce.KCH'ockKucoC tli a(u,v—u)2Of,v—wu) 
对 一 切 v€.2€ 成 立 . 此 问题 称 为 希 尔 介 特 空间 中 的 
变 分 不 等 式 . 如 果 将 五 换 为 一 般 的 巴 拿 赫 空间 , 即 
可 得 到 巴 拿 赫 空间 中 的 变 分 不 等 式 . 

障碍 问题 (barrier problem) XJ Zt T AAA A 
等 式 条 件 限制 的 变 分 不 等 式 问 题 .来源 于 边界 固定 
的 弹性 薄膜 在 定义 区 域 的 某 内 部 子 域 位 于 某 给 定 物 
体 ( 障 碍 ) 上 方 的 平衡 问题 . 算 子 


Ə 
L = — 
dz, 


的 障碍 问题 归结 为 如 下 的 变 分 不 等 式 : 设 是 RR” 
中 的 有 和 界 区 域 ,边界 00 光滑 ,aij € L^ (O) , (aij) 为 
正定 矩阵. 定义 双 线 性 型 


aca) = PE (u,v € H'(Q)), 
FR YE A'(Q), HE IN Een EM Ho (D REB] 
Mh K= (ve HD) | v>) R «€ Ky 使 得 对 一 
Wve K, My. alu,v—u) 0. VA E FET u PS C A st 
是 给 定 障碍 + 2 N B [p] a A. 点 集 

E = (z€ (| te) 9] 
称 为 重合 集 . 重 合集 的 边界 是 一 个 自由 边界 ,因此 障 
碍 问题 也 是 目 由 边界 问题 . 

重合 集 (coincident set)” 见 “障碍 问题 ”. 

拟 变 分 不 等 式 (quasi-variational inequality) 
变 分 不 等 式 的 进一步 推广 , 即 有 多 个 未 知 限 数 的 变 
分 不 等 式 . 许多 物理 问题 虽 不 能 归结 为 变 分 不 等 式 ， 
但 可 归结 为 所 请 拟 变 分 不 等 式 , 即 在 变 分 不 等 式 中 
多 出 男 一 个 未 知 函数 .例如 水 坝 渗流 的 浸润 面 问题 ， 
在 稳 态 情形 可 归结 为 变 分 不 等 式 , 而 在 非 稳 定 情形 
只 能 归结 为 一 个 拟 变 分 不 等 式 : 求 EW (Que 


9 
a; x.t) x 


00 ,满足 : 
Ou 
Ar egen > (— 1 — ën ai 
(u <i G(t,x)), 
g 
7 — ZM NEE u >= 0 (Qu = qr), 


Xt v€ L?(Q) CoZ2 00 B SL. 在 此 变 分 不 等 式 中 除 未 知 
PRA u Hb £ TARAR e.a). 

4} b (bifurcation) ”物理 (动力 .电力 .化 学 、 生 
物 及 其 他 ) 系 统 的 平衡 态 随 参 数 变化 而 分 裂 成 两 个 
或 多 个 的 现象 . EAS LAME 

F(u,a) =0 (1) 
的 解 来 描述 系统 的 平衡 态 , 其 中 4 为 参数 ,u 属于 某 
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向 量 空间 (例如 某 巴 拿 赫 空间 )E, m F S E BA 
向 量 空间 五 的 映射 . 设 x= 王 0 总 满足 (1), 即 FO, 


u=u, (À) 


O a 


u= —u, (À) 


示意 图 
=) 如 果 在 点 (0,h) 的 某 邻 域内 (1) 有 两 个 或 多 个 
解 的 分 支 在 (20,4o) 汇 合 , 则 称 (2,ao) 为 方程 (1) 的 分 
歧 点 . 举例 如 下 :对 ARKA, Wi,)OD 上 的 
ZZ PR 
ju i|. |o eec ee 去 | lal? dz 


(2* = 2n/(n 一 2)) 
的 临界 点 u 满足 方程 
P'O Ay== (un); (2) 
即 对 任意 EWL CMD), FIERE: 
F(u,Àpz Iu 


x (Vu * Ve— Aug — |u|?  'ugdx = 0. 
2 


eat F BNC) E W; (GOD BU GE dd deht: e 
映射 . A F(0,A)==1,(0)=0. RA A-ANBR 
为 mj(mj 宇 1) 的 特征 值 .已 经 证 明 : 存 在 41 的 左 邻 域 
CA} ,4;) ,使 得 对 任意 AE Q AD ERR L. BA m, 
对 非 平凡 临界 点 Gu O0. 7d: 02) 1.2; mi) 
满足 
|, Q) lwze 一 0 CAA). 

这 就 说 明 , (0, A dE Jg F CAO B ZF r i i Ri o] 
非 线性 椭圆 方程 边 值 问题 

m dog "pese EISE. 

u = Q0 (FE a0 p) 

的 弱 解 来 说 ，(9,7) 是 分 歧 点 . Ca) 给 出 的 
示意 图 ,在 分 歧 点 (0, 九 ) 处 , 当 4 减 小 时 ,方程 (2) 的 
解 分 成 三 个 分 支 w= 二 wu(4),u 二 8,u 二 一 uw(4). 由 于 许 
多 实际 问题 中 都 出 现 分 歧 现 象 ,分 歧 的 数学 理论 受 
到 人 们 的 重视 ,已 发 展 成 一 个 独立 的 研究 方 问 . 

分 歧 点 (bifurcation point)” 见 “分 歧 ”. 


偏 微 分 方程 基本 解法 
分 离 变 量 法 (separation of variables) >F B fW 


分 方程 定 解 问题 显 式 解 的 基本 方法 . 在 解 线性 侦 微 
分 方程 的 混合 问题 或 边 值 问 题 时 , 先 求 满足 边界 条 


件 的 变量 分 离 的 特 解 , 再 利用 县 加 原理 ,做 这 些 特 解 
的 线性 组 合 ,得 到 定 解 问题 的 解 ,这 就 是 分 离 变量 
法 . 例如 , 解 两 端 固定 的 弦 振 动 齐 次 方程 的 混合 问题 


SCHER 
Se oe ar? (0« r« ltr--0), 
du 
ulio = PX), uL =a): (Ose), 
t=0 
u(0,2) = ull, t) = 0 G zo. 


1. B u(z,D —XGOTGO f AJERISSIX GO, 
TOW E iE oA UT LX" GO HRX) —0,T"QG) 
ca YT (t1)=0,A WER. 

2. 用 上 列 两 个 常 微分 方程 对 应 于 同一 A— A. n 
二 1,2,…) 的 两 个 非 零 解 X, OAT, GO BIETER 
问题 的 特 解 

u,(x,t)= X,(2)T,@) 


antt . àanmi,. NTL 
; + B,sin 


] sin 7 


A,cos 


(n = 1,25"), 
此 处 X, Cx) —sin xc /D ERE É I8] Eši 
E 十 4XCz) 一 0， 


XO = XU»-—0 
T= A ous SC 4- Be SE 


l 
EHETE a^ AET G2 =0 的 通 解 . 
3. RIM u, Ge ,使 得 混合 问题 的 形式 解 为 


«Gun Da 6g LE sin = 


其 中 系数 A,B, s 人 芝 时 PCz) 和 VCz) 以 及 
特征 函数 的 正 交 性 得 到 


A,— 2| Esin 2 nne qe 


mms 


b= jl (Ce)sin — dê. 


BADE, gG) € H 
€(0)— 9) —9g'C0) gl! (Q)—9(0)—920)—0, 
则 上 述 形式 解 是 问题 的 正则 解 . 

双 曲 型 方程 的 特征 问题 (characteristic problem 
for hyperbolic equation) 亦 称 古 尔 萨 问题 或 皮卡 
问题 . EEEE KM i>. ><i YRS ) 中 研究 
拉 普 拉 斯 双 曲 型 方程 在 两 个 边 z = zo; y = y. GS 
1 c ie. 


yo ebb WS berry u= fey) ; 


u d Cy) 9 me 
(xo San , yos ym yi» 
其 中 aces v) br, y) COE) Har y) H iE SE BRL, 
Q(x) 10, (0) BEA 9i Ho o9 Go. > 


偏 微分 方程 基本 解法 


de au 
dr "' dy 


TU dy ZR BF [a] gn 4k, A F BL A y FE B BJ >K fe 18] Ent 
v(X,y) = @,(z=) + | [f(x,y) — a(x,y)v 


=W, 


= b(2,y)w — c lyu dy, 
w(r,y)-— PICZ) + li [f(x,y) —aQr,y)v (1) 
— ee c(x,y)u dr, 
ulr, y) = P(X) + i wdy. 


Yo 


这 个 问题 可 用 逐次 逼近 法 求解 . 取 v= 


9, Cr) oo 


ol OD uo = 9; GO. 根据 方程 组 (1) 构 造 近似 解 的 递 
推 公式 
Un = P, (=) i [fGr,y) — ar, y2v,..1 
E T — c(x,y)u, Ja, 
w, = AO) + DG.) — Gia (2) 


— b(x,y)w,. 4. — cx, yu |dz, 
u, = Qr) + | w, dy. 


I; la(z=,y)|+ |b(%,y)|+ |c(>*,y)|< K, H 
| |v; — v) | xc A, |: —1w | cA, |u;— uo | SA, 
则 由 递 推 公式 组 (2) 用 数学 归纳 法 可 以 证 明 


< Agi (Z T y — Xo — Y 
“= 


KE — U, -—1 | 


(n — 1)! ° 
N dA qp Een Ses Sede 
mE cu Ric CON ANNEXE... ior 
| w, ze, | = AK (n — 1)! D 
E E ett eege VE A: 
In, — un | < AK" CHER Ge aay š 
由 此 知 序列 (v mm tw n)? o (Un } TERETE 4 Z z<, y < 


ysyd ERE 致 收敛 的 , 设 它们 的 极限 分 别 是 Us 
wu. 在 (2) 中 令 趋 于 无 穷 得 出 {v,), {wis {ash 
TR BR PRA vwu 是 方程 组 (1) 的 解 .可 以 证 明 ,方程 
组 (1) 的 解 是 惟一 的 ,因而 w 是 原 双 曲 型 方程 特征 问 
题 的 惟一 解 . 

古 尔 萨 问题 (Goursat problem) 
程 的 特征 问题 ”. 

皮卡 问题 (Picard problem) 
特征 问题 ”. 

XX XX B XL Ak (successive approximation met - 
hod) 根据 方程 构造 其 近似 解 序列 的 递 推 公式 ,再 
证 明 此 序列 的 极限 就 是 原 方程 的 解 ( 参 见 “ 双 曲 型 方 
程 的 特征 问题 ”). 

特征 线 法 (characteristic method) Ji “— Brae 
线性 方程 的 柯 西 问题 ”. 

5 8 mW Riemann function) 


即 “ 双 曲 型 方 


即 “ 双 曲 型 方程 的 


双 曲 型 方程 的 
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fi 微分 方 7 
一 个 特殊 问题 的 解 . 双 曲 型 方程 的 特征 问题 


9*u gu 
EECH + a(zx,y) 2 


d ues ES ters yu = f(E) a) 


y 


(zo :yd 
ux, y) = ei» 0 m 


* bt, yd 
ULT, Mol 一 al Ze yo AT 


ARE FB ulr, y) =u (xs yi zo, yo) (参见 “ 双 曲 型 方 
程 的 特征 问题 ”).w《z,y;zo,yo) 称 为 双 曲 型 方程 (1) 
的 黎 曼 函数 . 
广义 柯 西 问题 的 黎 曼 方法 (人 Riemann method of 
the generalized Cauchy problem) 利用 伴随 方程 
的 黎 曼 函数 求 出 广义 柯 西 问题 的 解 的 方法 . 对 拉 普 
拉 斯 双 曲 型 方程 的 广义 柯 西 问题 
Lue Fa GE bb Gr y) 35 
TceCGr,32u— f (x, y), 


=@ (x=) , 


u 
u | -zun 9G), ER " 
y=x(z 


HP a,b,c popu AES A KPA. Ae! (x) A, 
而 Io 为 连续 函数 . dX Mr, y) SE your) E 
的 点 ,过 点 M 做 特征 线 c= xo y= Yo 分 别 交 y= 
x) P K Q. 记 曲 边 三 角形 PMQ 2 D ,# D E 
应 用 二 阶 偏 微分 算 子 的 格林 公式 (参见 “高 阶 偏 微分 
方程 ?部 分 ), 得 


II (Lu — uL' v)dxdy 
D 


EE M] IN 
= Fw) | 十 > Go) : 
M 
+ fu 
P 


M 
dy + | v 
Q 


一 buv dz 
lx 


E 十 bu | dx 
dr 


do 
ay aU 


gv —— 
Ardy 


9 
[ates 9] 


d 
— zy Loe yu J + c(r,y)v 


是 Lu 的 伴随 算 子 . 设 ult, y; zoyyo) 为 下 述 古 尔 萨 
问题 的 解 
Kë a 


y 
"HE J a(x,,y)dy 
U( Los y Xo» yo) = e» ? 9 


F b(xr,y,)dx 
UCT, Yoz Los Yo) = Ct 9 y 


那么 广义 柯 西 问题 的 解 可 用 下 面 的 黎 曼 公式 给 出 : 
ux, » yo) 


z Lepu) a + (Boe 
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- lez - ve + vgl | — bpv We 


— [5/6 Sv) -apv lav) 

=F T ,yo) f Gr» y)dzdy, 
AP v Ges y; zo y RARE RR, X TP AER AR 
&Jik. 

#2 @ ^x (Riemann formula) 
BRS TA”. 

拉 普 拉 斯 变换 (Laplace transform) 
方程 定 解 问题 常用 的 一 种 积分 变换 . 形 如 


十 ce 
Lo) ew rg | fae "dt 


(s 是 复数 ,s = c + 17) 
HJ RI A AA OX PRA PR ji) 的 拉 普 拉 斯 变换 . 拉 
普 拉 斯 变换 的 反 演 公式 是 


=e ee , 
J Gy = e PLG y] = ajo LG ds 


见 “ 广 义 柯 西 问 


解 偏 微 分 


( = 0,0 250), 
积分 沿 着 任 一 直线 Res=c>—a 进行 ,a 是 f (z) Byte 
长 指数 ,积分 理解 为 主 值 意义 下 . 如 果 f(z) 满 足下 
述 三 个 条 件 , 那 么 Fi) 的 拉 普 拉 斯 变换 存在 ,并 且 
LG)TEAX- Re s— a LEG eS: 

1. Sc dE E MJ E [LER SOM P GO TE £0 LR 
掉 有 第 一 类 间断 点 (在 任 一 有 限 区 间 上 至 多 有 有 限 
多 个 ) 外 连续 . 

2. M r0 AY, = 0; 

3. f GO EA FR Bt B , BU RT LA d BN Ff BL a0 和 4 
0,4518 |f OD | xz: Ae" (20) ,此 处 数 a 称 为 f G) 
的 增长 指数 . 

而 反 演 公式 在 1() 的 连续 点 处 成 立 . 拉 普 拉 斯 

1. [af QD) ]- aL [ f G) ]Ca BRR). 

2. f Gy: oG) == [fG) |; 

3.Z[ fG) * gG@)]= sel fG) ] ° Z[gGt) ], x 
中 

fG)*gG) 


= [fee — r)dr = MZ El 


FR f(z) x gG) RR SOM g GOBJAS A. 

傅 里 时 变换 (Fourier transform) 解 偏 微分 方 
程 定 解 问题 及 偏 微 分 方程 理论 研究 中 常用 的 积分 变 
换 . f(z) 的 健 里 叶 变 换 为 


FLUG] = FO =| swe "ds, 
傅 里 叶 变换 的 反 演 公式 为 
f(z) = F [AE] = = | foede. 


如 果 f(x ERS H ERG HEC 0o, 3-090 Kt 
对 可 积 ,那么 它 的 傅 里 叶 变 换 存 在 , 且 反 演 公 式 成 
A, 

傅 里 叶 变 换 的 性 质 有 : 

1. Flaf+bg]=aF[f]+bF[g_](a,b 是 常数 ). 

2. F[f * g]  FLf£]* Flg Kn fxg 表示 f 
与 g BASTA. H F uE X. 


4 o0 
(f x g)(z) = | f(y)g(r— y)dy. 


3. FLfg]- zz: FUP] Pie 

4. FLF z) ] 5 —iëF[ f %)]. 

s. | IF ldz = | FA. 

6. FLfGr— x) ]- e^ TE, 

# FA (convolution) JL du 3E dr Wy BR” K “48 
里 时 变换 ”. 

积分 变换 方法 (integral transform method ) 
利用 积分 变换 把 偏 微 分 方程 简化 为 常 微分 方程 去 求 
解 . 把 偏 微分 方程 的 某 一 独立 变量 视 为 参 变量 ,做 未 
知 函 数 的 积分 变换 ,于 是 减少 了 原 方 程 的 独立 变量 
的 个 数 而 将 方程 化 简 , 求 出 简化 方程 的 对 应 定 解 问 
题 的 解 ,并 通过 积分 变换 的 反 演 就 得 到 原 定 解 问题 
的 解 . 这 种 求解 方法 称 为 积分 变换 法 . 解 偏 微分 方程 
定 解 问题 通常 使 用 的 是 傅 里 叶 变 换 方 法 和 拉 普 拉 斯 
变换 方法 . 例如 ,用 傅 里 时 变换 解 弦 振 动 方程 的 柯 西 
问题 


du 
|, = 9G 3, 8 


把 上 视 为 参 变量 ,做 u Gr DRF z ET 
Paes). | = apa) = WI!I De" dr. 


=0, 
0 


原 问 题 化 为 下 面 的 定 解 问 题 
d. dos. 
dic Ep 


Z|, FL] 90) $ Së 
t=0 


ARAS ü (p D = @( p cos apt. AK 8 E H 3X 2E BR 45 Bl Ja 
问题 的 解 
uCr,O—F '[gXpocosapt | 


= | er — at) 4- 9gCr4- at) |. 


2 

Æ 43% (difference method) 通过 相应 差分 方 
T t FE f OD 73 E BJ 23 TR. 在 解 偏 微分 方程 时 ,用 差 
FELIS f sP 3X , (S BE] FS BE N E FR PE 273 Fa 15: 
到 偏 微 分 方程 的 近似 解 , 通 过 证 明 差 分 方程 解 的 收 
敛 性 得 到 偏 微 分 方程 解 的 存在 性 . 这 种 方法 称 为 差 
分 法 . 例如 ,考虑 拉 普 拉 斯 方程 的 第 一 边 值 问题 


偏 微分 方程 基本 解法 


aaa PD. 
u |]. a= 9G y). 
2 A BOE FF z HH y 轴 的 直线 族 

meg S12; 

— 

ZAIT EE AE TE 2), 

CERN — AED É AR HAA Cry RADA, 
fa i AJ Gs l u TET iR GS EN z (z, y) 
uij 以 Q, 表示 所 有 与 2 相交 的 正方 形 所 成 的 多 边 
KRM EQ 内 部 节点 (i,7) 上 分 别 用 差 商 


Ui—i j 2u;; nx Up]; Wi,j-1 一 2u; Sp Ui isl 
h? , h? 
代替 偏 导数 
9*u ENT 
az2” 3y?’ 
对 应 的 差分 方程 为 


ui; 一 sag + Riga + wu CD) 


TE (2, 的 边界 节点 上 取 ui; = Qr sv; ), 式 中 (Ea 
VIBSTAG) 最 接近 的 32 上 的 点 .于 是 得 到 
了 以 所 有 O, 的 内 节点 上 u; HA A AE AG A 
(1) 的 方程 组 成 的 线性 代数 方程 组 ,未 知 量 的 个 数 与 
方程 的 个 数 都 等 于 (2, 的 内 节点 的 总 数 . 可 以 证 明 ， 
这 个 方程 组 有 惟一 的 解 ; 且 对 任意 620, 48 h 充分 
缩小 后 可 使 得 到 的 解 wj 与 精确 解 rE RG) 
上 的 值 的 差 值 小 于 e. 

RS dk eG AA i (Green function method) 通过 
Té AK PR BOR Di GL Oo 23 FE XE fe [8] LEA PE BJ Jy E. 见 “ 格 
PK PE BL”. 

X 38: RE FE (Liouville theorem) ”在 整个 R”" 中 
有 上 界 或 有 下 界 的 调和 函数 是 常数 . 在 二 维 情形 , 若 
方程 Lu 二 auzi 十 2bujy 十 cu,, 二 0 # R^ 上 是 一 致 椭圆 
的 ,而 是 定义 在 全 平面 上 的 有 上 (下 ) 界 的 解 , 则 zx 
是 常数 . 

补 法 向 微 商 Cconormal derivative) ”与 散 度 形 
式 的 椭圆 算 子 有 关 的 方向 微 商 . 给 定 区 域 2 上 的 散 
度 形 式 的 椭圆 算 子 Lu = — D; Ga; G2 D;u + b; (ru) 
cei D;ud- dGr)u W v Æ OQ BJ Ë. b; P TE ps] Es , W 

A = (aC) Dg + biG)U | ants 

HOS «ECT 3 T L) 的 补 法 向 微 商 . 而 向 量 
Cai CxJvi ai GCr)vi , ° a, GOV PR RITE u] E. 

补 法 向 量 (Cconormal vector) 见 “ 补 法 向 微 
商 ”. 

和 斜 微 商 问题 (oblique derivative problem) 求 
解 满足 斜 微 商 边界 条 件 的 椭圆 型 方程 的 解 的 问题 . 
形 如 
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Nu = a(x)u + 2 jb G)D;u = oa € 20) 


的 边界 条 件 称 为 斜 微 商 边 界 条 件 . 若 向 量 b = (bi， 
D5y 555 b D BJ ZÉ [8] Ar Ë b, TE 3N 上 非 零 , 则 称 上 述 条 
件 为 正则 和 斜 微 商 边界 条 件 . 
斜 微 商 边界 条 件 (oblique derivative boundary 
condition) 见 “ 斜 微 商 问题 ”. 
正则 斜 微 商 边 界 条 件 (regular oblique deriva- 
见 “ 斜 微 商 问题 ”. 


tive boundary condition) 


开尔文 变换 (Kelvin transform) 一 种 变量 代 
换 . 由 等 式 
2x r 
«c = lal el n 
定义 的 z 到 wv 的 变换 称 为 开尔文 变换 . 它 是 论证 二 


阶 椭 圆 型 方程 的 解 在 球 上 有 全 局 正则 性 的 重要 工 
具 . 

亚 历 山 德 罗 夫 极 大 值 原理 (Aleksandrov maxi- 
mum principle) 关于 椭圆 型 方程 强 解 最 大 值 的 佑 
il. it QCR 是 一 个 有 界 区 域 ， 

uc CCD NW CD), 
满足 
Lug >, (z) 5 2: S SEH > (z) Š 二 一 beaut 
其 中 pr v o E Ob NN a 
(det[a;; ])" , it A>A>0 是 常数 ， 
AD" <A, ]b|/@2* EL"), 
JIZ ELIM, ca (HEN), 


则 
sup u<sup ut +C || f/Z" || na 

这 一 定理 是 由 估计 一 个 函数 的 上 接触 集 的 法 映 
射 的 像 的 测度 来 证 明 的 . 

上 接触 集 (upper contact set) 图 数 定义 域 的 
— FR. Gu 是 区 域 2 上 的 一 个 连续 函数 , 则 荆 ? 
=(yC€ 2 |3 p= ply ER’, HB z (z) <u (y) + 
p ° (m=—y),V<€C MERA BM u HER RE, BP 
由 这 样 的 点 组 成 :zx 的 图 象 位 于 过 这 些 点 的 支撑 平 
面 的 下 方 . 特别 地 , 当 < A) wy D = 

法 映射 (normal mapping) 连续 函数 的 定义 域 
Q(QCR") 8| R° 的 一 个 子 集 类 的 映射 . 对 < € 
CQ) , id X C32 — X, BER y 的 支撑 平面 的 斜率 
DIS, BN yO) = (AC R' lu (m=)<u(y)+ p * (x—32, 
VrEQ}.X%:yrX (MEH Q BR” 的 子 集 类 的 映射 ， 
BRA A u 所 确定 的 法 映射 . 对 上 接触 集 DUM BDUÓ 
y€r',xGodES.Z ucc, WE P? Ex(y) = 
Duly) BJ) x Z u ET E BJ E EF BY. 若 

uEC(MNC HM), 
则 
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XCD |= |x(T'')5| = |DuQ*)| 
Z | ders EEN 
r+ 


玻 尼 极 值 原理 (Bony maximum principle) 
Wiz 2) 中 的 函数 在 一 个 点 上 达到 最 大 值 的 条 件 . 
W «€ WE/GD,.z 是 的 一 个 极 大 值 点 , 若 bn 
pu 
He ess Day) oe <0, 

其 中 (ai) 是 Q 内 的 一 个 非 负 定 和 矩阵 且 ay E Liz (G2). 
实际 上 , 当 p—n 时 上 述 结论 亦 成 立 , 且 结论 可 改写 
为 


lim sup essàCy) < 


其 中 jy) 是 CDzz(y)) 的 最 天 特征 值 

€E [X Jay th [E J 3B (maximum principle in “nar- 
row domains") 关于 椭圆 型 方程 在 小 区 域内 的 解 
的 极 大 值 的 定理 . 设 对 二 阶 线 ee 


Lu = P» zu > (z) Š LM oL c(x)u, 


存在 常数 dE De ec? M ,不 等 
式 


0,lim in ess|Du(y)| = 0, 


à JE | <a x26; 8; A |ë | 
在 人 2 上 几乎 处 处 成 立 , 且 


| 5165 <b, |e| <b, diamQ « d. 
i=1 


5 FETE RA ó> 0,1 ` meas0— |O| <ó N, DH SE u 
€W (02) 满 足 Lu 宇 0( 在 内), 且 
lim supu(x) < 0, 
ES EI) 


则 在 2 内 «x0. 

SS BS Ge EE 8 —  — © EE (Fredholm alternative 
theorem) ”人 研究 线性 椭圆 型 方程 的 解 存 在 问题 的 一 
UZ PR 4] ET E XE. 在 赋 范 空间 中 的 这 个 定理 表述 为 . 
WV 是 赋 范 线性 空间 ,4:V 一 V 是 一 紧 线 性 算 子 ， 
则 以 下 两 种 可 能 有 一 个 且 只 有 一 个 发 生 : 

1. 存在 xEV(x 关 0), 使 得 x 一 Ax=0. 

2. 对 于 任意 y € V ,存在 惟一 的 XEV ,使 得 x 一 
Az -— y. 在 第 二 种 情形 下 , (1 一 4) ! 是 有 界线 性 算 
子 . 

希 尔 但 特 空间 中 的 弗 雷 德 霍 姆 二 择 一 定理 表述 
WT: H TERRES T: H>H 是 一 个 
紧 线 性 算 子 . 则 存在 一 可 数 集 4CR,4 不 含 非 零 极 
WG, E 8 E AAO,AG A, J| 7; £8 Ar— Tx = y, 
Ar 一 了“Xx 二 y, 对 每 一 y€ H Ai, HAAT 

(AL = Ys (AP L= E =a 
ARR. AC A, WEAF AI-T AAT 的 零 空间 有 
IEA PREM; SAMY y IER F AI— T * HSS IR], 
土 述 第 一 个 方程 有 解 ; 而 当 且 仅 当 y IER T 他 一 人 


的 零 空 间 ,第 二 个 方程 有 解 . 
把 这 一 定理 用 于 散 度 形式 的 椭圆 型 方程 的 狄 利 
克 雷 问题 
Lu + pu — — Dj(CajjD;u + dai 
| + ó;D;u + cu + uu = f QE QU), (1) 
u = g (在 30 E). 
WA a FRA abd; €L 2), 且 存在 常数 
A>A> 0, 1848 ALE |^xca;£ 5, All Le 1, VEC 
R"); Mit 2 D SCR A FU K IK A zE FE pR. yr B!) 8 ARE 
域 ,jE 五 2), 则 问题 (1) 只 有 以 下 两 种 可 能 

1. 对 于 任意 f€ H (QA) gE H'O), HAA) 
有 惟一 的 弱 解 . 

2. ££ TE dE IJ u € Ho GOD , 使 得 Lu + pu — 0. 

此 外 ,使 第 二 种 情况 成 立 的 ee 是 离散 的 ,只 能 
以 ce 为 极限 点 ,对 每 一 特征 值 o, MIDI IEN E 
[8] E^ PR E BJ. 

散 度 形式 二 阶 线性 椭圆 型 方程 的 解 (solution 
of second order linear elliptic equation of diver- 
gence form) 见 “ 弗 雷 德 霍 姆 二 择 一 定理 ” 

先 验 估 计 (prior estimate) VERA RRO 
程 的 一 种 基本 方法 和 技巧 . 对 偏 微 分 方程 定 解 问题 ， 
在 解 存 在 的 假设 下 ,通过 方程 系数 、 自 由 项 及 定 解 条 
件 估 计 解 在 某 个 巴 拿 赫 空间 (一 般 是 索 伯 列 夫 空 间 
或 连续 可 微 冰 数 空间 ) 中 的 范 数 的 上 界 的 不 等 式 ， 
例子 参见 “ 绍 德尔 估计 ”“ 解 的 L^ 估计 ”. 利用 先 验 
估计 来 探讨 偏 微分 方程 定 解 问 题解 的 存在 、 惟 一 及 
光滑 等 性 质 是 近代 偏 微 分 方程 研究 的 一 个 重要 方 

绍 德尔 估计 (Schauder estimates) XJ AF Sr 
德 连续 系数 的 二 阶 线性 椭圆 型 方程 的 C*“(0) 范 数 
HJ (hit. Bue Co" (QQ) EB Lu 二 一 aijDiju 十 
6 Dutcu=f FE N A) IK X AK BORE fr fE AA 
ZRADO K A> 使 得 : 

AJE xc gut, SALES (Vz € Q,€ € R°), 


ÄIS eet D lila + Klee A, 
则 对 任意 O' COB 德尔 内 估计 
lon SC| Ff lulo 


Eh C RKF n.a. A/A, A, 以 及 dist ,30). 

设 工 的 系数 满足 上 述 条件 , 又 设 NTC". 
€ C" COOW E. E 387r f 53 WA u |. a= E 
德尔 全 局 估计 


^] 
DAP B Pu 


H 


If ua lu loa , 


其 中 C 只 依赖 于 ma， ido A, 与 (2. 
绍 德尔 内 估计 与 绍 德 尔 全 局 估计 统称 绍 德尔 估 


偏 微分 方程 基本 解法 


i. 

绍 德尔 内 估计 (Schauder interior estimates) 
见 “ 绍 德尔 估计 ”. 

绍 德尔 全 局 估计 (Schauder global estimates) 
见 “ 绍 德尔 估计 ”. 

德 。 吉 奥 基 -纳什 人知 计 (De Giogi-Nash esti- 
mates) ”对 带 间 断 系 数 的 散 度 形式 二 阶 线性 椭圆 型 
方程 的 解 的 赫 尔 德 系数 的 估计 . 1957 年 , 德 。 吉 奥 
Æ (De Giogi, E. ) 得 到 这 一 估计 , 1958 年 ,纳什 
(Nash,J.F，) 对 于 抛物 型 方程 独立 地 得 到 了 类 似 
估计 . 设 wE€EH'(Q) 是 散 度 形式 一 臻 椭圆 型 方程 Lu 
=—D;(a;,Dju)+6,Dutcu=0 的 有 界 弱 解 ,其 系数 
满足 条 件 :对 和 常数 AZRAT OVE 
A|£|2< a, FF, GAEL? (Yr € R, € R^», 


> Ia, NE 9 十 21A | za» + lc llus dies 
则 存在 Cz, 0<7<1, 使 得 对 任意 Ba(x)CQ 有 


Ry 
ess osc < c| Z ess OSC Us, 
Br Cr) a d£ on 
其 中 d,—dist(z,20),C 5 Y RIKI TF n 5E A/A, 


ess OSC 4 = ess sup u — ess inf u. 


由 上 可 知 , 在 Q 内 连续 ( 指 几乎 处 处 等 于 菜 一 在 0 
内 的 连续 函数 ) ,使 得 对 于 任意 的 ns € Q, 有 


= Y 
luG) a6) | «c| 722 ei lu dl imum 
ry 


其 中 d.,—minid..d,).C 5 Y AMF n 5 A/G 
u FEAR FTIR Jr f& — D; Ca;D;u) 3-bi;Diu dT cu — f 4- Df, 
FED qn. f € D (O0, FELO, 其 
中 q. =nq/(n +q), WHE C20 5 0<y<1, f£18 
对 任意 Ba(zx)CQ, 都 有 


ess osc u «C 


| R 
Bg) d, 


Y 
|ess OSC u 
d, x) 


zu a, | | J | I?* (02) Ss 2 | fi | Bai) | , 


HRH: RB C 5 Y HK T n, A/A 5 dian SZ OR -- 
SC Vb HE PE Joh 70 是 一 致 外 锥 性 质 中 的 锥 高 . 设 zx 
是 上 述 方程 的 弱 解 ， 


Lu], — sup lux) — ucy)| 
„3N Dee? |z — y|^ 


则 存在 C>0,0<Y< 1, PRM ER z. y€ 0,8 
|u(z) — uly)| <C|= — yl" lege Lu |. an 


+ flea + DIS ll ae) 
其 中 C 与 ”只 依赖 于 nn,A/4, eq BO. 
弱 哈 纳 克 不 等 式 (weak Harnack inequality) 
有 界 可 测 系数 的 散 度 形式 的 椭圆 型 方程 的 非 负 上 解 
在 一 个 球 上 的 下 确 界 控制 它 在 同心 倍 球 上 的 元 SS 
数 的 不 等 式 . 设 散 度 形式 二 阶 线性 椭圆 算 子 Lu = 
485 


< P: os, 


IS £ A $8 


DiCajjD;u +b (z=)u)+c,G)D u + d(z)u 的 系数 满足 
a; Cx2&,6,22A | 8|* (Vx c Q,€ c R”), 
Kä lai; Cx) Ë < As 


AC» CBC)? + |e,Gz)|2) +A | d(x) | < v. 


WwW u€ Hi (2) 满 足 不 等 式 Lu < g + D. f, H ERR 
Bir» C (2 内 非 负 ,其 中 对 某 一 q>n J.C L'(OD.g€ 
L (Q). dt 1<p<n/(n—2), W 

Ro la da eyes Ct infu + &Q0), 


Rb C=C, A/A,u,R,qsp) RCRI=A CR | fll 
+R® || g ll D :8—1—n/a. 

弱 解 的 哈 纳 克 不 等 式 (Harnack inequality for 
weak solution) 调和 函数 的 哈 纳 克 不 等 式 ( 参 见 
“ 哈 纳 克 不 等 式 ”) 的 推广 . 设 散 度 形式 算 子 工 满 足 
“ 弱 哈 纳 克 不 等 式 ” 词 条 中 的 有 关系 数 的 条 件 ,u€ 
H' (Q) dé Lu = 0 Æ Q PAY SE fà 55 # , WJ SE [EXE 
Bir) C (0,48 

sup u < C m u, 


Bay) 
其 中 C=C(n,A/4,v,R). 由 此 知 对 任意 O CQ, 
sup 4 < C inf u ， 
HP C—C(,A/A,v, 7 , OD. H n £A sa SRA 3E 
导出 弱 解 的 德 . 吉 奥 基 - 纳 什 估计 . | 
fm L’ {Kit (L7 estimates of solution) — Br 
线性 椭圆 方程 的 解 的 WP qa UT. uc Wo (Q) 


在 Q 上 几乎 处 处 满足 方程 Lu = —a,,D,u+b,Dut 


cy 一 了 ,方程 系数 满足 条 件 :存在 常数 KEE 
得 

aj££, 2 AlEl? (Vx € Q,£ € R°), 

2, las |l ,= mt 2718 || ze coup 十 lc || zem SA 


(ai; ecm; ;1，] 二 1， oy en), 
WX EXE Q'C O8 L? 内 估计 


l 
wr < C| +Ë fl a + l | >o 


其 中 C ARM F nib A/A dist(Q' ,20) BL a 的 连续 
模 . 车 再 设 320 属于 CY,w € Wzt(Q) W) (O), MI 
有 L^ 全 局 估计 


1 
IPS «c| EU PATE a| , 


其 中 C KM np A/A. Q 以 及 ao 的 连续 模 . 解 的 

Le 内 估计 与 解 的 L? 全 局 估计 统称 解 的 L^ 估计 . 

f BJ L" V3 fih it (77 interior estimates of solu- 
DN ET 

H L £ B fh vF (L7 global estimates of solu- 
见 “ 解 的 L^ 估计” 

克 里 洛 夫 - 萨 弗 诺 夫 估计 (KKrylov-Safonov esti- 

非 散 度 形式 二 阶 线性 椭圆 方程 的 赫 尔 德 模 


° 


tion) 


tion) 


mates ) 
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估计 , 它 对 于 完全 非 线性 方程 的 研究 是 不 可 缺 的 . xa, 
里 洛 夫 (Krylov,N.V. ) 与 萨 弗 庶 夫 (Safonov, M. 
V. ) 的 这 一 估计 是 基于 亚 历 山 德 罗 夫 极 值 原理 得 到 
AY. dt u E W° (O) ig Lu-—a;D;u--5;D;ud-cu-— f 
(在 Q PO LEO E ASI Sa; GOES AJ |", z 
€ Q,£€ R', AA 0 HA, 


A |]? D 
7S! ea <, — < 
则 对 任意 球 Bo= Ba Q0 CO Fl RKR, A 


ee «cg 
Rb C=C(n, Y, v, Ri), ,a=aln, Y, v, R) EER, m 
k= || f—cu | DER # ucW|"donconnIm Lu 
= f, Æ 30 E e= ge, FEL (NA), pE C"(Q)C870), 
2 满足 一 致 外 锥 条 件 , 则 u ECD HH |z |... <C. 
二 阶 完 全 非 线 性 椭圆 型 方程 (fully nonlinear 
elliptic equation of second order) 最 一 般 的 二 阶 
椭圆 型 方程 , 即 形 如 f(r,u,Du,Du) 二 0 的 方程 ， 
其 中 F(x,z,p,7) 定 义 于 TXRXR"X E.S" K 
ZR BU. n 阶 对 称 和 矩阵 组 成 的 空间 , 且 
aF 
dri; 
是 正定 和 矩阵. 设 非 线 性 函数 F(z,z,p,7) 在 全 上 满 
足以 下 结构 条 件 : 
1. FE A— A Cr ,z,. p, A— Ate, p) EEr E 


ar< | 5) <A, pS EE 


(osc u + ÈR,), 
By 


2. |FGroz 8500 | Ap CI e DOE - Lo 12. 
3. (1+ I8 D EFL] E LE EO le) IF 
«cAgusCIz DX |F + irl». 
4. F(x,z. por) 3 r JS [U] on. 
5.F(z,z,p, 0)3signz<A(1+ | pl). 
6. Regie p r)<0. 
EER ERR, G )G = 1,2,3)5F[0,4+oo] 
上 的 非 减 非 负 函数 , 且 A 在 QXR XR" 上 局 部 有 界 ， 
则 存在 0 二 a 二 1 ,使 得 对 于 任意 0 二 86 过 ,如果 200€ 
CE, pE C8(02), 则 存在 惟一 解 uc C^? GO» E 
F(z,u,Du,D'u)=0 (Œ Q W), 
H (FE 200 E), 
其 中 a fe F n. dol; AR O, ol; 是 9 在 
C? CO) rp f yi BL. 
Jk BAH (Bellman equation) 控制 论 中 提 
出 来 的 一 类 完全 非 线 性 一 致 椭圆 型 方程 . ix 
Lu = aj D;ju + 6Du+ cu (k= 1,2,.…,N). 
贝尔 曼 方程 的 狄 利克 雷 问 题 是 


Ges (L,u — fa) = 0 (在 人 2 内 )， 


(在 a E). 


ISSN 


z == @ 


假设 系数 满足 以 下 条 件 : 
1. 存在 AC Ap, {E1 E R 上 
AI < (a) < Al, A/A x wy CR = 1,2,.%,N), 
其 中 us dC | 
2. 存在 常数 A EIE O 上 


Sila la + Dy lle + DG Cale + llo < An, 
i j k an n 


3. Æ Q p] c, x0. 

设 存在 a 二 a(n,p), 使 得 当 0 < 8< < 时 ， 
I NECI, pE CU G2) , 则 贝尔 曼 方 程 的 狄 利克 雷 问 
题 有 解 ¿ € C^ (2). 上 述 方程 由 贝尔 曼 (Bellman， 
R. ) 建 立 , 它 在 变 分 法 中 起 着 重要 作用 . 

蒙 日 -安培 方程 (Monge-Ampére equation) — 
类 几何 问题 中 提出 来 的 完全 非 线 性 椭圆 型 方程 ,其 
形式 是 det D?^u) — fru, Du). 3428 SE D'u JE 
XE E] ix d TEA de A EB. # f € CT OOXR X 
R") 是 一 个 正 函 数 ,满足 结构 条 件 : 

1. 存在 非 负 函数 g € Lie (R") hE L! CORE 
,使 得 

h(x) 

ECP) 
(Vr€Q,lz|N,pcR^». 


2. | hdz < | edp =p... 

3.05 f(r.o pH) KU z DJP VT, z RF enh 
一 邻 域 Nz ER, (pl >u z|), yu 是 一 个 非 减 函 
数 , 且 f. 

Mik 2EC ,0 是 一 致 止 区 域 , 则 蒙 日 -安培 方 


aos Ce ;之 ,p)sign Zz 太一 一 ~ 


程 的 狄 利 克 雷 问题 
det(D'u)— f(ir,u,Du) CENA), 
u= (在 02 E) 


对 任意 0 二 a 二 1 有 解 ucc (OQ). 

极 小 曲面 方程 (minimal surface equation) 在 
固定 边界 上 的 具有 最 小 面积 的 曲面 所 满足 的 方程 . 
BR ”中 的 曲面 方程 为 w+i=x(Cz)CzE2), 则 面积 
积分 


CO In Ji Diria 
的 欧 拉 - 拉 格 天 日 方程 
PETS 
tum Dil es 


即 是 极 小 曲面 方程 . 这 是 一 个 熟知 的 拟 线 性 椭圆 型 
方程 , 它 是 更 一 般 的 指定 平均 曲率 方程 的 特例 .者 OQ 
ER 中 的 有 界 C- 区 域 , 则 狄 利克 雷 问 题 ue = 0 
ENAA) u= Æ N 上 ) 对 任意 gEC"(30) 有 人 解 
的 充分 必要 条 件 是 边界 22 的 平均 曲率 处 处 非 负 . 
指定 平均 曲率 方程 (prescribed mean curvature 
equation) 平均 曲率 为 已 知 的 曲面 所 满足 的 方程 . 
如 果 R 一 ' 中 的 曲面 nuu E= Gir 


1/2 


D. 
ju EN 


偏 微分 方程 基本 解法 


€ Q 的 平均 曲率 为 H (>) leeë w(x) 满足 方程 
: | mu. 


n 


Da 

D SP 
或 

Au= (1 + |Du|*?)Au — DuDwuD,,u 

= nHO + |Du|?)*”, 

尔 它 为 指定 平均 曲率 方程 . 以 v 记 曲面 x,41 = u(x) 
的 法 向 量 , 令 

H, = sup|H |, 

H, — sup (— ve DH)*x sup |DH |, 


uE, y ECO, 4 d=dist(y',aQ), WAR 
BE hit | Du Cy) | zCiexp (C, sup(u—uCy ))/d}, 其 
中 C==Ci(n,dHo,d*Hi),C;,=C,(n,dH,,adH.). 

设 Q2 是 有 界 区 域 ,90 EC,0< 过 a<1,9E€ 
C(O. SES HR H € C! (00,90 的 平均 曲率 H WS 
足 


iO s 
又 设 存 在 s> 0,189 
x NL = ST 1Dyldz (V 7 € C10)). 


则 狄 利 克 雷 问题 —ZZu= xH (1+ | Du |^ EQ 内 )， 
u-—g(E AU 上 ) 有 惟一 解 zxEC2… (OQ). # PE 
C C20 , 则 有 惟一 解 (€ COQ) NCQ). 

索 伯 列 夫 空间 的 内 捅 不 等 式 (interpolation in- 
equality of Sobolev space) 由 高 阶 和 低 阶 索 伯 列 
夫 空 间 范 数控 制 中 间 阶 索 伯 列 夫 空间 范 数 的 不 等 
式 . 设 OCR" 具有 一 致 锥 性 质 ,并 且 设 es 是 有 限 正 
数 , 则 存在 常数 K —K (e,m, p, D , fi xT Sne, 
(eseu, 任意 的 整数 COS van — DD, DAR TEE DÉI 
uc HIT), 8 

jejas kielt iele 
称 该 不 等 式 为 索 伯 列 夫 空 ; 间 的 内 播 不 等 式 ， 

尼 伦 伯 格 不 等 式 (Nirenberg inequality) 一 种 
形式 的 索 伯 列 夫 空间 内 持 不 等 式 . 设 QC R" 是 一 个 
具有 限 锥 性 质 的 2 维 有 界 区 域 , 记 

CV u) p= | V iu | L, 


mI | 2 | D*u (z) |? GE ， 


lal = 


14H O0) (Vy€ af). 


则 
(Maus S CCCVIu V ye C) 
其 中 pe lar l; 


VNDE M M 
q n i P 
j 
E c +, 1 ° 
除非 1 p roo H l—j—n/p E dE fi BR, 4 1—< p 
487 


Q€—9 @) 


E 
n r 


f dx 分 A 程 
<+00f l—j—n/o 为 非 负 整 数 时 (1) 对 rE Lj/L. 
1 成立. 

弗 里 德里 希 斯 不 等 式 (Friedrichs inequality) 
KF BR 5 R: BA L° 范 数 的 不 等 式 . 设 QCR' 
是 一 个 使 高 斯 -格林 公式 成 立 的 区 域 , 则 称 不 等 式 

| az < K kaka + | was) 
为 弗 里 德里 希 斯 不 等 式 . 

BE Pn 3 AN EK (Poincaré inequality) KF PR 
数 与 其 梯度 的 L^ 范 数 的 不 等 式 . 设 RCR" 含 于 一 
个 宽度 为 h 的 条 形 区 域内 ,xE Wo? CQ), kam 
加 莱 不 等 式 成 立 

| lulz < he |. |Du is, 


而 不 等 式 
| dz s K| |Du ocn ral | vaz 


亦 称 为 庞 加 莱 不 等 式 . 若 集合 N= (€ Q|u z)= 0) 
的 R” 中 的 测度 | 六 | 盖 0, 则 


| ut dz < kl | Du |’°dz. 
a a 


李 亚 普 诺 夫 曲面 (Liapunov surface) 体积 分 
及 曲面 积分 相互 转化 的 格林 公式 对 任意 连续 可 微 函 
数 都 成 立 的 一 类 区 域 的 边界 曲面 .R” 中 的 区 域 2 的 
边界 S 如 果 满 足下 列 条 件 , 则 称 S 为 李 亚 普 诺 夫 曲 
Il : 

1. S HART n KRE uw , ET X. PR B5 
点 z€ S 有 参数 表示 T= t: strs" t-i) G=152, 
eon) z KEM TEE tit Ü st I BJ — 4 8 EE X R 
S N. 

2. BM zzz z, 建立 了 2 到 与 SS 的 对 应 部 
分 之 间 的 一 一 对 应 ,二 EC CF). 

3. ZE GG ON 


ILa, Logt Ti | Ti l tttm) 2112 
= P < j | | 
Es I(t, , £5, *** 41, 4) > 0 


4. 曲面 S 的 外 法 线 v 满足 


astoa a MM: TENIS ae 
SS J a(t, sbatte TD 
G— 1,2, 7,2). 


£ S 为 李 亚 普 诺 夫 曲面 ,p= 二 (pi1, pos 
C…(0), 则 有 格林 公式 


| div pdx = | pavas, 
2 an 


其 中 vv 为 20 的 单位 外 法 向 ,dS 二 Jdtidt2…dt,_1; 为 面 
积 微 元 . 

单 层 位 势 (single layer potential) 通过 基本 解 
定义 的 一 个 曲面 积分 ,也 是 拉 普 拉 斯 方程 的 一 个 特 
解 . 设 (x,y) 是 拉 普 拉 斯 算 子 在 区 域 2 上 的 基本 
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Pare 


fF , PR BX 
u(x) = | DG 060088, 


称 为 密度 为 o 的 单 层 位 势 . 如 果 ON 是 李 亚 普 诺 夫 
曲面 , 则 对 任意 m C AN £ 


Qu (xo) o 1 aD (xn, , y) 
dut za) — 2 9) +] dut ze) a(y)dSy, (D 
其 中 v(xzo) 是 在 as 处 的 外 法 线 ,而 

du (zo) — TA du(x) 

ut Xo) Es SEN Wl ti) 


Bk COO ARE AY BRE. 根据 (1) 可 将 拉 普 拉 
斯 方程 诺 伊 曼 问题 


du 
3079 (在 a E) 
化 为 对 ol(x) 解 下 列 积分 方程 的 问题 
oues 2| I T EP acy dS, CT 


BR iy ERG BY EK EF X Gump relation of 
derivatives of single layer potential) “AE fv 
CH | 

N E fir (double layer potential) 通过 基本 
解 的 法 向 导数 定义 的 一 个 曲面 积分 ,也 是 拉 普 拉 斯 
方程 的 一 个 特 解 . 设 忆 (zyy) 是 拉 普 拉 斯 算 子 在 区 域 
Q 上 的 基本 解 ,函数 

A (zy) 


ii 1. dv(y) 
称 为 密度 为 o 的 双 层 位 势 , 其 中 v(xz) 为 在 xz 处 的 外 
法 线 . 如 果 30 是 李 亚 普 诺 夫 曲面 , 则 对 任意 x€ 
2(2, E] | 


lim u(x) = Foxy) + | 
此 式 称 为 双 层 位 势 的 牙 度 关系 .因此 ,可 将 拉 普 拉 斯 
方程 犹 利克 雷 问 题 

Au=0 ÆN), 
N = p (Xp 3N E) 
化 为 对 c(Cz) 解 下 列 积分 方程 的 问题 


PES I(r, y) 
a(x) = d WO) a(y)dS, + 2x). 


X E Gr 28 BS EK FE R Gump relation of double 
见 “ 双 层 位 势 ”. 


o(y)dS, 


ol (toy) 


Ee EE E 


layer potential) 


HS Rm TMA EA Fai AI KC 
FPFE BER Bi BRL 
THE MAE EKR 陈 庆 益 XL" 
BUKSt w 玲 ERE 


积 分 


积分 方程 (integral equation) 积分 号 下 出 现 
未 知 了 水 数 的 方程 . 数学 物理 中 的 某 些 问题 党 可 直接 
归结 为 积分 方程 . 早 在 1823 年 , 阿 贝尔 (Abel,N. 
H. ) 人 研究 重力 场 中 质点 运动 轨道 形状 与 落下 时 间 的 
关系 就 得 到 被 称 为 阿 贝 尔 方程 的 积分 方程 . 刘 维 尔 
(Liouville,J.) B 1832 年 起 就 解 出 一 些 特殊 的 积分 
方程 并 把 微分 方程 的 初 值 问题 化 为 积分 方程 再 用 逐 
次 代入 法 求解 . 这 些 早 期 工作 是 零星 的 ,直到 19 世 
纪 最 后 几 年 积分 方程 理论 才 得 到 迅速 发 展 ,奠基 性 
H^) 7: BÀ JE: H UK Z 28 i (Volterra, V. 2 , Sb $8 18 28 18 
(Fredholm, CE. )I. ) 以 及 稍 后 的 希 尔 伯 特 (Hilbert， 
D. ) 给 出 的 . 从 此 积分 方程 就 发 展 成 数学 学 科 的 一 
个 独立 分 支 . 

沃 尔 泰 拉 是 积分 方程 一 般 理 论 的 第 一 个 创立 
者 . 1896 一 1897 年 ,他 研究 了 后 来 被 称 为 第 二 类 沃 
尔 泰 拉 方 程 的 积分 方程 


f(z) = ulz) + [eer ucodt, (1) 


Se E T ORE E DOR META , TI WE BH Es H 
而 得 出 解 的 存在 性 ,并 且 指 出 第 一 类 沃 尔 泰 拉 方程 


diy | kG Sitë 


均 可 化 为 第 二 类 沃 尔 泰 拉 方 程 求 解 . 他 注意 到 积分 
方程 是 线性 方程 组 当 未 知 数 个 数 趋 于 无 穷 时 的 极限 
J XX. 弗 雷 德 牌 姆 继承 了 这 一 观点 ,他 于 1900 ER 
统 地 研究 了 后 来 被 称 为 第 二 类 弗 雷 德 霍 姆 积分 方程 
的 一 般 核 的 积分 方程 


b 
debeas de | Eege, — GS 


(8 SECOS 35 AREE MGE E BU LYCIA E 
理 . IK OR RH bt, = 0(£> z) BJ 38 
例 . 与 沃 尔 泰 拉 方 程 不 同 ,第 一 类 弗 雷 德 霍 姆 积分 方 
g 


HORT | eer €ucerdé (3) 


一 般 不 能 化 为 第 二 类 弗 雷 德 霍 姆 积分 方程 去 解决 . 
这 是 因为 (3) 作 为 积分 算 子 一 般 是 某 些 函 数 空间 上 
的 紧 算 子 ,而 紧 算 子 除 有 限 维 外 是 没有 有 界 逆 的 . 所 
以 (3) 是 一 种 “病态 方程 ”, 它 的 理论 至 今 沿 不 完整 . 
希 尔 伯 特 于 1904 一 1912 年 发 表 一 系列 积分 方 
程 的 论文 ,将 弗 雷 德 霍 姆 定理 在 线性 方程 组 理论 的 
基础 上 严密 地 实现 了 极限 过 程 ,创立 了 对 称 核 积 
方程 系统 的 谱 理 论 ( 这 工作 后 来 由 施 密 特 (Schmidt， 
E. ) 简 化 ,因此 称 为 希 尔 伯 特 - 施 密 特定 理 ), 为 了 排 


J 程 


除 连续 谱 ,他 引入 了 全 连续 的 概念 并 且 发 现 这 是 弗 
雷 德 霍 姆 方法 成 功 的 关键 .他 的 另 一 最 有 价值 的 成 
就 是 把 微分 方程 的 斯 图 姆 - 刘 维 尔 边 值 问题 化 成 积 
分 方程 ,使 积分 方程 成 为 解 常 微分 方程 和 偏 微分 方 
程 的 一 种 重要 方法 . 希 尔 伯 特 对 积分 方程 的 贡献 在 
现代 分 析 中 产生 了 十 分 深远 的 影响 . 

一 个 积分 方程 ,如 果 弗 雷 德 霍 姆 定理 对 于 它 不 
成 立 ,或 它 的 特征 值 有 有 限 的 极限 点 或 有 连续 谱 就 
称 为 奇异 积分 方程 . 差不多 紧 接 着 弗 雷 德 霍 姆 积分 
方程 的 理论 的 出 现 , 庞 加 莱 (Poincare,(J. -)H. ) 和 
希 尔 伯 特 就 开始 研究 带 柯 西 核 的 奇异 积分 方程 . 奇 
异 积分 方程 的 出 现 甚至 可 以 追溯 到 更 早 ,1782 年 ， 
拉 普 拉 斯 (Laplace,P.-S. ) 和 1811 44 48 E M (Fouri- 
er,J. B. J. ) 的 工作 中 出 现 的 后 来 称 为 拉 普 拉 斯 变换 
和 傅 里 叶 变 换 以 及 其 他 名 称 的 各 种 积分 变换 ,实质 
上 就 是 奇异 积分 方程 , 求 其 逆 变 换 就 是 解 相应 的 奇 
异 积分 方程 .因为 要 求 有 逆 变 换 , 所 以 变换 的 积分 方 
程 不 可 能 是 第 一 类 弗 雷 德 霍 姆 方程 .1921 年 , 诺 特 
(Noether,F. ) 提 出 指标 概念 ,给 出 奇异 积分 方程 的 
基本 定理 一 一 诺 特 定理 . 弗 雷 德 霍 姆 定理 是 该 定理 
中 指标 为 零 的 特例 . 奇异 积分 方程 早期 未 受到 重视 ， 
20 世纪 40 年 代 , 苏 联 学 者 系统 研究 和 发 展 了 奇异 
积分 方程 的 理论 和 应 用 ,至 今 理论 已 至 于 完善 , 原 苏 
EK > ZS BE ak A TE BE All (Mycxenuniuznu, H. H. ) 的 
专著 《奇异 积分 方程 》 就 系统 地 总 结 了 这 方面 的 成 
果 , 它 的 应 用 范围 也 日 益 扩 大 ,例如 ,在 平面 弹性 理 
论 中 的 应 用 已 发 展 成 为 不 可 缺少 的 基本 方法 . 

奇异 积分 方程 另外 有 两 种 经 典 类 型 :一 类 是 以 
维 纳 - 霍 普 夫 方 程 


u(x) — MES =f (ede = for) 


(0 < x <+ oo) 

为 代表 的 卷 积 型 方程 . 1948 年 , 拉 波 波 尔 特 
(Panonopt, H. M. ) 把 上 述 方程 化 为 黎 曼 边 值 问题 去 
解决 . 1958 4E , 3E 3E D] (Klein, (C. )F. ) 与 哥 赫 别 格 
(Tox6epr, H. Ll. ) 对 卷 积 型 方程 建立 了 一 般 理论 . 另 
一 类 型 是 对 偶 积 分 方程 

积分 方程 的 抽象 理论 开端 于 里 斯 (Riesz,F. )， 
他 在 1907 和 1918 年 的 论文 中 引进 了 ZL? ZH Co 
1) 和 全 连续 算 子 即 线 性 的 紧 算 子 ,把 


HKH ulr) = | kee, yu (Ode 
看 成 L* 上 定义 的 算 子 ,积分 方程 (1) 可 看 做 算 子 方 
fe S= T+ u (T 为 恒 等 算 子 ). 34 A 是 全 连续 
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算 子 时 ,他 建立 了 这 类 算 子 方程 的 一 般 的 弗 雷 德 霍 
姆 理论 ,这 是 泛 孙 分 析 抽 和 象 算 子 理论 的 一 个 首创 . 奇 
异 积 分 方程 理论 的 抽象 化 分 别 开 端 于 1962 年 哥 赫 
别 格 和 1964 年 欣 布 罗 特 (Shinbrot,M. ) ,后 来 的 发 
展 称 为 一 般 维 纳 - 霍 普 夫 算 子 的 理论 . 抽象 化 的 思想 
不 仅 用 于 研究 线性 积分 方程 ,也 大 量 应 用 于 人 研究 非 


线性 积分 方程 . 现在 积分 方程 这 一 分 支 已 成 为 泛 函 


分 析 算 子 理论 的 一 个 重要 组 成 部 分 . 
1930 Æ , Iñ ER Er JH (Hammerstein, H.) Æ yY T 
如 下 非 线性 积分 方程 


r(s)-— | bk G,t) f (£,xGD))0dt (s € G) 
G 


的 求解 理论 ,20 世纪 50 年 代 以 后 ,这 类 被 称 为 哈 默 
斯 坦 方 程 的 研究 得 到 了 了 迅速 的 发 展 , 出 现 很 多 有 效 
的 研究 方法 ,如 拓扑 方法 、 变 分 方法 和 凸 锥 方法 等 . 
男 一 类 重要 的 非 线 性 积分 方程 是 1947 FRENE 
卡尔 (Chandrasekher,S. ) 开 始 研 究 的 所 谓 H 方程 : 


= S d 
H (x) =14 2H (x)| — 


Xr 20 年 来 ,这 类 方程 的 理论 也 有 很 快 的 发 展 . 

非 线 性 积分 方程 ,以 及 研究 历史 更 短 的 随机 积 
分 方程 ,积分 -微分 方程 ,其 内 容 和 范围 还 没有 定型 ， 
有 待人 们 去 研究 和 发 展 . 

线性 积分 方程 (linear integral equation) 积分 
方程 主要 研究 的 对 象 . APR A MA AER 
分 号 下 , 这 个 方程 称 为 积分 方程 . 当 积 分 方程 中 的 未 
All PRA FE — IK BJ ,就 称 为 线性 积分 方程 , 它 的 一 般 形 
式 是 


ou = Gt af k(x Du (Ede 


(a & x E 

其 中 alr), fOM kr OMBCHARALS 
数 ,a,6b EE S u OERA RRM SORA H Jin. 
如 果 f(z) 夺 0, 则 称 该 方程 为 齐 次 积分 方程 . 

齐 次 积分 方程 (homogeneous integral equati- 
on)” 见 “线性 积分 方程 ”. 

a (8 FE 58g FA 43 7; $2 (Fredholm integral equa- 

tion) 一 类 最 基本 和 重要 的 积分 方程 . om 
积分 方程 的 一 般 形式 是 


a(r)u(r) = f(x) + af R(x Eu (EdE 
(a < xr xb), 
RB ERG JE YE ZETA XL r, 是 p(p 宇 1) 次 


2t XT AY FA pq Xr, fxr) u(r) WE 4 pú 2⁄4 Z= |a] rH > 
E. 34 a(z)==0 时 ,上 述 方程 成 为 


[Gc tue)dé n 


JUR 75 F PR 29 5S — 25 9b 18 16 48 GE 
3$ a(z) 恒 不 为 零 时 ,方程 可 改写 为 下 列 形式 : 
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b 
u(x) = f(x) + af k(x,&)ul(E)dẸ, 


JUR )y TUER E :8 GR EE T 4 75 FR. 这 是 理 
论 上 研究 得 最 完善 的 一 类 方程 . 24 aC TE [a5 ]rn 
JEM A = W E SSE, 相应 的 弗 雷 德 霍 姆 积分 方 
程 的 一 般 形 式 不 再 能 改写 为 第 二 类 ,这 种 方程 称 为 
第 三 类 弗 雷 德 霍 姆 积分 方程 .” 维 的 弗 雷 德 霍 姆 积 
分 方程 有 如 下 形式 


PUPS FP) = | ACP ,Qu(Qvda, 


EHH N ER PHK, P, QEN uP) ERMAK, 
aCP), f (P) MIZ RCP, Q) E E, 3 PR $£, 3 2 TF 
P,Q Æ pCoZE DUX Xa FR RL. EE — 2Š BË 
雷 德 霍 姆 积分 方程 的 理论 和 一 维 的 情形 没有 本 质 上 
的 不 同 . 

一 维 的 方程 也 可 推广 到 曲线 世上 , 若 二 是 复 平 
面 上 有 限 条 互 不 相交 的 分 段 光 滑 的 简单 财 曲 线 或 怠 
段 , 则 弗 雷 德 霍 姆 积分 方程 的 一 般 形 式 是 


ey eon tenes | &G Du cod eer. 


其 中 x(z) 是 亏 上 的 未 知 的 复 变量 z HRW oO, 
S) R ke,t) iB AR A LAE E wR. 

积分 方程 的 核 (kernel of integral equation) 
指 线性 积分 方程 中 积分 号 下 的 已 知 图 数 , 它 决 定 积 
分 方程 的 特性 . PRO (zx,§) 称 为 积分 方程 


u(x) = f(x) 十 af a(x yu (dë 
的 核 . 如 果 
Mae) = > (x6, (€) 


时 , 它 就 称 为 退化 核 . 如 果 &Cz,6) 关 于 工 , 是 对 称 
PR AC. B Cr, E) =k, r), UE ER k Cr 50 ROSE RK. 如 
R (z 50d S [EL ERI H kr, FE) — RCE zi, WH 
k(x,$) 是 埃 尔 米 特 核 ,其 中 &(§,z) 表 示 &(§,zx) 的 复 
Jt Ug PRX. 如 果 kar, EW ERAF klar, E) =— kE, 
x) WE Cr. ARM RE, WAT Ree OAK 
值 函 数 , 则 i Cr, EE EIR IR KEK. 


Xt FR (symmetric kernel) 见 “ 积 分 方程 的 
E. 
埃 尔 米 特 核 (Hermite kernel) 见 “ 积 分 方程 的 
E". 


F XJ RRR (antisymmetric kernel) WRIS 
程 的 核 ”. 

退化 核 的 积分 方程 (integral equation with de- 
generate kernel) 一 类 简单 的 积分 方程 , 它 可 以 用 


代数 方法 求解 . 退化 核 的 积分 方程 是 指 方程 
u(x) = f(x) + af > (z)b;,(£)z= (£)d£, 
H P HJ a; Cr) F b; ,(&) 都 可 认为 是 线 性 无 关 的 , 它 可 


以 直接 化 为 线性 方程 组 求解 . 方程 可 写 为 
aan) = fern i adio: (1) 


j=l 


其 中 
b 
pus | ANGUGLG (2) 


是 未 定常 数 . 为 确定 ci, 将 方程 (1) 代 和 人 (2) 式 , 即 得 
确定 c, 的 线性 方程 组 


5G —À» aie, f G = 1,2, m), (3) 
j=l 
其 中 
dij 一 [a aads, fi = | b,G)feyaz 


是 已 知 常数 ; 若 1 不 是 矩阵 A= (la) OPEB. BI 
det(1 — AA) = 0, 

则 方程 组 (3) 有 惟一 解 Ci Cy *** Cm， 代 回 方程 (1), 即 
得 积分 方程 的 解 a (>). 

积分 方程 的 特征 值 (characteristic value) € 
数 的 特殊 值 ,这 些 值 使 方程 求解 产生 质 的 变化 .第 二 
DE E E Y S HF QE 

w(x) = Al Gr Du EdE (a <E <5), 


如 果 当 4 取 某 值 % 时 ,方程 有 不 恒 为 零 的 解 u (=>), 
则 称 是 积分 方程 的 特征 值 ,相应 的 uCz) 称 为 积 
分 方程 的 特征 函数 . 当 (x,6) 不 是 退化 核 时 ,相应 
的 积分 方程 一 般 有 可 数 个 特征 值 和 (x 二 1,2,…), 并 
且 在 复 平面 有 界 域内 无 聚 点 . OT AE A 可 以 
对 应 至 多 有 限 个 线性 无 关 的 特征 函数 . 当 特 征 值 入 
只 对 应 一 个 特征 函数 时 ,这 个 特征 函数 除 一 常数 因 
子 外 完全 被 确定 . 

积分 方程 的 特征 函数 (characteristic function) 
见 “ 积 分 方程 的 特征 值 ”. 


* ` `. 


XX XR iB LE (successive approximation meth- 
od) 求 积分 方程 解 的 一 种 方法 . 设 有 连续 核 的 积分 
方程 


u(x) = f(x) + af kæ, Eu (Erde, 


HERRN ARERIA 

u(r) = u; (t) d u GÀ Fw; EO n, 
如 果 此 级 数 在 区 间 [La,b5j 上 关于 x 是 一 致 收敛 的 , 那 
么 把 它 代入 积分 方程 , 便 可 逐 项 积分 ,比较 4 el S 
的 系数 便 得 到 确定 u(xz) 的 递 推 公式 

u(r) = f(z), 


b 
TOE | pads cede cuestion ust 


其 中 w(x) (二 1,2,…) 都 是 连续 函数 . | A| ET 
小 , 则 级 数 


R 分 J 程 


> Yu (z) 
XT < SRM H-S, TEK jz) 连续 时 ,此 级 
数 的 和 是 连续 图 数 并 且 是 积分 方程 的 解 . 
预 解 核 (resolvent kernel) ”用 来 给 出 积分 方程 
解 的 一 种 积分 表示 ,利用 它 可 以 研究 积分 方程 的 有 
KEE. UE &(Cz,6) 是 积分 方程 


u(x) = f(x) 十 af Cx Eu (dé 


的 连续 核 MI RCO) | CM (az, Fb), H 3e TEES 
式 
ki (2,6) =kCz56), 


b 
TAS (n—2,3,:-) 
x 


Rig (eye) = | k, Cr DEO. )d7, 


E 
| A | < 一 1 s 
M(b — a) 
时 ,级 数 
PA seno ab 


n=] 
FE aKa Fb EMI H— RUM, Romeo 
Rass Ay e EOD. 


此 级 数 称 为 诺 伊 曼 级 数 ,RC(z,&,4) 称 为 积分 方程 的 
预 解 核 . 预 解 核 是 4 全 平面 上 的 半 纯 函数 , 它 在 任 一 
有 和 界 域内 只 可 能 有 有 限 个 极点 ,每 个 特征 值 就 是 预 
解 核 的 极点 . 利用 预 解 核 , 积 分 方程 的 解 可 表示 为 


E Coe. Al Re, DSE 


1 
| LUE TTE 
这 个 结果 在 L 空间 也 同样 成 立 . Mi klar, E) 


NET des G; 


id Ni es y 5 = E 
和 
| ee (da = D*, 
则 近似 解 序列 
à.) = feo 十 [e sorde 
在 |4| 二 1/B WARE B — Scl c RR ERA 


程 的 惟一 解 . 


诺 伊 受 级 数 (Neumann series) J“ FARR”. 
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# 分 J 程 


dB TE f BE al st (Fredholm determinant) 
预 解 核 中 出 现 的 行列 式 . BRIBE IB TL f Ez 
表示 式 


ROSE) S > ha Gtr 


只 对 充分 小 的 14| 有 效 . BY A, 3 F E S Sp 
HÆTTI DA) 


7 E 
DOT ` sS. Sd,» 


其 中 
b [rs ih t £, 
d, = | «| d | dedi, di. 
a Ja |Ë fy t, 
行列 式 
d EIE d 
jo. doo t, 
R(t, .t;) bt.) RU GE) 
R(tost;) RC.) k (t, stn) 
kb.) RCtaste) R(t, stn) 
以 及 


dx) 
b gea CES t 
= ffa; P dà | 
就 可 得 到 预 解 核 RoE A) TE SEI ARE I ET 
表达 式 


L, 
dr, dreet, E 
L, 


D(x,€,2) 


R(x,€,A) Kee DA) , 


其 中 
D(z,£,3) = kl) + P3C— 1)" “a, GO, 
KEN ` 


它 对 所 有 4 都 收敛 . 预 解 核 的 这 个 表达 式 称 为 弗 雷 
德 霍 姆 公式 . 这 个 公式 显示 预 解 核 是 4 的 半 纯 函数 ， 
并 且 可 以 证 明 ,4 是 齐 次 积分 方程 的 特征 值 的 充分 
必要 条 件 为 4 是 DAHER. 

弗 雷 德 霍 姆 公式 (Fredholm formula) 
雷 德 霍 姆 行列 式 ”. 

dB 79 £8 FE OA E EB (Fredholm theorems) 积 
方程 的 基本 定理 . 设 第 二 类 弗 雷 德 霍 姆 积分 方程 是 


b 
ys af Laude = FG. —4 


WRN ABS x.5 互 换 , 得 到 的 积分 方程 
d Al RE, o (d£ es 


称 为 方程 (1) 的 转 置 方程 . 弗 雷 德 霍 姆 定理 或 者 说 弗 
雷 德 霍 姆 理论 是 指 以 下 四 个 定理 
1. 《二 者 择 一 定理 ) 或 者 是 非 齐 次 方程 (1) 对 任 
意 给 定 的 f(zx) 有 惟一 解 , 或 者 是 方程 (1) 的 齐 次 方 
程 有 非 零 解 , 二 者 必 居 其 一 . 
492 


Ul“ 


2. 方程 (1) 的 齐 次 方程 和 它 的 转 置 齐 次 方程 有 
有 限 个 相同 个 数 的 线性 无 关 解 . 

3. 24 A, 是 特征 值 时 , 非 齐 次 方程 1) 有 解 的 充 
分 必要 条 件 是 已 知 函 数 f(z) 满 足 条 件 


b 
| fav Goda = 0 (j=lçl1,2, m), 


其 中 o; Ce) FE 56 EFE WK Jr fz 0 82 PE TE IE A DR Bl 
f(x) 与 转 置 齐 次 方程 关于 A 的 一 切 特 征 函数 正 交 . 
此 时 方程 (1) 的 解 取 形 式 


u(r) = u(r) + S Gp), 


其 中 wo(x) 是 方程 (1) 的 任 一 特 解 ,8 是 方程 (1) 的 
齐 次 方程 对 应 的 m PS Se PETC BY APE BRK oc; 是 
任意 常数 . 

4. 在 4 复 平 面 的 任意 有 界 区 域内 ,方程 (1) 的 齐 
次 方程 只 有 有 限 个 特征 值 . | | 

98 AP FE Z (weak singularity kernel) 具有 可 
积分 的 奇异 性 的 核 . 奋 积 分 方程 的 核 不 连续 ,并 且 有 
形式 
h(x,&) 
[emg] 
HP Al, EEA B PRAEC. MER £ C“ DRA SEE 
性 核 . 对 于 弱 奇 性 核 的 积分 方程 , 弗 电 德 替 姆 定理 同 
样 成 立 ， 

对 称 核 方程 的 性 质 (properties of equation 
with symmetric kernel) 对称 核 积分 方程 特有 的 
EE. 设 第 二 类 弗 雷 德 夫 姆 积分 方程 的 核 ACz,E) 是 
NEE, Bt EN RC 30. X Ou) E 8E E pr n 
分 方程 


kles) = (O<a< 1); 


tees a| +C Sitë 


的 特征 值 , (o, Cor) } RE XTW DESEN, A HER: 

1. pk Gr) A TB 25 UI TE K EEDA A 
特征 值 . 

2. 对 应 不 同 特征 值 的 特征 消 数 是 正 交 的 , 即 大 
丸 隆 ， 则 相应 的 特征 函数 (u(x)) 满 足 


b 
| up Cr)u;Cr)dx = 0. 


3. A, 都 是 实数 . 

由 此 可 见 , 对 称 核 的 一 切 特 征 溺 数 序列 可 化 为 
一 个 规范 正 交 系 . 埃 尔 米 特 核 有 与 上 述 性 质 1 和 2 
完全 类 似 的 性 质 . 

希 尔 伯 特 - 施 密 特定 理 (Hilbert-Schmidt theo- 
rem) 对称 核 积分 方程 的 主要 定理 . 设 &Cz,) 是 对 
称 核 , ,Ms ttt 局 ,，… 是 齐 次 积分 方程 


cres Al a(x, Dude 


的 所 有 特征 值 RA (x) sua (x) eis yu, (x) ，,"… 是 与 这 些 
特征 值 对 应 的 所 有 特征 水 数 组 成 的 规范 正 交 系 . 其 


mK BAGEL [a,b], n ARRA) 
| (z, dé < C (C 为 正常 数 )， 
Wil p c 
fe) = [Ac Dn Cq 
RJ BW (u, (x) } B] 48 ER RR 
J (z) = SS mu C2), 
其 中 B 
h, = Chrun) = | AGO, (Eë, 


此 级 数 在 [a,6j] 上 绝对 且 一 致 收敛 . 

施 密 特 公式 (Schmidt formula) 给 出 对 称 核 
积分 方程 解 的 表达 式 的 公式 . 设 弗 雷 德 霍 姆 积分 方 
程 


ulr) = f(x) 十 af keu EdE, 
其 中 Et, ORM MEEAB R(a<x<b, a<ë<b) 
上 并 在 其 上 平方 可 积 的 对 称 核 ，jFz) 是 La,oj 上 的 
已 知 的 连续 函数 ,zx(z) 是 未 知 函 数 ,4 是 参数 , 则 有 
施 密 特 公式 
u(x) = f(x) +a 4G T (z) AAA). 

当 ^ 不 是 特征 值 时 ,上 式 右 端的 级 数 是 绝对 且 一 致 
收敛 的 ,而 且 


| f Gu, GOoda 
f: = ——<— (i= 1,025), 
| ut codz 


当 4 是 一 个 特征 值 Rf, — Ü 
u(x) = f(x) + eux) + 23 DU 


be 


i5» 


这 里 c, 是 任意 常数 . 

核 的 展开 定理 (expansion theorem of kernel) 
给 出 方程 的 特征 隔 数 与 方程 核 的 关系 的 命题 .一 
有 对 称 核 的 第 二 类 弗 雷 德 霍 姆 积分 方程 ,假设 核 是 
连续 的 或 者 


| Ice b l'at c c, 
ME HIX klx, é) BY VA A FH E B SE AE pR BZ pR. BJ XR 
范 正 交 系 展开 为 


k(x,€) = > E 


ABA EF Uy BRNO AP GEA, (z) 是 对 应 A 的 标 
准 化 了 的 特征 函数 ,此 级 数 对 z 是 平均 收敛 于 
k(x,$) 的 , 即 对 任意 固定 的 $, 恒 有 


lim | £a. Em uem Tas - 0. 


积 分 F E 

Bk SER EH (Mercer theorem) 半 正 定 对 称 核 
的 展开 定理 . Dk Cr 60 ROGERII] a EE EJ PCz) 
均 满 足 不 等 式 


bb 
| | b(x,E)g( x )g(&)dad£E > 0, 


(UE kr, S) E EK. 特别 地 ASS ARB 
zx) 三 0 的 情形 成 立 , 就 把 它 称 为 正定 核 . >É IE E X 
的 特征 值 全 是 正 的 ,并 且 有 如 下 的 默 塞 尔 定 理 
如 果 &(z,) 是 半 正 定 核 , 且 对 (z,2) 是 一 致 连续 的 ， 
则 级 数 
> — 

Xi Cr, S en E — S IK ak T kt: Ei, E ri A E 
& Cr , UTR IZ II Bb ES 6 45 BAH br ER RETE IRE , u (>) 
是 对 应 于 4 的 特征 函数 . 

半 正 定 核 (semi-positive definite kernel) J, 
“BA EON KE EE”. 

JE Œ XT PRK (positive definite symmetric kern- 
el) 见 “ 软 塞 尔 定理 ”. 

非 对 称 核 的 积分 方程 (integrat equations with 
non-symmetric kernel) 对 称 核 积 分 方程 的 一 种 推 
J. Beko ORAM MH RAPER: 

LG ee OPUS), 
其 中 g(Cz,6) 是 对 称 函 数 ,r(6) 是 区 间 (a ,2) 内 的 不 变 
导 的 连续 函数 ,这 时 对 应 的 积分 方程 有 如 下 人 性质: 

1. 对 应 于 不 同 特征 值 A 和 4 BS SE PR C 
ux) Al u(x) Elab] ER FAR RB (Co) FETE ZEN, 
即 


| rGou au; ada = 0 k = j). 
2. k x CO B) A E BAB Je SCC. 


3. AEFKE — 2 3h 18 08 E 1875 UR — 1 fit , 
则 此 解 为 


u(x) = f(x) +a) D 
E: À, 是 &(z,6) 的 特征 值 ， z (z) JE X] A 的 特 
{IE p BL. zÇ rh 


[rof uada 


ER Le ‘Car 


(= Ly sss), 


[rout Gods 


1& ZR OK BE KN AAD AE (integral equation with 
Hermite kernel) 把 实 对 称 核 积分 方程 的 理论 推广 
到 复 域 . 具有 埃 尔 米 特 核 的 积分 方程 称 为 埃 尔 米 特 
核 积 分 方程 . 埃 尔 米 特 核 积分 方程 具有 以 下 性 质 : 

1. 对 应 于 不 同 特征 值 A. 和 4 FA PS F GE BH BK 
wi《X) 和 uj《x) 在 La,b] 上 是 按 埃 尔 米 特意 义 正 交 的 ， 
即 
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R 分 万 E 


[co u;Cr)dx = 0. 


2. 埃 尔 米 特 核 的 特征 值 都 是 实 的 . 
3. 如 果 具 有 埃 尔 米 特 核 的 非 齐 次 第 二 类 弗 雷 德 
电 姆 方程 有 一 个 解 ,那么 这 个 解 可 表 为 


u(x) = f(x) + 3 ula). 
Xp À 是 埃 尔 米 特 核 的 特征 值 ,w(z) 是 对 应 于 
的 特征 函数 ,其 中 
MS u;x)dx 
= y G —1,2,:—). 
fua u;(x)dz 
反对 称 核 的 积分 方程 (integral equation with 
antisymmetric kernel) 其 种 意义 下 ,其 核 与 对 称 类 
型 的 相反 的 积分 方程 .具有 反对 称 核 ( 即 k (+> , £) = 
一 上 AGE,z)) 的 积分 方程 称 为 反对 称 核 的 积分 方程 
考虑 具有 反对 称 核 的 积分 方程 


u(x) = f(x) + af k (x,60)u(&)d€. 


如 果 以 iA 代替 4, 则 得 到 具有 埃 尔 米 特 核 的 积分 方 
程 


u(x) = f(x) + af ik Car, Du Cd. 


于 是 ,具有 反对 称 核 的 积分 方程 必 有 特征 值 , 并 且 这 
些 特征 值 均 是 纯 虚 数 . 

只 分 方程 与 微分 方程 的 关系 (relation between 
integral equations and differential equations) 关 
于 积分 方程 与 微分 方程 可 以 互相 转化 的 问题 . 由 于 
微分 和 积分 是 互 逆 的 运算 ,微分 方程 和 积分 方程 也 
有 深刻 的 内 在 联系 .许多 关于 微分 方程 的 问题 可 化 
为 积分 方程 . 如 果 积 分 方程 的 解 具备 一 定 的 可 微 性 ， 
也 可 从 积分 方程 导出 相应 的 微分 方程 的 问题 . 例如 ， 
从 二 阶 线 性 微分 方程 边 值 问题 


2 
fid ect 


u(Q) = 0, u (a) = 0 
出 发 ,可 得 第 二 类 弗 雷 德 霍 姆 积分 方程 


wf = Al aCe £u dE, 


其 中 
E 


>(a— rz) OSAT), 
RCE) = 


—(a—§) (@<F<a). 
对 积分 方程 求 导 两 次 ,就 可 回 到 微分 方程 问题 . 又 
如 , 设 避 是 平面 闭 曲线 c(—96G)0,7—9G),0xz5x 
1) 所 围 的 内 部 区 域 . 考虑 狄 利克 雷 问题 
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EN 9? 
petro ene 
u|. = F (s). 
BS 
{ 
u(X,y) = | G) Slog ds, 
ri = (g(s)— x) + (hs) — y)’, 
n 为 c 的 内 法 线 , 则 jy(s) 是 积分 方程 
H 
p) — Gr) = | k(s,t)u(t)dt 
的 连续 解 ,其 中 
Koc ne 
T 


He 1 W) — yD)Y (ü) — (s) 一 KDY ay 
a (Xs) 一 pa + (Gs) — dé? 
一 般 地 ,二 阶 微分 算 子 的 边 值 问题 在 一 定 条 件 下 , 它 
的 逆 算 子 是 对 称 核 或 埃 尔 米 特 核 的 积分 算 子 . 
9s — 3 Jp ES BE AD FA 4 (Fredholm inte- 
gral equation of the first kind) 特殊 的 弗 雷 德 霍 
姆 积分 方程 .第 一 类 弗 雷 德 霍 姆 积分 方程 是 指 方程 
f(a) = | ka, Bude (ac ex. (D 
它 与 第 二 类 有 着 本 质 的 不 同 , 它 是 典型 的 不 适 定 的 
方程 , 即 方程 (1 ) 的 解 一 般 说 是 不 存在 的 ,即使 存在 
也 会 不 惟一 ,而 且 即 使 它 存在 惟一 的 解 , 解 也 不 具有 
稳定 性 ,就 是 说 当 已 知 肾 数 f(x) 有 微小 变化 时 , 相 
应 的 解 不 一 定 也 有 微小 的 变化 . 例如 最 简单 的 核 
TEE 时 ,方程 (1) 变 为 


b 
fic: | leas, 


它 只 限于 已 知 函 数 f(x) 圭 C( 常 数 ) 时 才 有 解 ,这 时 
满足 


Jee Sg 


的 都 是 它 的 解 , 故 有 无 穷 多 个 线性 无 关 解 . 解 的 不 
稳定 性 可 由 下 面 的 分 析 得 知 , 设 在 空间 L 上 考察 方 
f£ CO BUE LA uas CO A u: (+>) y TOS] E T Ë, Al pR 
数 fia) f. a) BJ fk T E 

u (Z) = u (x<) + Nsinwr 


是 积分 方程 
faa) = Gu COdE 
的 解 ,其 中 
f(z) = fiG) + N| kG, Osin a£d£, 
N,w 是 常数 ,对 任意 的 NN， 当 w 充分 大 时 ， 
LA- AI -IN| (| fasi agag az) 
可 任意 地 小 ,但 


~ | 一 


a — ll = (NIT sin we dë 


对 充分 大 的 常数 |N | TELE EC. 

第 一 类 弗 雷 德 霍 姆 积分 方程 的 主要 结果 有 下 面 
的 施 密 特 - 皮 卡 定 理 . AAO, XPTFYEASIB 2g oe 
数 ox) A Cx) 4E 


i= Al &Gc EEE, 


b 


则 称 A FE PRAET (oC CO 2 ROSE DE A 的 相伴 特征 
PR C. 施 密 特 - 皮 卡 定理 断言 : 设 {%} 和 {9(x) ,yz)} 
是 方程 (1) 的 所 有 特征 值 和 对 应 的 规范 正 交 相伴 特 
征 函 数 对 的 系 , 又 设 规 范 正 交 系 48(z)} 是 完备 的 ， 
则 方程 人 12 有 解 的 充分 必要 条 件 是 级 数 

KT E EK 


WC SX UR C; C2 ) tB, FE SE BY » WA) RE EE — FX). 由 于 
BE Ub T3 (8 2 WE EH Yr 7; BROOCH MURR 
Ay AE TROSE IE AY AR A y RE BA XE — 25 Hp ER (EUER EA 
分 方程 ,只 能 是 奇异 积分 方程 . 

施 密 特 -皮卡 定理 (Schmidt-Picard theorem) H, 
“第 一 类 弗 雷 德 霍 姆 积分 方程 ” 

不 适 定 问题 (ill-posed problem) 不 满足 适 定 
性 条 件 的 问题 .数学 物理 问题 的 适 定 性 概念 是 由 阿 
x 3 (Hadamard,J. CS. )) F 1923 年 首次 引入 的 . 
它 要 求 所 论 问 题 : 

1. 存在 解 . 

2. 解 是 惟一 的 . 

3. 当 已 给 的 “原始 资料 "变动 不 大 时 , 解 的 变动 
也 不 大 . 

不 满足 上 面条 件 之 一 的 问题 都 称 为 不 适 定 问 
el. 很 多 应 用 问题 ,特别 是 要 求 数值 解 时 常常 是 不 适 
定 的 .第 一 类 弗 雷 德 霍 姆 积分 方程 就 是 典型 的 不 适 
定 问题 (参见 “第 一 类 弗 雷 德 霍 姆 积分 方程 ”). 

+ H CTuxouos, A. H. ) 等 在 其 专著 (不适 定 
问题 》 中 对 它 的 理论 和 应 用 做 了 系统 的 研究 . 

沃 尔 泰 拉 积 分 方程 (Volterra integral equati- 
on) 一 类 特殊 的 .重要 的 弗 雷 德 霍 姆 积分 方程 . J 
如 

u(r) = f(x) 十 af ker, Eu CEE 

的 积分 方程 称 为 第 二 类 沃 尔 泰 拉 非 齐 次 积分 方程 . 
当 f a)==0 时 , 称 为 齐 次 的 第 二 类 沃 尔 泰 拉 方程 . 
TKR Ebr EE ROG.) = 0049 £z 时 ) 的 特殊 
REWROTE. 它 的 预 解 核 RC 6; ADEE 
项 数 ,并 且 对 任何 4 有 如 下 形式 的 惟一 解 ， 


usce en [Re Bsa Fede. 


所 以 沃 尔 泰 拉 方 程 没 有 特征 值 , 即 齐 次 方程 
uos af R(x Eu d£ 


Mt Efe A. REFIL w(x) 夺 0. 第 一 类 沃 尔 泰 拉 积 
分 方程 形状 如 下 : 


dca IO 
微分 后 , 它 可 变 为 第 二 类 沃 尔 泰 拉 积 分 方程 
inn ae ES [EG Duct. 


其 中 
a dee 
FOP a 
+ aoe I AR (x 5€) 
CRC 2) 0 


Bay D1 22 $8 H fg (Abel integral equation) — 
类 特殊 的 沃 尔 泰 拉 积 分 方程 . 阿 贝尔 积分 方程 是 指 


方程 
1 f udt _ 
ral. G-p I) 


(as E = 1 
它 是 第 一 类 的 沃 尔 泰 拉 积分 方程 . 当 (x) 连续 并 
RHG./(a)=0 时 , 它 的 解 是 


1 df f(@)dt 
ux) = rao al qum (a < z < b). 
上 述 方程 可 推广 为 
1 | u(t)dt u 
Tla)Ja [ p(x) — ptt) | * = fG) 


Cure me 50x qe 1 
其 中 p'r), FoK Ela, b] EXEREJE H / (a) —0, 
则 方程 的 解 是 


u(x) - uude RS. 
T(1—2 dz}. [p(x) — pip 


(a < z < b). 
阿 贝 尔 积分 方程 的 一 般 形 式 是 


ia Ena OE ic. 
(xr — t) 


CET l1) 
其 中 已 知 函 数 CCz,t,G。 (zt 和 万 (z) 都 是 连续 
函数 , 且 CGGCz,z) 和 天 0， 
阿 贝 尔 积 分 算 子 (Abel integral operator) 由 
阿 贝 尔 积分 方程 导出 的 算 子 .下 式 


a 1 " SH a—1i 
(J*u) (xr) = INS t)" u(t)dt 


(0 < xr < a) 
称 为 阿 贝尔 积分 算 子 , 它 可 写 为 卷 积 形式 
(J*u) €x) = (A, * u)(x), 
其 中 
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积 分 万 程 


qur 

"T Zu (x 0), 
0 (= 0); 
在 某 些 函数 空间 ,例如 uE L Oa), 1S p<l/e 时 ， 
J^ 是 将 L^CO,aD BEBE BY LO, a)l = p/(1— pCa— 
DHARAT. ATJ RAA: 
J^ J u= eg 

ET uGOB n KAKA? 

Caro 

= ale — t)” lu (t)dt, 

所 以 J* 可 看 做 分 数 a 阶 的 积分 , 它 的 逆 算 子 则 作为 
分 数 阶 的 微分 算 子 


Dui) = Tisu (a), 


£ 
阿 贝尔 方程 可 写 为 J'u= f. 从 而 
u = Df = nf). 
对 a 宇 1 可 定义 
D'u = DJ" "u @ — 1=< a < n). 
Mr 35 2R 7S Hr $8 $y 7; $2 (Stieltjes integral equa- 
tion) 一 种 特殊 形式 的 积分 方程 .斯 蒂 尔 杰 斯 积分 
方程 是 指 积 分 方程 | 


| [(** Cd 
fa) =|, ADE (z 2 0), (D 
此 方程 可 由 斯 蒂 尔 杰 斯 矩 量 问题 导出 . EBB, 
& cael, y=", pe =e7 fle), OLE) =e7 pe), 
方程 (1) 可 化 为 卷 积 方程 
t= (7d 
deg dE SET. 
P Zch EE S 7 


EE (一 0, 十 oo0) 内 有 解 的 充分 必要 条 件 是 GO 
在 带 域 一 + 二 y= 二 Imz 过 * 内 解析 ,并 且 
| or: + iy)|?çdz= < K (— x < y < Ei, 
解 的 表达 式 是 
DE) = LYE + i) + YE iw], 
即 斯 蒂 尔 杰 斯 积分 方程 的 解 是 
wx) = del (ae) — fire], 


NUS AR AS BT AR St Z; FB SK By E E xF plz) 连 续 做 两 次 拉 
氏 变 换 的 结果 . 因为 


十 co 十 co 
[emul perenne 


0 


十 co 十 co 
= | (ede e "0d, 
0 0 


«Dd _ 
i |. +: f(x). 
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福克斯 积分 方程 (Fox integral equation) 一 
种 特殊 形式 的 积分 方程 . 福克斯 积分 方程 是 指 方程 


十 co 
gr) + |. k(x + 0gXDdt = f(z) 


C= CO: EI Ao CO), 
E klr)ELC—œ, +20), f(xJEL?(—010,+ co) 
ECAA, E] B BO ERD ign K Ca) #l 
F(a), Ë K Co) WS R 2& lE 1— K (OOK C— 02220 , B] Jy 
程 恒 存在 惟一 的 L 中 的 解 
_ l(t? F(@) — F(— @)K(@) — 

EE St rees d 
福克斯 方程 的 原始 形式 其 实 是 

qr) = f(x) + |, kurguda (x0). 


它 可 用 梅林 变换 求解 , 它 的 解 是 
2 

和 
其 中 Z G), Fs) pill i f Ca) A k (>) BS ERE 
换 . 

拉 东 积分 方程 (Radon integral equation) 一 
类 特殊 的 积分 方程 .对 于 二 元 函数 PCzy,y)，(Cz,y) 
ER’, Lsw 是 平面 上 的 直线 

L,e={(zxz,y)|z cos 0+ ysinü— pj 
(0<0<—2x,p>0). 

拉 东 积分 方程 是 指 沿 L,,s 作 线 积 分 的 积分 方程 


CY py = | aids =F Gud). 


由 此 积分 方程 确定 的 积分 变换 称 为 拉 东 变换 . 
拉 东 积分 方程 在 断层 扫描 技术 中 有 广泛 应 用 . 

拉 东 变换 (Radon transformation) W AMARE 
分 方程 ” 

奇异 积分 方程 (singular integral equation) jË 
雷 德 御 姆 积分 方程 的 重要 推广 和 发 展 ,包括 允许 积 
分 核 有 不 可 积 的 奇 点 ,积分 区 间 是 无 限 区 间 等 多 种 
情形 . 使 弗 雷 德 霍 姆 定理 不 成 立 的 线性 积分 方程 , 通 
常 称 为 奇异 积分 方程 .主要 有 以 下 三 种 新 现象 : 

1. 特征 值 集 有 有 限 的 极限 点 或 有 连续 的 谱 . 

2. 对 应 一 个 特征 值 可 能 有 无 穷 多 个 特征 郴 数 ， 

3. 齐 次 方程 和 转 置 齐 次 方程 的 线性 无 关 解 的 个 
数 可 能 不 相等 . 例如 , 拉 列 斯 库 - 皮 卡 (Lalescu-Pi- 
card) 齐 次 方程 


十 co 
u(x) 一 A e -'lu(rt)dt = 0, 


当 A— (1+-a°)/2, e€ R' WY, y f AES fh u(x) = 
e“, Br 1 Br K 1/2 的 实数 4 都 是 特征 值 , 即 有 
SS 又 如 , 傅 里 叶 正弦 变换 产生 的 积分 方程 


u(x) = af sin Gru (dt, 


ENEE 752i BRICK HF 


uum egeo E qub 
mr a° + = 


奇异 积分 方程 与 弗 雷 德 霍 姆 积分 方程 的 本 质 差 
异 在 于 前 者 出 现在 方程 中 的 积分 算 子 是 有 界 算 子 其 
至 是 有 逆 的 ,而 后 者 只 是 相应 函数 空间 中 的 其 算 子 ， 
紧 算 子 除 有 限 维 算 子 外 是 没有 有 界 逆 的 ,这 就 是 弗 
雷 德 霍 姆 理论 不 能 应 用 到 育 异 积分 方程 的 根本 原 
K. 奇异 积分 方程 的 基本 定理 是 诺 特定 理 , 弗 雷 德 替 
姆 定理 是 它 当 指标 为 零 的 特例 . 也 正 因 为 奇异 积分 
方程 的 积分 算 子 不 是 紧 算 子 , 所 以 奇异 积分 方程 一 
般 不 会 出 现 如 同 第 一 类 弗 雷 德 霍 姆 方程 与 第 二 类 那 
种 本 质 差别 . 

最 重要 的 三 类 奇异 积分 方程 是 : 

1. 柯 西 核 的 奇异 积分 方程 (包括 希 尔 伯 特 核 的 
奇异 积分 方程 ) ,这 是 研究 得 最 早 和 最 完整 的 一 类 方 
程 ( 其 特点 是 未 知 图 数 出 现在 发 散 的 积分 号 下 ,该 积 
分 只 在 柯 西 主 值 下 有 意义 ), 以 及 和 它 的 特征 方程 有 
密切 联系 的 黎 曼 问题 (参见 “ 柯 西 型 核 的 奇异 积分 方 
fz”). 

2. 以 维 纳 - 霍 普 夫 方程 为 代表 的 带 差 核 的 积分 
方程 (参见 " 维 纳 - 霍 普 夫 方程 ”). 

3. 对 偶 积分 方程 (参见 “对 偶 积 分 方程 ?). 

人 们 在 相当 深入 地 研究 了 以 上 几 类 奇异 积分 方 
程 ,以 及 它们 相应 的 离散 形式 、 方 程 组 .高 维 的 情形 
和 各 种 各 样 的 推广 以 后 就 企图 用 统一 的 观点 去 处 理 
它们 . 26— BJ — T 38 48 Je TUE LIE 29 — RE BJ 2E -E 
普 夫 方程 (参见 “一 般 维 纳 - 霍 普 夫 方程 ”). 

奇异 积分 方程 的 蓬 支 发展 和 它 的 应 用 的 广泛 性 
是 分 不 开 的 , 它 已 被 广泛 应 用 于 弹性 理论 \、 薄 壳 理 
论 .断裂 力学 .电磁波 衍射 .大气层 辐射 传输 、 中 子 迁 
移 .控制 论 .随机 过 程 的 预测 和 人 口 理 论 等 领域 . 应 
用 范围 还 在 不 断 扩 大 . 

柯 西 型 积分 (Cauchy type integral) 研究 柯 西 
核 奇 异 积分 方程 和 解析 六 数 边 值 问题 的 主要 工具 . 
在 解析 函数 理论 中 , 当 gp(z) 在 域 D1 解析 并 连续 到 
边界 工 , 则 有 熟知 的 柯 西 积分 公式 

Lf Pdt _ E" (z € D*), 
20) T == 0 (z € D-). 
右 假 设 PORRE L Exe X BJ ÉE Sz sx HJ TH eg Be, BK 
者 工 是 一 条 或 多 条 逐 段 光滑 的 简单 绝 段 或 闭 曲 线 ， 
则 称 含 参数 z 的 积分 
1 


eee | g(t )dt 


2m J, t — z 
为 柯 西 型 积分 ,gi) 称 为 密度 . 它 具 有 性 质 : 
1. Bl(z) 当 zz 人 LL 时 都 是 单 值 解析 的 , 它 的 导数 


是 


; — 1. pt Adr 
ECT p EE 


mR 分 P E 


但 当 z MJ L B Ze o Ay SES L EAA, 
Diz) NA. ARRE B= (zo) 是 不 相等 的 (除非 GC.) = 
0), 所 以 柯 西 型 积分 给 出 复 平面 上 以 工 为 间断 曲线 
的 分 区 单 值 解析 函数 ,也 称 为 分 区 全 纯 函 数 . 

2. 柯 西 型 积分 当 工 只 位 于 复 平 面 有 限 部 分 内 
时 ,满足 BCoo)=0 的 条 件 . 

P A + {1 (Cauchy principal value) 使 一 些 发 
散 积 分 有 意义 的 一 种 积分 定义 . 设 f(x) 在 La,5j 中 
除 点 cCe<c<po) 的 邻 域外 有 界 ,c 是 函数 的 无 穷 型 
间断 点 ,f(z) 在 La,5j 上 的 广义 积分 的 柯 西 主 值 定 
义 为 

P. V. | fade 


= lim| | 7 Gids + RE Goa |. 


P.V. 在 积分 方程 中 一 般 省 略 不 写 . 柯 西 型 积 


中 (> ) = | DOE. 
L 


2m1 b= 2 
当 zx 二 to EL 时 ,积分 是 发 散 的 , 它 的 柯 西 主 值 定义 
如 下 :在 世上 以 加 为 中 心 ,es AAA EC L T tst; 


两 点 ,以 Le 记 由 工 去 掉 弧 titots 后 留 下 的 部 分 , 若 
; e(t)dt 

lim J. Lc 

和 存在, 称 此 极限 为 柯 西 型 积分 的 主 值 , 记 为 


| gdt _ lim | GEN 
Lt =F, £—0 L, É — tg 


€— 0 


fi FE X n] OR 48 


| dt = 
= In| ——— 
ab Í — Ly L5 — a 


特别 当 a= 5 即 闭 曲 线 时 ， 


| dz . 
= IT, 
L t <= to 


参见 (数学 辞海 和 一 卷 ( 数 学 分 析 》 同 名 条 . 

普 莱 姆 利 - 索 蛤 茨 基 公 式 (Plemeli-Sokhozki 
formula) 柯 西 型 积分 边界 值 的 基本 公式 . 设 世 是 
一 条 光滑 曲线 ,GD) 在 亏 上 满足 赫 尔 德 条 件 , B 

|p.) — eG) | < N |z, — ul 
(t t, C L,0 < a < 1). 
则 柯 西 型 积分 


D(z) = | PORE 
L 


27d t 一 z 
当 z 从 曲线 工 的 左 侧 或 右 侧 趋 于 工 上 的 点 to 时， 
D(z) WAC A MW FE ^ CO RI D^ GOE H 
满足 赫 尔 德 条 件 , 并 且 成 立 公式 


° 


SS 1 [ gud 

e G) = lea) + di |, POM, Q) 
E 1 f gdt 

D- G) = yet) + E 


其 中 右 端 的 积分 理解 为 柯 西 主 值 . 公式 (1) 称 为 普 莱 
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积 分 方程 
姆 利 - 索 替 菊 基 公 式 , 此 公式 在 研究 柯 西 核 奇 异 积 
方程 的 理论 起 基本 的 作用 . KARK t 是 曲线 工 的 
端点 时 也 成 立 , 但 需要 补充 条 件 GOD —0. 公式 (1) 
经 过 两 式 相 加 、 相 减 后 成 为 等 价 形式 : 

®t (n) — D- (6) = et, 


a A 1 t)dt 
DH (10) +O G) = L — 
其 中 第 二 个 公式 可 用 以 计算 柯 西 型 积分 的 主 值 . 第 
一 个 公式 可 由 跳 暑 oC 2) E ot DX 4e tli PR 22 OC x), 如 
要 求 无穷 远 为 零 , 它 的 解答 就 是 


ec) d, [ Ot, 
p Eu — A 


2m1 
如 要 求 无 穷 远 为 有 限 阶 n, 则 一 般 解 答 是 


z) = L | «dt | piz), 
L Í — z 


Zi 

其 中 PGOd[E— n 次 多 项 式 . 
普 莱 姆 利 - 普 里 瓦 洛 夫 定理 (Plemeli-Privalov 
刻画 柯 西 主 值 连续 特性 的 定理 . 设 柯 西 


theorem) 


主 值 
oo = d, f 9, 
I 


20 J, 7 — t 

则 有 下 面 的 普 莱 姆 利 - 普 里 瓦 洛 夫 定 理 : 设 OOE L 
iE Jë $ 6 OPRAH AC), WA 
O* G) fü Xx (B POE L ERATE 9) 40 的 端点 的 
任意 小 邻 域外 ,满足 相同 的 赫 尔 德 条 件 H GO C Ap 
<1), RW E 38 FH (1--—e) GÓÀ$ y= 二 1,e 为 任意 小 正 
BO. 

3⁄2 8 id (Ë [B] EI (Riemann boundary value pro- 
blem) 亦 称 黎 曼 - 希 尔 但 特 问 题 ,简称 黎 曼 问题 ,一 
类 与 奇异 积分 方程 有 密切 联系 的 解析 组 数 的 边 值 问 
题 . 设 


he 

表示 有 限 条 没有 公共 点 并 且 互 不 包含 的 简单 光滑 曲 
RL 的 全 体 , 按 工 的 定向 分 复 平面 为 Di,D PR. F 
列 问题 称 为 黎 曼 边 值 问题 ; 求 在 无 穷 远 有 界 的 分 区 
4A PR GO, 使 它 在 工 两 侧 的 边界 值 O* (2) 在 工 
上 满足 条 件 

Pt G@) = Gi GO 十 g(t)( 非 齐 次 问题 )， 

Dt (1) = Ga)9- C) ( 齐 次 问题 )， 
其 中 系数 G(z) 和 自由 项 ge GO TE L E W AE ARAS fs 
条 件 的 已 知 函 数 ,并 设 GGOTE L EABABAR WE. 

ZS & jn zi (Riemann problem) 即 “ 黎 曼 边 值 
问题 ”. 

黎 曼 问题 的 指标 (index of the Riemann prob- 
lem) 黎 曼 问题 和 与 它 密 切 相 关 的 奇异 积分 方程 的 
一 个 重要 概念 , 它 是 由 诺 特 (Noether,F. ) 首 先 引 入 
DI. GG D' 是 由 互 不 相交 分 段 光滑 简单 闭 曲 线 Los 

498 


Li 4L, 所 围 成 的 单 连通 域 ,Z。 将 其 他 边界 包含 在 
RAR, E L= $ L iE 
A, ES z [arg GG) ], (k = O 1 p) 


其 中 [。 KRX RIES L, — Ji] Bf ESA 88 
数 的 幅 角 的 增 量 , 由 于 GC) 的 连续 性 及 GC() 关 0, 故 
LE 都 是 整数 . 称 整数 


P P 
k — Ind GU) = > A = > [arg GG), 
k=0 k=0 


AN 3& & [n] HE PRI GCL) BO TS s. 
齐 次 黎 曼 问题 的 典 则 函数 (canonical function 

of homogeneous Riemann problem) 由 齐 次 黎 曼 
问题 决定 的 一 些 困 数 ,用 以 给 出 非 齐 次 黎 曼 问题 的 
一 般 解 . 设 坐 标 原 点 在 p" A , 在 ZL ,Lp 所 围 
成 的 区 域 Di, D; 内 分 别 任 意 取 点 1:02» 
esap T 

II(z) — (z—aji)^(G—a;)^-(z—a,Y^», 

Go) —t *IIG)GOD, 


及 ra) = E | InG, (t) 
p. cf = 


271 


其 中 “是 黎 曼 问题 的 指标 ， 


p 
K 一 pa T 
k= 0 


dz, 


À, = L [InG t) ];, (k = 152**,5)2, 


4《 Oar} 


则 函数 


l IWER + 
xo = UY Ge E 
一 T(z) (z c D >. 


称 为 齐 次 黎 曼 问题 的 典 则 函数 或 典 则 解 . 它 在 有 限 
复 平 面 处 处 不 为 零 , 在 无 穷 远 处 有 有 限 阶 一 «. 当 指 
kR K=O 时 , 典 则 孔 数 就 是 黎 曼 问 题 的 解 .但 当 指 标 
K<0 Bf, Bib Bu] pe $k fE 7523 xe < 阶 的 极点 ,这 时 它 
就 不 是 黎 曼 问题 的 解 . 

齐 次 黎 曼 问题 的 一 般 解 (general solution of 
homogeneous Riemann problem) +W SS [a] EB 
一 般 解 的 表达 式 . 设 X(z) 是 齐 次 黎 曼 问题 的 一 个 典 
则 解 , 则 齐 次 黎 曼 问题 

Pt (tt) =GP U) G € L) 
的 一 般 解 是 : 当 指 标 k 之 0 时 , 它 有 rl 个 线性 无 关 
ft .O(z)- XGOP,GO, HP P,(z) 是 任意 一 个 复 系 
数 的 < 次 多 项 式 . 当 指 标 x 一 0 Hi, FAR S 
有 有 界 解 .在 应 用 上 , 求 齐 次 问题 在 无 穷 远 为 零 的 解 
特别 重要 . 这 时 当 x70 时 有 “个 线性 无 关 解 

A Lei, zX (z), ses, 2 )X(z). 

4 e0 FX ln] i H 8 RA. 

JE > 2 3⁄2 & [a] E AY — AR RE (general solution of 

AE FF 32 = 


nonhomogeneous Riemann problem) 


题 一 般 解 的 表达 式 . 设 X(z) 是 相应 的 齐 次 黎 曼 问题 
的 典 则 解 , 则 有 
AFA) 
GG) = X^ O 
于 是 非 齐 次 边界 条 件 化 为 

D Ui wv 0)... 20) 

AUG X (D X0) 
JA T H 25 x BE EK A XE ^ PX 2 2k PRU Be BO 48 8] dE Jp WE 
曼 问 题 (在 无 穷 远 允许 有 和 极点) 的 一 般 解 是 


| X(2) g(t)dt 
LECT |= s (cg) t OUR 


其 中 P(z) 是 任意 多 项 式 . 在 应 特别 重要 的 是 
无 穷 远 为 零 的 解 ,它们 是 当 指 标 & 之 0 时 


Ae) g (dt 
— bI EI t X@P Hu), 


其 中 P, (z) 是 任意 的 < 一 1 Usk CE < 一 0 
AY, Peien), 当 指 标 <<0 时 , 非 齐 次 问题 可 解 
的 充分 必要 条 件 是 
tg (t) 
pu 
当 满足 此 条 件 时 , 非 齐 次 问题 的 惟一 解 是 


_ Xz) gt) 
dicc Um | DIEN 


柯 西 核 育 异 积分 方程 (singular integral equa- 
tion with Cauchy kernel) 一 类 最 基本 的 奇异 积 
方程 . 柯 西 核 奇 异 积分 方程 是 指 方程 


£go a HD ++ | EP gerd 


= f(t) ey, (1) 
其 中 工 是 有 限 条 互 不 相交 的 简单 光滑 闭 曲 线 .a(z)， 
FG) RE ME TELSI Lx L E WS E dot 
BY C. AU PR 3. 作用 在 EBAT A 称 为 奇异 积分 
BET. ROG /G—UDBOS. 分 出 核 的 含 奇异 性 的 主 
要 部 分 ,方程 (1) 可 写 为 


ROJO 二 


z) 


dż: = 0 (k = 0,1,*, — k — 1), 


ae) pT dr 


L T— Í 


十 一 Ze = f(t), (2) 
TI Jr 


其 中 
DO) = Rt), k Guo) = LEED 
方程 (2) 中 的 


p= acea) + HI | KDAT E ge) (3) 
hee 称 为 特征 算 子 . 系数 
a(t)，pb(i) 要 求 满足 正则 性 的 充分 必要 条 件 : 
att) HO) £ 0, aG) —50) 天 0 G € LX 
特征 方程 人 (characteristic equation) W fuf PG 
核 奇 异 积分 方程 ”. 


特征 算 子 (characteristic operator) Jl, “Fay Py 


H 分 J 程 


核 奇 异 积分 方程 ”. 

柯 西 育 异 积分 算 子 (Cauchy singular integral 
operator) 一 种 最 基本 的 奇异 积分 算 子 . 柯 西 核 奇 
异 积分 方程 的 特征 方程 中 的 奇异 积分 算 子 


l | POE ee) 
L 


Lar eme 


称 为 柯 西 奇异 积分 算 子 . 当世 是 简单 分 段 光 滑 闭 曲 
AM, AF S 是 将 GCL’ (p>) RAL’ 的 有 界 算 
+ ,并且 范 数 满足 不 等 式 

| Sell xA, ll ell; 
其 中 系数 A, 的 最 佳 值 是 


T 
A= GE (1 <p 2)i 


x 
A, = tan 25 (p 22). 


B T S 在 过 上 有 逆 , 逆 算 子 就 是 它 自身 , 即 若 


(o 一 十 | Ree 


Do 
D 
gt) = = | mE 
用 算 子 记号 即 S WE SHIT 单位 算 子 ) 
奇异 积分 方程 的 指标 (index of singular inte- 
gral equation) 刻画 奇异 积分 方程 特征 的 整数 . 柯 
西 核 的 奇异 积分 方程 


E qc 


2 | g(r)dt 
L 


Io 


rd TM =F, 
TL Jr 


整数 
D Lar a(t) = 
ont ° a) + 5D J, 
ste cO D 
= Ind| ç The) = a sl 


称 为 方程 oe f MAF A Hh. Eh D = 
a—b,S=a+b, 符号 L， ji 表示 括号 内 的 表达 式 当 1 
正 问 绕 工 移动 一 周 后 所 得 到 的 幅 角 的 增 量 . 指标 < 
只 与 特征 方程 或 特征 算 子 有 关 . 

| 相 联 方程 (adjoint equation) 在 奇异 积分 方程 
理论 中 有 着 重要 关系 的 一 对 方程 的 名 称 . 奇异 积分 


方程 
S= ayau +4 [5 Eus T) 
和 

LS 0 三 ctDVOG) 一 ES dd gi) 
Le ES idc. ft A 
个 将 核 Rtyt)/(r— tt) PA : $8 c 互 换 得 出 的 . 对 应 
NAF OM :多 "互相 称 为 相 联 算 子 , 相 联 算 子 的 
TERRA M FRR S.A EF de A dE py. 算 
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v, dte == f G) 


+ 


ilt eu t) 


积 分 5 程 


f 和 的 特征 算 子 是 
ees acea) 十 DI | Der, 
它 的 相 联 算 子 是 
= = |. 2 iux 


ix EBRE L EAAS aGo5G)750. (AFAR 3 f- 
的 特征 算 子 ° WI E: 
plT) dr 


Hp = aao) — 192 2 | | 


r — t 
所 以 特征 算 子 的 相 联 算 子 er 和 相 联 算 子 的 特征 
BF .将 ”一 般 是 不 相等 的 , 积分 方程 DC ve fU RR 
的 充分 必要 条 件 是 


| Søde S; 


其 中 o RAKIM 0€ g0 的 解 
相 联 算 子 (adjoint operator) — D, HEX y E". 
奇异 积分 方程 的 正则 化 (regularization of sin- 

gular integral equation) ”将 奇异 积分 方程 转化 为 

弗 雷 德 霍 姆 方程 的 方法 . 将 奇异 积分 方程 Ç o= f 

乘 以 某 奇异 积分 算 子 .%;, 使 得 方程 

H GEH H e=. ,f 
Tk 78 25 E ERER TB PTE BRA Gr 
异 积分 方程 的 正则 化 . X: 称 为 正则 化 算 子 . 设 


f ga Gg) + 2 | Zr)dr 


Ç =f 

Ju JL. Lom = f(t), 
Tl Jr 

w(t)dt 


Z 一 上 


Bo acu: DISP ae | 


F E en 
id DC gen SIO (C019) = HHO 9, — HEN 0€ 0€ E 
HA, (AB 2€, 2€, AMER f (Ç 2€)? 是 
H P= AAO 


= atoga) + DÉI 2 | VD. 


C= 
其 中 
a(t) — a,(t)a,(t) + 5005,0), 
b(t) — a,(t)b t) + b,(t)a, 0), 
nr Co o e CE ases) 即 两 个 奇异 积分 算 
子 之 积 的 特征 算 子 与 乘积 的 次 序 无 关 ( 因 此 ,9 
2 , 互 为 正则 化 算 子 ). 为 了 使 方程 
HO = Ç, 9 = Hf 
是 弗 雷 德 霍 姆 方程 ,其 充分 必要 条 件 是 上 式 含 奇异 
算 子 的 系数 6 (G0 50 , BI 
a; Ct)6, 0) + b,G)a 0) = 0 (BPS = D). 
这 个 条 件 可 以 有 无 穷 多 种 方式 由 a1(t) ,6b1(t) 去 确定 
as(t) ,b(t) ,最 方便 是 取 
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a,(t) = a, (t), bE) =— 5), Eit.) = 0 
(Bl S.=D,, D,=S,), BU BN D 1 的 相 联 算 子 的 特征 
BF! 作为 正则 化 算 子 


ME. = Of. = = a (#)oo (t) 一 


b, bi) | w(t)dt 
nl L T— t’ 
An SO, 是 .9 的 正则 化 算 子 ,将 "e, 作用 到 
奇异 积分 方程 


GE pef (1) 
H3 PY S 45 8] — 4" 3 E AE AR E 
KHP = Kaf. (2) 


显然 ,方程 (1) 的 所 有 解 都 是 方程 (2) 的 解 ,但 反之 不 
真 , 因 为 方程 (2) 等 价 于 方程 

Kp = f + Pace QG), 
其 中 o, (z) E: 2€,0—0 的 线性 无 关 非 零 解 . 但 因 方 
程 (2) 只 有 有 限 个 线性 无 关 解 ,所 以 奇异 积分 方程 
(1) 也 只 有 有 限 个 线性 无 关 的 解 . 

正则 化 算 子 (regularization operator) 
异 积 分 方程 的 正则 化 ”. 

韦 达 等 价 正 则 化 定理 (Vekya equivalent regu- 
larization theorem) 断言 奇异 积分 方程 在 一 定 意 
MPSS FEHR RRR TRY CH. HS 
定理 断言 :奇异 积分 方程 

oF (1) 
CE P TE TE HEB ERM P- E de ORT HERE 
方程 . 具体 地 说 : 

1. 当 «之 0 时 , 必 存 在 — 的 正则 化 算 子 pl 
如 2” 或 2 ) 且 .和 oo=0 只 有 零 解 ,使 得 弗 雷 德 
TE 18 75 FE 


US 


NOS MX 9 = Af 
与 方程 (1) 等 价 . 
2. 当 KOM DRE — 的 正则 化 算 子 A CIR] 
如 ,也 可 取 为 .2 sk, 2€ ) E13 7) E 


td = g (2) 
对 任何 满足 赫 尔 德 条 件 的 g 均 可 解 . 做 代 换 
p= p, 


其 中 少 视 为 新 的 未 知 函 数 , 则 (1) 式 成 为 弗 雷 德 霍 姆 
方程 
K tp = f. (3) 

方程 (1) 和 (3) 在 下 述 意义 下 等 价 : 

1. 方程 (1) 和 (3) 同 时 可 解 或 同时 不 可 解 . 

2. 在 可 解 情形 下 ,求解 其 中 任何 一 个 方程 均 可 
归结 为 求解 男 一 个 方程 . 

特征 方程 的 解 (solution of characteristic equa- 
给 出 特征 方程 解 的 表达 式 . 设 p(t) 是 特征 方 


tion ) 


gi 
27g (ga) te | PO aru (o 


me. EIERE AFANA 


[X 4 £i pK BL 
_ 1 | ei 

中 (z) = 2ni | EE „dt. 
EH 3E Se te Al 3 2E P Hie 0 DO) ERS |] Bl 

u 2 FG», 

PT (1) = GG @)+ a0 +6@)’ M 

a(t) — b(t) 
alt) + o0) 
KF xe Ab 29 E HH. R E o (x) aa) 


解 , 则 由 


GO». = 


Qt.) = Bt Ga) — D (1) (3) 
确定 的 函数 就 是 特征 方程 (1) 的 解 . 所 以 方程 (1) 的 
解 为 
XE G.) + X ` G) 
€G SF +G) IX: Gü 
A ig =X 0» 
d$ 2 c 


d f(t) » 
Lla) + bG)]X' EU — to) 


PIX G )= XU CG) JQ. 0D. (4) 
Rb X GR < SP E: 3 K # AR AB 8 I8] gl 
Dt G) =G@@® (D 
的 典 则 函数 和 指标 (其 表达 式 参 看 “ 齐 次 黎 曼 问题 的 
Bh Wi] PR), Q. GO E A BT &— 1 阶 的 多 项 式 ， 
34 «<0 BF Q, 1 (20850. 公式 (4) 对 &220 无条件 成 
立 , 当 kk<0 时 , 当 且 仪 当成 立 可 解 性 条 件 
| t f G) 
L[aQ») + 600X* @)] 


R= 05 lets. T) 
时 ,问题 (1) 才 有 解 且 解 由 公式 (4) 给 出 . 

希 尔 伯 特 变换 人 (Hilbert transformation) 一 类 
理论 和 应 用 上 都 重要 的 奇异 积分 变换 . 解析 号 数 
@B(z) 二 uw 十 iv, 在 域 的 边界 上 用 其 虚 部 表示 其 实 部 ， 
和 反 过 来 表示 的 关系 式 称 为 硕 尔 伯 特 变换 对 . 当 域 
是 上 半 复 平面 , 希 尔 伯 特 变换 及 其 逆 变 换 是 : 


J (to) 


dr = 0 


ua) 一 二 | sys (—o qp 09). 
ays T. LE C oo < z <+ eo). 
T 二 


此 变换 在 物理 上 称 为 色散 变换 . 当 域 是 单位 圆 |z | = 
1, 1 一 e" 时 , 希 尔 伯 特 变换 及 其 逆 变 换 是 : 


1 2x 8 — $ 
uls) = 去 | v(o)cot de du, (0< s< 2m), 
27) 0 2 


=l 


visy = =O je +v, (0 < s < 27), 
2T Jo 2 


其 中 up tivo=O(0). EER FAS KARA # ZR FF 
É: . 积分 是 按 柯 西 主 值 去 理解 的 . 

色散 变换 (disperse transformations) 
尔 伯 特 变换 ”. 

希 尔 伯 特 核 (Hilbert kernel) 


Wh Fr 


JL," 38 AR IRURE AE 


N 
A jj 


5 程 


m”. 
35 ^R (A 3 2 f& i8] E (Hilbert boundary value 
problem) | — 25 Hi 3E W ftr pk CER] 322 [EL [p] a. # ZÉ 
伯 特 边 值 问题 是 指 下面 的 问题 :在 单位 圆 内 求解 析 
函数 O(z)=ut+iv, 它 在 圆周 上 满足 边界 条 件 : 
Re| (a — ib) ®t) ]= au(s) + bv(s) 
ze) =e"), (1) 
H rRa=a(s), b=b(s), c(s) BAJA EERE 
ZS fF Wy D» A SC. 边 值 问题 的 指标 是 整数 
rk 二 IndLa 十 ibj. 希 尔 伯 特 边 值 问 题 的 解答 是 : 
1. 当 k—0 时 ,方程 (1) 的 解 是 
(z) = ero fe eco) Sr de + iB, |. 
2. 4 => 0 时 ,方程 (1) 的 解 是 
D(z) = ze” PGZ 一 = de + Q2) |. 
3. 当 «0 时 ,方程 (1) 当 且 仅 当 满 足下 面 的 可 
解 条 件 


| ecce "de = 0 (Ë SE 0,1,**, A RER 1) 
才 有 和 解 , 此 时 解 是 
Plz) = z'e"? Een eco) ET s * do. 
2T] o Qo e 
上 述 各 式 中 的 
Y(z) = 去 | [arctan Ar ro |S xe do, 


alo) ELLE. 


oo (0) = ImY(e^), 
Q(z) = if, + > (C,z — Cuz 5, 
k=] 


B. 是 任意 实 常数 ,Ci 是 任意 复 常数 . 

希 尔 伯 特 核 育 异 积分 方程 (singular integral e- 
quation with Hilbert kernel) 一 类 重要 的 奇异 积 
分 方程 . 奇异 积分 方程 


- b(s) C2275 
Glu za(s)u(s) 一 z^ u(o)cot — 96 


+ | (s,c)u(o)do = f(s) (1) 


称 为 希 尔 伯 特 核 奇 异 积分 方程 ,其 中 &(s,c) 是 弱 奇 
FEE a(s) b GO, f GOES IE A AR EA LE BJ C. A PR 
数 , 并 且 a^ GO 0^ G2750. IRA —BNE TES WE a (s) + 
b° (s)=1. Ji RC PIN 


eu —aG)uG) — I u(o)cot — def, (s) 


(2) 
称 为 (1) 的 特征 方程 .整数 — Ind[a GO + ie GO lët 
ARS A 或 者 方程 wu 二 了 的 指标 . 对 方程 (1)， 
诺 特 定理 成 立 . 特征 方程 (2) 当 als),6b(s) 分 别 是 常 
数 a,b 时 , 它 的 解 是 
G — s 


pe ee Z | Zeien T 
2n 0 2 


a(s),b(s) 不 是 常数 时 ,特征 方程 (2) 可 化 为 等 价 的 
布尔 但 特 边 值 问题 : 
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积 分 J 5 
a(s)u(s) + b(s)o(s) = Re[ (a — 16) D(z) | 
= f(s)G =e"). 
诺 特 定理 (Noether theorems) 奇异 积分 方程 
的 基本 定理 . 它 并 不 限于 柯 西 型 核 的 奇异 积分 方程 . 
定理 1: 奇异 积分 方程 .%9p 一 了 可 解 的 充分 必 
要 条 件 是 成 立 关 系 式 


| f(t p(t) dt — 0 G = 1,2,5°°°,k'), 
L 


其 中 p (i 二 1,2,…,k') 是 相 联 齐 次 方程 A 9—0 
的 线性 无 关 解 的 完备 系 ; 

定理 2: 齐 次 方程 A p= 0 的 线性 无 关 解 的 个 
数 & 与 相 联 齐 次 方程 % 9-0 的 线性 无 关 解 的 个 
Re Z 325 H Ej A 的 特征 部 分 有 关 , 它 等 于 算 子 A 
的 指标 , 即 kk — x. 

75 — 25 Jb H8 (L2 2814] 7] EE BJ Jp ER TG 46 EXE XE 
是 柯 西 核 奇 异 积 分 方程 中 6(z) 二 0, 即 诺 特定 理 c= 
0 的 特例 . 由 此 可 见 , 对 指标 为 零 的 奇异 积分 方程 ， 
弗 雷 德 霍 姆 定理 是 成 立 的 ,这 类 方程 称 为 拟 弗 雷 德 
霍 姆 方程 ,其 相应 的 奇异 积分 算 子 称 为 拟 弗 雷 德 起 
WAT. 

30. 3B BE (8 TE 98 75 $2 (quasi-Fredholm equation) 
见 “ 诺 特定 理 ”. 

J) 3B 7E (8 E 58 EE + (quasi-Fredholm operator) 
见 “ 诺 特定 理 ”. 

卷 积 方程 (convolution equation) 一 种 最 常见 
的 奇异 积分 方程 . 第 二 类 卷 积 方程 是 指 方程 

gir) = f (z) + d C — t)g(t)dt 
(— oo « xr «-oo), 
HR GC LC coy os SELE; 
十 ce) ,并 且 满 足 条 件 
] —AK(a) Z 0 (— oo < a «-r co) 
时 , 卷 积 方程 可 以 直接 利用 傅 里 叶 变 换 得 到 它 在 L^ 中 
的 解 
L F (aje '* 
DTC} sss] AR Ca) 
(— oo «x «-oo), 
RB Fla), KCO pÆ f (2) A k (>) BJ E n A 
换 . 这 个 解 也 可 以 写 为 预 解 核 的 形式 
wr) = fG) + Al AG 一 DGDdt， 

H F AGOdÉ K(a)/(1—AK (a)) BS 8 Dn 
第 二 类 卷 积 方程 的 齐 次 方程 可 能 有 非 零 解 e ,只 要 
a 满足 


An) = da 


十 co 
A k(t)e "dt = 1, 


因而 对 茶 些 核 ,4 会 产生 连续 谱 , 所 以 卷 积 方程 不 是 
弗 雷 德 稚 姆 积分 方程 . 第 一 类 卷 积 方程 是 指 方程 
002 


十 ee 
i k(x — t)p(t)dt = f(x) 


(— eo < z «Lo, 
它 与 第 二 类 卷 积 方程 无 本 质 区 别 , 当 F CO /K CJ 
于 工时 ,人 它 的 解 是 


— dq Pta). = 
Ax) = x. Kat da 
(— 00 qx 00), 
卷 积 方程 中 的 积分 算 子 


十 co 
A(z) = | k(x — Hdt = k * @ 


称 为 卷 积 算 子 . 4 REL’ GCL 时 , 卷 积 h (x) 二 kx o 
总 是 连续 函数 . 当 kEL',gEL? 时 , 恒 有 kx PEL’, 
并 且 有 豪 斯 多 夫 - 杨 不 等 式 : 
| &* ell, | k lu H | Pll» 
在 卷 积 方程 中 ,作为 特例 , 设 f e) = k (z) = 
FX) 二 0, 当 x 过 0, 这 时 方程 就 变 成 有 限 区 间 的 方程 


e Jr EH 


前 面 解 的 公式 同样 适用 ， 
卷 积 算 子 (convolution operator) — UL "3$ $H te 
Fe”. 


维 纳 - 霍 普 夫 方程 (Wiener-Hopf equation) 一 
种 带 差 核 的 奇异 积分 方程 .古典 的 维 纳 - 霍 普 夫 方 程 
是 指 下 述 的 带 差 核 的 奇异 积分 方程 


十 ea 
en +] eege, xD 


(0 < z; <+ 0c), 

HEt klu)EL'(—œ, +œ), fG)€ L|[0, +00) E 
E ART KR, oG 0 ERA PR Rt SO EROS BA 21 Fe BJ 
E. 

方程 (1) 的 研究 开始 于 20 世纪 20 年 代 初 ,早期 
著名 例子 是 辐射 传输 理论 中 的 米尔 恩 方 程 , 后 因 
1931 年 由 维 纳 (Wiener ,N. ) 和 堆 普 夫 (Hopf , E. 228 
出 求解 方法 而 得 名 . 20 世纪 40 年 代 以 后 ,这 种 方程 
的 理论 在 解析 函数 边 值 问题 .调和 分 析 和 算 子 理论 
的 基础 上 得 到 了 系统 的 发 展 ,20 世纪 60 年 代 以 后 ， 
抽象 化 为 奇异 积分 方程 的 一 种 统一 形式 , 即 一 般 的 
维 纳 - 霍 普 夫 方程 的 理论 . 它 的 应 用 也 扩展 到 许多 其 
他 领域 ,如 中 子 迁 移 .电磁 波 衍射 .控制 论 .多 体 问 题 
以 及 人 口 理论 等 . 

维 纳 和 霍 普 夫 为 解 方程 (1) 提 出 的 方法 后 来 被 
称 为 维 纳 - 霍 普 夫 技巧 ,又 称 为 因子 分 解法 . 其 基本 
思想 是 通过 积分 变换 将 原 方 程 化 为 黎 曼 边 值 问题 . 
技巧 的 核心 是 用 图 数 因子 分 解 的 方法 求 得 方程 的 
解 . 下 面 以 方程 (1) 求 解 为 例 加 以 说 明 . 在 z 近 0 处 
4 er) — fG)7220, 35 7; ££ (1) &E 46 Bl BP Sc fb. 
得 到 


Le 
ed: | EE eda Ct 


(soU e n oo), 
式 中 
(t 220), 


0 
= 十 co 
did i k(t — s)@(s)ds (<0) 


tH, FE AR Al PA. # (2) r 18 PR BO Ie d >4 Z€ fE , 5] an 
# fE A> OH Ra), pe" A f ODe" EJ 8 + 
L'(— 20, +020) , M) HH 48 E up AE d n] 4b A fe Sa E 32 
& [n] £i 
(1+ K(A))® QO = Ft Qo + V Q) (3) 
Asa ry T] A). 
其 中 大 写字 母 表示 用 相应 小 写字 母 表示 的 函数 的 傅 
里 叶 变 换 . 上 标 十 或 一 分 别 表示 该 函数 在 半 平 面 t 
> —h sk ch Ef. # «——Ind[14-K CO ]93r 
# OO B di tp. 问题 (3) 求 解 的 关键 在 于 将 函数 
HQ) = 1 + KO) 
分 解 为 如 下 的 因子 WA) =H Q) Ht Q), ,其 中 
五 (Aa)#l H CASS SIZE c — h $1 < 两 半 平 面 上 
解析 并 且 在 有 限 远 处 均 恒 不 为 零 . 4 HABLA 
IF TE A <A 解析 ,无 零点 且 一 致 有 
lim HA) = r Æ0 


HS 


时 ,上 述 分 解 式 是 存在 的 ,其 中 HOO" H HOD 
出 .由 所 述 条 件 利 用 柯 西 积 分 公式 知 下 OO H Q) 
=C ACA), C+ (4) 可 由 FF+ CO/H- ARR 
示 , 因 而 由 (3) 式 得 到 


H+ (WB+ (Q) — C+ a) = E O9 


H (Q) T C 0D 
Cle | <). 由 此 式 利 用 解析 开拓 和 广义 刘 维 尔 定理 
可 求 出 @' 〈4) ,再 由 傅 里 叶 逆 变 换 即 可 求 得 çG). BE 
纳 - 霍 普 夫 方程 也 满足 诺 特定 理 .方程 (1) 的 离散 形 
式 是 


= 
et >a, @ = f, (b = 0,1,2,°%), (4) 
j=0 
其 中 


了 一 — OO 


UO ROT P OX poo. NI i. (4) 式 也 称 
A FE RU RTT f. 

Së £9 - 3E 35 < D (Wiener-Hopf technique?) 
见 “ 维 纳 - 霍 普 夫 方程 ” 

米尔 恩 方 程 (Milne equation) 
命名 的 方程 , 见 “ 维 纳 - 霍 普 夫 技巧 ”. 

卷 积 型 积分 方程 (convolution type integral e- 
quation) ” 亦 称 差 核 积分 方程 ,是 卷 积 方程 的 推广 . 
它 是 指 以 下 的 奇异 积分 方程 : 


以 米尔 恩 名 字 


积分 方程 


Le 
ot) + zs GeO de 
T 


+ se) ru — s)@(s)ds = f(t) (1) 
| (—oo«t« roo), 

RrBÀEREO,.RhOCLO-o29,0T95),4BH E 1189 
傅 里 叶 变 换 K (oi, K, CoO Sp I| 98 LAE 

1] + K.G) Z 0, 1-+ K;,(0 Z 0; 
KG E Lt(—co,+ oo) (0>1) E BJ E, AU BS C Di 
指标 定义 为 
1 + K,(@) 
ItK 
此 类 方程 同样 满足 诺 特 定理 . 它 可 通过 傅 里 叶 变换 
化 为 黎 曼 问题 去 解决 . AIL. RR Al RR 


x = Ind 


pt) (G= 0, 
LEE (t « 0) 
K 
ae » (290), 
€t) (=< 0) 


q.d 0 +h *x@ +k x@ =f, 
做 健 里 叶 变 换 , 即 得 对 应 的 黎 曼 问题 


er EE ` E 
E EE 


其 中 B* ,Kj,K;,,F 分 别 是 P+ skiskos f BUTS E HÆ 
H. 
35 3:38 $y 7; f£ (difference kernel integral equa- 
即 “ 卷 积 型 积分 方程” 
对 偶 积 分 方程 (dual integral equation) 一 类 
重要 的 奇异 积分 方程 . 奇异 积分 方程 的 男 一 典型 类 
型 是 下 面 的 对 偶 积 分 方程 
e) + Fe) esed = f(t) 
(O<t<+o), 
et) + Fe] eno = f(t) 
(= co < pe 0 
其 中 gl) 是 未 知 函 数 .对偶 积 分 方程 常 在 偏 微 分 方 
程 的 混合 边界 值 问题 中 出 现 . 特别 地 , 当 kk, 是 卷 
积 核 , 即 k(t,s) 二 k(t 一 s)(i 二 1,2) 时 , 它 可 化 为 黎 
曼 边 值 问题 去 解决 . 为 此 ,在 方程 中 引入 新 未 知 肾 数 
g()(—co< <+ co) K 


tion) 


gu. G> 0), 
e =| 0 G«0) 
5 
g_ G) = | 0 (E 0), 
g(t) axo). 


将 两 方程 都 延 拓 到 整个 1 轴 , 方 程 可 改写 为 : 
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TA A TE 


1 ft 
+ | E 
p oz des l 


+o 
i+ | b, (t 
m eee 


—s)@(s)ds= f (0r g- (t), 


—s)@(s)ds= f Gag.) 


Loost loo). 
做 傅 里 叶 变 换 得 到 
[1 + Kla) ]Ó (2) = F(a) + Ç (a), 
[1 + K,(a) J6(a) = F(a) + G* (a), 
其 中 中 ,天 ,天 ， QF.G^O.G 分 别 是 Doki sky Tn sË - 
的 傅 里 叶 变 换 , 上 式 消 去 未 知 函 数 @(c), 即 得 到 确 
定 未 知 图 数 G* (oa) 的 黎 曼 问题 
1 + K,(@) 
C Xe IR 
K,(a) — K,(a 
+ EEG FO 
(=o cx dq EE 


G (a) 


E BHE 


exa iiem 


] + K,(a@) J} 


后 , 原 对 偶 积分 方程 的 解 Wi) 可 由 


IE GE Ca) jA 
do] ees rG XM g 
qt) ve | FK D e "da 


得 出 ,可 解 情况 讨论 视 指 标 vm, 
它 的 离散 形式 是 如 下 的 对 偶 方程 组 


十 ce 
P; + > a = J; (J = 0,1,.:-2, 


k= 一 oo 


9; + > zu mS eme): 
经 典 的 含 特殊 函数 的 对 偶 积 分 方程 是 
i 37 (Oy) Gy dy = Cr) (Um cA IS 


十 oo 
| fGOD»MJ,Gy)dy = 0 Ge > 1), 


E h J E Ul AH, a > 0. Z BJ # SE 
(Titchmarsh, E, Ch. ) 用 梅林 变换 得 到 的 , 它 是 


1 
1 
gr | "us Ji pr) dp 


0 


. | acea = gy dp. 

特 普 利 茨 方程 (Toeplitz equation) 一 类 理论 
上 重要 的 奇异 积分 方程 . YEUX a) EL ,t E 
义 在 单位 圆周 上 ,P 是 L? 到 哈代 空间 H^ 的 投影 算 
F, 对 任 一 pa) E A’, FE H’ 到 H' 的 算 子 
T , (a) p= P (ag) BRA FF EA RE TA IK ur 上 
的 已 知 函 数 , 对 应 的 方程 

Te (a)e= Plag) = f 
PK AD PF aF AT f. 34 a (00250 时 ,此 类 方程 也 满足 
诺 特 定理 ,其 指标 e=Indatt). É aCGOS f H np £ 
BM (a; C90. cx 1,0, Jp DIR But Su IA 
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(fi). leift, lee), P RE L^ 到 4 的 投影 , 则 特 
k UNES 


Siaa = f; G= 051,06). 


此 类 方程 亦 称 离散 的 维 纳 -EEA D fE. 
特 普 利 茨 算 子 (Toeplitz operator) 
次 方程 ”. 
带 位 移 的 育 异 积分 方程 (singular integral e- 
柯 西 核 奇 异 积分 方程 的 推广 . 


见 “ 特 普 利 


quation with shift) 
它 是 指 下 面 的 方程 
Ke= aQ)9Q) + b(t) Galt) ] 
| pT dT e PT) dT 
L L 


Tl J, 7 — £ Ti J; T-a(t) 


EE | &c.oecode = g(t) G € L), (1) 


Hh alt), bA), c) d A, gO I A WS £it ree 
AF E CLR eRe) E AT Ks MB a GO Ec 1 A 
曲线 L PRR a CAE 77 Ia] Hb A E B. EP a CO 
Wa EAR BARE AANA IMMBWLGT L EN 
JE RSE BAF io | a (0) ]==z. id 

Ae Qo [ae ]—d adaa], 

A G) =a, (Dai [aG) ]—6,@ 6, Lac) |, 

A(t) =b (t)d,La(t) ]—c (a,Latt) ], 
其 中 

at) = aG) +c), 64) = 50) +d), 

c (t) = c@) — att), d,G) = d(t) — b», 
则 方程 (1) 使 诺 特 定理 成 立 的 充分 条 件 是 :(A ) 如 果 
ai) 保持 方向 及 A, (t)~0,4,(4) 40; (BUR a(t) 
改变 方向 及 AG)=0. 此 时 指标 是 : 

1. 如 果 a GO PREF IF. Bl] 


Ind K = mil 


2. 如 果 a GO wee [8] , Bt 
udi zInd[AG)];. 


带 位移 的 柯 西 核 奇 异 积分 方程 已 有 较 完 整 的 理 
论 , 它 在 混合 型 偏 微分 方程 的 边 值 问题 、 正 曲率 曲面 
的 无 穷 小 变形 理论 .理想 流体 的 空 泡 流动 理论 及 各 
向 异性 弹性 理论 等 应 用 上 都 有 重要 意义 . 

ES E & 4 (Carleman condition) 
的 奇异 积分 方程 ” 

高 维 奇 异 积分 方程 (singular integral equation 
in high dimension) 和 希 尔 伯 特 变换 在 高 维 的 推广 . 
与 弗 雷 德 霍 姆 积分 方程 不 同 , 对 于 奇异 积分 方程 ,高 
维和 一 维 是 需要 加 以 区 别 的 . 典型 的 高 维 奇异 积分 
方程 是 指 方程 


aCx)uCa) + IS 
(x € R^), (1) 


AO, 


见 “ 带 位 移 


Lucy dy = g(x) 


其 中 的 奇异 积分 算 子 是 研究 得 最 多 的 考 尔 德 伦 - 赞 
格 蒙 - 米 赫 林 奇异 积分 算 子 


Xu = | Le icy dy, 


这 里 z,y 表示 n 维 欧 氏 空 间 R° 中 的 点 ， 


E es | D 


> m. [m SE » LM 
r r ” 


f(x, 昌 ) 称 为 特征 , 设 特征 是 有 界 的 且 对 固定 的 xz 对 
0 是 连续 的 . 还 要 假设 f(zx, 昌 9) 满 足 使 此 奇异 积分 存 
在 的 充分 必要 条 件 ( 抵 消 条 件 ) 


| f(z,0)do = 0, 
S 


其 中 5S 是 单位 球面 .在 一 定 条 件 下 ,方程 (1) 是 满足 
诺 特 定理 的 .但 一 般 地 , 它 的 指标 都 等 于 零 . 

高 维 育 异 积分 算 子 (singular integral operator 
in high dimension) 见 “ 高 维 奇 异 积分 方程 ”. 

里 斯 算 子 (Riesz operator) 一 类 重要 的 高 维 
奇异 积分 算 子 . 它 是 指 下 面 的 mm 个 算 子 (参见 《调和 
分 析 》 同 名 条 ) 

m. 


(R, fx) = "|. Lc 


(1 < m < n) 
$3549 ， YT (yi (NET °° 


fly)dy, 


其 中 = (Zis: 
空间 R^ 的 点 ， 


KEE: 


Iz — y| 


SE (Sa Ne DUM 
EL zu 
r, 二 一 1 I' D |: 
里 斯 算 子 是 将 JE L° RAS L 的 有 界 算 子 ,对 
m 二 1,2,…,n, 它 们 满足 关系 式 : 


VR = 1 EZET). 


里 斯 算 子 在 双 曲 型 偏 微分 方程 的 理论 中 有 重要 
应 用 . 
广义 维 纳 - 堆 普 夫 方程 (generalized Wiener- 
Hopf equation) ” 几 类 主要 奇异 积分 方程 的 统一 名 
称 . 多 年 来 人 们 企图 用 统一 观点 去 处 理 已 经 分 别 研 
究 得 相当 深入 的 几 类 主要 的 奇异 积分 方程 , 即 柯 西 
核 积分 方程 、 歼 曼 边 值 问 题 ( 包 括 带 位 移 )、 维 纳 - 霍 
普 夫 方程 .对 偶 积 分 方程 ,以 及 它们 相应 的 离散 形 
式 方程 组 和 高 维 的 推广 ,统一 的 途径 是 把 它们 作为 
下 面 的 广义 的 维 纳 - 霍 普 夫 方 程 的 特例 . 设 A.B E 
硕 尔 伯 特 空间 上 的 已 知 的 线性 算 子 .已 是 投影 算 子 ， 
P'—P,Q-—I—P(Q 恒 等 算 子 ), 以 下 三 种 方程 
T»CA)e—PA | mrp Pf, (1) 


积 分 HE 
(AP+BQ+T)¢=f;, (2) 
(PA+QB4+T)¢=g¢ (3) 


均 称 为 广义 维 纳 - 霍 普 夫 方程 ,简称 维 纳 - 霍 普 夫 方 
程 .其 中 7T, 是 紧 算 子 .方程 (1) 是 最 基本 的 , 若 算 
子 B 有 北 且 了 二 0, 则 方程 (2) 不 难 归结 为 方程 (1)， 
方程 (3) 则 是 方程 (2) 的 转 置 方程 . 具体 形式 如 下 : 


Wë d 
Lig Se= 4 | 97. g 
P= +Q +S), Q= 10-5), 


Ae = [a + b) Je, 
则 柯 西 核 积 分 方程 
pT dr 


b) 
aoge +| Boe 


ee J: 
LES P E L^ 到 哈代 空间 H^ 的 投影 算 子 ， 
— Be=G@)o@) , 则 单位 圆 上 的 黎 曼 边 值 问 题 @1+ (z) 
=GP G)+ gG) RT ia Jy (P + BQ)ge= g. 
at) G> O), 


3. AB Pp = | D. oy 


Ag = | tc — s)e(s)ds, 


则 维 纳 - 霍 普 夫 方 程 可 记 为 
Tp(A)p = PA | mp = Pf. 


Be = [a G) — bt) Je. 


+T,= f 


4. i 
Po= vd (G0 
0 (t < 0), 
0 (£ > 0), 
ES Se (z <0). 


十 co 
Ag = | b, (t,s)e(s)ds, 


十 ee 
Bo = | k,(t,s)¢(s)ds, 


则 对 侦 积 分 方程 可 记 为 (PA 十 QB)p= 了 . 

5. RRA aG) Leit, RT Ag= 
alt)plt),p 属 于 哈代 空间 H^, P R L? 8| H* 的 
投影 算 子 , CAPR CCH’, MENARD # n] io 
A 

T»(a)9e-— T»CA)9 = f. 
方程 对 应 的 算 子 TRCA), AP+ BQ, PA+QB 
称 为 维 纳 - 霍 普 夫 算 子 . 

维 纳 - 霍 普 夫 算 子 (Wiener-Hopf operator) D 
“广义 维 纳 - 电 普 夫 方 程 ” 

1 20 -E SZ Ai SC Wiener -Hopf factoriza - 
tion) 算 子 的 一 种 分 解 式 . 设 4 是 希 尔 伯 特 空间 H 
中 的 线性 算 子 ,已 是 投影 算 子 ,4 的 维 纳 - 霍 普 夫 分 
解 是 指 分 解 式 A=A_A,, A.E 五 中 满足 条 件 

R(A, P) = RCP), R(A_ Q) = RQ) 
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积 分 J 程 


的 线性 算 子 ,RC(。) 记 算 子 的 值 域 . A-E E RoE 
与 维 纳 - 霍 普 夫 算 子 的 理论 有 密切 联系 ,这 由 下 面 定 
理 可 看 出 .定理 : 设 A. H— Rëm wats 
TP 是 任 一 投影 算 子 , 则 以 下 三 条 件 等 价 : 

1. TCA) TE RCP) rp npa. 

2. A 存在 维 纳 - 霍 普 夫 分 解 . 

3. FERAH Ay, |A|=1#E Rea,RCA)>0. 

诺 特 算 子 (Noether operator) BRAS S BE 18 
德 霍 姆 算 子 . 为 了 使 奇异 积分 方程 理论 一 般 化 ,将 诺 
特定 理 成 立 的 算 子 称 为 诺 特 算 子 , 也 简称 OTT. 
X,Y 是 巴 拿 赫 空间 , 算 子 A:X>Y. 以 ker4 记 算 
子 的 核 空 间 ,Coker4=Y/Im4 称 为 A 的 协 核 空间 . 
a(A)=dim ker A, 8CA) —dim Coker A. 

Gë NACER A:X>Y WR: 

LST 4 的 值 域 Im A 是 闭 的 ; 

2. aC AA BCA) ABE A BRAN ; 
那么 ARAARA T ,并 称 整数 

Ind A = a(A) — P(A) 
为 诺 特 算 子 4 的 指标 . 诺 特 算 子 定义 中 的 条 件 1 可 
换 为 等 价 的 

1'. 设 算 子 A TES LAE X BAIE np 
m. 

J X95 78 ($8 TE 38 SF (generalized Fredholm 
operator) B[ BEAT". 

算 子 的 协 核 空间 (cokernel space of operator) 
见 “ 诺 特 算 子 ”. 

半 诺 特 算 子 (semi-Noether operator) 诺 特 算 
子 的 推广 .在 诺 特 算 子 定义 中 的 条 件 2,# H ka CA) 
是 有 限 的 ,或 6(4) 是 有 限 的 , 则 称 A 为 半 诺 特 算 
To HARA OAT , Ja RES O6 ST SAR 
ar”). 

代数 算 子 方程 (algebra operator equation) 算 
子 满足 一 定 代 数 关 系 式 的 算 子 方程 .奇异 积分 方程 
的 理论 也 可 以 抽象 为 代数 算 子 方程 去 研究 . 代数 算 
+f S 是 指 巴 拿 赫 空间 X SS Y 的 、 满 足 一 
定 代 数 关 系 P(S)=0 WAT. P 通常 是 多 项 式 


PO == CS: 
i=] 
若 S 满足 nn 次 算 子 多 项 式 
Dis s Cs e 
i=] 


但 不 满足 低 于 nn 次 的 多 项 式 , 则 称 S An 次 代数 算 
子 . 例如 


, 


|. 1f e(odr 

Bp zl TE 

L E.B] EZ , WJ S; LL 满足 方程 S* 一 1 寺 0, 但 S 

土 1 了 关 0, 故 柯 西 奇异 积分 算 子 是 二 次 代数 算 子 . X 
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如 , 希 尔 伯 特 空间 的 投影 算 子 已 ,满足 方程 E 
0, 但 P 关 1,P 关 0, 故 它 是 二 次 代数 算 子 . 再 如 , 傅 里 
叶 积 分 算 子 


vo 
Fe = J e" or)dzr, 


FiL'—L 满足 方程 一 I 圭 0, 但 不 满足 低 于 四 次 
的 方程 , 它 是 四 次 代数 算 子 . 

利用 拉 格 朗 日 插值 多 项 式 可 由 次 代数 算 子 S 
构造 出 投影 算 子 Pj;(j==1,2,…,n): 

p — SaaS — z) (S = typ oS = z) 
(ro a Cas — n) (n Si Se = x.) 

其 中 zj(j 二 1,2,…,n) 表 示 P(r) =0 的 nn 个 单 根 ， 
“和 A "号 表示 缺少 该 项 , 则 P WS E: 


PP,= P; (k = J), per 
0 RFR); j=) 
由 代数 算 子 组 成 的 下 面 方程 


> CA;S! + T)e = f 


称 为 代数 算 子 方程 ,其 中 S 是 次 代数 算 子 , Aj 是 
满足 一 定 条 件 的 系数 算 子 ,T 是 紧 算 子 ,f ROAM 
数 . 奇异 积分 方程 可 看 做 代数 算 子 方程 ,例如 , 柯 西 
奇异 积分 方程 是 (4 十 6S 十 TT)g 一 f,S 一 I 一 0, 它 是 
二 次 代数 算 子 方程 . 在 满足 一 定 条 件 下 ,代数 算 子 也 
EARRA T. 
代数 算 子 (algebra operator) MRKA f Jr 
f. 
局 部 化 理论 (theory of localization) 研究 奇异 
积分 方程 的 一 种 新 方法 , 即 局 部 化 方法 的 理论 ,此 方 
法 对 高 维 也 很 有 价值 . EP A: LL 称 为 局 部 型 
算 子 ,各 对 任意 两 个 不 相交 的 财 集 Fi FS P, AP, 
是 紧 算 子 , 其 中 
fix) (x € M), 


Pyle) = ó (x & M). 


算 子 ALB 称 为 在 ze 局 部 等 价 并 记 为 A— B ,# 
对 任意 60. FEE x WABI UE 
| ICA — B)Py| | <e, 
| | Pu CA 一 B)| | < E, 
其 中 
| [Al || = intl A-T | CT 是 任 一 紧 算 子 )， 
Ar 
RAP, ~Py (PyAR, Py), 
BF RCR,) 称 为 算 子 4 在 z, 的 局 部 左 ( 右 ) 正 则 化 
算 子 ;如 果 A 在 z 存在 局 部 左 和 右 正 则 化 算 子 , 算 
子 4 称 为 在 zo 是 局 部 诺 特 算 子 . 在 此 基础 上 主要 
得 出 以 下 两 个 基本 定理 : 
L# AiL^— L^ 是 局 部 型 算 子 , 则 A 是 诺 特 算 


子 的 充分 必要 条 件 是 对 任意 z € X ERE MA 
特 算 子 . 

2. A 存在 左 ( 右 ) 正 则 化 算 子 的 充分 必要 条 件 是 
对 任意 xEX, 它 都 存在 局 部 左 ( 右 ) 正 则 化 算 子 . 

局 部 化 理论 是 辛 穆 年 科 《(Simonenko,I.B. ) F 
1964 年 提出 的 . 


局 部 型 算 子 (operator of local type)” 见 “局 部 
化 理论 ”. 

局 部 诺 特 算 子 (local Noether operator) J 
“局 部 化 理论 ”. 


局 部 正则 化 算 子 (local regularization operator) 
见 “ 局 部 化 理论 ”. 

非 线性 积分 方程 (nonlinear integral equation) 
不 具有 线性 性 质 的 一 类 积分 方程 . WR AR A PB PE 
积分 号 下 是 以 非 线 性 形式 出 现 的 ,这 种 方程 就 称 为 
非 线 性 积分 方程 . 例如 ， 


ee = 1 bdo CoM EN 


当 & 不 是 2 的 线性 函数 时 ,就 是 非 线 性 积分 方程 . 3E 
线性 积分 方程 也 可 以 被 分 成 多 种 类 型 ,例如 , 弗 雷 德 
霍 姆 型 . 沃 尔 泰 拉 型 、 哈 默 斯 坦 型 等 . 

由 于 自然 界 和 工程 技术 中 出 现 的 大 量 问题 都 是 
非 线 性 的 ,因此 ,在 数学 物理 中 研究 过 的 一 些 线性 方 
程 ,只 能 是 在 一 定 条 件 下 对 实际 问题 的 近似 描述 . 为 
了 更 精确 地 刻画 客观 现象 ,就 完全 有 必要 研究 非 线 
性 积分 方程 .如 果 把 积分 方程 中 出 现 的 男 数 看 做 是 
AS dag X 中 的 元 素 , 把 原来 的 积分 运算 用 算 子 
人 来 代替 ,就 将 得 到 一 个 算 子 方程 Tw 二 了. 

近年 来 非 线性 积分 方程 的 研究 已 有 很 大 的 发 
展 , 但 是 还 没有 系统 的 理论 .即使 是 讨论 可 解 性 问题 
上 也 存在 着 不 少 困 难 , 这 主要 是 与 线性 积分 方程 的 
研究 方法 有 着 本 质 的 不 同 . 这 一 理论 的 进一步 发 展 
在 很 大 程度 上 依赖 于 现代 泛 函 分 析 、 算 子 理论 以 及 
绍 德尔 不 动 点 原理 等 数学 分 支 的 发 展 . 

非 线 性 弗 雷 德 霍 姆 积分 方程 (nonlinear Fred- 
一 类 特殊 的 非 线 性 积分 


holm integral equation) 


方程 . 这 指 的 是 方程 
pose d k(z,y,@(y))dy fi), (1) 


其 中 fMEL [a,b]. a,b 是 给 定 的 有 限 ( 或 无 限 ) 
实数 £ 


(| [kaye dy | «Miel, 


而 且 对 任意 的 之 1 9 之 2 
[k(xX,Yy,21) = bCzr,y, 2) | < N(Gc,y) EI — €2|* 


其 中 
| | ce, yydzdy = N? <+ œ, 


积 分 


J 程 


这 时 ,对 14| 二 1/N ,方程 (1) 在 Lla l A -ERE 
着 惟一 解 . 

非 线 性 沃 尔 泰 拉 积分 方程 (nonlinear Volterra 
integral equation) 积分 上 限 变 动 的 一 类 特殊 的 非 
线性 方程. 这 指 的 是 如 下 方程 


g(a) — af (z, 9.99) )dy =F) 


(oe Ze Di: (1) 
其 中 f(x)€ L[a,b]. a,b 是 给 定 的 有 限 ( 或 无 限 ) 
实数 ,大 


| Frye ay | «Mel. 


而 且 对 任意 的 之 ] ， 之 2 A 
|&Cr y. 24) = kr, y.) < N(z,y) |z, — Zool 


b b 
| | N?(x,y)dxdy <+ OO, 


这 时 ,对 任意 1, 方程 (1) 在 性 [La,o 内 都 存在 着 惟一 
fe. 

là St H B A fe (Hammerstein equation) 一 类 
重要 的 非 线 性 积分 方程 . 它 指 的 是 如 下 形式 的 积 
方程 : 


b 
olr) = | k(x wh (y,@(y2)dy, 


其 中 br. y) J Cy WEE AD PRA S Cy xz) 关 于 u 
是 非 线 性 的 . 这 一 方程 是 由 哈 黑 斯坦 (Hammer- 
stein, H. ) 于 1930 年 提出 来 的 ,一 直到 最 近 仍 有 不 
少 学 者 研究 这 种 类 型 的 方程 ,已 经 得 到 了 不 少 很 有 
意义 的 结果 . 

非 线 性 育 异 积分 方程 (nonlinear singular inte- 
gral equation) ”奇异 积分 方程 之 一 . 如 果 一 个 奇异 
积分 方程 中 的 未 知 函 数 在 积分 号 下 面 是 以 非 线 性 形 
式 出 现 的 ,这 种 方程 就 称 为 非 线 性 奇异 积分 方程 . 例 
如 ,把 线性 奇异 积分 方程 的 被 积 函 数 

— 
换 成 更 一 般 的 函数 
kxr,y.QCQuNQ) 
x — Y 
或 者 
bM Oeo») 
x Y 
就 得 到 相应 的 非 线性 奇异 积分 方程 .考虑 如 下 方程 : 
wr) =a | Eng, (1) 


a X — Y 
ABBR. 只 要 在 [a,b]X[La,bjX[ 一 R,R] 上 满足 条 
ff : 
[klz yt) — k (zi, yist) | 
Skiles ay ey a e E 
(O< uw 1), 
507 


K 是 常数 ,就 可 以 用 绍 德尔 方法 证 明 方 程 (1) 的 解 
存在 . 

非 线 性 积分 算 子 (nonlinear integral operator) 
如 果 把 非 线 性 积分 方程 中 出 现 的 取 数 看 做 巴 拿 赫 空 
间 中 的 元 素 , 那 么 原来 的 积分 运算 就 将 构成 一 个 非 
线性 积分 算 子 了 .常见 的 非 线性 积分 算 子 有 

1. SEMAT 


b 
Tu = | R(xrsy,suly))dy, 


其 中 kGr,.y.Od&ELa.5|x[a.5] XR! ENE ARR, 
CRF ¢ 是非 线 性 的 . 
2. 沃 尔 泰 拉 算 子 
Tu = [kyu ody, 


其 中 Cr,y,t) 是 [a,6]X[a,b]XR' 上 的 已 知 函 数 ， 
它 关 于 上 是 非 线 性 的 , a< xb. 
3. 哈 默 斯 坦 算 子 


Tu = J kCr,y)f (y uly))dy, 


HP ROG. )la.b]X[a.5].E p dE n] RR, 
f(y,t) 在 La,b6]XR' 上 可 测 , 并 且 对 于 固定 的 y, < 
于 t 是 连续 的 . 这 样 就 可 以 与 抽象 空间 中 的 算 子 理 
论 研 究 结 合 起 来 . 

又 德 拉 塞 卡 尔 开 方程 (Chandrasekher H-e- 
quation) 一 类 重要 的 非 线 性 积分 方程 . 38 (GR dr XE 
卡尔 H 方程 是 指 以 下 的 非 线性 积分 方程 : 


1 
eme HG)| - Z OH (Xt, 


其 中 g(t) fe L0,1)] ESE f 8 HK n] W E^) C. 5 PR C, 
HERA PR WT ER 4E r! + TF RETO RU AUI 
力学 中 都 有 重要 的 应 用 . 

积分 微分 方程 (integral-differential equation) 
一 类 未 知 函 数 同 时 出 现在 积分 和 微分 号 下 的 方程 . 
例如 


u' (t) = g(t,u(t)) + | ossa Goods 


jÉ VA u G2 A À 3 ER CBS AE Z FE FR Ot ik të 4 
9(t) 三 常数 的 情形 , 称 为 弗 雷 德 霍 姆 型 积分 微分 方 
程 , 当 eG mt 的 情形 , 称 为 沃 尔 泰 拉 型 积分 微分 方 
Tz. 类 似 于 常 微分 方程 ,积分 微分 方程 也 可 以 提 初 值 
问题 . 边 值 问 题 或 特征 值 问 题 ， 

弗 雷 德 霍 姆 型 积分 微分 方程 (Fredholm inte- 
gral-differential equation)” 见 “积分 微分 方程 ”. 

沃 尔 泰 拉 型 积分 微分 方程 (Volterra integral- 
differential equation) 见 “ 积 分 微分 方程 ” 

只 分 微分 方程 的 初 值 问题 (initial value prob- 
lem of integral-differential equation) 一 类 利用 给 
定 的 初 值 条 件 定 解 积分 微分 方程 的 问题 . 3 ER (e 
姆 型 积分 微分 方程 的 初 值 问题 是 指 问题 ， 
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r (£) = g(t,u(t)) + | kG,s,u(s))ds, 
u (to) = Uo. 
如 果 满 足下 列 条 件 : 
1l. gG y=—pg(ty as ës Lt)(yi— y») 
CIE Gos ty loa LG CC Ost. 
2. | Gars G2) EE 


D 


z Nof’ SE 


to 


其 中 [e [£55t£i ] wi zs E C| z, sto l wi Zw: (t € (fos 
t DN: MEC Lt ],N2>0,M>0. 
El sM(s)ds< 十 co 《 EE 


£9 


4. NO) FELOO C1 HPM) Ct€ Gon D, 
那么 初 值 问 题 在 C^ tot) JNC [tos t; Jr BJ AE TE — 
Hy. 

积分 微分 方程 的 边 值 问题 人 boundary value 
problem of integral-differential equation) 一 类 利 
用 给 定 的 边界 条 件 定 解 积分 微分 方程 的 问题 . 线性 
积分 微分 方程 的 边 值 问题 是 指 方程 

p — qu + A pu + | kaud = 0, 
u =0 (r € 3G). 

设 

D= | pg’dz + | aprdz, 


Hoy | oprdz ie | | &Gco0ecoeondady. 


于 是 上 述 边 值 问题 可 由 在 H(9) 二 常数 的 条 件 下 使 
D(9) 为 极 小 的 问题 导出 ,对 这 个 边 值 问题 的 正 交 条 
件 由 


| ou Cou Gods T |. | &Gcoonu Gu; Gndady 
0 G= j) 


给 出 . 
ZS BASE AR SD Gh FE (Prandtl integral-differ- 
ential equation) 一 类 积分 微分 方程 . AA REV 
的 动 翼 翼 幅 上 的 环流 分 布 TC(y) 所 满足 的 积分 微分 
方程 , 即 方程 
a= IOO + DP. V. E — 

PRA E BIHE TUA AOA rh o EXER y y E: EJ 
3 n rp x B9 ER BS c 是 机 可 长 ,ae 是 从 浮力 为 0 的 位 
置 所 测 的 倾角 ,2r& 是 浮力 系数 对 倾角 的 曲线 的 斜 
率 ,P.V. 表 示 积 分 时 取 柯 西 主 值 . 

特殊 的 函数 方程 (special functional equations) 
一 类 函数 方程 .所 谓 特殊 函数 方程 是 指 不 包含 极限 


运算 的 函数 方程 . X 2S pR CZ BU 2 BU RETE: , 通 
常 把 它们 化 为 已 知 的 标准 型 来 求解 . 
加 性 函数 方程 (additive functional equation) 
一 类 最 简单 的 函数 方程 .所 谓 加 性 项 数 方程 ,是 指 形 
如 
fG dy) =f(+ f (D 
的 方程 . A PH CCauchy, A.-L. ) 证 明了 方程 (1) 的 连 
续 解 只 有 fGO —erG 是 常数 ), 即 使 只 要 求 了 在 某 
点 连续 ,在 该 点 邻 域 有 界 或 可 测 ,也 只 有 解 cz. 但 在 
非 可 测 函 数 类 中 , 哈 默 尔 (Hamel,G. 天 . W. ) AB D 
格 (Lebesgue, H. L. 2 uEBH f E& cz 外 还 有 无 穷 多 个 
解 . 另 一 方面 , 奥 斯 特 罗 格 拉 菊 基 (Ocrporpamckuxy, M. 
B. ) 证 明了 ,如 果 方 程 (1) 的 解 f(x) 在 一 个 正 测度 集 
合 上 不 取 两 个 相 异 值 之 间 的 值 , 则 f(zx) 必 是 连续 
的 . 以 上 结论 可 以 推广 到 个 变量 的 情形 .方程 (1) 
的 变形 方程 是 
gir + y) = g(r)g(y). (2) 
HIRE FEE Š RET g (O=0.N g (>) fR Jg E. I IET 
E gr2550. DN == y E] | IH 8g (200, f(x)= 
log g(x) , J| Z7 £2 (22 n] 45 23 7; 2 CÓ. 因此 ,方程 (2) 
DI xk SERE EUR g GO = exp (cz). 再 考虑 方程 
gi * v) = gG0gQ). (3) 
如 果 存 在 E40 (EB g (50 —0, Jl] g(>)==0, A, BR 
E uxEO BF g(u) 40. OF 42950,0250, 4 r=logu,y 
二 logv, 于 是 方程 (3) 就 化 为 方程 (2). 又 在 方程 (3) 
h R v=] 得 到 g(—u) = g(—1) g (u), 所 以 
gCc-D- c1. 于 是 方程 (3) 的 连续 解 是 |u1 或 
(sign uw) |z |“. 
一 般 加 法 定理 (general addition theorem) — Al 
画 一 种 特殊 方程 存在 连续 的 非 零 解 特征 的 一 个 定 
理 . 一 般 加 法 定理 如 下 :如 果 方 程 
fG + y) = F(J (z), f Gy» (1) 
在 (一 c2 ,十 cp) 中 存在 连续 的 非常 数 解 f (>) ABA 
f GO o i PE pi SB JA PRT F Cu D ERT uv Ca 
u,v 二 B) 的 严格 单调 递增 连续 函数 , 目 a 二 F Cu < 
B. 还 存在 一 个 c, 使 得 FCec,c)==c, 而 且 关 于 Ca,B) 中 
的 任意 的 u,v,w, 成 立 恒等式 
F(FCu,v),w) = F(u,F(v,w)). 
RZ wR F BRAKE BJ RE. ORE 
在 (一 cp ,十 co) 上 连续 的 非常 数 解 . I Aa GO AE 
这 样 的 一 个 解 , 则 f(x) 就 给 出 了 其 他 的 解 . 如 果 
F(wu,v) 还 是 连续 可 微 的 , 则 f(z) 就 是 微分 方程 
fx)eJuooasae;c—fo) 
在 初始 条 件 FCO =a 下 所 得 到 的 解 . 
施 罗 德 函 数 方程 (Schroder functional equ - 
一 类 函数 方程 . PR $X J; FE 
FCG(xr)) = cf (z> (1) 


ation) 


积 分 J 程 


称 为 施 罗 德 萎 数 方程 ,其 中 A(x) dE C, A PRG 是 常 
数 . 如 果 £i GO dE — SERE CA OD , WI Fili ARCA f Ce) = 
fi G29G)O , KB GD) e(0G) — 9( x) KIB. 假 
设 存 在 点 a 使 得 O(a =a, HAO DAS DER a 
的 邻 域内 可 微 , 于 是 有 f Ca) — 0 或 0 (a) = c. 考查 
0 (a) —c WIRE «Er OD) dE x—a 处 二 次 可 微 , 且 |c| 
<1, PAE r=a 的 邻 域 中 序列 ((0,(x) 一 a)c“}) 一 
Siri A Ao x2 9 x,0, 22 —0C(0, (x2) (n— 1,2, 72, 
它 的 极限 fo) RAED rs 803 ce | 1. 
WS O(a) =u, PAH u=a HBR PO !(u))=— 
cof Cu) ,这 就 化 为 |jc| 雪 1 的 情形 了 . 
阿 贝 尔 函 数 方程 (Abel functional equation) 

施 罗 德 画 数 方程 的 一 种 变形 . 方程 

f(8Cr)) = f(z) + 1 
称 为 阿 贝尔 函数 方程 .0(z) 也 是 已 知 函 数 . 如 果 令 
exp f(x) 二 p(x)， 则 得 到 施 罗 德 方程 

KOCI) = epl); 

再 考虑 方程 

fi + 1) = AGz)f G) 
CA Cx Ji E, AKRO, i TR log f z) =z), Wil 8 
如 下 差分 方程 

er + 1) — Hx) = logA(z). 

解 此 差分 方程 即 可 得 到 原 方程 的 解 . 
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动力 系统 (dynamical system) 一 门 有 关系 统 
演化 规律 的 数学 学 科 , 着 重 于 整体 性 和 大 范围 的 研 
究 . 动力 系统 的 研究 来 自 第 微分 方程 定性 理论 . 设 常 
微 系统 


dz 
d; 750», (1) 


其 中 zER"SEC"CR",R"). 若 (1) 满 足 解 的 存在 与 
惟一 性 定理 , 且 每 一 解 Fi,z) 对 所 有 实数 上 有 定义 ， 
EER 中 可 以 看 成 带 有 参数 1 的 一 条 曲线 ((1) 的 
轨道 ) , 它 满足 : 

1. f(0,z) 二 zx，,YxER"( 初 值 条 件 ). 

2. fy tte x) =f Ges f (t z)),VzCR"',t t, G 
RHE (410. 

3. 了 对 1 与 xz 一 并 连续 . 

现在 换 一 个 观点 来 看 ,将 f 看 做 RXR”" 一 R” 的 
映射 , 它 满足 上 述 三 个 条 件 ,就 称 为 一 个 动力 系统 . 

动力 系统 的 研究 开始 于 19 世纪 末 , 从 1881 年 
EKETE E, JE% (Poincaré, (J.-)H. ) 就 开始 
人 研究 常 微分 方程 定性 理论 ,讨论 的 课题 (如 稳定 性 、 
周期 轨道 的 存在 性 及 回归 性 等 ) 以 及 所 用 的 方法 的 
着 眼 点 , 即 为 后 来 所 说 的 动力 系统 的 创始 , 伯 克 霍 夫 
(Birkhoff G. D. ) 从 1912 年 起 的 若干 年 里 ,以 三 体 
问题 为 背景 ,扩展 了 动力 系统 的 研究 ,包括 他 得 出 的 
遍历 性 定理 . Iñ sa qË < 1927 年 的 专著 《动力 系统 》， 
标志 着 动力 系统 的 正式 诞生 . 他 的 工作 主要 是 拓扑 
动力 系统 与 遍历 性 理论 . 随后 ,从 1931 年 起 的 若干 
年 里 ,马尔 可 夫 (MapkoB,A. A. 2 EAA a RA EIC, 
提出 动力 系统 的 抽象 概念 ,进一步 推动 了 动力 系统 
的 发 展 . 动力 系统 的 研究 着 重 在 抽象 系统 而 非 具 体 
方程 的 定性 研究 ,其 研究 方法 着 眼 于 一 族 轨 道 间 的 
相互 关系 , 换 句 话说 是 整体 性 的 . 1937 年 , 安 德 罗 诺 
X CAunpogoB, A. A. ) Al Be FF E W 4 CIHourparun, JI. 
C. ) 就 平面 中 某 类 常 微分 方程 组 提出 了 结构 稳定 性 
概念 (当时 称 为 粗 系 统 ). 1959 至 1962 E, MR HE 
(Peixoto, M. ) 给 出 了 紧 二 维 流 形 上 C! 动力 系统 结 
构 稳 定性 的 充分 必要 条 件 ,并 且 证 明 结 构 稳 定性 的 
稠密 性 定理 ,引起 数学 界 的 重视 . 因为 紧 二 维 流 形 上 
结构 稳定 系统 不 仅 有 较 简 单 的 相 图 结构 , 且 任 意 一 
个 C 动力 系统 都 可 以 由 结构 稳定 系统 任意 地 逼近 . 
在 流 形 维 数 大 于 2 时 是 否 也 有 同样 的 结论 ,这 个 问 
题 激 发 了 人 们 对 微分 动力 系统 的 研究 . 后 来 才 清 楚 
在 高 维 的 情况 下 ,结构 稳定 系统 的 相 图 一 般 很 复杂 ， 
且 稠 密 性 定理 不 再 成 立 . 从 20 世纪 60 年 代 开 始 ,以 
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斯 梅 尔 (Smale,S. ) 为 首 的 数学 家 们 在 微分 动力 系 
统 研 究 方 面 做 出 了 重要 贡献 ,其 影响 历久 不 误 . 中 国 
的 雇 山 涛 对 此 也 做 出 了 很 大 的 贡献 . 

动力 系统 大 致 可 分 为 拓扑 动力 系统 、 微 分 动力 
系统 与 遍历 性 理论 . 从 群 作 用 的 角度 来 看 ,又 分 为 连 
续 动 力 系 统 ( 亦 称 单 参数 变换 群 或 连续 流 ) 和 离散 动 
力 系统 . 动力 系统 的 严格 定义 为 : 设 M 是 一 个 空间 
(拓扑 空间 、C” 微分 流 形 或 测度 空间 等 ),G 是 一 个 
拓扑 加 群 (实数 加 群 R 或 整数 加 群 Z), /:GX M— 
M ,满足 : 

1.f(0,7)=zx(YVrE M); | 

2. f GQ tia) Gass Give) Ytst: EG, rE 
M); 

3. 了 适合 与 M 的 结构 对 应 的 要 求 ( 见 下 文 ); 
则 称 CM,G, 放 是 一 个 动力 系统 . 

通常 情况 下 , 群 G 为 实数 加 群 R 或 整数 加 群 Z， 
此 时 就 简单 地 说 了 是 M 上 的 动力 系统 ,并 且 当 G= 
R 时 , 称 f 为 连续 动力 系统 ;而 当 G=Z 时 , 称 了 为 
离散 动力 系统 . 当 M 为 拓扑 空间 时 ,条 件 3 BK S 
为 连续 的 ,此 时 称 f 为 拓扑 动力 系统 . 当 M 为 C" Sé 
分 流 形 时 ,条 件 3 BOR SAC Di. Ing IHC 
分 动力 系统 . 当 M 是 测度 空间 时 ,条 件 3 要 求 对 每 
^ t€ G, fü, * 2: M> M 是 保 测 变 换 , 此 时 可 从 统 
计 学 角度 对 动力 系统 f 进行 研究 ,由 此 导致 动力 系 
统 的 遍历 性 理论 .上 述 三 方面 的 研究 各 有 其 特点 ,但 
它们 之 间 的 联系 十 分 密切 ,例如 , 当 M dE CT 微分 流 
形 同 时 又 是 测度 空间 ,f EC” PRM AA RAY. HS 
计 学 角度 对 动力 系统 f 进行 的 研究 导致 微分 遍历 
性 理论 . 
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拓扑 动力 系统 (topological dynamical system) 
动力 系统 的 一 个 组 成 部 分 . 所 谓 拓 扑 动力 系统 ,是 指 
拓扑 空间 (一 般 是 度量 空间 ) 上 的 动力 系统 . 它 通 常 
包含 流 、 离 散 动 力 系统 、 半 流 及 离散 半 动 力 系统 . + 
要 是 从 拓扑 的 观点 研究 系统 的 不 变 集 的 结构 及 其 轨 
道 的 性 质 . 从 20 世纪 70 年 代 以 来 ,由 于 微分 动力 系 
统 研究 的 发 展 和 深入 , 极 大 地 推动 了 拓扑 动力 系统 ， 
特别 是 一 维 连 续 映 射 的 研究 ,并 取得 了 相当 丰富 和 
重要 的 成 果 ( 参 见 “ 动 力 系统 ”). 

离散 动力 系统 (discrete dynamical system ) 
拓扑 空间 上 自 同 胚 所 生成 的 动力 系统 . 当 M 是 拓扑 


空间 时 ,f:ZXM>M 是 离散 动力 系统 . 令 

Tse T; M—M, t= (x= f. 
显然 ,了 是 M 到 自身 的 同 胚 .此 时 ， 

Ta =A aD ST e Te E= T a 

J@,z) =T 2) (Vn Z 0); 
而 £C —1. 04 fA, *o— T BJ, BI 

Term f Ces ly, 

KAES Cn, + )=T "KAN BHA M 到 自身 的 
[IR T: M—> M 生成 的 双边 序列 

E ae Ee Ae ME BE KE T 
称 为 是 M 上 的 离散 动力 系统 ,并 简 记 为 (M,T)( 参 
U AHRR. 如 果 M 是 微分 流 形 ,T 是 微分 同 
年 , 则 称 (M ,7) 为 离散 微分 动力 系统 . 最初 只 是 在 
遍历 理论 中 研究 离散 动力 系统 . 后 来 ,由 于 对 流 形 上 
的 常 微 系统 研究 的 困难 ,斯 梅 尔 (Smale,S. ) 等 人 从 
研究 离散 微分 动力 系统 人手, 试图 将 其 结果 再 转移 
到 流 形 上 的 常 微分 系统 ,这 一 研究 也 推动 了 一 般 离 
散 动 力 系统 的 发 展 . 

离散 微分 动力 系统 (discrete differential dy- 
namical system) 见 “ 离 散 动 力 系 统 ” 

流 (flow) 亦 称 连续 动力 系统 .连续 流 或 单 参 
数 变换 群 , 一 类 动力 系统 .所 谓 流 ,是 指 其 所 有 变量 
都 是 按照 随时 间 连 续 变 化 的 值 来 定义 的 一 个 动力 系 
Zt. 当 M 为 拓扑 空间 时 ,f:R XM>M 是 一 个 流 ( 参 
DL“ AA AB”). SEEN C R,f,=fG, *0:M— 
MER. 由 流 的 定义 可 知 ,M 到 自身 的 同 胚 族 
(fi.}.en 在 复合 运算 下 形成 群 , 故 流 又 称 为 单 参 数 变 
换 群 . 当 M 是 微分 流 形 ,f,:M 一 M(YVtER) 是 微分 
同 胚 时 , 流 f 称 为 光滑 流 . 已 经 知道 , 当 M 为 紧 致 流 
形 时 ,AM 上 的 光滑 流 与 M 上 的 光滑 向 量 场 是 一 一 
对 应 的 . 因此 ,人 们 通常 又 将 M 上 给 定 的 一 个 光滑 
流 视 为 M 上 的 一 个 光滑 向 量 场 或 常 微 系统 . 因为 对 
每 一 个 :ER,f,:M 一 M BARKS, 又 生成 M 上 
的 一 个 离散 动力 系统 . 反之 ,给 定 一 个 同 胚 7 了:M 一 
M, 是 否 存 在 一 个 连续 流 f, M— M 使 得 fL—T.3xX 
在 一 般 情况 下 是 不 可 能 的 ,但 是 通过 扭 扩 ,可 使 了 
导出 高 一 维 空间 上 的 流 . 因此 ,离散 动力 系统 与 流 之 
间 有 着 密切 的 联系 ,很 多 概念 和 结论 是 平行 的 ,但 在 
相应 的 讨论 中 ,通常 是 在 离散 情形 获得 结论 较 易 , 然 
后 再 转 而 研究 流 , 看 是 否 有 相应 的 结果 . 

连续 动力 系统 (continuous dynamical system) 
即 “ 流 ”. 

j= SE FE (continuous flow) BPR”. 

sñ SS # 3v tA BE (one-parameter transformatio- 
n group) RPW”. 

光滑 流 (smooth flow) M W”. 

离散 半 动 力 系统 (discrete semi-dynamical sys- 


拓扑 动力 系统 


tem) 拓扑 空间 上 连续 自 映 射 所 生成 的 半 动 力 系 
统 . 设 M HGS Sle). f. M— M 是 连续 映射 ,对 n> 
OIE 
fr= foo f --- ° f. 
pe e 


那么 就 称 单 边 序列 
= id, ri = J; Sech one, qe vs 

为 离散 半 动 力 系 统 . 当 M 是 微分 流 形 ,f 为 可 微 映 
射 时 , 称 离散 半 动 力 系统 为 微分 半 动 力 系统 . 自然 界 
大 量 存 在 的 耗 散 系统 是 不 可 逆 的 ,因此 , 半 动 力 系统 
不 但 有 深刻 的 理论 意义 ,也 有 重要 的 实际 背景 . 但 半 
动力 系统 十 分 复杂 ,一 部 分 工作 是 研究 动力 系统 的 
哪些 概念 和 结果 可 以 推广 到 半 动 力 系 统 . 对 于 一 维 
情形 的 研究 ,也 可 称 之 为 一 维 自 映射 . 由 于 一 维 紧 流 
形 只 有 闭 区 间 和 单位 圆周 ,因此 ,一 维 离散 半 动 力 系 
统 就 是 闭 区 间 的 自 映射 与 圆周 的 自 映射 的 研究 . 

微分 半 动 力 系统 (Cdifferential semi -dynam - 
ical system) 见 “ 离 散 半 动力 系统 ” 

半 流 (semi-flow) 亦 称 连续 半 动 力 系 统 , 指 其 
所 有 变量 都 是 按照 随 正 向 时 间 连 续 变 化 的 值 来 定义 
的 一 个 动力 系统 . 设 M 为 一 拓扑 空间 , 记 R = 
L0, 十 ceo), 设 FIR X M—M 是 连续 映射 , 若 f 满足 
条 件 : 

1.f(0,7)=x(VrE M); 

2. G G o) 

(Vt, P| €R* ,rE M); 
MUJ £k fM 上 的 半 流 . 由 于 对 固定 的 :ER1， 
ff, 二 f(t，,，*，):M>M 为 连续 自 映射 ,因而 f, 生成 M 
上 的 一 个 离散 半 动 力 系统 .反之 ,给 定 一 个 连续 映射 
T:M>M, & BFE — Z" >ë % P:R! x M— M t 1 
AST, REM 05 F J& A ul 8B 89. (RA 
动力 系统 与 半 流 之 间 有 着 密切 的 联系 . 

连续 半 动 力 系 统 (continuous semi-dynamical 
system) BI “24 iit”. 

时 间 1 映射 (time-one map) 连续 流 和 离散 动 
力 系 统 之 间 联 系 的 方式 之 一 . 设 2 是 拓扑 空间 M 上 
的 连续 流 . 考虑 2 在 某 些 特殊 的 离散 时 间 上 上 的 流 
动 , 即 对 固定 的 上 天 0) ,考虑 映射 g: MM. o 是 M 
到 自身 的 同 胚 , 它 在 M 上 生成 一 个 离散 动力 系统 . 
MATE o, PRA Pit 2 的 时 间 上 映射 ;特别 地 Er o 为 流 
2 的 时 间 1 映射 .一 般 地 ,研究 同 胚 o 所 获得 的 信 
息 , 可 以 局 发 对 2 作 相 应 的 讨论 .例如 , 流 92 的 回复 
点 ` 不 动 点 以 及 轨道 的 渐 近 极限 等 动力 学 性 质 都 反 
映 在 p 生成 的 离散 动力 系统 的 相应 性 质 中 . 

时 间 t 映射 人 time- 上 map)” 见 “时 间 1 Biz Bj". 

Bj (suspension) ”任意 同 胚 与 适当 的 流 联系 
的 方式 . 它 与 庞 加 莱 横 截面 的 概念 相 呼 应 . 设 M 是 

oll 


Eu 7 5 统 


thas lel, f: M— M KR YE RX M 上 和 定义 流 
@(r,z)= GT r,z). SERXM 上 的 等 价 关 系 “ 一 ”: 
(ra) = (ssor =s EZ, y= f (x. 
以 等 价 关 系 " 人 一" 做 RXM 的 商 空间 
M = R X M/ —. 
`4(r,z)— G, y) VR 
Qon) = Pree) — G£ 5,9) = @(s, y), 

因而 ¢ 诱导 出 M EASIER ae. ATTE ë f 
的 扭 扩 , 并 称 M 为 扭 扩 空间 . 24 M E CT 微分 流 形 ， 
f EC’ 微分 同 胚 时 ,可 赋予 M rh WJ OC” 流 形 结构 ,使 
及 是 一 个 比 M 高 一 维 的 C" 流 形 .JEH o JE M f8— 
+ C Ht. AK M 5S Mo— (0) X M/~S fa BK. f 可 
MAM 上 的 C 微分 同 胚 ,那么 就 称 M, 是 流 o 的 
一 个 横 截 面 ,而 / 6E o # M, 诱导 出 的 第 一 返回 
Boe S ( sk BR BE Im SE Bi BF). 对 同 胚 及 其 扭 扩 的 两 方面 
研究 可 以 相互 提供 信息 ,例如 , 同 胚 的 可 扩 性 等 价 于 
其 扭 扩 的 可 扩 性 . 

扭 扩 空间 (suspension space)” 见 “ 扭 扩 ”. 

$8 — A GRA (first return map) ML HJ”. 

HE BU 3⁄ Rh St (Poincaré map) Bi" — 3& [n] BR 
at”, 

BRA it (embedding in a flow) 离散 动力 系统 
与 连续 流 之 间 的 联系 方式 之 一 , 它 与 时 间 1 映射 相 
对 应 . 设 f: M— M 是 拓扑 空间 M B3 BIST o E: E 
续 流 , 如 果 j 一 包 , 就 称 了 可 能 入 流 2 如 果 f 是 连续 


自 映 射 , 2 是 连续 半 流 ,而 且 /=@ SUPR / Ak AK 


流 吧 在 什么 条 件 下 ,对 给 定 的 同 胚 或 连续 自 映 射 f 
可 能 入 M 上 的 流 或 半 流 ?这 是 就 时 间 1 映射 而 提出 
的 反问 题 , 称 为 诅 入 问题 . 由 于 对 M 上 的 任意 连续 
流 或 连续 半 流 eo, 与 qid fe. AK. RT ix À W 
EY) [e] H: Ek. B] x A >É Ti BJ 3 Be EI h To Fed 46 + IE [s] Bh 
射 , 所 以 对 大 多 数 的 同 胚 或 连续 自 映 射 , 它 们 是 不 能 


嵌入 流 或 半 流 的 , 关于 嵌入 问题 的 研究 ,目前 仅 在 区 


间 和 贺 周 情形 得 到 彻底 解决 . 

ER A SE Wit (embedding in a semi-flow) 
AW”. 

嵌入 问题 (embedding problem) BL“ AWE”. 

Big (orbit) 亦 称 轨 线 ,动力 系统 研究 的 最 基 
本 的 对 象 , 动 力 系 统 的 初始 状态 在 系统 作用 下 所 呈 
现 的 全 部 状态 的 集合 . X G=R R Z, f .GX M— M 
是 一 动力 系统 . A TEER EM, ARS) tE 
C} 称 为 过 点 工 的 轨道 .对 于 连续 动力 系统 ,轨道 是 
连通 集合 ;对 于 离散 动力 系统 ,轨道 是 由 至 多 可 数 个 
点 组 成 的 集合 . 对 于 离散 半 动 力 系 统 及 半 流 ,其 轨道 
有 类 似 的 定义 方式 . 

轨 线 (trajectory) 

休止 点 Crest point) 

512 


Tl“ BR 


BD “4,78 ". 
亦 称 平衡 点 ,又 称 临 界 


点 ,动力 系统 最 简单 的 轨道 ,此 轨道 仅 由 一 个 点 (或 
说 是 一 个 状态 ) 构 成 . UE FIRM M E GS 
f(R,z) 二 zx, 则 点 zEM 称 为 休止 点 . 这 时 有 wx) 二 
a(z) = xz. 如 果 动 力 系统 是 由 流 形 上 的 向 量 场 ( 即 流 
形 上 的 常 微 系统 ) 所 导出 的 ,休止 点 恰好 对 应 向 量 场 
的 奇 点 ( 即 该 点 的 切 向 量 为 零 )， 

平衡 点 (equilibrium point) EFI“ K F za". 

临界 点 人 (critical point) 即 “ 体 止 点 ” 

AA (singular point) hL“ K IF z. 

周期 轨道 (periodic orbit) 刻画 动力 系统 的 基 
种 状态 会 一 再 重 现 的 概念 ,也 是 描述 现实 世界 中 局 
期 现象 的 一 个 数学 模型 . 设 f 是 M 上 的 流 ( 离 散 动 
HRB) BLE T>OCN> 0). ER 

JfG@ +T T,z=) = fG@,z) (V: € R), 
(Jt OE) Jos Ware» 

成 立 , 就 称 过 xEM 的 轨道 

Y, = WO |t E R}, = (f(x)|n € Z) 
是 一 条 周期 轨道 . 休止 点 是 平凡 的 周期 轨道 . 对 于 非 
平凡 的 周期 轨道 ,总 存在 满足 上 述 条 件 的 最 小 正 数 
了 T, 称 为 周期 轨道 的 周期 . 对 离散 动力 系统 , 若 N>O 
满足 

Jt" (z) = f (Vn € Z), 
HB 4 0<a<N Bf f" GO Ex ABA N 就 称 为 这 条 周 
期 轨道 的 周期 ,并 且 z 称 为 N 周期 点 .特别 地 , 当 N 
=] 时 ,xz 称 为 不 动 点 . 对 于 半 流 或 离散 半 动 力 系 
统 ,周期 轨道 及 其 周期 可 类 似 定义 . 属于 周期 轨道 的 
点 称 为 周期 点 . 这 里 值得 注意 的 是 ;对 半 动 力 系统 ， 
有 可 能 出 现 点 xEM 不 位 于 周期 轨道 上 ,然而 存在 z 
2201270) ,使 得 
y = JfGt,z)(y = Pa) 

位 于 一 周期 轨道 上 ,此 时 , 常 把 x 称 为 是 准 周期 点 
或 终于 周期 点 . 

不 动 点 (fixed point)” 见 “周期 轨道 ”. 

周期 轨道 的 周期 (period of periodic orbit) J 
“周期 轨道 ” 

周期 点 (periodic point) 

准 周 期 点 (quasi-periodic point) 


见 “ 周 期 轨道 ”. 
见 “ 周 期 轨 
ia”. 

局 部 截 痕 (local section) ”揭示 流 在 常 点 附近 
的 局 部 性 态 所 引进 的 概念 ,也 是 研究 流 的 性 质 的 一 
个 有 为 的 几何 工具 ., 设 f 是 度量 空间 M 上 的 流 ,N 
是 M 的 任 一 集合 ,7 六 0, 记 

Pi FC EE JN) = U SGN), 
人 人 们 把 更 称 为 时 间 长 度 为 27 的 有 限 管 . 设 S EO 
内 的 闭 集 , 夺 对 点 yE 都 存在 惟一 数值 1),, nx 
2T ,使 得 f(z,,y)ES, 那 么 就 称 S 是 有 限 管 @ 的 局 
部 截 痕 .已 经 知道 ,对 常 点 而 言 , 总 存在 含 该 点 的 有 


限 管 ,使 得 它 有 含 该 常 点 的 局 部 截 痕 存 在 ,并 由 此 得 
到 , 流 在 常 点 附近 的 轨 弧 与 希 尔 伯 特 空间 中 一 族 平 
4T £x Ex fa] D 特别 地 ,对 于 流 形 上 由 向 量 场 ( 即 常 微 
系统 ) 产 生 的 流 , 它 在 常 点 附近 的 轨 弧 同 肛 于 欧 氏 空 
间 的 一 族 平行 线段 . 此 外 ,这 种 流 在 非 平 凡 周 期 点 处 
的 局 部 截 痕 的 存在 ,可 使 对 流 在 这 周期 轨道 附近 性 
质 的 研究 转化 为 对 在 这 截 痕 上 所 导出 的 庞 加 莱 映 射 
的 研究 (参见 “ 横 截 面 ”). 局 部 截 痕 是 由 惠 特 尼 
(Whitney,H. ) 于 1932 年 引入 的 . 

SRE (finite tube) 见 “ 局 部 截 痕 ?”. 

不 变 集 (invariant set) 动力 系统 中 的 重要 概 
念 之 一 . 它 是 动力 系统 研究 的 重要 对 象 . 设 / dM 
上 的 流 ( 离 散 动力 系统 ),M 的 子 集 4 是 不 变 集 当 且 
HAER ERMEZ), A 

TOL) CG AC ODC AJ: 

Hw B Ce, Ais ACTA) — A). W Rš Bb ik, ÀS AE 
集 就 是 由 整 条 轨道 组 成 的 子 集 . 如 果 AC M 是 一 不 
变 集 , 则 /了 对 4 的 限制 也 是 一 动力 系统 . 对 于 半 流 
及 离散 半 动 力 系 统 f, 设 A 是 M 的 子 集 , 若 对 任意 1 
宇 0(n 宇 0) 有 ft, ACAS CAJC AD GIC BS] 48 — E 
有 fa,A)—ACFPCAY— ADDE SEEK A E. f 的 不 
4r fE. EA AERA o BER IS Lo 极限 集 、 非 游荡 
集 和 链 回 归 集 等 . 

w 极限 集 (w limit set). ”描述 动力 系统 的 初始 
状态 在 系统 的 正身 作用 下 所 能 达到 的 最 终结 果 . 对 
于 流 f:RX MM, 设 TEM, 若 存在 时 间 : 的 序列 
{tn} stn +00 ,使 得 

lim JO y Es 


WE y 为 二 的 一 个 中 极限 点 .全 体 w 极 限 点 组 成 的 

集合 称 为 w 极 限 集 WRIA or). W ER A r eH 

Zz 的 轨道 上 ,那么 eG Go. Alb t S£ DS E, de Sh 

A BJ co RR. o RIE E JE B] ñj ARE ,并 且 
w(x) EE d 09944). 


X f 为 离散 动力 系统 时 , 设 xEM, 夺 存在 递增 的 正 
整数 序列 ou) ,mw 一 十 co ,使 得 
Jim y Ey 
WE > 为 过 的 ww 极限 点 .w 极 限 点 的 全 体 组 成 的 集 
合 称 为 w 极 限 集 , 记 为 w(z).w(z) 与 过 过 的 轨道 上 
的 点 的 选取 无 关 , 且 
OOP) =) J) |e is 


n> 0 


w 极 限 集 是 闭 的 不 变 集 . 对 于 半 流 及 离散 半 动 力 系 
统 的 w 极 限 集 有 类 似 的 定义 和 性 质 . 

w 极限 点 Cw limit point) 见 “w 极限 集 ” 

a 极限 集 (a limit set) 描述 动力 系统 的 初始 状 
态 在 系统 的 负 问 作用 下 所 能 达到 的 最 终结 果 . 对 流 
f:RxMM, 设 xE€M, 若 存在 时 间 序 列 (). 


拓扑 动力 系统 


L,—oo5,.H 


lim Ta) — y, 


则 称 y 为 二 的 wx 极 限 点 .全 体 w 极 限 点 组 成 的 集合 

称 为 a 极限 集 , 记 为 a(x).a(z) 与 过 x 轨道 上 的 点 

的 选取 无 关 , 因 而 也 常 说 成 是 轨道 的 a 极限 集 . 可见 
aa) xi == OS f) p. 


同样 , 当 节 为 离散 动力 系统 时 ,有 
aem (f Ge) |k < n). 


n=< D 


a 极限 集 是 闭 的 不 变 集 . 

a 极限 点 (Ca limit point) 见 “a 极限 集 ” 

泊 松 稳定 轨道 (Poisson stable orbit) 一 种 有 
别 于 周期 轨道 但 又 能 够 自身 回复 的 轨道 , 即 它 的 极 
限 集 包 含 轨道 自身 的 轨道 . 设 fe M. 上 的 流 或 离散 
动力 系统 ,对 XEM, 记 7; 为 ff 过 x 的 轨道 , 若 7. 门 
e Gr) 2 Q' lae) 25 2), BU] y, ERA IE m ( fñ T 1B 
松 稳 定 的 (简称 P (P ) 稳 定 ). 如 果 轨 道 Y. 同时 是 
P 和 稳定 的 , 则 称 它 为 泊 松 稳定 轨道 (简称 P 
式 稳定 ).P 式 稳定 轨道 有 如 下 性 质 . 

1. Bu& Y. 为 P' 稳 定 的 当 且 仅 当 7Y,Cowlx). 

2. BB Y. 为 P BEN SAMS NC ot 

3. 轨道 X. AP REM SAMS 

YT ox) (lee). 

4. 周期 轨道 都 是 己 式 稳定 的 , 称 为 平凡 的 己 式 
稳定 轨道 . 

对 平面 或 球面 上 的 流 , 它 只 有 平 几 的 了 式 稳定 
轨道 . 环 面 上 的 无 理 流 的 每 条 轨道 都 是 非 平 几 的 PP 
式 稳定 轨道 ,此 时 若 在 某 一 轨道 上 加 入 一 个 休止 点 
zx( 变 成 男 一 个 流 ), 则 被 x 截断 而 成 的 两 条 轨道 ,一 
个 PP 稳定 (其 极限 集 为 x), 男 一 为 P 稳定 (其 a 
极限 集 为 z). 对 于 半 流 和 离散 半 动 力 系统 只 有 了 PP 
稳定 轨道 . 泊 松 稳定 轨道 有 时 又 称 为 回复 轨道 ,特别 
是 在 离散 情形 ,这 种 称谓 更 为 多 见 ( 参 见 “ 回 复 轨 
iB”). 泊 松 稳定 轨道 是 庞 加 莱 (Poincaré, (J.-)H.) 
于 1899 年 引入 的 . 

TE [8] 7H 45 £8 SE # 3. (positive Poisson stable or- 
bit) WAHA E SIE”. 

负 回 泊 松 稳定 轨道 Cnegative Poisson stable or- 
bit) 见 “ 油 松 稳定 轨道 ” 

P 式 稳定 轨道 (P-stable orbit) 
轨道 ”. 

平凡 PP 式 稳定 轨道 (trivial P-stable orbit) IL 
“ 泊 松 稳定 轨道 ”. | 

ñN JT Sie (asymptotic orbit) 根据 轨道 集合 与 
轨道 的 极限 集合 的 相互 关系 对 轨道 进行 分 类 的 一 类 
轨道 . 渐 近 轨道 定义 与 泪 松 稳定 轨道 的 定义 相 呼应 ， 
GC dé H ZÉ E PX dE CHewniukun, B. B. ) 引 入 的 概念 . 具 


见 “ 泊 松 稳 定 


Ik E LA: A w MER je Co 极限 集 ) 不 空 , 且 正 半 轨 
〈《 负 半 轨 ) 与 其 ww 极限 集 (e 极限 集 ) 的 交 为 空 集 , 则 
称 该 轨道 为 正 ( 负 ) 向 渐 近 轨道 . 

正 向 渐 近 轨道 (positive asymptotic orbit) W, 
“ 渐 近 轨道 ” 

负 向 渐 近 轨道 Cnegative asymptotic orbit) DW 
“ 渐 近 轨道 ”. 

域 回 归 性 (recurrence of domain) 刻画 动力 系 
统 回 复 性 态 的 一 个 概念 ,也 是 动力 系统 研究 的 一 个 
重要 性 质 . 设 f 是 度量 空间 M 上 的 流 , 知 对 任 一 域 
GCM 及 任 一 数 了 ,都 存在 tT EG 

GN fG@,G) = YG, 

则 称 7 具有 域 回 归 性 ;具有 不 变 测度 的 动力 系统 具 
有 域 回 归 性 ;动力 系统 限制 在 其 中 心 上 具 有 域 回归 
性 ;在 一 集合 的 极 小 吸引 中 心 内 有 域 回 归 性 等 . 它 是 
Ei (A Æ X CBirkhoff CG D. ) 引 入 的 . 

3E% pa (nonwandering point) 动力 系统 中 
最 重要 的 概念 之 一 , 指 其 任意 邻 域 具 有 域 回归 性 的 
点 . 设 了 是 M 上 的 流 ( 离 散 动 力 系统 ), 特 对 于 x BJ 
任意 邻 域 U 及 任意 T>>0CN>0) TEE (C T n> 
N) ,使 得 

J TTE eo. CO) AJA: 
则 点 +€ M 称 为 非 游 荡 点 . 对 于 半 流 与 离散 半 动 力 
系统 , 非 游 荡 点 定义 相同 .极限 点 、 周 期 点 以 及 PP 式 
稳定 轨道 上 的 点 都 是 非 游 荡 点 .不 是 非 游 荡 点 的 点 
称 为 游荡 点 . 

游 水 点 (wandering point) 见 “ 非 游荡 点 ” 

非 游荡 集 (nonwandering set) 动力 系统 中 的 
重要 的 不 变 集 . 一 个 动力 系统 f 的 所 有 非 游荡 点 的 
集合 称 为 f 的 非 游 荡 集 , 记 为 2(7) (参见 “ 非 游荡 
点 ”). 对 于 紧 空间 上 的 动力 系统 , 非 游 荡 集 是 非 空 的 
闭 不 变 集 ,而 且 由 于 极限 集 属于 非 游 荡 集 ,因此 所 有 
的 轨道 ,当时 刻 趋 于 无 穷 时 将 停留 在 非 游 荡 集 的 任 
意 邻 域 之 中 . 由 此 看 到 , 非 游 荡 集 的 结构 在 相当 程度 
上 决定 着 动力 系统 的 整体 行为 , 故 弄 清 非 游荡 集 的 
构造 及 扰动 下 的 稳定 性 ( 即 2 结构 稳定 ?都 是 十 分 
重要 的 . 

动力 系统 的 中 心 (center of dynamical system) 
亦 称 伯 克 霍 夫 中 心 , 非 游荡 集中 具有 域 回 归 性 的 不 
变 子 集 , 即 它 的 每 点 在 相对 拓扑 下 都 是 非 游 荡 点 的 
集合 . 设 f 是 紧 度 量 空间 M 上 的 动力 系统 ,将 f 的 
3E 0 15 Ë M. 看 做 新 的 动力 系统 空间 ( 即 f 在 M, 上 
的 限制 ), 那 么 M. 是 紧 度 量 空间 . 因此 ,在 M. 上 能 
确定 出 非 空 间 不 变 集合 M: M: 是 对 M. 来 说 的 非 
游荡 集 . 如 此 继续 下 去 , 便 得 到 一 个 下 降 的 闭 集 序 
21. 

M, Ə M, > --: O M, > :-:. 
若 对 某 - :整数 &, 有 M,— M, WI 一 AM 而 
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集合 Mi 就 称 为 动力 系统 的 中 心 . ARES Mis aE 
M, 的 真子 集 , 则 定义 


M, = NM,, 
k=] 


集合 M., 也 是 非 空 闭 不 变 集 . 用 超 限 归纳 法 ,这 一 步 
JE H] 4k 2x S] 2S — 25 JF C] Se: A xc 十 1 是 第 一 类 
数 , 且 M. Be X M Ma CM. 是 运动 空间 MM 内 的 
jE Ut i5 E E 8 是 第 二 类 超 限 数 , 且 所 有 M.(a< 8) 
都 已 定义 , 则 
= Me 

于 是 便 得 到 闭 集 的 超 限 序列 ， 

M, Ə M,  -:-: O M, D --: OM,DL. 
由 康 托 尔 -贝尔 定理 ,对 某 一 第 二 类 数 a 有 M. = 
M... = ,集合 M. 就 是 该 动力 系统 的 中 心 , 并 且 称 
使 得 M. — Mii 最 小 数 a 为 中 心 的 中 心 阶 数 或 中 心 
REE. E f 为 流 , 那 么 ,f 的 PP 式 稳定 轨道 上 的 点 所 
成 的 集合 闭 包 就 是 其 中 心 . 对 于 闭 曲面 上 的 流 来 说 . 
其 中 心 的 阶 数 至 多 是 3. 此 外 , 马 依 尔 CMaüep, A. 
D. ) 于 R 中 给 出 了 一 个 流 使 其 中 心 阶 数 超过 任意 给 
定 的 一 个 第 二 类 超 限 数 . 动力 系统 的 中 心 是 由 伯 殉 
霍 夫 (Birkhoff,G. D. ) 1926 年 引入 的 . 

48 22 E X rh (Birkhoff center) ” 即 “ 动 力 系 统 
的 中 心 ”. 

中 心 阶 数 (order of the center) 
BE. 见 “ 动 力 系 统 的 中 心 ”. 


亦 称 中 心 深 


中 心 深度 (depth of the center) 即 “ 中 心 阶 
Hr". 
$4 [8] Jd $E (chain recurrent set) 比 非 游荡 集 更 


广 的 一 类 不 变 集 . 设 CM,a) 是 度量 空间 ,ff 是 MM 到 
自身 的 连续 映射 , (r) E f 的 一 个 a 伪 轨 .如果 
AF TE nO, (818 z) =r (V: C Z), BU EE / DÉI a 
TL} LL JA. 如 果 对 任意 e 0 BEER 
过 点 XE MM 的 周期 e 伪 轨 , 则 称 点 xz 是 了 的 链 回归 
A. 了 的 所 有 和 链 回 归 点 组 成 的 集合 称 为 f 的 链 回 归 
集 , 记 为 CR( 几 .类 似 地 可 以 给 出 M 上 的 连续 流 的 
链 回 归 集 的 定义 . 链 回 归 集 较 之 非 游 荡 集 更 容易 处 
理 , 原 因 在 于 以 下 关系 成 立 , 当 M 紧 致 时 有 
CRCF[CRC/É)) = CRC/). 

但 是 ,对 于 非 游 荡 集 ,一 般 地 ,QCf | QCA) QS) 
并 不 一 定 相 等 . 此 外 ,又 因 QC(f)CCR(A), 故 对 
CR (的 动力 行为 的 研究 引起 重视 . 

链 回 归 点 (chain recurrent point) 
集 ”. 

准 极 小 集 (quasi-minimal set) 具有 域 回 归 性 
的 不 变 集 之 一 . 如 果 一 个 轨道 是 泊 松 式 稳 定 的 ,并 且 
该 轨道 的 闭 包 位 于 紧 致 集合 中 ,那么 该 轨道 的 闭 包 
称 为 是 准 极 小 集 . HEAR) SEE Fis OR OK CX r. 
o. ) 于 1936 年 引入 的 . 


见 “ 链 回归 


拉 格 朗 日 式 稳定 (Lagrange stable) 刻画 连续 
流 的 轨道 具有 有 界 性 特征 的 一 个 概念 . 设 了 是 度量 
空间 M 上 的 流 ,者 

(Sar) > 0) ((/G,z)|: < 0}) 

是 紧 致 的 , 则 称 f ph z C M 的 轨道 为 拉 格 朗 日 式 正 
( 负 ) 稳 定 的 . 同时 是 正和 负 的 拉 格 朗 日 式 稳 定 的 轨 
道 称 为 是 拉 格 朗 日 式 稳定 的 . BRAM 为 紧 致 空 
间 , 则 所 有 轨道 都 是 拉 格 朗 日 稳定 的 . 此 外 ,对 拉 格 
朗 日 正 稳定 的 轨道 ,其 w 极 限 集 是 连通 的 . 

拉 格 朗 日 式 正 稳定 (positive Lagrange stable) 
见 “ 拉 格 朗 日 式 稳定 ”. 

拉 格 朗 日 式 负 稳 定 (negative Lagrange stable) 
见 “ 拉 格 朗 日 式 稳定 ”. 

MR 5|[rB (attractive center) 一 种 闭 的 不 变 集 
合 , 它 使 得 过 某 些 点 的 轨道 在 时 间 趋 于 无 穷 时 其 售 
留 在 这 个 集合 任意 邻 域内 的 时 间 概 率 为 1. 设 了 是 
M 上 的 流 ,zEM,ECAM AMR. id gc E$ E 的 特 
(iE PRX , B 

E ASEE Y, 
pop , (y & E). 
Xt T>0,4 
r= C(r;T,R)— | SEa dt. 
== 
m p| de 


— lim T = P*(fG,z) € E) 


存在 , 则 该 极限 称 为 在 上 > 十 co 时 ,点 过 位 于 集 E OH 
的 概率 . 类 似 地 可 以 定义 在 上 ~ 一 co 时 ,点 过 位 于 集 
E 内 的 概率 P (fG,z)€ E). W EXBIRES. E 
对 任意 60,4 x dE BCE,—(y€ Mid (Gy, E) «&) 
(这 里 4 M 上 的 度量 ) 内 的 概率 P' (P SF 1, 
即 

P*'Xfüz)€ B(E,e))=1 

(P- (fG@,z) € BCE,9) = 1), 
WER EW ftr) t—-- oo G— — 00) B S| FP t. 
如 果 集 五 中 不 存在 闭 的 真子 集 也 是 吸引 中 心 , 则 五 
称 为 极 小 吸引 中 心 . 正 ( 负 ) 拉 格 朗 日 式 稳定 的 运动 ， 
在 :一 十 co 一 一 co) 时 存在 极 小 吸引 中 心 .对 任意 
不 变 集 ACM EB BAIE jS E, 对 任意 e> 0 REE 
E zxE4 都 有 

PEJ) ED (Le lL, 
那么 就 称 EA 为 集 4 在 上 > 十 ce 的 吸引 中 心 . 如 果 
E, 中 不 存在 闭 的 真子 集 也 是 A 的 吸引 中 心 , 那 么 
它 就 称 为 4 的 极 小 吸引 中 心 . 如 不 变 集合 上 的 所 有 
轨道 都 是 正 拉 格 朗 日 式 稳定 的 , 则 它 必 有 极 小 吸引 
中 心 存在 . 吸引 中 心 和 极 小 吸引 中 心 是 由 希 尔 米 


拓扑 动力 系统 


(Xuspmu,l. 中. ) 于 1936 年 引入 的 . 

极 小 吸引 中 心 (minimal attractive center) Jil 
"BR 5| ra". 

[] & $i (recurrence orbit) JF£kK|E E 3E Zl. 
一 种 特殊 的 泊 松 式 稳 定 轨 道 . 设 了 是 度量 空间 M 上 
的 流 ,者 对 任意 620 YE TE T CO > 0 BE 8 XH E to 
CR, MA 

J(R,x) C Bf Cto st) + T ],x2,6) 

= (y € M|d (y, f (toot) + T ],z)) <€}, 
或 等 价 地 说 ,对 任意 uv C R, RA EE TE w, E1 vw 
过 v 十 TT, 且 d(f(u,r),fGo,z=))< e, E ri q E M E 
的 度量 , 则 称 f 过 点 <EM 的 轨道 为 回复 的 . 显然 ， 
周期 轨道 是 回复 轨道 . 环 面 上 的 无 理 流 的 每 个 轨道 
都 是 回复 轨道 . 紧 致 极 小 集 上 所 有 轨道 是 回复 的 . 回 
复 轨道 是 由 伯 克 霍 夫 (Birkhoff,G. D. ) 于 1922 年 引 
AN. 

[] SG z] (recurrence motion) E| [n] A ## 
道 ”. 

极 小 集 (minimal set) 动力 系统 一 个 重要 的 不 

变 集 合 . 设 f 是 MM 上 的 一 个 动力 系统 ,大 NN 是 了 的 
非 空 的 闭 不 变 集 ,并 且 N 中 不 存在 真子 集 也 具有 这 
种 性 质 , 则 集合 NC M 称 为 极 小 集 . 特别 地 , 若 M 
本 身 是 极 小 集 ,那么 该 动力 系统 就 称 为 是 极 小 的 . 判 
断 一 动力 系统 何 时 为 极 小 的 以 及 寻求 一 动力 系统 的 
极 小 集 何 时 具有 简单 形式 是 动力 系统 研究 的 重要 问 
题 . 周期 轨道 是 一 个 极 小 集 . 对 圆周 上 的 C? 微分 同 
胚 , 它 的 极 小 集 或 为 一 周期 轨道 或 为 整个 圆周 . 紧 极 
小 集 上 所 有 轨道 都 是 回复 的 . 此 外 ,完备 空间 中 回复 
轨道 的 闭 包 是 极 小 集 . 任何 紧 空 间 上 的 动力 系统 都 
FERNE. 极 小 集 是 由 伯 克 霍 夫 (Birkhoff,G. D. ) 
于 1922 年 引入 的 . 

极 小 动力 系统 (minimal dynamical system) 
见 “ 极 小 集 ” 

几乎 周期 轨道 (almost periodic orbit) 亦 称 几 
乎 周期 运动 ,一 种 特殊 的 回复 轨道 . 设 f 是 完备 度 
量 空间 M 上 的 流 ,zEM, 如 果 对 任意 s 盖 0, 存 在 数 
集 (r/ 及 工 >0, 具 有 下 述 性 质 : 

1. 对 任意 1ER, 区 间 ( 人 (十 元 ) 都 至 少 含 有 此 数 
集中 的 一 个 元 素 ( 此 数 集 称 相 对 稠密 的 ). 

2. 对 任意 上 ER, 有 

区 CU 
WEE Soha z€ M 的 轨道 为 几乎 周期 的 . 当 了 是 M 
上 的 离散 动力 系统 时 , 若 对 任意 620,48 G 
{n € Z|frGe) € B(z,e)) 
(这 里 pB(z,e)= (y€ M|d(y,z)<e)) R £ EE J LE 
在 Z 的 有 限 子 集 K 使 得 
Z = {n E€ Z| f" (z) € B(z,€)} + K 
515 
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(EAS In€Z|/f'(z)€ B Ge) 3l 3E EL Jg ve 25 E), D 
称 f 过 点 z€ M 的 轨道 是 几乎 周期 的 . 周期 轨道 一 
定 是 几乎 周期 轨道 . 若 它 的 周期 为 z, 那 么 人 ar|zE 
Z) 组 成 一 相对 稠密 集 . 对 离散 情形 ,各 它 的 周期 为 
N ,那么 (nN |nE€2) 就 是 一 个 连结 集 , 并 且 可 取 定 义 
中 的 一 个 KK 为 {0,1,2,…,N 一 1}). 所 有 的 几乎 周期 
轨道 都 是 回复 的 . BRADE. 紧 度 量 空间 上 几乎 周 
期 轨道 的 闭 包 是 一 个 紧 极 小 集合 . 几乎 周期 轨道 是 
由 富兰克林 (Franklin,P. ) 于 1929 年 引入 的 . 

几乎 周期 运动 (almost periodic motion? ` BI 
“几乎 周期 轨道 ” 

李 亚 普 诺 夫 式 稳定 性 (Liapunov stability) 微 
分 方程 稳定 性 理论 中 相应 概念 在 抽象 动力 系统 的 推 
广 , 它 描述 了 动力 系统 的 两 个 初始 状态 如 果 很 接近 
时 ,那么 在 其 后 或 其 前 的 状态 也 十 分 接近 这 一 定性 
性 质 . 依据 马尔 可 夫 (Mapkopg,A. A. ) 给 的 定义 如 下 : 
设 地 是 度量 空间 M 上 的 流 , 对 点 z€ M 及 集合 AC 
M, 若 对 任意 60, ARATE S>0, 使 得 对 任意 y € A, 
如 果 d Cx, y) 0 IB Z GE EN 
| d(/(t,z),/(t,y)) < £ 
对 一 切 正 的 ( 负 的 或 全 体 实 的 )t 值 成 立 , 则 称 / pl 
点 z€ M 的 轨道 或 点 z+ € M 对 集合 AC M 是 正 ( 负 
或 双 侧 ) 李 亚 普 诺 夫 式 稳定 的 . 双 侧 李 亚 普 诺 夫 式 稳 
XE TES EROS S FE. 李 亚 普 诺 夫 式 稳定 性 与 几乎 周期 
性 有 十 分 密切 的 联系 . 例如 ,一 个 回复 轨道 对 其 轨道 
是 李 亚 普 诺 夫 式 稳定 的 ,那么 该 轨道 就 是 几乎 周期 
的 . 完备 度量 空间 上 的 几乎 周期 轨道 对 它 自 己 的 轨 
道 来 说 是 双 侧 李 亚 普 诺 夫 式 稳 定 的 . 

正 李 亚 普 诺 夫 式 稳定 性 (positive Liapunov sta- 
bility) 见 “ 李 亚 普 诺 夫 式 稳定 性 ”. 

负 李 亚 普 诺 夫 式 稳定 性 (negative Liapunov 
stability) ” 见 “ 李 亚 普 诺 夫 式 稳定 性 ”. 

双 侧 李 亚 普 诺 夫 式 稳定 性 (two-side Liapunov 
stability)” 见 “ 李 亚 普 诺 夫 式 稳定 性 ”. 

完全 非 稳 定 动力 系统 (completely unstable dy- 
namical systems) R” 中 与 稳定 系统 相反 的 一 类 动 
力 系统 . 如 果 一 个 系统 的 非 游 荡 集 是 空 集 , 即 它 的 所 
有 点 是 游荡 的 , 则 称 该 系统 是 完全 非 稳 定 的 动力 系 
Sr. 对 平面 上 的 流 来 说 , 若 它 的 每 个 轨道 都 是 拉 格 朗 
日 非 稳定 的 ,那么 这 个 系统 是 完全 非 稳定 的 . 此 外 ， 
从 定义 可 知 ,完全 非 稳定 的 动力 系统 的 每 个 轨道 都 
是 拉 格 朗 日 非 稳定 的 .完全 稳定 动力 系统 是 由 涅 梅 
xk (Heviriguñ, B. B. ) 于 1934 年 引入 的 . 

非 国有 鞍点 (improper saddle point) 在 研究 
完全 非 稳 定 流 的 轨道 与 希 尔 伯 特 空间 的 一 族 平行 直 
线 是 否 能 够 同 胚 时 引入 的 概念 , 它 是 R^ 中 在 无 穷 远 
处 的 鞍点 定义 的 推广 .各 存 在 点 列 4z,} 和 递增 数列 
人 ,使 得 
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H 
J uma A eR 
AM Cf Cr, «m0 1 AR W K 00 FH WU Rt f 具有 
JE EA E sx. AUR Së 2: 3E RR E Ti RU SE |ë] £ BS > WI 
它 不 能 与 平行 直线 族 同 胚 . 

拓扑 传递 (topological transitive) ” 亦 称 拓扑 可 
迁 ,动力 系统 中 的 一 个 重要 概念 ,也 是 动力 系统 稼 见 
的 一 个 动力 性 质 , 设 f 是 度量 空间 M 上 的 一 个 系统 
(离散 的 或 达 续 的 ), 寿 对 任意 两 个 非 空 开 集 U,VC 
M, 存 在 正 整数 nn( 正 实数 芽 ) ,使 得 

UMNFVAG UNIT, V = eg, 
那么 就 称 S 为 拓扑 传递 . 拓扑 传递 性 等 价 于 存在 / 
在 M 上 的 一 条 稠密 的 轨道 . 拓扑 传递 系统 的 简单 例 
子 是 符号 动力 系统 . 特别 地 ,马尔 可 夫子 移 位 o|S4: 
Sa Sa 是 拓扑 传递 的 当 且 仅 当 和 矩阵 4 是 不 可 约 
的 . 


Xn > X, 


jh +R BJ £ (topological transitive) EB #B8#F/# 
XB. 
f& f£ i (chain transitive) — ZR £k && n] IL, KH: 


Hi th IF i 58 ËJ PSD. Ue / BRE Br A [uj 
M,d) E Wi 2 E] BR BJ, AME eS ORER <, 
ye MM, 都 存在 一 个 从 x Bll y BJ £ SECBI £ AHL). BI 
存在 点 Xo 二 X19T2 s Ln—1 T, ys 使 得 
Aa st LES TE nc, 

就 称 了 是 链 传递 的 . 

Sé AJ i£ (chain transitive) 即 “ 链 传递 ” 

拓扑 混合 (topological mixing) 离散 动力 系统 
中 的 一 个 重要 概念 ,也 是 比 拓扑 传递 更 强 的 一 个 动 
JEE. 设 了 是 度量 空间 M 到 自身 的 连续 映射 , 若 
对 任意 两 个 非 空 开 集 U.V CM, FE N70, BE TNT 
H n>N, UN VED, U / 是 拓扑 混合 
Hj. 888 (Bowen, R. ) 指 出 :对 谱 分 解 定理 中 基本 集 
(2, 来 说 ,存在 n, >Q K B] E £ Co Cis a 
使 得 : 

1. Cif] C; Z (Z j), f (C,)= C,, fC)= 
C;. 

2.0,— UC. 

3. f” |C, :C,—C, 是 拓扑 混合 的 . 

此 外 , 易 见 拓扑 混合 系统 必 是 拓扑 传递 系统 . 

链 混 合 (chain mixing) LH dad S E88 WJ — 
^ 8] JJ TERR. 2 / 是 紧 度 量 空间 M 上 的 连续 目 映 
BIS X ES € 0 及 任意 zyEAM ,总 存在 一 个 正 
整数 N ,使 得 对 任意 nn 宇和 ,总 存在 一 个 长 度 为 n 的 
KA x Bl) y BJ € ECB e (HHL). BÜTETE RS z — mm 
Ut Ln—1 9 Ln ys dg 

AC SS LEE Te ee d 


就 称 二 是 链 混合 的 . 

特殊 性 (specification) ”动力 系统 的 一 个 十 分 
有 用 的 概念 . i / 是 紧 度 量 空间 M SIA SAR, 
EHTE 670, FETE N= Ne) > 0, HIE RTE RA BR 
点 列 Sisa yes s C MM 及 满足 aG, E E 
&) 的 任意 整数 a oaa mb, 和 任意 zp 
>N+ lba), FE x € Per CJ) GX H Per (/) K 2 
了 的 周期 点 集合 ) ,使 得 f*(x)= 二 x, 且 

dC QS 'G)«t(a;s. rs. bal =s p= k) 

(这 里 q 为 M 上 的 度量 ), 则 称 上 具有 特殊 性 .奉节 
可 扩 且 有 特殊 性 ,那么 了 WHER 


h(f) = lim Logt PS) 
n= -| co 


(H H P, (KOR 了 具有 以 为 周期 的 周期 点 集 
合 的 基数 ). 行 了 有 特殊 性 ,那么 地 是 拓扑 混合 的 ， 
此 外 ,由 拓扑 混合 .可 扩 及 伪 轨 跟 踊 性 可 得 到 特殊 
FE. 对 / 为 自 映 射 的 特殊 性 可 类 似 定义 . 特殊 性 是 
p 88 l (Bowen, R.) F 1971 #E5| A Bj. 
j: TR BR = [B] inverse limit space) 由 一 个 拓扑 
半 动 力 系统 所 导出 的 拓扑 空间 ,通过 它 能 够 将 一 个 
拓扑 半 动 力 系统 转化 为 一 个 拓扑 动力 系统 ,并 通过 
对 后 者 的 研究 而 获得 前 者 的 信息 . 设 了 是 紧 度 量 空 
la] M 到 自身 的 连续 满 射 , 记 
M={(x)|r,EM,iEZ) 
是 乘积 拓扑 空间 ,那么 M 是 紧 致 的 . 设 4 是 M 上 
的 度量 ,在 M* 上 定义 度量 4 为 
Lan = M Se, 


FE X. In] o: M7 > M° 为 
o((xz;)) = (y), y, = Zi (V: € Z), 
o 称 为 转移 同 胚 . MES 
M, = {zD |z; € M,f (x) = tigisi € Z}. 
显然 ,My 是 M° JBI f E. H 00M) — My. 818] M; 
称 为 由 三 构造 的 道 极限 空间 d My—lim OM D. 
限制 oo | My: My >My 称 为 是 由 f 确定 的 转移 同 
Be. 此 外 ,容易 验证 Mj TRIER T zs fg] 
Me use MJ Gay S 0 
并 且 e Hh Fh see T 
0 Als M's nr r> GO». 
因此 ,有 时 人 们 也 把 M"; 称 为 是 由 了 构造 的 逆 极 限 
空间 ,并 把 c 称 为 是 由 f 确定 的 转移 同 胚 . 对 每 个 i 
EZ,4 
pa M eM, (ri) tis 
那么 有 pe osf e pi. 通过 这 一 联系 ,可 以 得 到 o 和 
三 有 众多 相同 的 动力 性 质 . Bl A E 40] 89 38 FP N +B 
等 ,对 于 非 游 功 集 等 一 些 重要 的 不 变 集 , 它 们 满足 
Qo) = lim NA, f) 


拓扑 动力 系统 


等 诸如 这 些 关 系 . 对 于 半 流 ,仿照 上 述 的 思想 也 可 以 
构造 一 个 逆 极 限 空间 ,并 在 此 空间 上 得 到 一 个 由 该 
半 流 所 确定 的 流 . 

tE $2 [8] AE (shift homeomorphism) 
空间 ”. 

RJ HARA (expansive map) 一 类 重要 的 动力 
系统 . 设 (M,d) 是 一 个 度量 空间 ,f/f:M>M 是 一 连 
续 映 射 ,如 果 存 在 常数 8 二 0, 使 得 对 任意 x,yE€E M. 
r5 y.dffEnzO0.dHREdC"Go.f" OG) ZEB Z mü 
称 f eA DT BR E. K] , £ RAE / By— T ubJD 7i 
数 . KE X RS SF Hr IK Z de iU EET CO, 
满足 

dC" Gr), f(y) < (Vn È Sr = y, 
那么 就 称 f 是 可 扩 映 射 . 当 f: M— M 是 同 胚 ,而 且 
允许 上 述 定 义 的 在 整数 范围 内 取 值 时 ,就 你 是 
可 扩 同 胚 .扩张 映射 是 可 扩 映 射 . k y lB] W E R: XY HH 
不 变 集 上 的 限制 是 可 扩 同 胚 ,特别 地 , 安 诸 索 夫 微分 
fia) AA Sol T Ia] He. 

AJ} [a] AR Cexpansive homeomorphism) 
扩 映 射 ”. 

BJ j i (expansive flow) 针对 离散 动力 系统 
中 可 扩 同 胚 的 概念 ,对 连续 流 提出 的 概念 ,其 定义 也 
揭示 了 公理 4 流 的 一 个 动力 性 质 . WE (M ORE 
空间 ,2? 是 M 上 的 连续 流 , 知 对 任意 > 0, FFE ó> 
0, 使 得 如 果 对 点 z,yEM 及 一 连续 映射 S:R—R, 
SOO) —0,Hd(g GO, G90,(y)) 二 6(YVtER), 那 么 y 
二 Q(x)( 其 中 |z|<<e), 此 时 就 称 8 是 可 扩 的 . LR 
夫 流 以 及 可 扩 同 胚 的 扭 扩 流 都 是 可 扩 流 . 可 扩 流 的 
一 个 明显 特点 是 它 的 奇 点 是 孤立 点 ,因此 有 关 可 扩 
流动 力行 为 的 研究 均 假 定 它 没 有 奇 点 .可 扩 流 是 由 
fitt Fl (Bowen, R. ) 于 1972 4ES| AI. 

伪 轨 跟踪 性 质 (pseudo-orbit tracing property) 
a 伪 轨 和 8 跟踪 技术 是 在 动力 系统 扰动 理论 等 问题 
研究 中 的 一 种 很 有 用 的 工具 . 设 (M,d) 是 度量 空间 ， 
f: M-—M 是 同 胚 ,w>0,a 和 2 是 整数 ,而 且 一 2 和 ca 
«bs T oo , TI AR AI (>); C M 满足 

a Cro zm; ) < a (Vi Sab — 1), 
则 称 M 中 的 点 列 {zxi};_, 是 f 的 一 个 a 伪 罗 .如果 对 
yEM, 有 

dCf (y) ele (=a, b), 
则 称 a 伪 轨 {zi);_, 被 从 yy 点 出 发 的 轨道 8 跟踪 .如 
果 对 任意 870, FETE 之 0, 使 得 对 f 的 每 个 a 伪 轨 
可 被 从 某 点 出 发 的 轨道 8 跟踪 , 则 称 / 有 伪 轨 跟踪 
性 质 . 

如 果 p:RXM>M 是 (M,d) 上 的 连续 流 ,a,7 
>0,a 和 5 是 整数 ,而 且 a< b(a = — om b= + co DI 
情形 是 允许 的 ) ,如 果 序 列 对 


Ju" Ht AR BR 


JL ay 
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(lait, (6). G € Mt, € R) 
满足 ¿= T ,并且 
d(qgXt;,x;) Ti) < a (asi xb — 1), 
那么 就 称 这 序列 对 是 流 8 的 一 个 Ca, 了 ) 伪 轨 或 Ca， 
7) 链 . 对 于 数列 G9 


$n) = a 
— ER (n < 0), 
这 里 
SCO): = Zut — 0 
WO. Gea) hh. y € M SERIA T] 


Be o :R>R,0(0) =0, fii 79 

dO), y) PC — Sit) < B G@ > 0), 
H SEES Late D, less ab 1); 

d'Letoetzi, y) PG+S_..2-,))<P G=<0), 
H = Wo 
ABZ SLERCa T TSSLCUxm s (ti)o) 被 过 点 y 的 轨道 8 
跟踪 . 如 果 对 任意 8770, f£ TE 0770, 使 得 ?的 每 个 
(a, 全) 伪 轨 可 被 过 某 点 的 轨道 8 跟踪 , 则 称 2 具有 
伪 轨 跟踪 性 质 . 紧 致 微分 流 形 M 上 的 公理 4 系统 
在 其 非 游荡 集 上 具有 伪 轨 跟踪 性 质 . 符号 动力 系统 
也 具有 伪 轨 跟踪 性 质 . 

a 伪 轨 (ao-pseudo-orbit) ” 见 “ 伪 轨 跟 踪 性 质 ”. 

B 跟踪 (B-tracing)” 见 “ 伪 轨 跟踪 性 质 ”. 

(a, 卫 ) 伪 轨 ((a, 了 TT)-pseudo-orbit)” 见 “ 伪 轨 跟 
踪 性 质 ”. 

(a, 卫 ) 链 (Ca,T)-chain)” 见 “(a, 荆 ) 伪 轨 ”. 

拓扑 双 曲 不 变 集 (topological hyperbolic invari- 
ant set) 根据 微分 同 胚 在 其 双 曲 不 变 集 上 所 具有 
的 推广 的 可 扩 性 及 推广 的 伪 轨 跟踪 性 这 两 个 重要 的 
动力 性 质 而 直接 引入 到 拓扑 动力 系统 中 的 一 类 不 变 
R. d f : M— M 是 紧 度量 空间 MAKERE, A 
CM E f BUB] ARAB SE BE A WSR, Ir 
在 U 内 的 极 大 不 变 集 


Aoc ep f"Q(U) 


上 是 可 扩 的 ， 并 且 对 任意 87-0, 存在 a> 0, iE TEE A 
中 的 任意 o 伪 轨 可 被 M 中 的 一 条 轨道 8 跟踪 , 则 称 
人 是 了 的 拓扑 双 曲 不 变 集 . E f 的 链 回归 集 CRY 
是 拓扑 双 曲 的 ,那么 f 就 称 为 是 公理 ARK. AS 
个 空间 M 是 拓扑 双 曲 的 ,那么 了 就 称 为 是 安 诺 索 夫 
同 胚 . 
公理 A [s] RR (axiom A homeomorphism) W 
“拓扑 双 曲 不 变 集 ” 
Lis BA EJ ER (Anosov homeomorphism) Jf 
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PR RAE XX H AB S BJ F8] ED 3X 38 Th RIB RE Ia) IS. 见 “ 拓 
扑 双 曲 不 变 集 " 和 “拓扑 安 诺 索 夫 映射 ” 

AA XX. BH 45 tx BY [8] BE (homeomorphism with 
hyperbolic coordinate) BIRER X [n] e". 

Ha Fh Bis X X8 ER (topological Anosov home- 
omorphism) BJ“ Gs |H”. 

fh Fh XE RH Rh ST (topological Anosov map) 
根据 微分 动力 系统 理论 中 安详 索 夫 可 微 映 射 所 具有 
的 可 扩 性 和 伪 轨 跟踪 性 这 两 个 重要 动力 性 质 而 直接 
引入 的 一 类 拓扑 半 动 力 系 统 . 设 M 是 紧 致 度量 空 
la], f: M— M Kent, eH f 所 确定 的 逆 极 限 
空间 M, 及 由 f 所 确定 的 M, ERF E o: M> 
M, 是 可 扩 的 ,并 且 了 有 伪 轨 跟踪 性 ,那么 f 就 称 为 
是 拓扑 安 诺 索 夫 映射 . 特别 地 , 当 f 是 同 胚 时 ,f 是 
拓扑 安 诺 索 夫 同 胚 . 安 诺 索 夫 可 微 映 射 是 拓扑 安详 
索 夫 映射 . 

符号 动力 系统 (symbolic dynamical systems) 
动力 系统 的 一 种 模型 . 所谓 符号 动力 系统 ,就 是 用 若 
干 符号 表示 的 一 类 具有 许多 重要 特征 的 离散 动力 系 
统 , 它 的 状态 空间 是 由 奋 干 符号 的 双 问 序列 组 成 . 例 
如 ,由 0,1 两 个 符号 的 双向 序列 组 成 的 集合 记 为 
> (2). 对 ae 中 两 点 4, 已 ,其 中 

A — (a, pc tp y odes C 0:15 
定义 度量 
e(A,B) = S zrla, — 4l. 


于 是 ,可 (2) 是 关于 度量 p SERA s Hj, 

0; (22 > (D, 

os Alz o (A) (VA € > (22), 
KB oE: A= (0, ZB SCA) = {anni} 2 BI 
o CA) WS n AIRE as. 0 JE 2, (2) B5 B TRI H. 通 
常 称 o 2 WJ] T $ = BUE B| |P] H: sk. 382 £ B IF] FJ. s 
在 之 (2) 上 产生 一 个 离散 动力 系统 BARS HAH # 
统 . c ADRS A BH GILL ,其 中 a, 二 
0,6b, 二 1,Yn€EZ. 符 号 动力 系统 具有 简洁 .明快 的 特 
点 ,而 且 又 具有 许多 重要 的 性 质 , 例 如 ,o 的 周期 点 
集 在 (2) 中 稠密 ,o 是 拓扑 传递 的 . 因此 ,在 动力 系 
统 研究 中 ,经 常 借助 符号 系统 来 进行 研究 . 当 

$»*O»)-((aN |a, = 二 0 或 1) 
是 由 单 向 序列 组 成 时 ,在 之 +(2) 上 和 定义 度量 2 为 


十 Ge 
P(A, b) = 2 gilaa — 5l: 


az 一 co ? 


现 定义 映射 


其 中 A= (a, BS (b, E 之 (2). 现 定义 映射 
0:5, (2) — >t (2), 
Akb o(A) (VA € > (22), 

其 中 0o WE: A= la)” BM .0(A) = (a, o G 


称 为 两 个 符号 的 转移 自 映射 . 因 o 是 连续 的 , 它 在 


2,' (2) 上 产生 一 个 离散 半 动 力 系统 , 称 为 两 个 符号 
的 半 动 力 系 统 . 对 n( 宇 2) 个 符号 有 类 似 的 定义 . 

SS Á E FA (shift self-homeomorphism) D 
“符号 动力 系统 ”. 

转移 自 同 构 (shift automorphism) 
力 系统 ”. 

符号 半 动 力 系统 (symbolic semi-dynamical sys- 
tem) IL" SEE SIX. 

SS Ej RÀ SJ (shift self-map) 
统 ”. 

有 限 型 子 移 位 (subshift of finite type) ARR 
双边 拓扑 马尔 可 夫 链 ,是 符号 动力 系统 中 一 个 很 有 
意义 的 子 系统 ,其 重要 性 在 于 它 能 够 作为 十 分 重要 
的 微分 同 胚 茶 不 变 集 的 模型 . 设 o: 之 一 之 是 由 用 
个 符号 {1,2,…,k) 组 成 的 双边 符号 动力 系统 ,A 
(a; i-i RXR EE, H Dj aE 00,1) 

2i EECHER = LVncZ,; 
24 是 之 的 一 个 闭 子 集 , 而 且 在 c FAB, BM 6C» 
=> a Am ol Da: Dar 2:4 ETA c 与 之 4 
称 为 由 传递 矩阵 A 所 确定 的 有 限 型 子 移 位 或 双边 
拓扑 马尔 可 夫 链 . 对 于 符号 半 动 力 系统 也 可 以 类 似 
地 给 出 单 边 拓扑 马尔 可 夫 链 的 定义 . 零 维 双 曲 不 变 
集 拓扑 共 轿 于 有 限 型 子 移 位 . 

双边 拓扑 马尔 可 夫 链 (two-side topologi - 
cal Markov chains) ” 即 “ 有 限 型 子 移 位 ”. 

单 边 拓扑 马尔 可 夫 链 (one-side topologi - 
cal Markov chains) 9,78 BR ZU f $2 yr". 

移 位 不 变 集 (shift invariant set) TER ThE: HE 
的 意义 下 能 够 等 同 于 符号 动力 系统 (或 符号 半 动 力 


见 “ 符 号 动 


见 “ 符 号 动力 系 


系统 ) 的 一 种 不 变 集 . 设 M 
是 拓扑 空间 ,f:M>M 是 YY 
JE Cati SEA AC | L 
M 是 了 的 紧 致 不 变 集 ,如 


Damm, e) 

号 ) 的 双边 (或 单 边 ) 符 号 空 

HEARRE A: D> AES e h=h o GEH o: 
下 一 区 是 转移 自 同 胚 (或 转移 自 映射 )) , 即 上 图 可 交 
换 , 那 么 就 称 人 是 f 的 移 位 不 变 集 . 借助 移 位 不 变 
集 可 以 证 明 某 些 半 动 力 系统 的 不 变 集结 构 稳 定性 . 
例如 ,对 


(RR, pep i 


A =A foc RID 
是 f 的 紧 不 变 集 , 那 么 fl dd PT #F SH 
符号 半 动 力 系统 , 即 A E. f BIS vu E SE. 由 此 可 
知 , 映 射 / 的 不 变 集 八 是 结构 稳定 的 . 


一 维 动 力 系 统 


一 维 动力 系统 


一 维 动力 系统 (one dimensional dynamical sys- 
tem) 区 间 上 或 圆周 上 的 动力 系统 .由 于 一 维 流 或 
半 流 的 结构 十 分 简单 ,并且 对 同 胚 生成 的 离散 动力 
系统 的 性 质 认 识 已 相当 深刻 ,因此 ,一 维 动力 系统 通 
常 是 指 由 连续 自 映射 生成 的 离散 半 动 力 系 统 . F. 
有 广泛 的 应 用 背景 . 例如 ,生物 学 中 无 世代 交友 的 虫 
口 模 型 .物理 学 中 的 一 维 耗 散 系 统 等 都 是 一 维 动力 
系统 .因为 它 是 最 简单 的 动力 系统 ,并 且 呈 现 出 高 维 
系统 所 具有 的 丰富 而 复杂 的 动力 性 质 ,同时 它 又 具 
有 不 同 于 高 维 情形 的 独特 的 规律 ,所 以 近 30 年 来 ， 
其 研究 发 展 十 分 迅速 ,成 为 动力 系统 领域 中 不 可 忽 
视 的 一 个 重要 分 支 ( 参 见 “ 动 力 系 统 ”). 

XE EE AAR St (piecewise monotone maps) 一 
类 特殊 的 区 间 映 射 . 把 区 间 了 分 成 有 限 多 个 子 区 间 : 

IERT ef ERT e TER Cr], 
使 映射 f: I— 1 Big dE RET f X B] T, 上 是 严格 单调 
的 ,这 里 I=[C,,C,],C,<C,<:*--<C;, HEP FR 
间 工 是 了 的 最 大 单调 区 间 , 此 时 称 SAK BJ 7 ERN 
逐 段 单调 映射 . 称 子 区 间 了 为 的 区 段 ;1/ 二 1 有 为 
J BK RRC Crs Caw 了 的 回转 点 .使 用 揉 
搓 理 论 可 以 刻画 逐 段 单调 映射 的 许多 动力 学 性 质 
(BS UL" SRE FB RE” “PRE KRO). 

KE Cap) 见 “ 逐 段 单 调 上 映射” 

区 段 数 (lap number) 见 “ 逐 段 单调 上 映射? 

回转 点 (turning point) 见 “ 逐 段 单调 映射 ” 

增长 数 (growth number) BRR f 的 
—THTPREARZE. # H SC(f) 表 示 , 那 么 它 由 下 
面 的 极限 定义 : 


SC = lim[/G9)]* 
(CG H /( f”) d Pr Bg X Ez. 此 极限 恰 为 序列 


[Cr)]* 的 下 确 界 , 因 而 增长 数 SCf)E [1.20 ]. 8 
长 数 的 对 数 是 dE E ENEE GE — ih 
TIL BD log SCIO =ACS). 

不 变 坐 标 invariant coordinate) 一 类 由 点 的 
迭代 运动 决定 的 形式 序列 或 形式 宪 级 数 . 对 于 逐 段 
单调 映射 f:I>1, V) I. i 的 按 自然 顺序 
排列 的 全 部 区 段 ,Cl 二 Cs 二 … 过 Ci_ 1 为 f 的 全 部 回 
转 点 . 令 

L (TE€1; 且 xz 不 是 回转 点 )， 
构造 点 > € I 和 迭代 运动 的 旅行 图 
ACf* G)) = CAGO,ACFGDD.ACÉ G2 e), 
sin ACC" G)-CG» A), 4,2. 规定 符 号 
519 


uj 7 Z 统 


—1 (A, 为 严格 递减 区 段 )， 
etaed (A,=C;), 
十 1 (A, 为 严格 递增 区 段 ). 
又 令 
d, = Ao, dd r= gA, = ECA JA e , 
O, = &£,***€, A, , 
则 称 形式 序列 OC) = (05,0: 0, O MIG ER 
数 


Uly == Yr | 


为 联系 于 点 z BJ f 的 不 变 坐 标 . eo =e ACoA f 
在 xz 点 的 局 部 映射 度 , 而 
EE tt En = ECA( zr) ECACf (7x)) (ACS 1 C32) 

则 是 映射 产 在 xz 点 的 局 部 映射 度 . 

揉搓 矩阵 (kneading matrix) 一 类 由 联系 于 回 
转 点 的 不 变 坐 标 决定 的 和 矩阵. 设 fT >I 为 逐 段 单调 
映射 ,以 了 1,7T,,…,1T 记 按 自 然 顺 序 排列 的 全 部 区 
BE c <c,<+***<c,- I f 的 全 部 回转 点 . 设 V 是 有 
理 数 域 Q 上 的 l 维 回 量 空 间 7 是 其 基底 . 
用 Q[ L: ] 8 8 EE 8 BCE BRB Z| JN ER 
RRA VOIR V 中 向 量 作 系 数 的 形式 
上 级 数 模 , 则 VLLzjj] 为 环 QLLt]] 上 的 自由 模 , 以 工 ， 
Il 为 基底 . BRA z € I 的 不 变 坐 标 均 可 表示 
成 惟一 形式 的 和 

Ga) = Tr; eO, 
其 中 O(a € Q[ [z ] D IE] Et @ E V 选择 某 种 平移 不 
变 的 线性 次 序 , 比 如 Q RERA V 到 实数 ,使 得 
A pu] EE EE L LONGAE) EUER 
数 9 按 字典 排序 : 则 z< SR Et Ota, AP 
YLL]] 形 式 寡 级 数 拓扑 ,在 此 拓扑 结构 中 , 子 模 
t'V (Lt 构成 零点 邻 域 的 一 个 基 , 令 

v;= O(c; +) — Ale; —) 
= lim. ay) 一 lim 0(y), 


则 visvVa9 9-1 € Vlt] vsv visas BA T 的 揉 
fe E. v= Nal t+ Nil, t e + Nili=1,2,, 
1), 3% E Nj € ZL: ]], RCN jo_wxi 称 为 映射 f 
EA) SE DE KEE. 揉搓 矩阵 的 l 个 列 向 量 ey are A 
线性 相关 , 即 
人 
0 
这 里 e— e). fH D;-det(QP, P. LBM 
LN ]u- vx AMAA 7 ad BAR br one SK ac 
(sey mE. 
(1 — een" 
那么 DD 是 ZLLtj] 中 与 i 选取 无 关 且 首 项 为 1 DR 
BBX. D 被 称 为 是 映射 f 的 揉搓 行列 式 . 揉搓 行列 
式 是 研究 逐 段 单调 映射 动力 学 性 质 的 重要 工具 . 例 
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D= 


AI, PEBE $r Fl) z c ER E ES ELE C ER CZ CÓ 
(BOLE AE £ 函数 ”) 有 简单 的 倒数 关系 
ZU)-—-DGY 
BE $2 18 B (kneading increment) 
ÉE”. 
BE EE 17 Si X (kneading determinant) 
AR e". 
揉搓 函数 (kneading function) 将 逐 段 单调 区 
间 上 映射 和 符号 系统 建立 联系 的 一 类 映射 . 设 f I> I 
AE X P Hye] Bit h.L Do. Ly 为 按 自 然 顺 序 排列 的 
AB DX Ez oe Le EE BUB BLE O, 
ONG 112, 5 15: 
aere, Cr [5555 
4 (xr)—k (LE (cisce);k=2, L) 


W^" mE DR 


和 

OP GIS RR. CES ii CRS liye Ss 

oe (Elce). 
设 (> OAH +` f$ = TRIB I ERIT = >É 2 AR 
统 ,由 

JC) LE, CF") (15505 1, 249**) 
和 

eh a) Se? Cr a) lees? 
定义 的 两 个 映射 TCAD TCP I9 SY 分 别称 为 f 
的 下 揉搓 函数 和 上 揉搓 聘 数 ,统称 揉搓 消 数 .元素 组 

LI. CF) Cex) ly 
和 
WD kS b2) 

分 别称 为 了 RI FR H S L EE H SE PR PE UE ZH. 
J. S) M T*S) (Gi 1.2 lL DRA S 
的 揉搓 序列 . BEE eR C .揉搓 序列 等 工具 可 用 来 刻画 
逐 段 单调 映射 的 拓扑 共 斩 等 价 性 问题 ,因而 进行 分 
类 研究 ,也 可 以 用 来 研究 吸引 子 ( 如 洛 伦 获 吸 引子 ) 
E 25 FJ UJ e HE B. i Hi Fh a BJ 336 Exc š. 38] BRS) 388 J; 
性 问题 . 揉搓 概念 由 米尔 诺 (Milnor ,J. W. 2E HI 
Wi (Thurston, W.) F 1976 年 引入 ,威廉 姆 
(Williams, R. F. ), r 8 ZZ BK (Guckenheimer, J. )、 
553E FF (Collet, P. 2412 m E (Eckmann,J. P. ) SE Á 
先后 发 展 和 完善 了 揉搓 理论 ,并 用 揉搓 理论 解决 了 
许多 动力 系统 问题 . 

上 揉搓 函数 (co-kneading function) 
PRACT. 

下 揉搓 函数 (low-kneading function) 
pr eR C. 

上 揉搓 组 (co-kneading group) 
数 ” 

下 揉搓 组 (low-kneading group?) 
数 ”. 


加 “揉搓 


Ul “FE 


UL" Ei pR 


揉搓 组 (kneading group) E F Ë Ë £H Ij Zt 
f. 

揉搓 序列 (kneading sequence) WM“ A. 

修正 5 函数 (modified zeta function) ”由 人 负 型 
不 动 点 生成 的 8 函数 . 设 f I— 1 是 逐 段 单调 映射 ， 
若 不 动 点 工 位 于 某 个 严格 递减 的 区 段 内 部 , 则 不 动 
点 工 称 为 负 型 的 ,以 去 ( 方 记 友 的 负 型 不 动 点 数 , 并 
记 NC 2200 —1. FERRE 


z(t) = exp X N (F) 元 


称 为 f PME IE äi, 
负 型 不 动 点 (negative fixed point) 
图 数 ” 
jt F zk SW (Schwarzian derivative) 最 先 在 
1978 年 用 于 研究 一 维 动力 系统 的 一 个 工具 . E ERI 
三 有 3 阶 导数 ,了 在 z 处 的 施 瓦 效 导数 (通常 记 为 
sfCz)) 由 下 式 给 出 : 
su) S T aos 
E ^ os i SE > 
当 (x) 二 0 时 ,sf(x) 可 以 取 值 为 十 品 或 一 020. 在 确 
定 吸引 周期 轨道 个 数 的 上 界 以 及 讨论 动力 系统 如 何 
从 简单 的 动力 性 质 过 滤 到 混沌 性 态 研 究 中 , 施 玉 效 
导数 发 挥 了 重要 作用 . 具有 负 的 施 瓦 效 导 数 ( 此 条 件 
称 为 施 瓦 效 条 件 ) 的 函数 ,在 一 维 动力 系统 中 特别 重 
要 ,例如 ,二 次 模型 映射 f Cr) — ux (O-7 BOB fA RU 
Ja, BL 25 S 32% AY pR Be. JH: E & pR RU E: R. A 1 B!) Bia u 
兹 导数 


JU IE C 


J Fu 2 SK #E (Schwarzian condition) 见 “ 施 瓦 
BK FR”. 
沙 可 夫 斯 基 序 (Sarkovskii order) 正 整 数 的 


一 种 排 法 . 1964 年 ,苏联 数学 家 沙 可 夫 斯 基 
《Sarkovskii, A. N. ) E Ot š DX [B] E E £ El R 3) B Jl 
期 点 性 质 时 ,把 正 整数 排 了 一 个 顺序 ,这 种 新 的 顺序 
被 称 为 是 沙 可 夫 斯 基 序 . EN <” 表示 这 种 顺序 AB 
么 它 适 合 下 列 几 条 规则 :p,q WAF 1 的 奇数 ,k,!l 
记 非 负 整 数 , 则 : 
SITE n—pe 2* 而 m = 2' , WI ncm; 
oA n=p Eur E EE ncm; 
d n= p * 2 IÑ] m-q * 2°, p<q, W ncm; 
ur ES 7 一 2 而 m= 2! , k<], fti m «n. 

沙 可 夫 斯 基 序 揭示 许多 自然 现象 所 遵循 的 顺序 
性 规律 ,最 著名 的 是 区 间 上 映射 的 周期 点 的 出 现 顺序 ， 
即 沙 可 去 斯 基 定 理 ( 参 见 “ 沙 可 夫 斯 基 定 理 ”). 此 外 ， 
还 有 单 参 数 图 数 族 超 稳定 周期 轨 出 现 顺 序 的 沙 可 夫 
斯 基 定 理 , 有 关 小 扰动 的 沙 可 夫 斯 基 定 理 , 以 及 有 关 
组 合 的 某 种 排序 的 沙 可 夫 斯 基 定 理 等 ， 

沙包 V By SEE EB (Sarkovskii theorem) 特 指 
PX [BJ I SAT fr) Js] 39] a tH B JIR Jy 38 A vb n] X R Sen 


一 维 动力 系统 


律 , 它 是 由 苏联 数学 家 沙 可 夫 斯 基 (Sarkovskii,A. 
N. ) 在 1964 年 给 出 的 , x. 了 为 区 间 连 续 自 映射 ,m 
和 是 两 个 正 整 数 旦 按照 沙 可 夫 斯 基 序 有 mIn, Æ 
了 有 周期 为 za 的 周期 点 , 则 / 必 有 周期 为 的 周期 
点 . 沙 可 夫 斯 基 用 俄 文 发 表 了 这 一 惊奇 的 定理 ,但 在 
当时 没有 引起 广泛 的 注意 . 1975 年 , 李 天 岩 和 约克 
(Yorke,J. A. ) 独 立 证 明了 和 定理 的 特 款 一 一 若 上 有 
周期 为 3 的 周期 点 , 则 对 任意 非 负 整数 n,f 有 以 
为 周期 的 周期 点 这 引起 数学 家 的 广泛 关注 ,并 
发 现 了 沙 可 夫 斯 基 的 俄 文 文献 . 1977 年 ,斯 特 几 
(Stefan, P. ) 用 英文 详细 介绍 了 沙 可 夫 斯 基 定 理 并 
Gis SUMTER PA TAM CA. 之 后 许多 数学 家 
相继 给 出 这 一 定理 的 简化 证 明 . 

回复 性 定理 (recurrence theorem) 表述 几 类 
回复 性 集合 之 间 等 价 关 系 的 定理 . 设 f AK IR] BR 
BM P Cf, Q CJ) R (fy, CRU) APSA WI); 
H(f),SH(f),PP(f) ACA AH Ra f 的 周期 点 
集 、 非 游荡 点 集 、 回 归 点 集 、 链 回归 点 集 、 几 乎 周期 点 
集 、w 极 限 点 集 、 异 状 点 集 、 特 殊 蜡 状 点 集 、 周 期 集 、 
拓扑 炉 , 则 下 列 命题 相互 等 价 : 
PLPP) 
Qf) SPP). 
CRCÉ)S PCIE: 
ROI DP 
WC) -—PCp). 
.AP(f)=P(7). 
.SH(/)= 2. 
.H(/)= Q. 

9. A Cf) —0. 

104PPCJ9)511525252 ^ ses ya 

李 - 约 克 混 沌 (Li-Yorke chaos) 一 种 表述 系统 
紊乱 的 概念 . 1975 年 , 李 天 岩 和 约克 (Yorke,J. A. ) 
在 研究 区 间 上 目 映 射 时 ,首先 使 用 了 "混沌 "一 词 ,并 
给 出 了 它 的 一 个 定义 如 下 : 设 fl] 为 区 间 连 续 映 
a f 满足 下 列 条 件 , 即 存在 不 可 数 集 CCI7, 使 
ÍF: 

1. 对 于 任意 ryCC,rxy, 

lim inf| f" C) — f"(y) | zs OD, 


hm sup[J^(x) — 7" Gy) | > 0; 


2. 对 于 任意 zxEC 和 任意 y€ PCD. 
lim suplf"(z)— f"(321250, 


则 称 了 是 李 - 约 克 混 沌 的 . 李 天 岩 和 约克 在 引入 李 - 
约克 温 沌 的 同时 指出 ,大 区 间 映 射 上 有 周期 点 以 3 
为 周期 , 则 / 是 李 - 约 克 混 沌 的 ,换言之 ,周期 3 意味 
Ain. 
[x [B] Rk 5j BJ (B vm TE X mob K omo mE 
(Birkhoff center and depth of the center for inter- 
521 


OO N OQ» Ci FP C N 一 


val maps) ”对 区 间 上 自 映 射 伯 克 替 夫 中 心 研 究 的 
一 个 完整 结果 . 它 指出 :区 间 映 射 f BJ IË w 38 R rH 
心 是 周期 点 集 的 闭 包 PC 由) ,而 中 心 阶 数 不 大 于 2. 
[x fa] RE St AY C" 封闭 引 理 (C’-closing lemma on 
interval maps) KFKAEC 映射 的 一 个 回复 性 
质 的 引 理 . 设 f: I— I 为 r(r 宇 1) 次 连续 可 微 的 映 
射 , 又 设 TEQC7), 则 在 / 的 任意 C 邻近 存在 着 > 
次 连续 可 微 的 g:7 一 了 使 得 ce P(g), 此 结论 称 为 
区 间 上 映射 的 C" 封闭 引 理 . 杨 赖 杉 在 证 明 这 一 结论 的 
同时 指出 ,对 于 任意 ”> (1<r< + oo), fE H r 次 连续 
可 微 的 区 间 自 映射 组 成 的 映射 空间 ( 带 C 拓扑 ) 中 ， 
满足 条 件 P( 有 )= 一 02( 有 ) 的 映射 构成 一 个 处 处 稠密 的 
FE. 
区 间 映 射 周期 轨道 的 结构 (structure of period- 
ic orbits for interval maps) 揭示 区 间 上 连续 自 映 
射 周期 轨道 上 的 点 在 这 区 间 上 排列 的 相互 关系 . 设 
f:1 一 了 为 区 间 自 映射 ,以 PP 记 了 的 一 个 周期 轨道 . 
对 于 奇数 S 宇 1 ,如果 具有 周期 为 S 的 P( 简 称 S Ji 
期 轨道 已) 中 S 个 点 按 通常 实数 顺序 排列 时 ,第 
(s 十 1)/2 个 点 y( 从 左 数 到 右 或 从 右 数 到 左 ) 有 
PUD fy < y< f! Cy) ef (y) 
或 
J' ° Gy) << Cue ys yf 9s 
则 称 S 周期 轨道 PAR Bg. 归纳 地 ,对 于 任意 ”之 
1 以 及 任意 奇数 SII. 如果 2 周期 轨道 己 中 2s 
个 点 按 通 常 实数 顺序 排列 ,左边 的 27 7S 个 点 和 右 
边 的 2 个 点 各 自 都 是 /° 的 简单 2 'S 周期 轨 
道 ,那么 就 称 它 是 f 的 简单 2'S 周期 轨道 . 按 归纳 原 
则 ,对 于 任意 奇数 4 二 0,f 的 简单 周期 轨道 都 有 定 
X. XT / 的 简单 25 周期 轨道 PCP S>1 为 奇数 ， 
-之 0) ,如果 将 书 中 23 个 点 按 通常 实数 顺序 排列 并 
WERB zs 十 4 十 1)72 个 点 为 Ci( 从 左 数 到 右 或 从 
右 数 到 左 ) ,0 二 i 二 2' 一 1, 那 么 下 面 的 等 式 
(Co Cr Ü ttt Cx} = (ci s f Gi A 7166) 
对 于 某 一 个 di (Ox x2 一 1) 成 立 , 则 称 这 个 简单 
2.5 周期 轨道 PP 为 f 的 极 小 2'S 周期 轨道 . 显然 ,所 
有 简单 2" 周期 轨道 和 所 有 简单 S 周期 轨道 (其 中 S 
=1 为 奇数 ) 都 是 极 小 周期 轨道 . 研究 比如 简单 周期 
轨道 、 极 小 周期 轨道 等 具有 特定 结构 的 周期 轨道 的 
存在 性 , 即 研 究 怎 样 的 有 限 的 有 序 集合 的 循环 排列 
在 何 种 线段 映射 下 得 以 实现 的 问题 ,是 区 间 映 射 的 
动力 系统 的 一 个 重要 课题 . 从 已 经 得 到 的 结果 看 ,对 
区 间 映 射 /来 说 ,有 周期 轨 就 有 极 小 n 周期 轨 ; 如 
A f 的 周期 集合 是 沙 可 夫 斯 基 序 中 的 片断 ,假定 片 
断 最 左 端 为 n, 则 f 的 任何 一 个 nn 周期 轨 都 是 简单 
BJ BERE n=2 S, RO r>0,S 为 大 于 3 的 奇数 , 则 f 
的 任何 n 周期 轨 都 是 极 小 的 . 人 们 还 证 明 , 区 间 映 身 
022 


了 的 每 个 2" 周期 轨道 都 是 简单 的 ( 极 小 的 ) 当 且 仅 
当 f 的 周期 都 是 2 WA pe BY PPC) =({1,2,2*,2°, 
…)}. 当 了 了 的 周期 集 为 有 限 集 时 , 比如 
PRG) = (152,2: 25 2*5 
不 同 周期 的 周期 轨道 之 间 存 在 简单 而 有 趣 的 关系 : 
对 f 的 任 一 个 2” 周期 轨道 (mx 二 nn), 必 存在 周期 分 
9/39 1,2,2,2” B m+ 1 个 周期 轨道 ,使 得 其 中 每 
个 2* 周期 轨道 的 2^ 个 周期 点 必定 被 /* 的 2 一 1 
个 不 动 点 所 分 隔 , 这 里 和 = 二 1,2,…,m. 4 m=3 时 ， 
如 图 所 示 . 
8 8 8 8 8 8 8 8 
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4 2 4 1 4 2 4 
简单 周期 轨道 (simple periodic orbit) 
间 映 射 周期 轨道 的 结构 ”. 
极 小 周期 轨道 (minimal periodic orbit) 
间 映 射 周期 轨道 的 结构 ”. 


微分 动力 系统 


微分 动力 系统 (differentiable dynamical sys- 
tem) ”微分 流 形 上 由 常 微 系统 或 微分 同 胚 生成 的 
动力 系统 . 研究 的 核心 内 容 是 结构 稳定 性 和 0 稳定 
性 的 特征 性 质 . 它 起 源 于 常 微分 方程 结构 稳定 性 的 
人 研究 ,虽然 1937 年 , 安 德 罗 诺 夫 (Aunporos,A. A. ) 
与 庞 特 里 亚 金 (IIioarparu , Jl. C. ) 就 提出 此 概念 ,但 
直到 1959 至 1962 #E fil s 28 FE (Peixoto, M. ) 得 出 
二 维 闭 曲 面 上 C” 常 微 系统 结构 稳定 的 充分 必要 条 
件 以 及 稠密 性 定理 (参见 “ 佩 克 索 托 定理 ”) ,结构 稳 
定 的 研究 才 受 到 足够 重视 . 以 斯 梅 尔 (Smale,S. ) 为 
代表 的 西方 学 者 们 研究 高 维 流 形 的 C! 结构 稳定 系 
统 与 2 稳定 系统 ,由 于 该 研究 的 复杂 性 ,他 们 首先 
从 流 形 上 微分 同 胚 生 成 的 离散 微分 动力 系统 着 手 
《这 种 系统 通过 扭 扩 可 成 为 高 一 维 流 形 上 的 常 微 系 
统 ), 主 要 是 通过 稳定 流 形 理论 与 泛 了 泪 分 析 方 法 . 以 
佩 克 索 托 对 二 维 流 形 结 构 稳 定 系 统 的 特征 研究 为 蓝 
本 ,斯 梅 尔 将 其 推广 到 一 般 流 形 上 , 称 之 为 莫 尔 斯 - 
斯 梅 尔 系 统 , 并 证 明 其 为 结构 稳定 的 .但 随后 举 出 不 
属于 这 种 系统 的 结构 稳定 系统 ,例如 , 托 姆 环 面 双 曲 
Dësem bn UL arm Oe, CH 
的 周期 点 都 是 无 穷 多 的 . 后 来 发 现 结构 稳定 系统 一 
般 不 是 稠密 的 . 1967 年 ,斯 梅 尔 提出 结构 稳定 性 猜 
测 和 2 稳定 性 猜测 ,这 两 个 猜测 对 C! #% or |F) RE A 
常 微 系 统 已 获 解 决 .中 国 数学 家 廖 山 涛 于 20 世纪 
60 年 代 初 开始 进行 微分 动力 系统 的 开创 性 的 研究 
工作 ,他 以 微分 拓扑 与 黎 曙 几何 为 工具 建立 了 典范 
方程 组 与 阻碍 集 这 两 个 概念 为 核心 的 微分 动力 系统 
的 研究 体系 ,直接 将 常 微 系 统 ( 即 回 量 场 ) 按 积分 曲 


D^ p 


见 “ 区 


线 上 的 活动 标 架 展开 为 微分 方程 组 加 以 研究 , 另 辟 
一 条 研究 微分 动力 系统 的 途径 ,取得 许多 重要 成 果 . 
微分 动力 系统 的 研究 近年 来 逐渐 涉及 非 稳 和 定 的 课 
题 , 例 如 分 贫 和 混沌 等 ,有 些 研 究 与 遍历 性 交叉 ,出 
现 微分 动力 系统 的 遍历 性 理论 . 微分 动力 系统 又 分 
为 C 流 离散 微 分 动力 系统 和 离散 微分 半 动 力 系统 
(参见 “动力 系统 ”). 

C RC flow) 指 微分 流 形 上 的 连续 微分 动 
力 系统 . 设 M EC WATE. A f:RXM>M 是 一 
个 流 ( 参 见 “ 流 ”), 并 且 S E C 上 映射 ,就 称 了 是 M 上 
BJ C" iit. 

C J MEO 33 (C' vector field) ”特殊 的 向 量 场 . ix 
微分 流 形 M 上 每 一 点 给 定 一 个 向 量 , 这 种 微分 流 形 
上 向 量 的 分 布 称 为 M 上 向 量 场 . ACE C 的 , 则 称 
它 为 M EC p EX X C 常 微 系 统 , 当 M 是 紧 致 
D.A EC 向 量 场 生成 一 个 M 上 的 C i. 

CS f X BE CC’ ordinary differentiable sys - 
tem) 见 “C” 问 量 场 ” 

离散 微分 动力 系统 (discrete differentiable dy- 
namical system) 微分 动力 系统 之 一 .所谓 离 散 微 
分 动力 系统 ,是 指 由 微分 流 形 上 的 微分 同 胚 生成 的 
离散 动力 系统 . hI R IK a] M: E: C” 微分 同 胚 ,那么 就 
称 其 生成 的 动力 系统 为 C" 微分 动力 系统 (参见 “ 离 
散 动 力 系统 ”). 

C 微分 动力 系统 (C” differentiable dynamical 
system) 见 “ 离 散 微 分 动力 系统 ” 

离散 微分 半 动 力 系统 (discrete differentiable 
semi-dynamical system) 一 类 微分 半 动 力 系统 . 所 
谓 离散 微分 半 动 力 系统 ,是 指 由 微分 流 形 上 的 可 微 
映射 所 生成 的 离散 半 动 力 系 统 . 如 果 该 映射 是 C 
的 ,那么 就 称 其 生成 的 半 动 力 系统 为 CC 微分 半 动 力 
系统 (参见 “离散 半 动 力 系统 ”). 

C' 微分 半 动 力 系 统 (C” differentiable semi-dy- 
见 “ 离 散 微 分 半 动 力 系统 ”. 

通 有 性 (generic property) ”用 来 描述 动力 系统 
的 一 个 性 质 是 一 空间 上 “大 多 数 ” 动 力 系 统 所 具有 的 
性 质 的 术语 . 设 X 是 一 个 拓扑 空间 ,用 书 表示 动力 
系统 的 某 一 个 性 质 . 若 X 上 具有 人 性质 书 的 动力 系统 
的 集合 在 江上 全 体 动 力 系 统 所 构成 的 空间 中 是 一 
个 剩余 子 集 ( 通 常 称 为 贝尔 子 集 ), 那 么 就 称 性 质 P 
是 通 有 的 .例如 , 设 M 是 光滑 黎 曼 流 形 Diff CM 
AR M EER C 微分 同 胚 所 构成 的 空间 (具有 C" 拓 
th). 如 果 具 有 性 质 P 了 的 C" 微分 同 胚 的 集合 在 
Diff(M) 中 是 一 个 剩余 子 集 , 那 么 就 称 性 质 P RS 
有 的 . 动力 系统 的 一 个 性 质 是 否 是 通 有 的 ?这 在 动力 
系统 理论 的 研究 中 是 十 分 重要 的 内 容 . 目前 所 获得 
的 一 个 重要 的 通 有 性 质 可 参见 “ 通 有 稠密 性 定理 ”. 


namical system) 


微分 动力 系统 


XX H £k VE RR Bt (hyperbolic linear map) ZR £f 
双 曲 线性 同 构 ,是 沿 一 个 方向 扩张 , 沿 另 一 个 方向 收 
缩 的 可 逆 线 性 映射 . E CE. | * || ) 是 巴 拿 赫 空 间 ， 
A; E— E JE u] HA PE B BJ. UU 可 分 解 为 关于 4 
不 变 的 财 线性 子 空间 E“ RI Er BS EUR: 

E EE EE EE EE E EE 
并 且 存 在 常数 Ci,C:>0 和 0 二 4 二 1, 使 得 
a CA -VCE puk = 52.7), 
| A*'y|| < CA Ig (woe EF,k= 1,2,.), 
则 称 4 为 双 曲 线性 映射 ,并 称 E" 为 A 的 扩张 子 空 
EE 为 A 的 收缩 子 空间 . 对 可 逆 线 性 映射 A.E— 
E, 下 面 三 条 等 价 : 

1. A 是 双 曲 线性 映射 . 

2. 4 的 谱 集 与 复 平面 的 单位 圆 不 相交 . 

3. f£ YE X T A A BJ E B 5 Hl AE A E = 
E'CDDE,AE"—E',AE' -E' RS | + | 等 价 的 范 数 
| > | ,使 得 

[Azt = KAES], 
A| = [CA[ED | <1. 

已 经 证 明 , 双 曲线 性 映射 的 集合 是 Sé€( E, E) rh 
的 开 集 (这 里 sé(E ,E) JE: E— E 的 线性 映射 全 体 , 具 
有 算 子 范 数 拓扑 ), 这 就 是 说 ,线性 映射 的 双 曲 性 经 
过 小 扰动 之 后 不 至 于 被 破坏 . 这 一 性 质 在 动力 系统 
结构 稳定 性 的 研究 中 起 着 重要 的 作用 . 皮 尤 夫 
(Pugh,C. ) 于 1969 年 进一步 证 明 , 对 4 的 任意 两 个 
有 界 连续 的 李 普 希 区 小 扰动 o, 2: E— E, A+ 5 A 
+b E fa +b TE WEB. 这 一 结论 成 为 哈 特 曼 定理 泛 函 
分 析 方 法 证 明 的 核心 . 

双 曲 线性 同 构 (hyperbolic linear automor- 


phisms) 即 “ 双 曲线 性 映射 ” 

扩张 子 空间 (expansive subspace) 见 “ 双 曲线 
性 映射 ”. 

收缩 子 空间 (contractive subspace) I“ XZ Hh 
线性 映射 ”. 


双 曲 线性 向 量 场 (hyperbolic linear vertor 
fields) 线性 场 空 间 中 结构 稳定 的 一 类 线性 向 量 
场 . 设 (E, || + | HA SMS. A E>E 是 线性 
BR. a 4 的 谱 集 与 复 平 面 上 的 虚 轴 不 相交 , 则 称 
AW th Be PE fo) By. 线性 向 量 场 A: E— E. 为 双 曲 
的 当 且 仅 当 对 任意 实数 1250 exp tA 是 双 曲 线性 映 
射 . 双 曲 线性 向 量 场 产 生 的 流 称 为 双 曲 线性 流 . 在 巨 
为 有 限 维 时 ,线性 向 量 场 在 线性 场 空 间 中 结构 稳定 
的 充分 必要 条 件 是 它 为 双 曲 的 .所 有 结构 稳定 线性 
向 量 场 集合 在 线性 场 空 间 中 是 开 稠 的 . 

双 曲 线性 流 (hyperbolic linear flow) 
线性 向 量 场 ”. 


见 “ 双 曲 
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双 曲 不 动 点 (hyperbolic fixed point) 可 微 映 
射 具 有 局 部 结构 稳定 性 质 的 不 动 点 . 它 的 常见 定义 
是 在 一 般 黎 曼 流 形 上 给 出 . 设 U 是 歼 曼 流 形 M 的 
开 集 ,pEU 是 fEC'(U,M) 的 不 动 点 . & Df): 
T ,M—T,M 是 双 曲 线性 映射 , 则 称 p 是 f 的 双 曲 不 
ai o ERE SS F, ERENER 
(E, | ` DEBERE, UCE BE, CU E 
JEC (QU,E)BJA ul. & Df (p) : E E 是 双 曲 线 
性 映射 , 则 称 p 是 f 的 双 曲 不 动 点 .在 局 部 坐标 卡 
下 ,前 一 定义 是 后 一 定义 的 特 款 . 双 曲 不 动 点 在 CO 
小 扰动 下 不 会 消失 的 动力 行为 在 结构 稳定 性 研究 中 
有 着 重要 的 作用 ,例如 ,在 双 曲 不 变 集 及 安 诺 索 夫 系 
统 的 结构 稳定 性 的 证 明 中 就 是 如 此 . 紧 流 形 上 的 不 
动 点 都 是 双 曲 的 微分 同 肛 集合 在 全 体 微 分 同 胚 空间 
中 是 开 笛 的 .名 之 是 二 的 周期 为 & 的 周期 点 ,并 且 p 
是 广 的 双 曲 不 动 点 , 则 称 谊 是 节 的 双 曲 周期 点 ， 

双 曲 周期 点 (hyperbolic periodic point) DL 
“ 双 曲 不 动 点 "和 “ 双 曲 不 变 集 ” 

A 引 理 (4-lemma) ” 亦 称 倾角 引 理 ,描述 系统 在 
双 曲 不 动 点 邻近 动力 行为 的 几何 属性 . 设 了 是 R” 
P o 的 一 邻 域 V B3 C' 微分 同 胚 ,以 o 为 双 曲 不 动 
点 . 考虑 双 曲 线性 映射 A= Df Co) K ÀS É B EUR A 
fi R” = E'COE". 由 双 曲 不 动 点 的 稳定 (不 稳定 ) 流 形 
定理 ,可 假定 f PJ W HH ASAS o 的 稳定 (不 稳定 ) 流 
形 是 不 动 点 在 f 的 线性 部 分 的 稳定 (不 稳定 ) 子 空 
间 的 一 邻 域 . BCE 是 包含 在 局 部 稳定 流 形 
Wi Co) "P B5 — Pk ,.B" CE" 是 包含 在 局 部 不 稳定 流 形 
Wi. (o) F ñ) — BR, B. V = B: X BY. SG ac 
WOO LA K — ^F ERA u = dim E“ He q AS 
Winco) B BX JH 2c BJ Dll d. D“. À S| PETS Hid ac 
Wie CON) Di PDO V 的 包含 FMO REM 
分 文 , 则 对 任意 62 0 YE XE no > 0, FEE n>n AY. D; 
JE C'-e Rit D". A 5| EB WJ EB — RESTE S JE: E ESSA 
空间 中 给 出 ,其 陈述 方式 类 似 于 上 面 对 R” 情形 的 
JUR. A 引 理 在 几何 化 证 明 哈 特 曼 定理 中 起 着 重要 
的 作用 . 

倾角 引 理 (inclination lemma? 即 “4 -5| FH”. 

XX HH EP AR Chyperbolic singularity) C' 向 量 场 
有 局 部 结构 稳定 性 质 的 奇 点 , 它 的 常见 定义 是 在 一 
般 歼 曼 流 形 上 给 出 . 设 X ERS MEDC m 
量 场 ,pEM E: X mid A DX(p):T,M>T,M 
是 双 曲 线性 向 量 场 , 则 称 p 为 双 曲 奇 点 . 在 一 般 巴 
拿 赫 空间 中 , 它 的 定义 是 : 设 (E, | + | EBS HH 
空间 ,UCE 是 开 集 ,pEU K U 上 C' 向 量 场 X 的 
So r DX(p): ESE BMH AEH LER p E: X 
的 双 曲 奇 点 .在 局 部 坐标 卡 下 ,前 一 定义 是 后 一 定义 
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的 特 款 . E E—R? 是 二 维 欧 氏 空间 时 , 双 曲 奇 点 称 


NZ WZ ZN 
IN AT WC 


渊 点 源 点 鞍点 
为 渊源 或 鞍点 (如 图 ). 对 双 曲 奇 点 ,也 有 描述 它 的 
动力 性 质 的 等 价 性 定义 . 例如, 对流 形 M ER C m 
量 场 X ,其 定义 是 : 设 X 导出 的 流 是 
DR X M — M, ®,= De .TM >TM, 

p E: X 的 奇 点 ,如 果 存 在 TM 在 更 下 不 变 的 直 和 
4M T,M= EX OE; D Ez = Ej. E, — E; ili ELTETE 
常数 c> 0,4A< 0 使 得 : 

IEM || <e 2 | expr) (V7€ E, K t20), 

| CE) || ze || ë | expC AD (WEE E; Broin, 
xx HJ - | 是 切 向 量 就 M F 85352 m HERBES 
p 就 称 为 X 的 双 曲 奇 点 . 紧 致 流 形 上 的 奇 点 都 是 双 
曲 的 C' 向 量 场 集合 ( 含 设 有 奇 点 的 C' 向 量 场 ) 在 全 
IK C' m sess p] F JT B5. 

渊 点 《sink point) M ON BH áp A”. 

源 点 (source point) 见 “ 双 曲 奇 点 ”. 

鞍点 (saddle point) 见 "“ 双 曲 奇 点 ” 

双 曲 周期 轨 (hyperbolic periodic orbit) 在 小 
扰动 下 不 会 消失 的 一 种 周期 轨道 . 设 X IS = Wu JÉ 
M 上 的 C 向量 场 ,Y 是 X 的 一 周期 轨 ,P:RXM 一 AM 
是 XX 导出 的 流 . 如 果 切 从 TM 在 ”上 的 限制 TyM 
可 表示 为 三 个 $,= De, AEF AW BEAT M= 
EEDE', 其 中 EE 是 和 7Y 相 切 的 一 维 从 ,而 且 存 在 
常数 c 二 0,4 二 0 ,使 得 

ID) | < c|glexp(aD (2€ EP K t > 0), 
|$.( | <clElexp(-ar) (V € E K t < 0), 
这 里 |。 | 是 切 向 量 就 M 上 的 黎 曼 度量 的 模 , 则 称 Y 
是 9 的 一 双 曲 周期 轨 . 双 曲 周期 轨 的 这 一 定义 揭示 
了 它 具 有 稳定 性 的 动力 学 性 质 . 然而 ,基于 简单 、 直 
观 , 人 们 也 用 庞 加 莱 映 射 在 横 截 面 上 给 出 的 局 部 微 
分 同 胚 的 不 动 点 的 双 曲 性 来 定义 双 曲 周期 轨 . 设 p 
CY, Vent p 的 局 部 横 截 面 ,于 是 存在 包含 p 的 开 
SVCD). [18 BEIM SE BR ij /8Y 一 之 是 局 部 微分 同 
e, H Sf p=p. 4 p Z: f BJ Y BH AS ZI Gm. WE Y A 
X 的 双 曲 周期 轨 .y 的 双 曲 性 的 这 一 定义 与 点 p€ 7 

和 VV 的 选取 无 天， 

初等 不 动 点 (elementary fixed point) 在 其 附 
近 具 有 和 较 简 轨 道 结构 的 一 类 奇 点 . 设 f 是 微分 流 形 
M fS fet ^r Rl HR. p € M 是 f 的 不 动 点 . WR 1 不 是 
Df(p):T,M 一 T,M 的 特征 值 ,那么 就 称 p 是 f 的 初 
等 不 动 点 . 这 一 概念 的 一 个 等 价 形式 可 用 横 截 相交 
来 描述 :p 是 f 的 初等 不 动 点 的 充分 必要 条 件 是 映 


Bt Ts p> (pS ODE p SHAR 0) €MXM| 
pe MISS THU; p€ M JE M ENC [m 
EH X 的 一 个 奇 点 ,而 且 DXCGO:T,M—T,M 没有 
零 特 征 值 , 那 么 就 称 户 是 X 的 简单 奇 点 . 用 横 截 相 
交 来 描述 即 是 ;p 是 X 的 简单 奇 点 的 充分 必要 条 件 
是 从 M 到 切 从 TM 的 上 映射 p>(p,X(p)) 在 Pp 点 与 
零 截 面 横 截 相交 . 初等 不 动 点 (简单 奇 点 ) 是 孤立 的 . 
紧 致 微分 流 形 上 所 有 不 动 点 ( 奇 点 ) 都 是 初等 的 ( 简 
BAR) C" intor fal RR CC" EDEA £ £ Ik CT 微分 
[E] B CC". 向 量 场 ) 所 成 空间 中 开 稠 . 

简单 奇 点 (simple singularity ) 
EI 

SS SI (cross-section) 通过 它 可 以 建立 光滑 
流 与 微分 同 胚 生成 离散 动力 系统 之 间 的 联系 . 考虑 
环 面 上 由 微分 方程 

P], SF 一 a (其 中 a 实数 ) 

所 确定 的 光滑 流 p 取 环 面 上 一 个 横 和 截面 C:0-—0, 
(如 图 ),2 的 每 条 轨道 都 与 C 横 截 相交 ,从 C 上 出 发 
的 轨道 正 回 . 负 回 都 要 与 C 相交 . 于 是 由 2 诱导 出 C 
上 第 一 返回 映射 /:C— C. H ia = eet 
tor) 224818 CH iB >€ Coto (x) >0 Reli uus GO 
€ C 成 立 的 最 小 的 t 
I), / E. C 上 的 微分 
lal le. 一 般 地 , 流 形 M 
EC d 9( 对 应 的 向 量 
场 为 X) 的 横 截 面 是 一 
个 余 维 为 1 的 闭 子 流 
形 > CM, 它 满足 : 

1. > 5 X RRHH. 

2. 从 > 离开 的 9 的 每 条 轨道 其 未 来 与 过 去 都 与 
2; HSS: 

3.9 的 每 条 轨道 都 与 之 相交 . 

d C' W ed RRE >. 如 上 可 定义 第 一 返回 映 
射 f;>, 一 > SHC POA. AMAA ee a A 


见 “ 初 等 不 动 


C 流 在 横 截 面 上 诱导 了 一 个 C' 微分 同 胚 .但 是 ,不 
是 所 有 光滑 流 都 有 横 截 面 , 一 个 明显 的 必要 条 件 是 


流 不 能 有 奇 点 (参见 “ 扭 扩 ”). 横 截 面 是 由 庞 加 莱 
(Poincaré, CJ. - 2H. )5| BE BJ. 

H Fh H $E (topological conjugacy) 对 离散 动 
力 系 统 进行 分 类 的 一 种 方法 . 设 M, Gees x [8]. 
fig 分别 是 M,N 上 的 同 


Sien HA M M 
入 ,使 得 h ° f= g。h, 即 右 h| h 
图 可 交换 ,就 称 / 和 gg 是 拓 y 

hitaan. 拓扑 共 轿 这 一 关 。 N—=——-N 


系 是 等 价 关 系 . 拓扑 共 绒 从 拓扑 的 观点 刻画 出 两 个 


微分 动力 系统 


离散 动力 系统 的 轨道 结构 是 相同 的 .因此 ,离散 动力 
系统 的 结构 稳定 性 是 用 拓扑 共 斩 来 揭示 的 . 
拓扑 等 价 (topological equivalence) 对 连续 流 
进行 分 类 的 一 种 方法 . 设 o, 2 分 别 是 拓扑 空间 MN 
ERER m E T ER h MeN, ERREA 
LEM,h Æ gp ttre MAY Bh TK m haal Z 过 
ADEN I] OB E, MP oM o 是 拓扑 等 价 的 . 拓 
扑 等 价 这 一 关系 是 一 个 等 价 关 系 . 拓扑 等 价 从 拓扑 
的 观点 刻画 出 两 个 连续 流 的 轨道 结构 是 相同 的 . 因 
此 ,连续 流 的 结构 稳定 性 是 用 拓扑 等 价 来 揭示 的 . 

C 结构 稳定 性 (C” structural stability) 系统 
在 C 小 扰动 下 轨道 的 拓扑 结构 保持 不 变 的 性 质 . iZ 
M 是 紧 致 C 微分 流 形 ,f:M 一 M 是 C Sp, 
#x TEC 意义 下 充分 接近 工 的 任意 C ky F] W 
g:M-—M.f fl g EMH. MM f EC 
稳定 的 . 

对 微分 流 形 上 的 C' 流 而 言 , 其 定义 如 下 : 设 M 
ERKA C 微分 流 形 , ?是 M 上 的 Cr 流 .和 若 对 于 在 C 
意义 下 充分 接近 2 的 任意 C My RXM>M, e Hl d 
是 拓扑 等 价 的 ,就 称 8g 是 C' 结构 稳定 的 . M 上 结构 
fa E BJ C AATCC’ 流 ) 集 合 在 M 上 全 体 C o 
Ty Val BS CC". 流 ) 构 成 的 空间 中 作成 开 集 .C' 结构 稳定 
性 通称 为 结构 稳定 性 . s sn E 
(C! 流 ) 是 结构 稳定 的 充分 必要 条 件 是 它 满足 公 
A 和 横 截 条 件 . 

拓扑 稳定 性 (topological stability) 
构 稳 定性 或 半 稳 定性 . 通常 
是 描述 系统 在 C° 小 扰动 下 M ad 
的 一 个 稳定 性 概念 . 设 | 
(Md) te XR EX E E Z= |a] , 
Jf:M— M |] It. AMER M ~ M 
€» 0, ff T£ ó> 0, (ETE XT TT 
Se, M— M d Cf go S<’ 时 ,存在 连续 满 射 
h:M>M 满足 ， 

l.h » g— f ° h, Bl EMA ze, 

2. d h idu) Se; 

则 称 f 是 拓扑 稳定 的 . 

对 度量 空间 上 的 连续 流 而 言 ,其 定义 如 下 : 设 
(M,d) 是 紧 致 度量 空间 ,8p 是 M 上 的 连续 流 . AW 
任意 e> 0, f£ dE ó> 0, HEME XX £ 22 WL g: 
RXM>MRIEtE 0,1], 4 d(g p) «o 时 ,存在 连 
SEA] A: M—>M 满足 : 

1. 对 任意 YEM,h Æ o it 
h(x) BIE A 

2. d (hidu) Se; 

则 称 2 是 拓扑 稳定 的 . 

对 于 上 自 映射 情形 ,也 可 给 出 拓扑 稳定 性 的 类 似 

定义 .微分 流 形 上 的 安 庄 索 夫 系 统 是 拓扑 稳定 的 ; 扩 
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亦 称 半 结 


x 的 轨道 映 到 y 过 


张 映射 是 拓扑 稳定 的 . 对 微分 同 胚 来 说 ,公理 4 和 
强 横 截 条 件 蕴涵 着 拓扑 稳定 性 . 

半 稳 定性 (semi-stability〉 即 “ 拓 扑 稳定 性 ”. 

半 结 构 稳 定性 (structural semi-stability) EBI 
“拓扑 稳定 性 ”. 

N dtüg(Q-conjugacy) ”离散 动力 系统 的 比 拓 
扑 等 价 弱 的 一 个 概念 . 它 是 限制 在 非 游 落 集 上 的 拓 
thst Su. 设 f,g 分 别 是 拓扑 空间 M, N W B Is] BE , A 
FERIE h: ANNER P QC ON CH OBS 
SF UF R0 ETE h ° flag = g ° bloe, Bl F EI n] 2 
换 , 那 么 就 称 f 和 gg OPK. EWR 
是 等 价 关系 . BASEN on SS 
个 系统 是 OPH. OF 
H B3 PA TS # St TE RIES d |» 
集 上 的 轨道 具有 相同 的 拓 
扑 结构 . 因此 ,离散 动力 系 Tei" 
RA 2 稳定 性 是 用 Q SESE 
来 揭示 的 . 

R #4 (R-conjugacy) ”离散 动力 系统 的 比 拓 
thse Su Ss {A Mth OQ dE Sg FH s I — SBS. 它 是 限 
misst ohni RA KREBS ORG 
TERMEN HHE”). | 
| 人 2 等 价 (f2-equivalence) 连续 流 的 比 拓扑 等 价 
要 弱 的 一 个 概念 . 它 是 限制 在 其 非 游 荡 集 上 的 拓扑 
等 价 . God 分 别 是 拓扑 空间 M,N 上 的 连续 流 , 若 
AP TEMA AR A: 2 POD) GErP OC: RRC OBS 
非 游荡 集 ), 使 得 对 任意 z€ QCO A oxt z WH 
道 保 向 地 映 到 y 过 h(x) 的 轨道 上 ,那么 就 称 pg 和 y 
是 Q 等 价 的 . Q 等 价 这 一 关系 是 等 价 关 系 , 拓扑 等 
价 的 两 个 流 是 (Q 等 价 的 . Q 等 价 的 两 个 流 在 其 非 游 
荡 集 上 的 轨道 具有 相同 的 拓扑 结构 ,因此 ,连续 流 的 
Q 稳定 性 是 用 Q 等 价 来 揭示 的 . 

R 等 价 (R-equivalence) 连续 流 的 比 拓 扑 等 价 
要 弱 , 但 又 比 @2 等 价 稍 强 的 一 个 概念 . CER E 
链 回归 集 上 的 拓扑 等 价 . 其 具体 释 意 与 Q 等 价 完全 
类 似 (参见 “Q 等 价 ”). 

AAH Fh HE (local topological conjugacy) 
从 拓扑 的 观点 刻画 两 个 离散 动力 系统 局 部 轨道 结构 
是 相同 的 . 设 f,g 分 别 是 拓扑 空间 M,N 的 自 同 胚 ， 
UCM,VCN 分 别 是 M,N 的 开 子 集 . 如 果 存 在 同 
B AIUUfFQD-—VUgGOO,. BAU) =V, MHE 
h ° flu=g ° h| BARR flo SBT Eu T 
gly. 2 5€ M,q C NZ p 点 的 开 邻 域 U,g 点 
的 开 邻 域 V ,使 得 flu Jay ob ji Fhe He T g |v. H3 
Bu h 1E p 点 映 到 g BABAR STEP AS g fE q 
FA déja Bb fi FF SE GE BJ. Jay BB da TF 2E Su xx — X dE S£ 
价 关 系 , 并 且 这 一 概念 仅 对 不 动 点 才 是 非 平 凡 的 . S 
散 动 力 系 统 的 局 部 结构 稳定 性 是 用 局 部 拓扑 共 斩 来 
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揭示 的 . 

局 部 拓扑 等 价 (local topological equivalence) 
亦 称 局 部 流 等 价 . 从 拓扑 的 观点 刻画 两 个 连续 流 局 
部 轨道 结构 是 相同 的 . 2 o, 分 别 是 拓扑 空间 MSN 
上 的 局 部 流 , 若 存在 同 胚 :MN ,使 得 对 任意 XE 
Mh 把 pg 过 zz 的 轨道 pg(D;,z) 映 射 到 y 过 hl(zr) 的 
轨道 CD EGX8 D. Di 分 别 是 使 得 映射 
PL。,X),J(。,h(z)) 有 定义 的 最 大 实数 区 间 ), 那 
么 就 称 pg 和 vy 是 拓扑 等 价 的 . 现 设 o, $ 分 别 是 拓扑 
空间 M,N EWES UCM, VCN 分 别 是 M,N 
的 开 子 集 , 如果 作 为 局 部 流 elo 5 bly 是 拓扑 等 价 
的 ,那么 就 称 elu 局 部 拓扑 等 价 ( 或 局 部 流 等 价 ) 于 
ylv. 设 pEM,gqE€EN, 若 存在 p 点 的 开 邻 域 U,g 点 
的 开 邻 域 了 ,使 得 olo 局 部 拓扑 等 价 于 ylvy, 就 称 
PE PRA OE 点 是 局 部 拓扑 等 价 的 (或 局 部 流 等 
价 的 ). 局 部 拓扑 等 价 这 一 关系 是 等 价 关 系 . 连续 流 
的 局 部 结构 稳定 性 是 用 局 部 拓扑 等 价 来 揭示 的 . 

局 部 流 等 价 (local flow equivalence) ”有 即 “局 部 
拓扑 等 价 ”. 

£& [B] FE HE (conjugate with preserved orienta- 
tion) 两 个 连续 流 之 间 不 仅 保 持 轨 道 的 拓扑 结构 ， 
而 且 保持 参数 之 间 一 定 关 系 ( 相 差 一 个 同 胚 ? 的 一 种 
等 价 关 系 . 它 是 特殊 的 拓扑 等 价 . 如 果 py 分 别 是 拓 
扑 空 间 M,N B XE SE DL a ff TE IRIS h. M— N 及 连 
Be aR HJ o: M> R—R 使 得 : 

1. X f£ z€ MARA o (z, * ):R—R 是 保 向 同 
I. H c(z,0)=0; 

2. 对 任 x€ M 及 : ER, 有 

h ° @(z,t) = yh(r) ,or,t)); 
则 称 o Z JE RIS] 25 8 I. 特别 地 , 若 存 在 常数 a> 
0, fii BOR o0; MX R—R XH f£ <€ M X :€ R# 
a Cx ,£) =at, WRK p 和 y 是 流 等 价 的 . 

保 向 共 固 的 两 个 流 是 拓扑 等 价 的 ; 若 拓 扑 等 价 
的 两 个 流 不 含 不 动 点 ,那么 它们 是 保 问 共 罗 的 . 拓扑 
等 价 未 必 能 保持 的 一 些 动力 学 性 质 有 可 能 由 保 向 共 
斩 所 保持 ,例如 , 伪 轨 跟踪 性 质 等 . 

流 等 价 (flow equivalence) JBL £g p] Hz tg ". 

SÉ3tüg(semi-conjugacy) 动力 系统 中 比 拓扑 
共 斩 (或 拓扑 等 价 ) 要 弱 的 概念 . 设 M,N 是 拓扑 空 
间 ,f,g 分 别 是 M,N EB B I] H ARES 
hi M—N ,使 得 h ° f=g h, 即 下 图 可 交换 ,那么 就 
Ek f 和 gg EFEK, h 称 为 是 了 对 g Bye. 
且 称 g 为 了 的 一 个 因子 . 

对 拓扑 空间 上 的 连续 流 而 言 , 其 定义 如 下 : 设 
M,N 是 拓扑 空间 ,2, 少 分 别 是 M 和 上 的 连续 流 . 
车 存在 连续 满 射 ;MN ,使 得 对 任意 z€ M.h 反 
9 过 工 的 轨道 保 向 地 映 到 yy 过 h(x) 的 轨道 上 ,那么 
就 称 o BMT o. 最 简单 的 半 共 思 的 例子 之 一 是 : 


Bt gis 一 9 是 单位 圆周 S 


ERM ARR. p:R'>s' M — M 
是 由 zr>es= 确 定 的 覆盖 映 , k 
5f. 如 果 f,R'—R! 是 g 的 

N g N 


提升 , 则 p» f = g ° p. D 
此 ,p RAE f XH g KES. AP R KH 
将 其 中 一 个 系统 的 已 知 信息 转告 另 一 系统 的 某 些 信 
息 .在 上 述 概 念 中 ,对 h 只 是 连续 而 不 一 定 为 满 射 的 
情形 ,一些 拓扑 动力 学 家 也 称 h JE bk dE SU. 这 显然 是 
更 弱 一 些 的 定义 . 

因子 (factor)  W"3EdESg ". 

CO 稳定 性 (CQ2-stability) 描述 系统 在 C 小 
扰动 之 下 非 游荡 集结 构 不 改变 的 性 质 . ECC 结构 
稳定 性 稍 弱 一 些 . 设 M E: C' SS, f : M> M 是 
C 微分 同 及 .如 果 对 在 C” 意义 下 充分 接近 f 的 任 
ERC MOAR es 和 g HON BA MK f 
是 C0 稳定 的 ,并 且 当 r==1 时 ,简称 了 是 2 稳定 
DI. 完全 类 似 地 ,可 定义 链 回 归 集 CR 的 CCR 稳定 
性 及 CR 稳定 性 .结构 稳定 的 系统 是 2 稳定 和 CR 
稳定 的 . 公理 A 和 无 环 条 件 等 价 于 人 2 稳定. 链 回 归 
集 的 双 曲 性 蕴涵 着 CR 稳定 . RS TIE EB CORE 
有 类 似 的 定义 与 相应 的 结论 . 

CCR 稳定 性 (C'CR-stability) ”描述 系统 在 C” 
小 扰动 下 链 回 归 集 结构 不 改变 的 性 质 . 它 是 比 C 结 
构 稳 定 稍 弱 , 但 又 比 C0 稳定 性 稍 强 一 点 的 概念 . 
具体 释 意 可 参见 “CQ REH”. 

拓扑 2 稳定 性 (topological Q-stability) — ZR fk 
N 半 稳 定性 . 通常 是 用 来 描述 系统 在 C^ 小 扰动 下 非 
游荡 集 的 稳定 性 质 的 . ix 2 
M ÉE X SHE REUS dB]. aA — af 
f :M— MË I. 如 果 对 任 d | ` 
意 e> 0, FE ó> 0, fi XT AE | 
— H f g: M — M, HS Ng) 
Af g) «o, mü fr ETE BEB 
Kt h.OQ(g)— Qf) CR rH OC ° )3 28 ( + KAEN 
集 ) WE: 

l.ho glao == f sh oun, BI FBI ol aha, 

2. d hx) 32 ze(V x € ((g)); 

则 称 S 是 拓扑 O 稳定 的 . 

对 M 上 的 连续 流 而 言 , 其 定义 如 下 : 设 2 是 M 
上 的 连续 流 , 如 果 对 任意 se>0, 存 在 O> 0, ETE XT M 
上 任 一 连续 流 凡 ,只 要 对 任意 上 EL0, 1 ,有 digg) 
二 和, 就 存在 连续 满 射 :20V) 一 DCP) ,满足 : 

1. X f£ LENY), AK 9 xt x KAER] oit 
hGORSSUB EF; 

2. d Ch Cx) , 2 SEYE QCU2) 5 
则 称 2 是 拓扑 2 稳定 的 . 公理 A MAW AEA 
拓扑 2 稳定 性 . 


人 2 半 稳 定性 (人 2 semi-stability) — Bl ^35 OS 
定性 ” 

绝对 结构 稳定 (absolutely structurally stable) 
在 研究 结构 稳定 性 系统 的 
特征 的 过 程 中 提出 的 概念 ， yi! -m 
设 M 是 紧 致 黎 曼 流 形 ,了 : 
M—M 是 微分 同 胚 . 如 果 对 e ko 
f By X Spi C Diff! CM) M g M 
(Diff! (M) zs M F £ I 
C 微分 同 胚 构成 的 空间 , 带 有 C 38410 ,存在 一 个 
映射 o, K — Homeo(M) (Homeo (M) K R M 上 全 
体 同 胚 构成 的 空间 , 带 有 C 拓扑 ) ,使 得 : 

1.0(f)=idy; 

2. 对 任意 gEN 有 ,ol(g)。f 二 g。o(l(g), 即 上 
图 可 交换 ; | 

3.o Æ f NB T C 度量 d REE # X BJ , Bn 
# K> ORMEE z€ ,有 

d(o(g),idy) < kd (g, fi: 

则 称 f 是 绝对 C' 结构 稳定 的 (简称 绝对 结构 稳定 ). 
绝对 结构 稳定 的 系统 是 结构 稳定 的 . B IH 
(Franks,J. ) 证 明 , 系 统 的 绝对 结构 稳定 性 等 价 于 系 
统 满足 公理 4 和 强 横 截 条 件 . 绝对 结构 稳定 是 由 富 
兰 克 斯 于 1977 年 引入 的 . 


绝对 人 2 稳定 (absolutely Q-stable) WR OK 
定 系 统 的 特征 时 提出 的 概 
&. 设 M 是 紧 致 黎 曼 流 形 ， ap O oun 
Diff' CM) 是 M 上 全 体 微分 r T 
MERZ RA C Hth f s 


Homeo (A), M EF D gy HIE a. 
C+ ONG C ° OBI E UE 8 
EM (Q (f BAAR BJ |z] JH RNS. BA C? 拓 
扑 ( 其 中 fe Diff'OM)).: : QC) M 是 包含 映射 .如 
RFE f BJ É bk V C Diff OM) 及 映射 oe, 27 — 
Homeo(Q(/),M) HE: 

1. aC f) =7; 

2. 对 任 gE alg). (Q (/))= O (g), H olg) 
° f=g ° olg), BI EAA Am, 

3. 存在 常数 RO, REELE, A 

d(olg), i) <kd(fyg), 
ix 
dCf .g) —sup dO lahe a Da 

则 称 f 是 绝对 O 稳定 的 . 

绝对 O 稳定 的 系统 是 0 稳定 的 . 系统 的 绝对 2 
稳定 性 等 价 于 系统 满足 公理 4 和 无 环 条 件 . 绝对 Q 
稳定 是 由 古 肯 北 默 (Guckenheimer,J. ) 于 1972 年 引 
入 的 . 

不 变 集 的 C' 结构 稳定 性 (C” structural stability 
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of invariant set) 微分 动力 系统 研究 的 重要 内 容 之 
— 指 系统 经 过 小 扰动 之 后 ,其 不 变 集 不 改变 其 轨道 
结构 ,仅仅 是 不 变 集 各 点 的 位 置 有 微小 移动 . 设 M 
是 一 个 C 微分 流 形 ,UCM 是 一 个 开 集 , UA 
是 C 映射 ,和 人 CU E f 的 一 个 紧 致 不 变 集 ,d 是 与 
M 的 拓扑 相 容 的 任意 一 个 距离 . 如果 对 任意 e>0 以 
KEC 意义 下 充分 接近 上 了 的 任意 z:U— M ,存在 关 
于 g PARTEA CU AR h: ASA WE: 

Ld hte V x)sce(V nct As 

2.h。f|, 二 g。h| 信 , 即 下 图 可 交换 ; 
则 称 f 1E A bi C 结构 稳定 的 . 34 r—1 时 ,通常 称 
为 不 变 集 是 结构 稳定 的 . 如 
果 八 是 了 的 扩张 不 变 集 , 那 A A 
和 勾 人 是 结构 稳定 的 . 如 果 | L 
Jf :U— M E. U 8I f (U) 
的 微分 同 胚 , 并 且 ACU 是 A 。 .A 
J BAMA ER. ABA A 
是 结构 稳定 的 . 

KFC In] E BJ ÀS 38 $Ë BJ C 结构 稳定 性 定义 
A b: MERRC 黎 曼 流 形 ,ACAM 是 M 上 的 
C [5] By X 的 闭 不 变 集 . 如 果 对 任意 670 TE TE ó 
220, 4813 HE C" p] ERE Y dE C' RX. F ó er X, 
就 存在 Y 的 闭 不 变 集 Ay lS A: A Ayh fE X 
的 每 一 个 包含 在 人 内 的 轨道 映 到 Y 的 包含 在 人 Ar 的 
一 轨道 上 ,而且 满足 

SE se Ee ECH, 


Wigk X YE A E E C' 结构 稳定 的 . 4r—1 时 ,通常 称 


不 变 集 是 结构 稳定 的 . 若 人 是 和 的 紧 双 曲 不 变 集 ， 
而 且 和 不 含 奇 点 ,那么 和 在 A 上 是 结构 稳定 的 . 

局 部 结构 稳定 性 (local structural stability ) 
用 来 刻画 动力 系统 在 局 部 范围 内 轨道 的 拓扑 结构 在 
C 小 扰动 下 不 发 生变 化 的 概念 , 设 (E, | + | RE 
拿 赫 空间 ,UCE 是 开 集 ,f:U 一 EF BU 到 SOON 
C" js ^r IR] BR. p € U ,如 果 对 于 p 点 的 任意 邻 域 VC 
U ,只 要 映射 g:U 一 EF 在 C' 意义 下 充分 接近 了 ,就 有 
g ESA q € V 与 在 pp 点 局 部 拓扑 共 轿 ,那么 就 
PK 了 在 之 点 是 局 部 结构 稳定 的 . 

YC p & y 8 E, Rog x did ESQU 如 上 ， 
X:U—E BC 同 量 场 .pEU ,如果 对 于 p 点 的 任意 
BR VCU, AB ey Y:U>E TEC 意义 下 充分 
eit X MAY FRA GEV 5 X fE p 点 局 部 拓扑 
等 价 , 那 么 就 称 X TE p 点 是 局 部 结构 稳定 的 . 双 曲 
不 动 点 和 双 曲 奇 点 都 是 局 部 结构 稳定 的 . 

不 变 集 的 半 结 构 稳 定性 (structural semi-sta- 
bility of invariant set) 描述 动力 系统 的 不 变 集 在 
系统 受到 C" 小 扰动 后 其 不 变 集 的 拓扑 结构 应 保持 
的 程度 . 设 M 是 歼 曼 流 形 ,UC M ÆR FR, f:U>M 
是 可 微 映 射 , 和 CU 是 f. 的 紧 不 变 集 ,如 果 对 任意 < 
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二 0, 只 要 连续 映射 g:U 一 


M 在 C 意义 下 充分 接近 A eh 

/, 就 存在 关于 z 的 紧 不 变 | ` 

SEN, CU 和 连续 满 射 h， | 

AQ A WE: Ap eee EM -— € 
1l. dCA Cz), 2) <er 

CASS 


2.h * gla, f ° Ar, 即 上 图 可 交换 ; 

WAR A CRF f BY C 小 扰动 ) 是 半 结 构 稳定 的 . 如 果 
A CU 是 C 映射 f:U 一 M 的 扩张 不 变 集 ,那么 人 
是 半 结 构 稳 定 的 . 

双 曲 不 变 集 (hyperbolic invariant set) ` XX H 
周期 点 概念 的 推广 ,是 微分 动力 系统 的 一 个 极为 重 
要 的 不 变 集 . 设 M 是 歼 曼 流 形 ,UCM 是 M 的 一 个 
FR. FEC Us, MEM U BSC) AS Ht AB, A 
是 U 的 紧 致 子 集 . WR: 

1. 人 关于 f 是 不 变 的 , 即 f( 人) 二 A; 

2. T M= (TM) | 分 解 为 关于 Df 不 变 的 连续 
的 惠 特 尼 和 

T, M = E" QE", 
Df (Ez) $e Etc, 
Df (E) 一 Ex. (V < c A ); 

3. 对 于 M BARRE REREC vi, 
0,C,— 0 和 O<A<1, [#45 : 

LDF")! CA KV CC Enc 12,5 
[DE| <C,a"|n| (W7 € En = 1,250); 
则 称 紧 致 子 集 人 是 f 的 一 个 双 曲 不 变 集 , 这 里 | ，、| 
是 由 歼 曼 度量 给 出 的 模 . 对 于 定义 中 的 第 3 条 已 证 
明 ;存在 与 ‘4。 ,，。) 等 价 的 黎 曼 度量 4。,，》 和 常数 
0«r«1,.14 18. | 
DFO rl Woe ED, 
| DFC) | sell (Vy € E». 
当 双 曲 不 变 集 入 是 地 的 一 周期 轨道 组 成 ,并 且 p € 
入, 那么 p 就 称 为 双 曲 周期 点 . 这 一 定义 等 价 于 “ 双 
曲 不 动 点 "条目 中 所 给 的 定义 (参见 “ 双 曲 不 动 点 ”). 
当 M 紧 致 ,微分 同 肛 f. M— M 以 M 为 双 曲 不 变 集 
HJ, f ERAKARRI. 系统 的 双 曲 不 变 集 
JE: 2 TA ER XE HI ; BR Kt |a] J: JE: i ED AN 
拓扑 稳定 的 . 

is RK GSD [B] ER CAnosov diffeomorphism) 
UL BX FH AS RESET. 

iG BHA A HH Rh 8j (Anosov differentiable 
map) FW LAT AAD KAN E S — 
类 离散 微分 半 动 力 系统 . 设 M 是 黎 曼 流 形 , 上 是 M 
到 自身 的 C' BR. A f FEC’ 的 正则 映射 ( 即 : 对 任 
E z€ M, f E z 处 的 微分 DS: T:-M>T roM 是 满 
射 ) ,并 且 存 在 常数 C>0 及 0 p 1 和 MM 上 的 一 个 


黎 曼 度量 | + | ,使 得 对 M 中 的 任意 一 个 点 列 
Gr) f Gn aua (Vn) ,存在 分 解 

U T,M = Ú E: @ E: = E: OE’ 
满足 : 

1. DfCE'*) CE'(o—5,u2; 

2: JEDE GO || Seen” || ə || (Vo € E»; 

3. | Df") 0 E lvl Woe E»; 

则 称 了 是 安 诺 索 夫 可 微 映 射 . XXE X de BH Ux 25 c HT 
基 (Przytycki,F. ) 给 出 的 . 安 诺 索 夫 可 微 映射 与 安 
诺 索 夫 微 分 同 胚 及 扩张 映射 有 很 多 相似 的 重要 性 
质 , 例 如 ,它们 都 有 伪 轨 跟踪 性 质 等 . 

扩张 不 变 集 (expanding invariant set) 离散 微 
分 半 动 力 系统 中 较 之 扩张 映射 更 广泛 的 研究 对 象 ， 
是 一 个 重要 的 不 变 集 . 设 M 是 歼 曼 流 形 ,UCM 是 
具有 紧 致 闭 包 的 开 集 , ACU 是 fEC'(U,M) 的 紧 
致 不 变 集 , 如 果 存 在 M 的 黎 曼 度量 (。,。) 和 实数 
rt 之 1, 使 得 | DIC) | 2 CIE | WEET M), Wl / fE 
NERD sKBS.3F RLIB A RA SAT KARE, 这 
里 |。 | 是 由 (*。,，。) 引 出 的 模 . 如 果 MERAH f 
ECM, MEM ED SK. WE f£ 是 扩张 映射 . 任何 
微分 流 形 上 都 存在 着 具有 ”复杂 的 ?扩张 不 变 集 的 目 
映射 ,并 且 已 经 证 明 , 扩 张 不 变 集 对 f 的 C' 小 扰动 
是 结构 稳定 的 ,对 于 f 的 C 小 扰动 是 半 结 构 稳 
定 的 . 

扩张 映射 (expanding map) 撒布 (Shub,M. ) 
在 1969 年 最 先 研 究 得 到 的 一 类 结构 稳定 的 半 动 力 
系统 . 最 简单 的 扩张 映射 的 例子 是 复 平面 上 由 z — 
z^ 定义 的 单位 圆周 的 自 映 射 .一 般 定义 是 : 设 MM 是 
紧 致 黎 曼 流 形 ,JEC CM,M), 如 果 存 在 M EDR 
BPR O, DAMM c 1, eG 

|DFCE)| Scrlél (Vë € TM), 

则 称 地 为 扩张 映射 ,这 里 |。| 是 由 6。,，。》 引 出 的 
范 数 .扩张 映射 是 结构 稳定 的 ,并 且 具 有 有 理 的 8 PR 
数 . 因此 ,扩张 映射 是 对 微分 同 胚 理论 研究 的 推广 . 
在 紧 流 形 上 扩张 映射 的 存在 对 流 形 本 身 需 要 加 以 很 
强 的 限制 ,其 欧 拉 示 性 数 必须 是 零 ,其 通用 复 迭 空间 
必须 微分 同 肛 于 R" ,其 基本 群 必 须 是 无 扭 的 等 . 例 
如 ,在 二 维 紧 曲面 中 ,只 有 环 面 和 克 菜 因 瓶 才 可 以 有 具 
有 扩张 映射 . 

流 的 双 曲 不 变 集 (hyperbolic invariant set of a 
flow) 双 曲 周期 轨 概 念 的 推广 ,是 C 流 的 一 个 重 
要 的 不 变 集 . 设 MERKEZ RB. X eM L BJ C' 
向 量 场 ,X 所 导出 的 流 是 eR XM>M, ACM Re 
的 不 变 集 . RA TM ZEA EDR HT, AM 可 表 
RA D, 的 三 个 不 变 子 从 的 惠 特 尼 和 

T, M = E: @ E @ E:, 
JF RETE E ACC 0, A0, 183 : 


微分 动力 系统 


|Dg OD | x C|Clexp (— AD (VE € E" Rt x0), 
iDg OD | < C | 7|exp (QD (Y7 € E RtS0), 

则 称 和 人 是 2 的 双 曲 不 变 集 . 这 里 五 是 和 流 相 切 的 一 
维 从 ,|，| 是 M 上 的 歼 曼 度量 所 给 出 的 模 . 上 述 定 
义 本 身 表明 八 不 含 奇 点 ,所 以 有 时 候 也 把 信和 一 些 
双 曲 奇 点 的 并 称 为 双 曲 不 变 集 . 当 信 是 9 的 一 个 周 
期 轨道 y 时 ,这 就 给 出 周期 轨道 双 曲 性 的 定义 .行人 
=M 是 9 的 双 曲 不 变 集 , 流 9p 称 为 是 安 诺 索 夫 流 ,对 
应 的 向 量 场 称 为 安 诺 索 夫 向 量 场 . 安 诺 索 夫 微分 同 
胚 的 扭 扩 是 安 诺 索 夫 流 , 安 诺 索 夫 流 是 结构 稳定 的 ， 
而 且 当 非 游 荡 集 是 整个 空间 时 ,周期 轨道 是 稠密 的 . 

安 诺 索 夫 流 (Anosov flow) 见 “ 流 的 双 曲 不 变 
g”. 

安 诺 索 夫 向 量 场 (Anosov vector field) WA 
的 双 曲 不 变 集 ” 

哈 特 曼 定理 (Hartman%s theorem) 亦 称 哈 特 
曼 线 性 化 定理 , 它 指出 :OC 微分 同 胚 (C! 向 量 场 )f 
在 其 双 曲 不 动 点 ( 双 曲 奇 点 ) 附近 的 动力 学 性 质 与 
其 在 p 点 的 切 映射 7',f 的 动力 学 性 质 一 样 . 具体 地 
i, RV EB SHS EF PO RH BB bh, 
f:V>fV) CEE C that AE, OS f BJ OHH A oh 
点 ,那么 FALATA A O mwth EF D. 的 
不 动 点 O. X C' 向 量 场 也 有 类 似 结论 ,并 称 它 为 哈 
特 曼 - 哥 布 曼 定 理 . F IK SIUS 32 32 SUE M 上 , 哈 特 
曼 定 理 断 言 :M EC! RAR 大 的 双 曲 不 动 点 p 
局 部 拓扑 共 轿 于 TT,f :TM 一 TM 的 不 动 点 O. 对 
M L C' 向 量 场 的 陈述 完全 类 似 . 由 哈 特 曼 定理 可 
得 到 双 曲 不 动 点 ( 双 曲 奇 点 ) 的 局 部 结构 稳定 性 这 个 
动力 系统 中 十 分 重要 的 结论 . 

有 蛤 特 曼 线性 化 定理 (Hartman’s linearized theo- 
即 “ 哈 特 曼 定理 ”. | 

Dë ge SS - 3T p S EH (Hartman-Grobman the- 

orem) 见 “ 哈 特 曼 定理 ” 

FATE MAC (stable manifold) 微分 动力 系统 的 
基本 概念 . 它 是 微分 动力 系统 研究 的 重要 内 容 . 稳定 
流 形 和 不 稳定 流 形 在 结构 稳定 性 .2 稳定 性 以 及 分 
歧 理 论 等 许多 课题 的 研究 中 起 着 十 分 重要 的 作用 . 
稳定 流 形 与 不 稳定 流 形 的 方法 是 当前 研究 微分 动力 
系统 结构 稳定 性 等 问题 的 三 个 主要 方法 ( 即 泛 函 分 
析 法 、 稳 定 流 形 法 以 及 典范 方程 组 法 ) 之 一 . 稳定 流 
作为 稳定 流 形 推广 的 稳定 集 也 在 拓扑 动力 系统 的 人 研 
究 中 发 挥 着 重要 的 作用 . 所 谓 一 点 z 的 稳定 流 形 ， 
是 指 在 同步 意义 下 正 半 轨 和 过 点 z 的 正 半 轨 具 有 
相同 的 极限 性 质 的 那些 点 集 , 该 点 集 构成 系统 所 在 
相 空 间 一 一 微分 流 形 的 子 流 形 . 设 (M,d) 是 一 度量 
TE, f:M>M 是 同 胚 , 对 任意 EM, RA 
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W'(z;f)= (yC M| lim d(f"(y) f^ G0) =0} 
W“(z;f)= (yC MI lim 2/760, f "(7))=0) 
分 别称 为 了 在 点 工 处 的 稳定 集 和 不 稳定 集 . 对 任意 
e>0,#¢4 
Wilz; f) = (y € M|y € WD, 
dCf^ (y) , f" (22) < E,n = Oe erger? 
Wita;f0 = (y € M|y € W“(z; f), 
ast "(90 1-22) < En = 0,1,2,..} 
分 别称 为 S 在 点 xz 人 处 (尺度 为 6 的) 局 部 稳定 集 和 局 
部 不 稳定 集 . 明显 的 有 
Wri) =W"; 5, 
Wilz; f) = Wile; f 1); 
并 且 对 任意 608 
W'G;f) SUS WiGif) ; 
WG; P= Uf Wiz; D. 
对 于 连续 流 , 有 类 似 的 定义 如 下 : 设 p:R X M— 


M 是 M 上 的 连续 流 ,对 任意 xXEM, 集 合 
W'G9 = (y € M| lind(gG),g GO) = 0) 


FR e TER < XB # E $. RM HH, Wg), 
Welz,9) ,Wi(x,9) 分 别称 为 8 在 点 工 处 的 不 稳定 
SE. OR BEA © 的) 局 部 稳定 集 和 局 部 不 稳定 集 . 
记 Y(z) 为 9 过 点 工 的 轨道 ,集合 
W'Q (2:9) = H Mos, 


WOY Cr); p) = MJ We g 


分 别称 为 的 过 点 工 轨 道 的 稳定 集 和 不 稳定 集 . 显 
然 , 若 zxEM 是 同 胚 f (ë £ W: 9) 的 不 动 点 , 则 
WCG; f) 5W" Gc; f) OV? G9 5 W“ (z: ;@)) 4 BI] R 
由 以 Zz 为 w 极 限 集 和 以 z 为 a 极限 集 的 点 组 成 ;车 
7Y(z) 是 9 的 周期 轨道 , 则 W^ (Y (x); ei A 
W*(Y(z);9) 分 别 是 由 以 YCz) 为 ww 极限 集 和 以 7Y(z) 
为 a 极限 集 的 点 组 成 . 

设 M 是 黎 曼 流 形 ,f:M>M & C AR, A 
CM E. f BE SUD AN E. ZK (Hirsch, M. 
W. ARIK (Pugh ,C. ) 证 明了 重要 的 稳定 流 形 及 
A Fae TE em, ATi M= E' OE E H A B XZ lH 
性 所 决定 的 连续 直 和 分 解 , 则 存在 0, f 48 TE 
BW z€ A ,局 部 稳定 集 Wi(zx; 几 是 与 E; UJ < É 
CRA k Hk |] Ak GX IB E = dim FE:); 局 部 不 稳定 集 
Wi NES Eš UJ x BJ C' BRA 1 ENAH 
—dim E:),JF H., 24 z€ A dg A "PE kB), 2 P W EAR 
盘 分 别 依 xz 变化 而 连续 变化 . 该 定理 表明 :局 部 稳 
定 集 Wi:(zx; 放 和 局 部 不 稳定 集 Wi Gs MARE C" Hx 
和 信子 流 形 , 因 而 稳定 集 W'(zx,/) 和 不 稳定 集 W'G; 
AEC 浸入 子 流 形 . 这 样 一 来 ,就 有 理由 称 局 部 稳 
定 集 和 局 部 不 稳定 集 为 局 部 稳定 流 形 和 局 部 不 稳定 
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流 形 .对 MEN C 向 量 场 情形 ,其 稳定 流 形 与 不 稳 
定 流 形 定理 的 内 容 与 C" 微分 同 胚 情形 完全 类 似 . TE 
为 特殊 情况 , 当 信 仪 由 一 个 不 动 点 ( 奇 点 ) 组 成 时 ,这 
就 是 双 曲 不 动 点 ( 双 曲 奇 点 ) 的 稳定 流 形 与 不 稳定 流 
形 定理 .例如 , 设 (E, | > || EE eS IH]. A E> 
E 是 双 曲 线性 映射 E — E'COE" 是 由 4 决定 的 直 和 
分 解 , 于 是 有 
W°(0;A) = P, W*(0;A) = E". 

ES V={2EE] || x || «e ,WJ 

W:(0;A) = V N E,W:(0;A) = V f) E. 

Faye (stable set) Wee”. 

不 稳定 集 (unstable set) M“ EMÉ”. 

局 部 稳定 集 (local stable set) WBE”. 

局 部 不 稳定 集 (local unstable set)” 见 “稳定 流 
iz”. 

AR 38 ZE HAS Cunstable manifold) 见 “ 稳 定 流 
x". 
局 部 稳定 流 形 (local stable manifold) 见 “ 稳 
定 流 形 ”. 

局 部 不 稳定 流 形 (ocal unstable manifold) WM 
“稳定 流 形 ”. 

稳定 流 形 定理 (theorem on stable manifold) 
见 “ 稳 定 流 形 ”. 

庞 特 里 亚 金 - 安 德 罗 诺 夫 定 理 (Pontryagin- 

Andronov’s theorem) 最 早 得 到 的 有 关 结 构 稳 定 
性 的 结果 . 1937 PE, BE T HE Vp £ Cllontparun, Jl. C. ) 
Tz $Ë AP VE X CAnaponob, 
A. A. ) 研 究 了 平面 圆 盘 P 
上 结构 稳定 的 常 微 系 统 
S.S # B° 边界 上 向 量 场 
一 致 指向 B° 的 内 部 或 外 
ap. 他 们 指出 :S # B* 上 
结构 稳定 的 充分 必要 条 件 
是 : 

1. S 仅 有 有 限 个 奇 点 和 周期 轨道 ,它们 是 双 曲 
Hy. 

2. S 不 存在 从 鞍点 到 鞍点 的 连结 轨道 . 

如 图 所 示 就 是 B^ 上 一 个 结构 稳定 系统 ,其 中 
A,B 为 稳定 的 焦点 ( 即 渊 点 ),C 为 鞍点 ,它们 组 成 
系统 的 非 游荡 集 . 

在 这 个 定理 基础 上 , 佩 克 索 托 (Peixoto,M. ) 于 
1962 年 得 到 二 维 流 形 上 结构 稳定 的 向 量 场 的 特征 
(参见 “ 佩 克 索 托 定理 ”). 从 此 动力 系统 结构 稳定 性 
理论 得 到 了 迅速 的 发 展 . 

莫 尔 斯 -斯 梅 尔 系 统 (Morse-Smale system) 
最 早 得 到 的 一 类 结构 稳定 系统 . 这 类 系统 有 一 特性 : 
它 的 非 游 荡 集 仅 由 有 限 个 数 的 周期 元 素 组 成 . 对 这 


类 系统 的 研究 是 从 1937 年 获得 的 庞 特 里 亚 金 - 安 德 
罗 诺 夫 定 理 ( 参 见 “ 庞 特 里 亚 金 - 安 德 罗 诺 夫 定 理 ”) 
的 结论 开始 的 . 它 的 通常 定义 如 下 : 设 M 是 紧 致 黎 
ZME xX SM EWC 向 量 场 ,如 果 : 

1.X 有 有 限 个 奇 点 和 周期 轨道 ,它们 都 是 双 曲 
的 ; 

2. # 0, Alo, EX 的 奇 点 或 周期 轨道 ,那么 o, 
So 的 稳定 流 形 与 不 稳定 流 形 是 横 截 相交 的 ; 

3. 非 游荡 集 QOO 16 X 的 奇 点 和 周期 轨道 ; 
则 称 X 是 莫 尔 斯 -斯 梅 尔 向 量 场 . 完全 类 似 地 可 给 
出 莫 尔 斯 -斯 梅 尔 微分 同 胚 的 定义 .动力 系统 理论 已 
经 证 明 : 任 何 紧 致 微分 流 形 上 都 存在 莫 尔 斯 -斯 梅 尔 
系统 . 这 个 重要 事实 是 由 莫 尔 斯 (Morse,H.M. ) 及 
斯 梅 尔 (Smale,S. ) 得 到 的 , 故 这 一 类 系统 通常 就 以 
他 们 的 名 字 命 名 (参见 “微分 动力 系统 ”). 

莫 尔 斯 -斯 梅 尔 向 量 场 (Morse-Smale vector 
field) 见 “ 英 尔 斯 -斯 梅 尔 系统 ” 

E ZR Br -X RS ZF $31 43 [8] BR (Morse-Smale diffeo- 
morphism) 见 “ 莫 尔 斯 -斯 梅 尔 系 统 ” 

(il 52 He FEE FTE (Peixoto’s theorem) — $E m) Hi] itl] 
MECCSD ERY X 结构 稳定 的 特征 性 定理 . 该 
定理 指出 :X 是 C' > 1 )Z5 Fg S EI TET DEAE 
AE X 是 莫 尔 斯 -斯 梅 尔 系统 . 具体 地 , 莫 尔 斯 -斯 梅 尔 
向 量 场 内 容 陈 述 为 : 

1.X 仅 有 有 限 个 奇 点 和 周期 轨道 ,它们 都 是 双 
itti rg. 

2. X 过 每 一 点 轨 线 的 w RREA a 极限 集 都 只 
能 是 奇 点 或 周期 轨道 ,但 它们 不 同时 都 是 鞍点 . 佩 克 
RH EMER HE Peixoto, M. ) + 1962 年 得 到 
的 . 假 克 索 托 为 了 证 明 上 述 定 理 , 还 给 出 C 稠密 性 
定理 , 即 : 闭 曲面 上 所 有 结构 稳定 系统 在 其 上 的 全 体 
C 向 量 场 空间 中 作成 一 稠密 子 集 . 

科普 卡 - 斯 梅 尔 定理 (Kupka-Smale’;s theorem) 
关于 微分 动力 系统 的 一 种 通 有 稠密 性 定理 . 它 由 科 
普 卡 (Kupka,I. ) 和 斯 梅 尔 (Smale,S. ) 给 出 . 该 定理 
断言 : 设 M ERAO 微分 流 形 ,Diff MEM 上 全 
体 C" 微分 同 胚 形成 的 空间 ,具有 C” 拓扑 ,那么 存在 
一 通 有 集 V C Diff (M) ,使 得 对 任意 f € Z, f BS JE 
期 点 是 双 曲 的 , 且 其 稳定 流 形 与 不 稳定 流 形 横 截 相 
2. 

通 有 稠密 性 定理 (general density theorem) 
微分 动力 系统 的 一 类 基本 定理 . 这 些 基本 定理 指出 
在 微分 动力 系统 中 具有 某 性 质 的 子 系统 集 是 全 体系 
统 集合 的 无 穷 个 开 笛 集 的 交集 ( 即 通 有 集 ). 如 科普 
卡 -斯 梅 尔 定理 就 是 一 个 通 有 稠密 性 定理 . 又 如 , 设 
M 是 紧 致 微分 流 形 ,DiffCM) 是 M LE C 微分 同 
胚 形成 的 空间 ,具有 C' 拓扑 ,那么 存在 一 通 有 集 多 
C Diff (M) ,使 得 对 任意 SEY. f B] Fi RJ e, JD HH 
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的 ,它们 在 非 游荡 集 2( 廊 中 稠密 ,而 且 其 稳定 流 形 
与 不 稳定 流 形 是 横 截 相交 的 . 这 个 通 有 稠密 定理 由 
皮 尤 夫 (Pugh,C. ) 给 出 . 

线性 横 截 条 件 (linear transversality condition) 
向 量 场 结构 稳 定 的 基本 条 件 之 一 . 其 基本 含意 是 : 设 
f : M> M f SCR S UE E BI BE. < 

E = (£€ TM| lim | T£ D || = 0), 

E'— {7 € TM| lim | T£ °G) | = 0), 

E = F PT M í t ROGA 
如 果 对 任意 z€ M, A EOOE-TAM, WS f W E 
强 横 截 条 件 . 该 定义 是 由 罗 宾 (Robbin,J. ) 在 研究 微 
分 同 胚 生成 的 离散 动力 系统 结构 稳定 性 时 首先 给 出 
的 . 罗 宾 指 出 ,对 于 公理 4 微分 同 胚 来 说 ,他 所 给 出 
的 这 个 强 横 截 条 件 与 通常 所 说 的 强 横 截 条 件 ( 参 见 
“ 强 横 截 条 件 ”) 是 等 价 的 . 后 来 ,房山 涛 将 罗 宾 所 引 
的 上 述 概念 推广 到 篆 微 系统 ,并 且 为 了 区 别 于 通常 
的 强 横 截 条 件 而 冠 以 “线性 ”这样 的 限定 词 , 称 为 线 
性 横 截 条 件 . 与 此 同时 ,他 对 常 微 系统 也 得 到 了 类 似 
微分 同 胚 情形 的 上 述 结果 (参见 “阻碍 集 ”). 

强 横 截 条 件 (strong transversality condition) 
亦 称 几何 式 横 截 条 件 . 结构 稳定 系统 的 基本 条 件 之 
一 .所 谓 强 横 截 条 件 是 指 : 当 系统 是 由 微分 同 胚 生成 
时 , 它 要 求 对 任意 两 点 tyor DIR H 5 
y 的 非 稳定 流 形 W*(y) 是 横 截 相交 的 ; 当 系 统 是 由 
C! 癌 量 场 生 成 时 , 它 要 求 对 任意 两 点 x yid z BJ 
轨道 的 稳定 流 形 与 过 yy 的 轨道 的 不 稳定 流 形 是 横 截 
相交 的 . 强 横 截 条 件 是 由 斯 梅 尔 (Smale,S. ) 首 先 提 
出 的 .微分 动力 系统 的 研究 指出 : 若 系 统 满足 公理 4 
和 强 横 截 条 件 , 则 系统 是 结构 稳定 的 .人们 通常 把 这 
类 系统 称 为 是 公理 4 结构 稳定 系统 . 现 已 得 到 :对 
微分 同 胚 和 癌 量 场 ,结构 稳定 系统 等 价 于 公理 4 结 

几何 式 横 截 条 件 (geometric transversality con- 
dition) 即 “ 强 横 截 条 件 ”. 

公理 4 结构 稳定 系统 (axiom A structurally 
stable system) 见 “ 强 横 截 条 件 ”. 

face EBM (stability conjecture) 关于 稳定 
性 的 两 个 猜测 . 它 是 微分 动力 系统 理论 研究 的 核心 
内 容 . 斯 梅 尔 (Smale,S. 0 总结 了 莫 尔 斯 -斯 梅 尔 系 
统 、 安 诺 索 夫 系统 .斯 梅 尔 马蹄 等 有 关 结 构 稳 定性 的 
在 干 结论 后 ,在 1967 年 ,提出 以 下 两 个 著名 猜测 ; 

1. 结构 稳定 性 全 公理 4 十 强 横 截 条 件 . 

2. Q 稳定 性 人参 公理 4 十 无 环 条 件 . 

目前 ,对 C' 微分 同 胚 及 C' 向 量 场 已 给 出 两 猜 
测 的 正面 回答 .但 对 C'(r 宇 2) 情 形 还 有 待 解 决 . 中 
国 数学 家 诀 山 涛 教授 在 微分 动力 系统 理论 于 20 t 
纪 60 年 代 初 正式 兴起 时 , 即 开始 这 方面 的 研究 ,他 
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建立 了 以 典范 方程 组 与 阻碍 集 两 个 基本 概念 为 核心 
的 独特 的 研究 体系 ,在 解决 这 两 个 猜测 的 研究 中 做 
出 了 重要 贡献 ,他 给 出 了 n= 二 2,3,C! fk yr [FR] WE TR GE 
性 猜测 必要 性 部 分 的 证 明 , 使 得 这 个 重要 问题 研究 
有 了 突破 性 进展 (1980,1984). 随后 ,1987 年 ,巴西 
学 者 马 商 (Mané,R. A T C 微分 同 胚 稳定 性 猜 
测 的 必要 性 部 分 . 对 流 的 C: 稳定 性 猜测 , 雇 山 涛 对 
C' 流 的 稳定 性 的 特征 做 了 长 期 的 系统 的 刻画 与 研 
究 ,1994 年 ,日 本 学 者 哈 亚 西 (Hayashi,S. ) 给 出 C 
流 的 连结 引 理 (Connecting lemma) ,使 得 这 一 猜测 
的 研究 又 有 了 突破 . 在 这 些 基 础 上 ,中 国学 者 文 兰 与 
日 本 学 者 哈 亚 西 分 别 独立 地 给 出 了 C 向 量 场 结构 
稳定 性 的 必要 性 证 明 , 从 而 对 C! 情形 解决 了 这 个 猜 
in. 

类 梯度 微分 同 有 Cgradient- like diffeomor - 
phism) 莫 尔 斯 -斯 梅 尔 微分 同 胚 的 著名 特例 . 假定 
S 是 葛 尔 斯 -斯 梅 尔 微分 同 胚 ,定义 f 的 周期 点 的 一 
Ty pq, RB q 的 稳定 流 形 WOOS p HAE 
AE W JÉ WwW (0) WJ te, RE X, E p <q, RA 
dimW' C?) <dimW'(q),JË Z f 就 是 一 个 类 梯度 微 
分 同 胚 .下 图 便 是 二 维 球 面 S* 上 一 个 类 梯度 微分 同 
胚 的 轨道 结构 ,图 中 ， 
d 是 鞍点 ,a,c,e te UR 
AA. 一 般 地 ,如 果 着 眼 
于 紧 致 微分 流 形 上 的 
莫 尔 斯 函数 (一 切 临 界 | 
点 是 非 退 化 的 ) ,那么 它 的 梯度 向 量 场 产生 的 流通 有 
的 以 类 梯度 微分 同 豚 作 为 它们 的 时 间 1 映射 . 这 就 
保证 了 在 每 个 紧 致 微分 流 形 上 存在 类 梯度 微分 同 
Wt. 

C! 封闭 引 理 (Ci closed lemma) 微分 动力 系 
统 的 一 个 基本 引 理 . C! 封闭 引 理 由 皮 尤 夫 (Pugh， 
C.) T 1967 年 提出 , 它 的 完全 正确 的 证 明 是 由 诀 山 
涛 首先 以 十 分 简洁 的 方式 给 出 的 . 实际 上 ,他 证 明了 
以 下 推广 的 C 封闭 引 理 : 设 M 是 一 个 n BERS ht 
É Z2» ,3E M EXE XT —^F C BRAS VBC 
[5] 5 2) , WR a R: X BS — F EF Y 3 sa WA TE fal 
e>0, FEM ERC HARA Y, BARA WE 
轨道 经 过 a A HHW | X—Y ||: <e. 

C 封 财 引 理 是 微分 动力 系统 结构 稳定 性 理论 
中 许多 问题 研究 的 基础 .例如 ,由 Ci! 封闭 引 理 可 得 ， 
所 有 不 含 非 闭 p 起 稳定 轨道 的 系统 在 全 体 C 系统 
空间 作成 一 个 稠密 子 集 . 

C 封闭 引 理 猜测 (C” closed lemma conjecture) 
微分 动力 系统 中 至 今 还 未 完全 解决 的 一 个 重要 猜 
W. 它 是 直接 关系 着 微分 动力 系统 C' r> 2) SJ S 
定性 理论 进一步 发 展 的 一 个 重要 问题 . 所谓 C" 封闭 
引 理 猜测 是 指 如 下 命题 对 任 > 之 2 是 否 成 立 : 设 M 

532 


ERA n ERS RIE F Æ M ER C" 微分 同 胚 (或 
C 向 量 场 ),pEM 是 的 一 个 非 游 荡 常 点 ,对 任意 
c0, FEM ERC 微分 同 胚 (或 C' 癌 量 场 )G,G 
有 一 周期 轨道 经 过 pp 点 ,而 且 在 C ”意义 下 ,G E e 
接近 的 . 该 猜测 的 验证 显得 十 分 困难 ,目前 只 是 
在 对 M 或 下 作 了 某 些 限制 的 情形 下 得 到 验证 ， 

安 诺 索 夫 封 闭 引 理 (Anosov closing lemma) 
微分 动力 系统 中 的 一 个 引 理 . Pri SEVERE ISI 
理 ,是 指 紧 致 光滑 流 形 上 的 安 诺 索 夫 系 统 ( 微 分 同 胚 
或 流 ) 是 公理 4 系统 . 这 一 结论 是 可 扩 性 与 伪 轨 跟 
踪 性 质 的 直接 应 用 . 

公理 A 系统 (axiom A system) 在 微分 动力 系 
统 结 构 稳 定性 和 2 稳定 性 的 研究 中 ,由 斯 梅 尔 
(Smale,S. ) 提 出 的 一 个 基本 条 件 . 满足 公理 4 条 件 
要 求 的 系统 被 称 为 公理 AAR. KM 是 紧 致 微分 
流 形 ,f:M>M Kan 涉及 f 的 以 下 条 件 称 
为 公理 4 系统 : 

1. 非 游 荡 集 CÓ RR MHA. 

2. 周期 点 在 非 游荡 集中 稠密 . 

对 M ER) C p| E J X RU i o JE: X St H BJ 
mA Q(@)=FU 人 ,同时 满足 : 

1. F 是 9 的 有 限 个 双 曲 奇 点 的 集合 ; 

2. 人 是 2 的 双 曲 不 变 集 , 而 且 92 的 双 曲 周期 轨 
TE ^ mp, 

Sg cor 
则 称 9 AEA Tit. 

莫 尔 斯 -斯 梅 尔 系统 以 及 安 诺 索 夫 系 统 都 是 公 
SH 4 AS. 斯 梅 尔 正 是 在 概括 了 这 两 个 系统 及 其 他 
结构 稳定 系统 后 提出 公理 4 条 件 的 . 公理 4 系统 的 
遍历 性 质 及 其 非 游荡 集 的 结构 等 动力 学 性 质 的 研究 
已 取得 丰富 成 果 . 

公理 A și (axiom A flow) 见 “ 公 理 A RB”. 

谱 分 解 (spectrum decomposition) ” 亦 称 基本 
集 分 解 . 刻画 公理 4 系统 非 游 荡 集 的 一 个 拓扑 性 
质 . 设 M 是 紧 致 微分 流 形 , 微 分 同 胚 £M M 满足 
公理 A. 斯 梅 尔 (Smale,S. ) 证 明了 如 下 定理 ;f 的 非 
游荡 集 Q2(f) 可 分 解 为 两 两 不 相交 的 闭 不 变 集 之 并 

Q = O, UR U UR, 

"uH f 限制 在 每 一 个 0; 之 上 是 拓扑 传递 的 . 这 个 定 
理 被 称 为 谱 分 解 定 理 . 闭 不 变 集 Q0 —1,2, RR 
为 是 QC BIER SE. 对 公理 A 流 也 有 类 似 的 谱 分 
解 . 公理 4 的 谱 分 解 性 质 在 Q 稳定 性 的 证 明 中 起 着 
重要 的 作用 . 对 紧 度 量 空间 上 具有 伪 轨 跟踪 的 可 扩 
同 胚 (可 扩 流 ), 其 非 游 荡 集 也 可 以 谱 分 解 . 

基本 集 分 解 (basic set decomposition) 
分 解 ” 

局 部 乘积 结构 (local product structure) JFK 
典型 坐标 . 刻画 双 曲 不 变 集中 局 部 稳定 集 与 局 部 不 
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稳定 集 相 互联 系 的 几何 属性 . 设 M XE RE REDE A 
CM EmMa /: M— M 的 紧 双 曲 不 变 集 . 动力 
系统 的 研究 得 到 ,对 任意 60, EE 6 这 0, 使 得 只 要 
rz, y E A 人,d(r,y)<6, 就 可 断定 Wi (x, 了) 与 
Wi(y, 了 ) 具 有 惟一 横 截 交 点 de Aw]. 问题 在 于 : 
在 怎样 的 条 件 下 能 有 [x,yjE€ A? 如 果 存 在 6 二 0, 使 
1834 r.y€ A.dG 320 时 , 必 有 [Lzx,yjE A WU 
7 在 A 上 具有 局 部 乘积 结构 .对 M 上 C' 流 2, 局 部 
乘积 结构 的 定义 如 下 :ACM 是 2 的 紧 双 曲 不 变 
集 , 若 对 任意 s 六 0, 存 在 00, BUH >. C A, 
dä, ais, AEE RE HJ c— 7r. y), |r| <= ,使 得 
Wilga DAW ODES oT AE A PAM BR 9 
在 A 上 具有 局 部 乘积 结构 .公理 4 系统 在 其 非 游 荡 
集 上 (更 确切 地 说 是 在 其 谱 分 解 的 基本 集 上 ) 具 有 局 
部 乘积 结构 ， 

Bh A de Ex (canonical coordinate) 
积 结构 ”. 

无 环 条 件 (no cycle condition) 2 稳定 性 的 基 
本 条 件 之 一 ,描述 了 动力 系统 的 不 变 集 之 间 的 关系 . 
KM K SURE /:M—M EA, ASF 人 2 A; 
是 两 两 不 相交 的 f 的 闭 不 变 集 . 在 这 些 集合 间 定 义 
如 下 所 述 的 一 种 关系 “ 盖 ”: 
A ASWAN AD 1 W'OAON ADF SD; 
这 里 

WA) = (z € M| lim dite, A2 = 0), 


BI “局 部 乘 


lk ya M Jim dfx, A) — 0). 


W CADA WCDI AIRRA A; KERA A 的 
不 稳定 集 . 如 果 存 在 两 两 不 相同 的 Listes 1*5 Z, 
(rz ,使 得 
Ni Nam Nm Nas 

WES Ass Aue A, 形 成 了 一 个 环 . 如 果 在 As 
Nas ttt Ni PREMERA Wës", "ETH 
如 果 Ais A 是 两 两 不 相交 的 J HJ BJ A AE 
集 , 在 这 些 集合 间 定 义 如 下 所 述 的 一 种 关系 “" 盖 ”: 
A= ASH E rc M aGOCAS.GOCA;F 
是 ,如 上 可 定义 关系 “" 盖 ”的 无 环 性 .通常 所 说 公理 4 
系统 满足 无 环 条 件 或 具有 无 环 性 质 是 指 :0Q(f) 的 谱 
分 解 的 基本 和 集 关 于 关系 “~-” 是 无 环 的 , 即 基 本 集 满 
足 无 环 条 件 .在 OQ 稳定 性 研究 中 ,无 环 条 件 的 提出 
是 以 2 爆炸 为 其 背景 的 .已 经 证 明 :满足 公理 4 和 
无 环 条 件 的 系统 是 O 稳定 和 拓扑 2 稳定 的 ,并 且 Q 
稳定 蕴涵 满足 公理 A 和 无 环 条 件 . 

基本 集 (basic set) 动力 系统 研究 的 重要 不 变 
集 之 一 . 它 是 根据 公理 4 系统 谱 分 解 的 基本 集 所 具 
有 的 动力 学 性 质 而 抽象 出 来 的 概念 . 设 M 是 微分 流 
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JE. £:1M—M 是 微分 同 胚 , 如 果 f 的 一 个 闭 不 变 集 
ACM, WE: 
1. 人 是 双 曲 的 ; 
2. 周期 点 在 人 中 稠密 
3. 了 在 和 上 是 拓扑 传递 的 ; 
4. 存在 开 集 UO A ,使 得 
A = D Pw 
则 称 人 是 基本 集 . M 上 的 可 微 流 pg, 设 和 CM 是 
?9 的 闭 不 变 集 ,如 果 信 是 一 个 双 曲 奇 点 ,或 者 人 满足 : 
1. 人 是 双 曲 的 且 不 含 奇 点 ; 
2. 人 中 周期 轨道 上 的 点 在 人 中 稠密 ; 
3.92 在 A 上 是 拓扑 传递 的 ; 
4. 存在 开 集 UO A ,使 得 
A = Naw); 
则 称 A 是 基本 集 . 在 动力 系统 的 研究 中 ,对 基本 集 的 
理解 一 般 认 为 它 不 是 单独 的 一 个 双 曲 不 动 点 ( 双 曲 
奇 点 ). 基本 集 的 作用 在 于 它 在 很 大 程度 上 确定 了 系 
统 的 轨道 结核 
马尔 可 夫 分 割 (Markov partitions) 深入 认识 
基本 集结 构 及 动力 系统 在 基本 集 上 的 动力 行为 的 有 
ATA. Brig SRA A Ar EI. EHEER 和 分割 为 有 
限 个 内 部 不 相交 的 “和 矩形”, 在 了 的 作用 下 ,这 些 矩 
形 一 些 方向 被 “ 拉 长 ”, 可 以 有 覆盖 它 的 像 所 在 的 矩形 
的 对 应 方 回 ,而 另 一 些 方向 被 “压缩 ”, 为 它 的 像 所 在 
的 矩形 对 应 方 癌 所 包含 . 这 有 限 个 矩形 ,对 应 于 序列 
空间 的 相 空 间 的 有 限 个 元 素 , 和 矩形 在 f 作用 下 产生 
HAER IIS R ) 产 2 对 应 于 序列 空间 的 元 素 
a= {ai ,而 序列 的 交 
T 
至 多 包含 人 的 一 点 ,于 是 这 一 对 应 就 通过 人 上 的 分 
割 建立 起 来 ,从 而 与 有 限 型 子 移 位 建立 了 联系 . 马尔 
可 夫 分 割 的 确切 定义 如 下 所 述 : 设 和 是 微分 同 胚 f 
的 基本 集 . R 是 人 中 直径 很 小 的 子 集 . 如 果 对 任意 
xr.y€ R,c 的 局 部 稳定 流 形 W: a) y 的 局 部 不 稳 
定 流 形 WORF- MARR RP, W 
PRE R 为 矩形 . WR R 是 闭 的 ,而 且 R 作为 人 的 子 集 
ZS R-Int R, UIE R 是 正规 的 . 对 于 z€ R, 
W'Gr;R) = Wix) N R, 
W“(z; R) = W:(z) ñ) R, 
这 里 R 的 直径 与 s 相 比 很 小 . A 上 的 马尔 可 夫 分 割 
是 A 上 的 正规 矩形 所 组 成 的 有 限 覆 盖 = {R HRS. 
Ri} ,满足 : 
1. Int Rf\Int R= Ø G= j). 
2. KW" Cx , RO)OW"CFGOO,ROm B. 
SOW" GSROJCW'CÉ GO, R4 
其 中 z€ Int R;, fx) € Int R;. 
DOS 


NB 7) 系 SG ! 


1978 4E WA (Bowen , R. ) 证 明 : 紧 致 的 最 大 不 
可 分 解 的 双 曲 不 变 集 A 存 在 马尔 可 夫 分 割 . 现 定义 
mxm 矩阵 A-— CAM iN 

Pe i (Int R, N f^! (Int R) = Ø), 

E 1 Int R; f) f^ (Int RD zx 2». 
GO: DA m TPS (2, m DIE E AH. 
(>.4,0) 是 由 传递 矩阵 4 确定 的 有 限 型 子 移 位 . 对 
每 个 a € Dias Ke X. 

mz: Zus, ma) = (VF R, 
映射 x 是 连续 满 射 , 晶 z ° a= fon AN, ERG 
n f (Int R) CA 
上 ,7 是 一 一 对 应 的 . 
正规 矩形 (proper rectangle) 
NI". 

Pe filtration) 研究 动力 系统 的 一 种 技术 性 
工具 . 设 M BARES. f : M> M 是 同 胚 . 设 

WO = M, C M, C --- C M, = M 
是 M 的 一 列 紧 致 集 ,如 果 2 满足 : 

J(M.) C Int M, (a = 1,2, — 1), 

其 中 Int M, 表示 M. MAAR WK Z REM £ T f 
的 一 个 滤 子 . 对 微分 流 形 的 C. 流 而 言 ,其 滤 子 的 定 
义 如 下 : 设 M 是 微分 流 形 ,p 是 M 上 的 Ci Wu. Dz 

UG= M, C M, C --- C M, = M 
是 M 的 一 列 紧 致 集 . 如 果 Z 满足 : 

1. dim M; — n(ViZ21,iX H n—dim M); 

2. 9M) C Int M.(V— 0); 

3. 对 每 个 M: Mi o HER T M, 的 边界 ; 

则 称 2 是 M 关 于 9 的 一 个 滤 子 . 当 g 在 5C" 意义 下 
充分 接近 S 时 ,也 是 关于 & 的 一 个 滤 子 .对 CC!' 流 
也 是 如 此 . 满足 无 环 条 件 的 基本 集 , 可 以 与 一 定 的 滤 
子 结构 相关 联 , 因 而 可 用 滤 子 作为 工具 研究 Q 稳定 
性 . 

2 爆炸 (2-explosion) 微分 动力 系统 中 的 一 
个 概念 . 指 一 个 系统 的 非 游 荡 集 经 过 C' 小 扰动 之 
后 ,新 增加 了 很 多 的 非 游荡 点 . 考虑 平面 区 域 上 非 游 
荡 集 仅 由 两 个 渊 点 、 两 个 源 点 、 两 个 通 点 组 成 的 离散 
的 微分 动力 系统 ,其 动力 性 态 如 图 (a) 所 示 . 给 这 个 
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(a) (b) 


系统 一 个 小 扰动 ,使 扰动 后 的 系统 的 不 稳定 流 形 
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W“(C,) 5 38 E u JEW:(C' ) 横 截 相交 于 D, ,不 稳定 
流 形 W*(C') 与 稳定 流 形 W (C, ) 横 截 相 交 于 DC 
b). 过 D, 和 Di 轨道 上 的 点 仍 是 横 截 交点 , 而且 是 
非 游荡 点 .因而 ,扰动 后 的 非 游 菏 集 是 无 穷 集 . 这 种 
通过 小 扰动 ,从 非 游荡 集 有 限 的 系统 得 到 非 游 荡 集 
无 穷 的 系统 ,就 称 是 发 生 了 “0 爆炸” 发生 0 爆炸 
的 原因 在 于 出 现 了 某 种 形式 的 环 :c 盖 c 盖 c. 这 导致 
N 稳定 性 研究 的 无 环 性 条 件 的 提出 . 设 M 是 紧 致 微 
分 流 形 ,是 M 上 的 一 个 C AGC 微分 同 胚 或 C 
OK HE dE WES SR 2(7) 的 任意 邻 域 U, 存 在 f 
EM EZAC 系统 组 成 的 空间 (具有 C 拓扑 ) 中 
的 邻 域 和 ,使 得 对 任意 z€ % 7H OG) CU , WR f 
wA CN RHE. 

3 E be B, SS = RB ( Denjoy - Schwarz th - 
eorem) ”刻画 二 维 曲 面 上 的 C^. 流 极 小 集 的 特征 的 
重要 定理 . 该 定理 断言 :在 二 维 曲 面 上 的 C? me, Rm 
小 集 或 是 一 个 奇 点 ,或 是 一 个 周期 轨道 ,或 是 到 处 笛 
密 的 ,并 且 当 极 小 集 是 到 处 稠密 时 ,此 二 维 曲 面 只 能 
是 环 面 . XS ER Ea 4 f R, (Denjoy , A. ) 在 
1932 年 先 对 环 面 给 出 ,1963 4E , M BL 2£ (Schwarz, 
A. J. ) 将 当 侍 瓦 的 结果 推广 到 任意 二 维 曲面 上 . 由 
该 定理 可 得 到 :一 个 轨道 的 ww 极限 集 或 是 一 个 奇 
点 ,或 是 一 个 周期 轨道 ,或 是 整个 环 面 . 因而 ,这 个 定 
理 被 视 为 是 庞 加 莱 - 本 迪克 松 定理 的 推广 . 

£ 函数 (8-function) 用 来 刻画 系统 周期 点 性 态 
的 函数 . 设 M 是 微分 流 形 ,f:M>M 是 可 微 映射 ， 
Xİ m=1,2;, Æ NQ—N,GOO f" 的 不 动 点 数目 . 
假设 N,<+0co,m=1,2,°, 0 FERIRA 


C(t) = exp >) | — NUT 
m=] 


BRA f By RR. € pa 32 P L H Be EE (Artin, E. ) dH 
2 48 JR (Mazur, B. ) F 1965 年 给 出 . CR — 1 T: 3Jp 
不 变量 ,因而 可 记 Creton, YETT A PR Co 
EAB RA ? X E: 2] JJ 2 BEBO E E) BS IR] RR. 现 已 证 
明 :公理 A 微分 同 胚 以 及 扩张 映射 的 函数 是 有 理 
的 .对 M 上 可 微 流 ol) £ p8 EB Gmale, 
S. ) 给 出 的 ,其 形式 为 无 穷 积 : 


t = [I| Tha = [expf(y) ] **), 


YET k=0 


这 里 荆 是 9 的 除 奇 点 外 的 周期 轨道 的 集合 ,5(7) 是 
周期 轨道 的 周期 . 

育 点 指标 (index of a singularity) ”描述 孤立 
奇 点 拓扑 性 态 的 一 个 量 . RX Er f ar WL JÉ M 上 的 
连续 向 量 场 ,pEM E: X 的 孤立 奇 点 . 设 VCM 是 
& p 的 拓扑 n 维 球 , 这 里 nn 二 dim M ,要求 V HR p 
外 不 含 X PB ar a. Ss ' R" 中 的 nn 一 1 维 单 
位 球面 ,g:S "一 VV 是 从 SS” ' 到 V BS TR In] Sx A 
g(S”!) 是 以 pp 为 心 的 小 球面 .定义 映射 9:S”' 一 


EE: 
A (Lëetzi) 
IX (Gg Go) |" 
那么 p 的 指标 ( 记 为 Ind p) 定 义 为 6 的 映射 度 deg 0 
— Ind b. Ind p 是 仅 与 孤立 奇 点 p 的 拓扑 形式 有 关 
的 数 . 双 曲 奇 点 的 指标 为 (一 1)"( 这 里 mr 是 p 点 稳 
定 流 形 的 维 数 ), 由 此 可 知 ,平面 上 的 鞍点 指标 为 
一 1, 而 浏 和 源 的 指标 为 1. 现 已 知道 , 紧 致 微分 流 形 
上 连续 向 量 场 奇 点 指标 和 等 于 该 流 形 的 欧 拉 示 性 
数 ,而 与 向 量 场 本 身 无 关 . 这 个 结论 最 初 由 庞 加 莱 
(Poincaré, (J. -)H. 2 1$ A Xt — A f8 7E 28 HH Tae 
1 X (Hopf, E. 228 H — t ” 维 情形 的 证 明 . 因此 ,人 
们 把 它 称 为 “ 庞 加 莱 - 霍 普 夫 指标 定理 ”根据 这 个 定 
理 , 二 维 球面 上 任何 连续 向 量 场 必 有 奇 点 ;二 维 环 面 
和 克 莱 因 瓶 上 存在 不 含 奇 点 的 连续 同 量 场 等 

HE hn 3 - ES =< i8 ER XE CPoincaré-Hopf index 
theorem) 见 “ 奇 点 指标 ” 

旋转 数 (rotation number) 圆周 上 动力 系统 的 
一 个 拓扑 共 思 e 不 变量 . 设 f:S' 一 S! 是 圆周 S' HR 
回 自 同 胚 .在 覆盖 映射 p: RS, p:r me" R, f a 
提升 为 严格 单 增 的 连续 函数 FRR, CWE: 

F(z + 1) — F(z=) = 1 (V< €R). 

从 任意 一 点 &ES 出 发 的 轨道 Ir, ($)... E 
相 邻 两 点 所 张 的 角度 可 用 x F (z), FC), CH th 
bz) 三 纪 中 相 邻 两 点 之 间 的 线段 长 度 作为 相应 的 
角度 的 量度 . BE SE UE BH :极限 


(x) = 


jns Ee EN ag & 
lim ——————- = lim ——— 
n + oo n n— + co n 
存在 且 与 工 无 关 ,因而 记 
nS i 
n— 十 Co n 


e(f)=eCF) (mod ZO PRA / 的 旋转 数 . 旋转 数 是 
HE JI 3É (Poincaré, (J. 2H. ) 在 研究 圆周 上 同 胚 的 动 
力学 时 引进 的 . 

对 于 二 维 环 面 上 不 含 奇 点 的 连续 辐 量 场 X 也 
有 旋转 数 的 概念 ,其 定义 如 下 所 述 . 由 于 不 含 奇 点 ， 
A AD X 存在 横 截 面 , 它 是 一 个 拓扑 圆 C,X 在 C 
LS BJ Bz JI 3 Bh PJ f:C 一 C 是 一 保 向 同 胚 . iZ 
h:C—S' REM, C 到 单位 圆周 S' 的 保 问 同 胚 ,于 是 

g= ho fo h l,S1 — S: 

AES! WRG. J g 的 旋转 数 就 定义 为 X 的 旋 
转 数 , 记 为 C(X). 动 力 系统 的 研究 指出 :旋转 数 为 有 
理 数 的 充分 必要 条 件 是 它 有 周期 点 ; 当 旋 转 数 为 无 
理 数 时 ,从 任 一 点 出 发 的 轨道 的 极限 点 集 或 是 无 处 
稠密 的 ,或 是 整个 空间 ,前 一 种 情形 称 为 奇异 情形 ， 
而 后 一 种 情形 称 为 遍历 情形 . 

Rw (singular) 见 “ 旋 转 数 ” 

遍历 情形 (ergodic) 见 “ 旋 转 数 ” 


微分 动力 系统 


当 儒 瓦 流 (Denjoy flow) h ¥ f B (Denjoy， 
A. ) 在 二 维 环 面 上 给 出 的 具有 非 平 凡 极 小 集 , 但 这 
极 小 集 又 不 是 整个 环 面 的 C: 向 量 场 的 例子 . 在 单位 
圆周 C 上 给 定康 托 尔 集 下 , 设 它 的 相 邻 区 间 为 {(o， 


B,)) m= 0,1,2,-:). > y @ 


是 无 理 数 ,考虑 辅助 单位 圆 [ Em—— EI 
Jj D EBA H TEE d |z 
+1,+2,-:). 首先 建立 区 1 1 
间 族 (($.8.)5 RB c OE i 


COD) xS] 1 一 1 的 保 序 对 


IW. K Rye) HES OOF : 
0, (20, C— 410, (C210, C— 240,775, 
(Eu), C— k), CR + 1) ae 
Zo 5 X [B] Cay, 8,) = Co? , BPM. RC) 5 EXC [B] 
(a, , B) — Ca? , BVM 8 C— 40 5j Cao , 8) 和 (ai， 
6 ) 之 间 的 顺序 和 OC). C— 0 — ATE D ENME 
顺序 完全 相同 而 且 下 标 ”为 最 小 的 (op,) = 
(at, 8 0) 相 对 应 ,如 此 归纳 地 做 下 去 便 得 到 所 要 
的 对 应 . 定义 从 C BP ABR © 如 下 : 
OU at ge = (kp), 

mX F AOA 0, 7 TE I (Co 48,20) (2 天 0) 内 的 
— Soy Fill A DIT BE OR. ABD A A S8 CORO) GE 
0) PI RI — 4 4r SU. EMER A OCT. FES 
däit, i T, ET Seg — 4" 9 ONDER. 建立 
C 到 C 的 变换 Ti, 使 得 上 图 可 交换 .在 C 上 ,7 将 
La", B" J£ HE la) Be du gi 8| a", BOP ] E JE BR x F 
的 第 二 类 点 0, dE 0,9 E), WT (00,0 =B (0 + 
LO. 这 样 建立 的 映射 TT:C 一 C 是 C! ROARK. 最 
后 ,通过 对 Tl:CC 的 扭 扩 得 到 环 面 上 的 C' 向 量 
Fy IX MAE SS fie iit. 

ZA EF AY 70 BH Cirrational flow on torus) 二 
维 环 面 上 每 条 轨 o 
道 都 在 其 上 到 处 。 
稠密 的 一 类 常 微 
系统 ( 即 向 量 场 ). 
wT’ 表示 一 个 环 
E.T’ 可 用 如 下 
方式 得 到 :把 平面 
上 的 单位 正方 形 
D — abcd 的 对 边 
ab 与 dc, ad 和 AOD) 
bc, 以 点 (0,1) 与 点 (0,0) 8 C0, 9) 5j s C1, 90 SRN 
方式 粘 合 (如 图 ). 环 面 上 点 的 坐标 记 为 (0,P) ,考虑 
HE T? 上 的 稍微 分 方程 : 


561,1) 


0 
c(1,0) 


SEI 


Eu 7) 系 


该 方程 的 每 条 轨道 是 在 D 上 的 一 条 斜率 为 a 的 直 
KER DEUX IX T Ez. 当 wa 为 无 理 数 时 ,系统 的 
每 条 轨道 遍历 了 D, 因 此 ,每 条 轨道 都 是 PP 式 稳定 
轨道 . 称 这 样 的 系统 为 无 理 流 . 实际 上 ,上 述 方 程 组 
所 确定 的 7” 上 的 无 理 流 可 以 直接 通过 周 长 为 1 的 
圆周 上 的 无 理 旋转 ( 即 把 圆周 上 的 点 旋转 无 理 数 a 
绝 长 所 确定 的 圆周 自 同 胚 ) 的 扭 扩 而 得 到 . 对 于 无 理 
流 , 过 任 一 点 pET* 的 轨道 的 极限 集 有 
w(p)=T’=a(p). 

E aM (Cherry flow) Æ Jm (Cherry, T. M. - 
F. ) 在 二 维 环 面 7 上 给 出 的 具有 非 平 几 回 复 轨 道 
和 源 点 的 C” (甚至 是 解析 的 ) 向 量 场 的 例子 . 它 是 科 
次 卡 -斯 梅 尔 系统 ,并 且 可 被 具有 鞍点 联结 的 向 量 场 
3l Xr. 利用 这 个 例子 可 说 明 在 不 同 于 球面 .射影 平面 
和 克 莱 因 瓶 的 二 维 曲面 上 ,科普 卡 -斯 梅 尔 向 量 场 不 
是 开 的 . 查 瑞 流 的 构造 比较 复杂 ,扼要 地 描述 如 右 下 
图 所 示 . 用 对 边 等 同 的 平面 上 
的 正方 形 来 表示 环 面 三 , 查 
inh By X A-PRA f 以 
及 一 个 鞍点 S ,这 个 贰 点 的 非 
稳定 分 界线 Y. 5 Y, EE IE [n] 
回复 的 . Sc br E.y, BJ o W EH 
REEN 5 Y. Tm EH xX RA 
周期 轨道 . 

托 姆 环 面 双 曲 自 同 构 (Thom’s hyperbolic toral 
automorphism) ”最早 发 现 的 非 游 荡 集 为 无 限 的 结 
构 稳 定 系统 .在 高 维 流 形 M(dimM 宇 2) 上 的 结构 稳 
定 系 统 可 能 具有 无 穷 多 个 周期 轨道 , 即 它 可 以 不 是 
莫 尔 斯 -斯 梅 尔 系统 ,这 方面 典型 的 例子 是 托 姆 的 环 
面 双 曲 自 同 构 . 对 二 维 环 面 来 说 , 它 的 定义 如 下 :在 
平面 R 上 给 出 一 个 线性 映射 4:R R, A 的 矩阵 
为 


HA. St 

(A= | ,| 
A 有 如 下 特征 : 

1. 在 4 或 4 的 作用 下 ,平面 R 上 有 理 格 点 
( 即 它 的 两 个 坐标 均 为 有 理 数 ) 被 映 到 有 理 格 点 . 

ae (4) 的 特征 值 due À; 都 是 无 理 数 , 且 A, ° A, = 
1, 所 以 A 是 双 曲 线性 映射 . 

利用 环 面 7* 一 R*/Z? ,那么 4 诱导 出 7 EKA 
同 构 f T_T. 由 于 特征 1 对 应 于 R EA BBA S, 
的 7 上 的 点 是 f 的 周期 点 ,又 因 有 理 格 点 在 R* 上 
稠密 ,因此 ,/ 的 周期 点 在 T^ 上 亦 稠 密 , 从 而 f 的 非 
游荡 集 QC) — T1". 由 于 特征 2, / 在 整个 7T* 上 是 双 
曲 的 . 由 此 ,/ 被 称 为 是 环 面 双 曲 自 同 构 .在 HE 
m Maca iia 自 同 构 的 例子 . oh 
力 系统 理论 已 经 证 明 : 环 面 双 曲 自 同 构 是 结构 稳定 
的 ,但 Se 多 周期 点 , 故 它 不 是 莫 尔 斯 -斯 和 梅 尔 
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系统 . $638 (Thom, R. B9 xx 4 Pl SBT? 上 的 一 
离散 动力 系统 . 利用 扭 扩 方 法 ,可 以 在 7*XS' EE 
义 光 请 流 eG € FO. E o = fo 是 结构 稳定 的 , 且 
周期 轨道 在 T° >x S! EAR. 托 姆 环 面 双 曲 自 同 构 是 
安 诺 索 夫 微 分 同 胚 的 特例 . 

M A É [E z% (toral endomorphism) 环 面 双 曲 
自 同 构 的 扩充 . 它 是 环 面 上 一 个 特殊 的 离散 微分 半 
动力 系统 .考虑 平面 R 上 的 线性 映射 


a 


A= 


| 
d 


3 
其 中 a,b,c d 均 为 整数 ,那么 A 诱导 出 环 面 qe 
R?/Z? 上 的 一 个 可 微 映射 fa T >T. A 
det(A) = ad — bc Z 0, 
那么 fa 就 称 为 一 个 环 面 自 同 态 . 显然 , 当 dert Ai 
+1 时 ,fa 就 是 一 个 环 面 双 曲 自 同 构 , 
Hr He 7 BE (Smale’s horseshoe) ”由 斯 梅 尔 
(Smale, S. ) 构 造 的 形状 类 似 于 马蹄 的 结构 稳定 的 


离散 动力 系统 . 这 个 系统 对 高 维 结构 稳定 系统 的 特 
征 提供 了 一 个 具体 模型 ， 5 构 稳定 系统 
具有 复杂 的 拓扑 结构 和 动力 行为 . 例如 ,它们 的 非 游 
荡 集 是 一 个 康 托 尔 集 , 而 不 像 环 面 双 曲 目 同 构 是 整 
个 环 面 . 斯 梅 尔 马蹄 是 定义 在 平面 圆 盘 D 上 的 一 个 
AL, EEE D 中 的 一 长 方形 R 经 过 “压缩 "“ 伸 
长 "而 后 “弯曲 ”成 一 个 “马蹄 形 " 后 仍 放 在 R 上 的 一 
个 形 如 “马蹄 ” 块 的 映射 . 这 个 过 程 ,在 数学 上 可 以 用 
— D ER H 去 实现 . 这 是 由 斯 梅 尔 得 到 的 , 通 
常 称 它 为 斯 梅 尔 马蹄 . 它 的 非 游荡 集 是 由 一 个 康 托 
尔 集 之 和 一 个 不 动 点 组 成 .已 经 证 明 瓦 在 之 上 的 限 
制 和 两 个 符号 动力 系统 拓扑 共 忽 ,因此 ,斯 梅 尔 马蹄 
在 之 上 的 动力 行为 与 符号 动力 系统 相同 . 

恩 龙 映射 (Henon map) 斯 梅 尔 马 蹄 的 一 个 具 
IK By Bil. Be F 是 二 维 平 面 内 的 方块 Q: 一 Rx 
R,—R<y<R 上 的 映射 , 若 (x yD FG, y), F 的 
解析 表示 式 如 下 : 
TX 二 4A 二 By 一 XX， 


Yi = Ts 
其 中 参数 A>0,0<B<1. 由 于 
Dol "ie B| — 
Dixy) | 1 中 = 


所 以 F 是 双方 单一 连续 可 微 的 . 在 映射 政之 下 , 直 
线 z= 上 与 y==k 分 别 映 为 直线 y, = k 与 抛物 线 = 
A Bk — yis y250 的 部 分 被 映 到 抛物 线 0, A yi 
的 右边 .已 经 证 明 , 在 参数 A, B 适合 关系 式 


A294 (B+ 12 + (B+ 1) ⁄4 + (B + 1° 
时 , 它 就 构成 斯 梅 尔 马蹄 . 这 个 例子 是 由 法 国 当 代 天 
文学 家 恩 龙 (Henon,M. ) 给 出 .目前 ,关于 恩 龙 映射 
的 动力 学 性 质 是 人 们 所 关心 的 研究 内 容 . 

BS SL 48 ZF (transversal intersection) ”描述 两 个 
子 流 形 相处 位 置 的 微分 拓扑 概念 . 设 M 是 一 个 微分 
流 形 ,NiNCM 是 M 的 两 个 子 流 形 ,zzE N. NN.: 
WREE p AAEN 的 切 空间 了 Ni AN, 的 切 空间 
TN, WE M BDZ T,M, BR T,M=T,N, + 
T,N;, 那 么 就 称 N 与 N, 在 之 点 处 为 横 堆 相交 , 8 
SZ N, |N, = Zf UE N, 5 N: et cke 在 动 
力 系统 的 研究 中 , 横 截 相交 是 用 来 刻画 结构 稳定 系 
统 的 特征 性 质 之 一 的 概念 (参见 “稳定 性 猜测 ”). 
典范 方程 组 (standard systems of equations) 

由 诀 山 涛 独创 的 分 析 式 定量 估计 方法 . 用 它 来 研究 
流 是 十 分 有 效 的 ,这 一 套 方法 被 概括 为 典范 方程 组 . 
基本 思想 是 把 微分 流 形 上 的 常 微 系统 的 相 空 间 经 过 
适当 途径 把 它 化 为 欧 氏 空间 上 的 常 微分 方程 组 来 讨 
iE. 2 M E SX n 维 歼 曼 流 形 ,S EM ENC 常 微 
系统 ( 即 C! MR). S g HS 在 M 上 产生 的 流 , 这 
个 流 在 切 从 TM 上 诱导 出 一 个 单 参数 变换 群 

de TM > TM (t € R>. 
从 而 在 正 交 p 标 架 从 (1 三 Pp 三 n) 上 诱导 出 一 个 
单 参数 变换 群 

KrF p 1m p EER), 
VA Proj, 表示 p ERRAR & AER. 对 任 
何 一 个 BE DÉEN 

C) = || Pro (A) |l 
对 :ER EN ji AMEE p PBA, FA 
SC PR BX 

(B) = B= 1». 


它 被 称 为 S 的 示 性 函数 . 规范 正 交 p 标 架 从 7 是 
F, REA LOOM o C8) (8 — 1.2, pote FF 
F BAA14148 ENX. K LORA BX? C9). 
这 样 又 诱导 了 一 个 >; EB 

y S + FË G € R). 
4E B® B € 7.8 T X ff & b€ M, x" (BO) 和 
dg (0(6))#8 E T , o M BJ HJ , 故 可 写成 

dg(8) = x* (C$), 

其 中 Cs(t) 是 三 角 式 矩阵 ,其 对 角 线 系数 顺序 是 
| Prop% € || (二 1,2,…,n), 对 角 线 下 面 的 系数 
都 是 0. COX EER 连续 可 微 , 且 满 足 方 阵 方程 


d || Proz,x,( 6) || 
dt 


d y 
2 = R,GDC,G) G € P). 
id Re)" 是 矩阵 R GO BERE. 线性 常 微分 方程 组 
d> = yR,(t)” G € Roy € R”) (Ra) 


微分 动力 系统 


PRA S 以 8 为 基 的 线性 化 方程 组 . 廖 山 涛 把 导出 线 
性 化 方程 组 (Rs) 的 手续 称 为 大 范围 线性 化 . 对 BE 
Fo ,， 按 以 下 方式 定义 一 个 从 R”' 到 M WJ C 映射 
EH 


Palt, y) = exp| >) y'ProiX? (5| , 
k= | 


ix BH ER, y= Cy. yy DER" exp T 3⁄2 & mE 

M 的 指数 映射 . 记 Fe.) =Ae.y), MFM 上 

的 向 量 场 S, 可 惟一 确定 SG,y) 和 Sslt,y) 满 足 条 件 
dë, Lett, ais bt Set, ui), 


dF 9,08 s Adel 5 | = . 


id $5.32 =S y) — SG. y), l ETE [8] SIS: 
表示 为 方程 组 
EY = SG). (85 

ERA EHS 的 典范 方程 组 . 典范 方程 组 可 以 用 
来 研究 向 量 场 在 C! 扰动 下 的 性 态 . 例如 ,应 用 典范 
方程 组 可 以 对 推广 的 C' 封闭 引 理 及 双 曲 不 变 集 半 
结构 稳定 性 给 出 证 明 等 . 

[u] get 275 AY ZR TE ERE (characteristic function of 
vector field)” 见 “典范 方程 组 ”. 

阻碍 集 (obstruction set) 在 稳定 性 猜测 的 人 研 
究 过 程 中 ,由 雇 山 涛 对 流 形 上 的 向 量 场所 建立 的 概 
念 . 设 M 是 紧 致 光滑 nn AR SMES E M EÉ C 
向 量 场 , 以 N Xo S 的 常 点 集 . 考虑 TM 中 与 S IF 
AE E FACES NZ DROE TM 中 的 闭 包 
Z.E g:M>MUER) Æ S 产生 的 流 , 那 么 de E 2 
上 诱导 出 一 个 单 参 数 变换 群 Y 2>. 向量 场 S 
的 阻碍 集 定 义 为 

Ob(S) = {x € M| ### £ € €" (1T.M, 

使 得 (|| = 1 = inf | WC). 
fa BJ T GE ,微分 动力 系统 研究 中 奉 干 重要 的 概 
念 可 以 表示 为 集合 运算 的 式 子 .例如 ,沿用 以 上 记 
号 , 若 记 1(S) 二 MN\N ,那么 S 的 一 个 奇 点 z, 为 双 曲 
的 充分 必要 条 件 是 zo&1CS)UOb(S);S 的 一 条 周 
期 轨道 工 为 双 曲 的 充分 必要 条 件 是 荆门 05(S)= 
名 . 设 和 CHM 是 关于 9 不 变 的 非 空 闭 子 集 , 如 果 
AN UGS) U OS) = @, 
WARA S 的 正常 集 . 如 果 对 任何 xE A ,ç e T.M. 
存在 分 解 式 
E = E, + A.S (z) + S. 
这 里 A CR,£ € T,M,t,C T.M ,T A 
lim dg) | =0, lim dg) || = 0, 
则 称 S 在 A 上 满足 线性 横 截 条 件 . 特别 地 ,如 果 S 
E ^ — M 上 满足 线性 横 截 条 件 ,就 简称 S 满足 线性 
横 截 条 件 . 麻山 涛 证 明 ;S 在 A 上 满足 线性 横 截 条 件 
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等 价 于 人 是 S 的 正常 集 ;线性 横 截 条 件 等 价 于 公理 
A+R BR ER AR fF. 

TE # (normal set) Jl “BARE”. 

S fn 3X Z hk A * (the family 4” of ordinary 
differential systems) 为 研究 结构 稳定 性 与 2 稳定 
性 而 考虑 的 一 类 常 微 系 统 . 设 M BAB n HERS Ti 
IS. Uz (MISS M F £ ÍK C: fol HCH C! 
常 微 系统 ) 形 成 的 空间 ,具有 C 拓扑 . 常 微 系统 族 
A fe n EL PRATER) X € 组 成 :X 的 某 个 
C' 邻 域 中 所 有 的 向 量 场 Y 都 至 多 有 可 数 个 周期 轨 
道 与 有 限 个 奇 点 ,或 等 价 地 说 ,Y 的 所 有 奇 点 和 所 有 
周期 轨道 都 是 双 曲 的 . w $R aE % 中 为 开 集 . 
多“ 的 重要 性 在 于 它 包 含 了 所 有 稳定 和 所 有 结 
构 稳定 的 系统 ,因此 , 它 可 以 给 出 稳定 性 特征 的 等 价 
形式 .例如 ,考虑 aA PHBA TEE XE 
党 “作成 的 A BSP dE AO” if ETE X FE % n 
的 邻 域 经 ,而 且 对 于 XX 来 说 ,存在 M Bj JF FRG, 
Wo,……,W,-_1( 这 里 4 二 dimM), 它 们 在 M 中 的 闭 包 
彼此 互 不 相交 ;同时 满足 :如 果 YE 红 , 则 Y 的 每 一 
奇 点 都 在 G 中 ,而 且 它 的 每 一 个 具有 Ind, MKH 
周期 轨道 古都 包含 在 W, 内 (这 里 (Ind, (T') X zs 
T,M 中 线性 子 空间 人 EToM |lim | dp COD || 50, 


E 了 ,2 是 了 产生 的 流 } 的 维 数 ). 廖 山 涛 指出 ,XE 
IM I SERE X 满足 公理 4 及 无 环 条 件 . 

常 微 系统 族 .2 (The family Æ ** of ordi- 
nary differential systems) WM MRAK or", 

混杂 的 非 游荡 点 (chaotic nonwandering point) 
在 研究 O 稳定 性 的 过 程 中 引进 的 概念 . 设 M EAM 
n ERS TG. A 表示 M 上 全 体 C' 向 量 场 空间 ， 
AA C! th. XER, S e, GER HX PAN 
wm. Y= (g(a) |: C R,a € M), Indx OO HA 
T.M 中线 性子 空 间 

i£ € T,M| lim || dg, G) || = 0} 
的 维 数 ,并 记 
Ix( u) = Ind，x() — Indy 6». 

设 cEM 是 的 非洲 功 点 ,如 果 对 任意 60. f£ E 
X,,X,€ X ,使 得 X 有 奇 点 或 周期 轨道 Y, 满足 : 

1. | Xi - X lie HA a BJ e 邻 域 与 XY; 相交 (i 
=1,2); 

2. Tx “IAL, O2); 
则 称 点 a 为 混杂 的 非 游 荡 点 . 雇 山 涛 证 明 :X 不 具有 
混杂 非 游 荡 点 等 价 于 X 满足 公理 4 和 无 环 条 件 . 

歧 变 集 (rambling set) 廖 山 涛 在 研究 稳定 性 
时 引进 的 一 类 不 变 集 . 设 M 是 紧 致 黎 曼 流 形 ,X 是 
M 上 的 C 向 量 场 . 如 果 作 是 MM PHAR. MAX 
产生 的 流 (i:ER) 下 不 变 , 同 时 人 与 了 的 阻碍 集 
Ob(z) 的 交集 不 空 , 那 么 就 称 子 集 人 CM 为 歧 变 集 . 
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如 果 它 的 每 一 个 真子 集 都 不 是 歧 变 集 , 则 层 变 集 A 
称 为 是 极 小 的 . RAIN ERE SEA ACE X OBS HER 
或 者 人 们 Ob(zx) 至 少 包含 一 个 常 点 a. fH oak 
a(a) 都 是 人 的 真子 集 , 那 么 就 称 人 是 简单 的 . 每 一 歧 
变 集 都 至 少 包 含 一 极 小 歧 变 集 . 结构 稳定 的 系统 不 
存在 简单 极 小 歧 变 集 . 
极 小 歧 变 集 (minimal rambling set) JL “kee 
集 ”. 
简单 极 小 歧 变 集 (simply minimal rambling se- 
t)” 见 “ 歧 变 集 ”. í 


复 动力 系统 


复 动 力 系统 (complex dynamical systems) W 
代数 学 的 一 个 重要 分 支 . CSHB Sei aK 
迭代 生成 的 动力 系统 的 分 析 性 质 . 几何 性 质 及 拓扑 
性 质 等 ,并 由 此 可 描绘 出 一 些 美 妙 的 图 形 . 对 此 领域 
的 研究 已 诞生 了 多 位 菲 尔 效 奖 获得 者 . 

复 动 力 系统 研究 的 萌芽 起 始 于 19 世纪 末 . 20 
世纪 20 年 代 , 法 国 数 学 家 法 图 (Fatou,P. J. L. ) 和 
zi AE Julia, G. M. Xt A 38 PR CJ] A BEA Eh 
数 动力 系统 的 性 质 进 行 了 深入 的 研究 .在 其 后 的 五 
六 十 年 间 , 这 方面 的 研究 没有 什么 突出 的 进展 . 20 
世纪 80 年 代 初 ,美国 数学 家 芒 德 布 罗 (Mandelbrot， 
B. ) 将 计算 机 技术 有 效 地 运用 于 这 一 领域 , 沙 利文 
(Sullivan, D. P. ) 等 数学 家 将 拟 共 形 映射 和 泰和 希 米 
Si (Teichmiller,O. ) 空 间 等 理论 应 用 于 这 一 领域 ， 
取得 了 突破 性 进展 ,从 而 使 此 领域 的 研究 重新 获得 
了 生机 . 

复 动力 系统 的 研究 与 分 形 几 何 、 混 沌 理论 、 分 此 
理论 等 领域 有 着 紧密 的 联系 ,引起 了 数学 界 和 其 他 
领域 的 巨大 兴趣 . 

法 图 集 (Fatou set) 复 动 力学 中 的 最 基本 概 
念 . 设 f(z) 为 复 平面 C EKEK. UGC 
=CN(0),C 分 别 对 应 于 三 为 超越 整 函数 、 亚 纯 函 数 
f VÀ z== 0 为 极点 和 皮卡 例外 值 . 其 他 的 亚 纯 范 数 . 
法 图 集 PCA CICA FEX NIFODo-—(iz€Ulz 
是 正规 点 ). mae J CO GL fg d y. JOGE XN: 
JOD -UNFCD). 

法 图 集 是 开 集 , 茹 利 亚 集 是 非 空 完全 集 . 对 有 理 
äi R(z) 而 言 , 法 图 集 和 站 利 亚 集 是 完全 不 变 集 ， 
即 RCJ) =J = RJ), R(E) = F = R (F). 对 超 
越 亚 纯 函 数 E šX JE AI ERR EB T F XRA 25 Z 
果 : 

F=f UP) = JPY UU (PVO) [] F, 

其 中 ,PV( 放 为 f 的 皮卡 例外 值 集 . 
an FF Julia set) WARE”. 


3E f (multiplier) 复 动 力学 中 用 来 对 周期 点 
进行 分 类 的 一 个 数 . OSEE E BRE AGO A zo E f (z) 
的 周期 为 n 的 周期 点 ,那么 就 称 A CP C2) W zo 
的 乘 子 . 24 AL 1. ]A| 9 1. 14 过 1 时 ,zo 分 别称 为 斥 
性 周期 点 ,中 性 周期 点 , 吸 性 周期 点 . 

早 在 20 世纪 20 年 代 , 法 图 (Fatou,P.J.L. ffl 
a0 IE (ulia,G. M. ) 就 已 证 明了 J ROA EAS 
点 集 的 闭 包 ,其 中 R E dE HUS RES EXC. 直到 1968 
年 ,关于 超越 消 数 的 相应 结果 才 由 英国 数学 家 贝克 
(Baker,I. N. ) 证 明 , 在 证 明 中 他 引用 了 阿尔 福 斯 
(Ahlfors,L. V. ) 的 覆盖 曲面 理论 . 

斥 性 周期 点 属于 茹 利 亚 集 , 吸 性 周期 点 属于 法 
图 集 ,中 性 周期 点 的 情况 相当 复杂 . 可 将 中 性 周期 点 
分 为 两 类 :有 理 中 性 周期 点 ( 即 乘 子 为 单位 根 ) 和 无 
理 中 性 周期 点 . 有理 中 性 周期 点 属于 总 利 亚 集 . 对 于 
无 理 中 性 周期 点 zo. FEF * 二 exp (2710) ,9 是 无 理 
数 . 如 果 9 是 丢 番 图 数 , 即 无 法 被 有 理 数 较 好 地 通 
近 , 则 此 种 z, 被 称 为 西 格 尔 点 , 它 属于 法 图 集 ;否则 
zo 被 称 为 克 菜 姆 点 , 它 属于 冯 利 亚 集 . 

对 于 二 次 多 项 式 , 布 鲁 姆 (Briumo, A. D.) 
(196500 25 2€ ZZ CYoccoz, J. C. ) 给 出 了 判定 9 的 精 
确 条 件 . 

斥 性 周期 点 (repelling periodic points) 
pua 

中 性 周期 点 (indifferent periodic points) W| 
RF”. 

UM EE JE] RB A (attracting periodic points) Jl 
RT”. 

西 格 尔 点 (Siegel point) 

克 莱 姆 点 (Cremer point) “eT”. 

FE (Mandelbrot set) 复 动 力学 中 一 
个 非常 有 趣 而 又 典型 的 集合 . 对 于 二 次 多 项 式 
PG) — z dw EP f& E RM 和 定义 为 

M= w| IPO < 2,n HERR 
= (w|J(P,) 是 连通 集 }. 
M 是 闭 集 且 有 关系 式 


= 2,7] lies e E E 


C MC iwl |o | <2). 
M 的 所 有 分 支 都 是 单 连通 区 域 ,M 的 余 集 是 一 个 区 
域 . 杜 瓦 地 (Douady,A. ) 和 胡 巴 特 (CHubbard , J. H. ) 
T 1982 年 证 明了 集合 M 是 连通 集 . RI. BEA 
(Shishikura, M. ) 证 明了 M 集 的 边界 具有 治 斯 多 夫 
维 数 2. 

关于 芒 德 布 罗 集 , 仍 有 一 些 重要 的 问题 未 能 解 
决 .例如 , 芒 德 布 罗 集 是 否 为 局 部 连通 ?是 否 M 的 每 
一 个 分 支 都 是 双 曲 的 ( 即 是 否 每 个 分 支 中 存在 参数 
w, 使 得 P.(z) 有 吸 性 周期 点 )? 


Mh Fe 


见 “ 乘 子 


£ ai J KR 统 


法 图 分 支 (Fatou component) 一 种 连通 分 支 . 
所 谓 法 图 分 支 ,是 指法 图 集 的 每 一 个 连通 分 支 . 有 时 
也 称 之 为 稳定 域 . 法 图 分 支 可 分 为 两 类 ;游荡 分 支 及 
预 周 期 分 文 ， 

稳定 域 (stable domain) 即 "法 图 分 文 ” 

i 3H SY X (wandering component) 一 类 无 回 
复 性 的 法 图 分 支 . 设 是 一 个 法 图 分 支 , 即 F( f) BS 
一 个 连通 子 集 . 如 果 D, f' (D), P (D), FOD), 
… 是 一 个 互 不 相交 的 序列 , 则 称 D 是 一 个 游荡 分 
x. 4 f 2A BARR AY, 20 世纪 20 年代, 法 国 数 
学 家 法 图 (Fatou,P.J.L. FM: FR) KA WED 
x. 这 个 猜想 已 由 沙 利文 (Sullivan,D. P. ) 于 1985 
年 成 功 地 证 明了 ,被 称 之 为 沙 利文 定理 . 

但 超越 浮 数 的 情形 却 截然 不 同 . 1976 年 ,贝克 
(Baker ,I. N. ) 构 造 了 一 个 具有 游荡 分 支 的 超越 整 
PREX. 贝克 - 库 塔 斯 (Kotus ,J. )-B ae + 1990 年 构 
造 了 具有 游荡 域 的 超越 亚 纯 也 数 . 

预 周 期 分 支 (pre-periodic component) 具有 
类 似 回 复 性 的 一 种 法 图 分 文 . 设 刀 是 困 数 了 的 一 个 
ik rx. 如 果 存 在 正 整 数 m, nmn), [fF 
f" CD) 5 fr CD) fB 2 , MU BK D 为 预 周 期 分 支 . 此 时 有 
f" CD) CFD). 进一步 地 ,如 果 对 某 正 整数 m 有 
DS D 相交 , 则 称 D 为 周期 分 支 ,m 称 为 周期 ; 
特别 地 ,如 果 f(D) 与 DD 相交 , 则 称 D 为 不 变 分 支 . 

对 于 周期 分 文 D, 有 且 仪 有 下 列 五 种 情形 之 一 
发 生 ( 分 类 定理 ): 

1. WR D FERA UR PES] BR pi Eo. DUI D RRA 
E, 的 直接 吸 性 盆 . UCI RF A WE AL <1. 如 果 
0« [A] «1, ll] D 被 称 为 施 罗 德 域 ;如 果 A= 0, WI D 
被 称 为 布 确 域 . 

2. WR DD 的 边界 含有 周期 为 m 的 周期 点 zo E 
得 f""(z)—z, 34 n— OM MER z€ D Mi, JU] D 
被 称 为 利 玉 域 或 抛物 域 . 

3. 如 果 f" (GO HERE T X EE ig $6 L (z) He’ ze RR 
Hom 为 DD 的 周期 ,a 为 无 理 数 , 则 DD 被 称 为 西 格 尔 
圆 . 即 存在 解析 同 胚 9: D 一 单位 圆 ,使 得 pg， 
9 !(z)-—e"U"z. 此 时 了 万 为 单 连通 的 且 含 有 中 性 周期 

4. WR DD 是 二 连通 的 且 f 3E S8 T Rede , UE hj 
D 被 称 为 阿 诸 尔 德 - 霍 曼 环 . 

5. 如 果 P(e) HED, DREAM và 1k MEE 
图 分 支 ), 其 中 m 为 万 的 周期 , 广 (z) 在 z, 处 不 是 全 
纯 的 . 特别 地 ,如 果 > = 1 , WIRE — K TA E IE: zoo. 
对 于 有 理 函 数 , 上 述 第 5 种 情形 不 存在 . 

如 果 DD 为 周期 m 的 周期 分 支 , 则 

DTD S DI eus pt top 
被 称 为 一 个 周期 循环 . 设 R(z) 是 阶 为 4 BU EB pR 
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数 , 则 周期 循环 的 个 数 与 d AK. WAX Sullivan, 
D. P. ) 1982 年 证 明了 R(z) 的 周期 循环 个 数 达 8d 
一 8, 他 并 且 猜 测 其 准确 值 为 24 一 2. 此 猜测 被 富 仓 
光宏 (Shishikura ,M. ) F 1987 年 证 实 ， 

周期 分 支 (periodic component ) 
D^ 

AN F $y X (invariant component) 
A. 

BE Ms (immediate attractive basin) Jl 
“ 预 周 期 分 支 ”. 

ie 罗 德 域 (Schr6der domain) 
x 

布 确 域 (B6ttcher domain) 见 “ 预 周期 分 支 ” 

利 玉 域 (Leau domain) 见 “ 预 周期 分 支 ” 

抛物 域 (parabolic domain) JL frt Je] Hg r xz ". 

FAS RB (Siegel disc) ” 见 “ 预 周期 分 支 ”. 

D Gre SS S SK ( Arnold-Herman ring) W 
“ 预 周期 分 支 ”. 

贝克 域 (Baker domain) 

周期 循环 (periodic cycle) ” 见 “ 预 周期 分 支 ”. 

临界 点 《critical point) 复 动 力学 中 的 一 个 重 
要 概念 . 设 了 为 亚 纯 图 数 , 户 (z) 王 0 的 点 z 以 及 
jz) 的 重 极点 统称 为 了 的 临界 点 .上 述 点 构成 的 集 
合 称 为 地 的 临界 点 集 , 记 为 C 一 Cr 临界 点 的 像 称 为 
临界 值 . OF Cr) 的 极限 点 集 称 为 临界 极限 集 , 记 为 
CT 一 Cr ,其 中 

O* (C,) = v OF (z); 
z C, 


m O* (2) =(2, f£ (z), £2). AR z 的 前 向 轨道 . 
XE 8 PRO R HERNA d «i P na S BJ PS PRA SIT 2d 
— 2. 

临界 点 集 (critical points) WRR A”. 

K FAB (critical value)” 见 “临界 点 ”. 

临界 极限 集 Ccritical limit set) WORA JA”. 

ñf j (Ë (asymptotic value) 5 A AU% K e 
有 关 的 复数 值 . it fA WD AE ek Be, OR FF LE IK FF oo 
B3 HR, A 34 z W 38 OOM, f(z) >a, NI 
称 2 为 了 了 的 一 个 渐 近 值 . 对 增长 比较 慢 的 图 数 , 其 渐 
近 值 也 相应 地 比较 少 . FRI HB. FE fap FE PR CB £ H 
有 一 个 渐 近 值 . 

AAA (singular point) 在 复 动力 学 中 起 着 重 
要 作用 的 一 类 点 . 它 与 周期 域 有 着 密切 的 联系 . 临界 
值 . 渐 近 值 以 及 它们 的 极限 点 统称 奇异 点 .上 述 点 所 
形成 的 集合 称 为 奇异 点 集 . 图 数 了 的 奇异 点 集 通常 
记 为 sing A 2. 奇异 点 集 的 前 向 轨道 的 闭 包 称 为 超 
奇异 集 , 记 为 五 一 匹 ( 广 ). 

i S EARR, mR ENJINS D, WR S 
是 双 曲 的 ;如 果 AEJ), Wü] y f 是 次 扩张 
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见 “ 预 周期 


见 “ 预 周期 分 


见 “ 预 周期 分 支 ”. 


As wR EERE IFA f 是 双 曲 的 , 则 称 / 为 扩张 
BJ. XE SK EE BRE 六 有 
EY G2 | Z e| f" ogl Go] GN REO, 
| GP! (2) | > e (n> e; Vz € JC). 
对 扩张 有 理 函 数 R GO FE c0 及 d>>1, 使 得 
| (R"Y (2| > ed" ( € JOD). 

布 确 域 循环 中 至 少 含有 一 个 奇异 点 , 施 罗 德 域 
循环 及 利 玉 域 循环 中 含有 无 穷 多 个 奇异 点 ,而 西 格 
尔 圆 及 霍 曼 环 的 边界 整个 地 位 于 E. 

奇异 点 集 的 性 态 亦 限定 了 函数 列 在 法 图 分 支 上 
的 极限 状况 . 例如 ,对 于 超越 整 函 数 ARD E B3 9 
部 为 空 集 并 且 E 的 余 集 连 通 , 则 所 有 极限 函数 都 是 
常数 . 

奇异 点 集 (singular points set)” 见 “奇异 点 ”. 

超 育 异 集 (post-singular set) WARA”. 

双 曲 亚 纯 函数 (hyperbolic meromorphic functi- 
on) W FRA”. 

AR y ok ME ap ER D ( subextension meromor - 
phic function) “APRA”. 

扩张 亚 纯 函数 (expanding meromorphic functi- 
on) UARA”. 

法 图 分 支 的 有 界 性 (boundedness of Fatou 
components) 关于 法 图 分 文 有 界 性 的 问题 . 探讨 
什么 样 的 函数 的 法 图 分 支 都 有 界 是 一 个 有 趣 的 问 
题 , 这 也 是 有 理 动 力 系统 与 超越 动力 系统 的 一 个 区 
别 所 在 . 对 多 项 式 而 言 ,ce 的 一 个 邻 域 必 是 一 个 法 图 
分 支 , 故 必 存 在 无 界 法 图 分 支 .但 超越 函 数 的 情形 却 
不 一 样 . 贝克 (Baker,I.N. ) 于 1981 年 证 明了 : 当 超 
gk RE 了 的 增长 满足 

log M(r,f) = (ogr)’ 
时 ,所 有 法 图 分 支 有 界 , 其 中 PP 为 正 整 数 ,M(r, 了 ) 
为 最 大 模 . : 

康 托 尔 集 (Cantor set) KATH PA B + ZÉ 
三 分 集 的 拓扑 推广 .C 中 任 一 个 闭 的 .完备 的 、 非 空 
的 、 完 全 不 连通 的 子 集 称 为 康 托 尔 集 . XT EE ER H PR 
了 ,由 于 J( 几 ) 必 含有 非 退 化 的 连续 统 , 故 J(f) 不 可 
能 是 康 托 尔 集 . 但 确实 有 一 些 茹 利 亚 集 是 康 托 尔 集 . 
fi an, J Atanz) 24 0<< |A| 1 时 是 康 托 尔 集 . 

M vr Sr Gel Gsolated Jordan arc) MEERA 
亚 集 的 结构 时 引入 的 术语 .对 .7 六 中 的 一 个 若 尔 当 
弧 ,如果 存 在 一 个 包含 此 弧 的 开 集 ,使 得 其 中 除了 含 
ACU Re EY Ob 45 6 8 J (BJ FE fth ya , AB a 
PRIX POR 4 GE J (OO rR RE d or AY. XP EE ER PB 
f W > XPM A H] BË h SO. (H ` f 7M WE OA RC 
时 ,此 现象 可 能 发 生 . 例如 ， 

了 GE 
J (Atanz) —3E88 (A| 全 1 或 一 1). 


一 个 有 趣 的 问题 是 :对 怎样 的 亚 纯 图 数 P. CO 
一 实 轴 ?贝克 (Baker,I.N. ) 和 库 塔 斯 (Kotus J. ) 以 
及 吕 以 禁 于 1991 证 明了 : TS Ë a> 则 
Ig) ei a - (1) 
其 中 D= =+ lc Q c s, aan, 


ORE CD Oy G20 QE 


Beta 如 果 f(z) 形 如 (1) 式 ， MJ C) = 实 轴 或 者 
J( 放 ) 是 康 托 尔 集 . 
菇 利 亚 集 的 测度 (measure of Julia set) 关于 


没有 内 点 的 敬 利 亚 集 的 测度 问题 . 人 们 知道 , 茹 利 亚 
集 非 空 . 当 茹 利 亚 集 有 内 点 时 , 它 必 为 整个 平面 .一 
个 有 趣 的 问题 是 : 当 茹 利 亚 集 没有 内 点 时 ,其 测度 是 
否 为 零 ?对 于 超越 图 数 而 言 , 这 个 问题 的 回答 是 否定 
的 . Æ 9 Z2 (6 (McMullen, C.) F 1987 年 证 明了 : 
jz) 一 acosz 十 0 的 站 利 亚 集 的 测度 大 于 零 .但 对 于 
有 理 函 数 ,即使 是 二 次 多 项 式 , 这 个 问题 的 研究 都 是 
很 困难 的 . 

爆炸 性 (expblosion) RADA AS PHA VE 
BJ — 4 230 7) PE FR "E tH SE + Z CA VIE. PC. 设 
J GO diete ZR BL À BA) IE AE PRIOR ,者 参数 4 到 达 某 点 
Ay 时 , 茹 利 亚 集 从 无 处 稠密 集 变 为 整个 复 平 面 , 则 称 
这 种 现象 为 爆炸 性 ,并 称 为 爆炸 点 . 典型 的 函数 
族 是 指数 函数 族 falz) =e. 1E [E] (Fatou,P. J. L.) 
UE 1.:J(e-—OC. 此 猜想 于 1981 年 为 米 约 维 奇 
( Misiurewicz, M. ) 所 证 实 . 后 来 , 德 瓦 内 (Devaney， 
R. L. ) 于 1985 “FIERA T : 4 A—1/e 时 ,J Qe“) = C, 


而 当 A< 1/e 时 ,y(Ce) 是 无 处 稠密 集 . 一 个 未 解决 
的 问题 是 :集合 
(À € C|J àe) = C) 

是 否 有 内 点 ? 其 测度 是 否 为 正 ? 周 建 荣 - 李 忠于 1989 
年 证 明了 此 集合 在 实 轴 上 没有 内 点 . XF T ME Al pg X 
Ters 

A=0 是 一 个 爆炸 点 . 


SBS K4AW (Hausdorff dimension) 分 维 数 
之 一 . 它 是 刻画 图 形 占领 空间 规模 和 整体 复杂 性 的 
一 种 量度 . 在 动力 系统 的 人 研究 中 ,常用 察 斯 多 夫 维 数 
来 量度 动力 系统 所 产生 的 分 形 集 的 “不 规则 ”程度 . 
茹 利 亚 集 的 豪 斯 多 夫 维 数 的 研究 是 复 动 力 系统 中 的 
一 个 重要 课题 ,对 非 线 性 亚 纯 函 数 1(z), 有 

Qe ima Cf) = 25 CL 
其 中 dimad (ORR J ( f ) B8 38 BH £ X TEC. 加 伯 
(Garber, V. ) 于 1978 FUERA f (1) EUIS BE ŽUR 
立 ,斯 托 拉 德 (Stallard,G. M. ) 1994 年 证 明了 (1) 
对 超越 亚 纯 函数 成 立 . 上 述 估计 式 中 的 上 下 界 都 是 
精确 的 . 34 JC —C 时 ,自然 有 (1) 的 上 界 .对 于 (1) 


S zi KR u 


的 下 界 ,斯 托 拉 德 于 1994 年 证 明了 
dimgJ ((2m) "tanz IH (z — jr)) > 


对 于 超越 整 函数 S d d NƏT 

1975 年 的 一 个 结果 可 知 ， 

] < dimy,J (f) < 2 
上 界 自然 是 精确 的 ,但 下 界 能 否 达 到 仍 是 未 知 问题 . 
人 们 猜测 :dimaJ7 N >1.-t ARH REE eH 
BE WOAH RM AXES. SCT 1998 
年 证 明了 其 维 数 为 2. 

可 测 动 力学 (measurable dynamics)  j3& E; JR 
论 人 研究 的 对 象 . 在 复 动 力 系 统 中 主要 体现 在 循环 、 遍 
历 性 及 稳定 性 等 方面 . 设 f (z) A ME ZEE zz. 是 
两 个 复数 ,如 果 存 在 非 负 整数 x 和 mx, 使 得 P Go-— 
Ff” Cza) WER z, 和 zs 等 价 . 一 个 等 价 族 被 称 之 为 了 
的 一 个 大 轨道 . 设 五 为 平面 上 的 一 个 集合 ,如 果 五 
与 f 的 每 一 个 大 轨道 至 多 相交 于 一 点 , 则 称 是 了 
的 一 个 交 又 集 . 

WR SRA EF TCSP BIE WE oz d SS, W 
PRI EJERE. MRA J(f) 中 的 大 轨道 构 
成 的 任何 可 测 集 具 零 测度 或 全 测度 ( 即 测度 为 2)， 
则 称 了 在 J(f) 上 是 遍历 的 . SB f EE; f (z) = e° 
在 J(f) 上 是 循环 . 

“” 设 ff 是 一 个 亚 纯 函 数 ,如 果 f a RECS) 
满足 :对 几乎 所 有 EJU), A 

lim df"), EG U (co)) = 0, 
那么 就 称 了 为 拟 扩张 的 .由 包 克 (Bock ,H. ) 1996 
FE RI Z SR NI , FLT ok BY SE Zk FE $£ pg 22 K RR BBE 
遍历 的 . 作为 例子 ,项 数 
f(z) = P (es) Lier? 

在 JCA) 上 不 是 遍历 的 ,其 中 已,Q 为 同 阶 非 常数 多 
项 式 . 

Pj EC f Al z 称 为 拓扑 等 价 的 ,是 指 存在 两 
个 同 肛 映射 pp: C—C 使 得 yl(g) = f (Go. MAE 
的 函数 e. EES g 拓扑 等 价 的 函数 族 记 为 了 (8)， 
f. luc A F |; o BARRA 8 thE S8 B5 , n TR £ dE [e] H: 
hr J (f .)—>J (f) ,使 得 

hf ,(z2)) = f(hy(z)) ( € J(/.)). 

A f.€TGO.UWCRXHESCUA Bit f。 的 JE 
TD A:f. largo Flay stidih3tsg. H. h; 连续 依赖 
T fishy =ids hy FET Cg) PRT ABA f. RJ 
稳定 的 . 

如 果 对 所 有 充分 靠近 /. WET (g), f fl f. 
fr4 F IB] E k: fi Fh FE He BJ , H. H 88 [8] HD ie BE TK # F 
f PARE f ,在 Tl(g) 中 结构 稳定 .典型 的 例子 有 : 
e*ET(Ae’) 不 是 结构 稳定 的 ( 德 瓦 内 (Devaney , R. 
L. )(1985)). 周 建 莹 - 李 忠 进一步 证 明了 Ae (A 1/ 
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e) 都 不 是 结构 稳定 的 . Es FB oe - FG E -IE Bx ECT 
1998 年 证 明了 
Te) perma 

M Re w<<0 或 者 |w 一 11<1 时 是 结构 稳定 的 . 

等 价 族 (equivalent class) DL“ np MÜ] 7j 2g". 

大 轨道 (large orbit) 见 “ 可 测 动力 学 ” 

交叉 集 (cross set) Wa Mayne”. 

拟 扩 张 亚 纯 函 数 (pseudo-expanding meromor- 
phic function) Wal ah IZ" 

J 稳定 (J-stable) Wa Man”. 

结构 稳定 (structural stable) J “u May 


AM, » 
ER 


可 交换 函数 (permutable function) 动力 系统 
中 研究 的 一 个 很 有 意义 的 内 容 . 设 了 和 8g 都 是 亚 纯 
基数, 如 果 有 f ° gg f JE Z MEER fA g Eu 
换 的 . 法 图 (Fatou,P.J.L.) 于 早期 曾 指出 ,两 个 可 
交换 的 有 理 盟 数 具 有 相同 的 站 利 亚 集 ,反之 不 真 . < 
于 超越 酒 数 , 有 下 述 未 解决 的 问题 ( 即 法 图 问题 ): 如 
果 j 了 和 8 为 可 交换 的 超越 整 晒 数 , 那 么 是 否 必 有 
J C) —J GO? H Bl DUE — S kp ë J F 26 th 1E Tfi [n] 
答 . 

牛顿 方法 (Newton method) FF Y Ah rA RUR 
的 一 个 有 效 办 法 . 设 g 是 一 个 亚 纯 函数 ,考虑 它 的 
牛顿 函数 
(z) 
F) Bo 

ME g 为 有 理 函 数 时 ,jz) 亦 为 有 理 函 数 ; 当 g 为 超 
ER PR RUHT, / ZR Ay REG pR 2. EE Y g (0 SRo), 
其 中 R GOCAUR E PRÉC, p GO A EXC. 容易 看 出 ,如 
AR w di g (z) BJ 2 o, H w DE f(z) 的 吸 性 不 动 点 ， 
Mil we F(/) RZ JF R. 

有 趣 的 课题 是 :什么 样 的 z 使 得 户 (z) 收 敛 到 g 
的 零点 ? 当 g 是 多 项 式 时 ,如 果 对 g HEBER z 
使 得 g (zo) 关 0, 都 有 f" COM Sx. IDEE ce € 
FC, f, GOW S $8 g 的 零点 .上 述 相 应 的 结果 对 
Fe EE eB FE PR BOIS MI. 例如 ,但 格 维 庄 (Bergweil- 
er, W. ) 1993 年 证 明了 


g(z) = [pede + C (glz) Æ e+!) 


具有 上 述 性 质 , 其 中 pq 是 多 项 式 ,C 为 常数 . 

松弛 牛顿 法 (relaxed Newton method) ”牛顿 
法 的 推广 .松弛 牛顿 函数 定义 为 

(z) 
f, G) =z . n 

其 中 有 为 复数 并 且 |h 一 1| 过 1. Fit ^E BR PROBUS BB 
多 与 牛顿 函数 类 似 的 性 质 . 设 这 为 8 的 零点 , 阶 为 
m ， 则 


f',(w) = ] 一 LUN 
m 
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AT w Af, RESIA. S DO ww F (f, ) rh 
含有 点 w 的 分 支 ( 称 为 fs BJ 2 J w 的 直接 吸 性 
盆 ), 记 

AG = H lim | f, (ede UM 


PRA Ta BJ E TES. 显然 :DDOÓA £9) C. ACA sw). 如 果 £ 
为 多 项 式 , 则 对 一 些小 的 h 有 
mes(C\ U A(A,w))-20 


{wl|glw)=0} 


(HE AJ FE 82 - FR f$ [Ñ sg (Flexor-Sentenac) 1989). 对 一 
J EU BR g, 当 有 为 实数 时 ,有 
lim mes(C\ U Dth,w)) = 0. CD 


{wlg(w)=0} 


3$ g dE EUER PE 2% P] SUD AR sing(g”) 是 一 个 离散 
FHA OAH WW utl Bt E (Bergweiler, W. 2, 
PS Xu (Haseler, Ei. 5g W fi (Kriete, H. 2, RW äu 
(Meier, H. G. 2, $E f& 3€ X CTerglane, N. 2 SE Á + 
1993 年 证 明了 (1) 仍 然 成 立 . 一 个 未 知 问 题 是 :条 件 
"singCg VEAR” EREA? 

IR ME # (basin of attraction) 
x". 

ER (renormalization) 复 动 力 系统 的 一 
个 概念 , 它 在 二 次 多 项 式 的 研究 中 很 有 用 . 设 f:U 
>V 是 圆 盘 之 间 的 真 映 射 . WRU 是 V 的 紧 子 集 ， 
则 称 f 为 类 多 项 式 映 射 .显然 ,此 时 U 和 VV 都 不 是 
£ m. tT (Douady, A. )、 胡 巴特 (Hubbard ,J. 
M. ) 于 1985 年 引进 填充 站 利 亚 集 K COE XN : 

K(f) =F"). 
Sy iE J ARE KOBAR. 设 fe )==* +C 
CH fti BJ — Ux E X sÑ n] 8 eh SE šu 2E 38 4k, I b HET 
X. WR EF SIZE U 4$ V,z—0CcU,fBig fuU 
>V EŠ- IK £ UC HR BF. FAS). MS 
A EER, EHU, VRA 了 7° 的 一 个 重 正规 化 . 
重 正规 化 是 惟一 的 , 即 fr 的 任何 两 个 重 正规 化 具有 
相同 的 填充 茹 利 亚 集 , 记 为 天 ZS 
r(f) = (n > 0|/" BT EERE). 

xr rO0 2892623 R, ME / AACR XR IE HI 25 25 25 
(Yoccoz,J. C.) F 1994 FUERA T-S f YE JOD E 
具有 不 变 线 域 , 则 f 必 是 可 无 限 重 正规 化 的 . E 
BS (McMullen,C. ) 于 1994 年 证 明了 ; 强 无 限 重 正 
规 化 二 次 多 项 式 在 其 茹 利 亚 集 上 没有 不 变 线 域 . 


见 “ 松 弛 牛顿 


类 多 项 式 上 映射 (polynomial-like map) JU“ 
正规 化 ”. 

填充 茹 利 亚 集 (filled Julia set) 见 “ 重 正规 
化 ”. 


无 限 重 正规 化 (infinitely renormalization) J, 
“ 重 正规 化 ”. 


Ys D PE EE Te 


遍历 性 理论 (ergodic theory) ”从 统计 学 角度 
来 研究 一 个 系统 在 长 时 间 内 演化 性 质 的 一 个 数学 分 
支 . 遍历 理论 研究 的 基本 课题 可 参见 “动力 系统 ”、 
"38 y TE" "Nam" "8" C EE ERE VG ALS 
数 ” 等 条 目 . 

保 测 变换 (measure-preserving transformation) 
遍历 性 理论 研究 的 基本 变换 ,代表 一 个 系统 的 保持 
某 种 信息 量 的 随时 间 的 演化 . 设 (X S06 10, YZ, 
) 为 测度 空间 , 卫 :X 一 7 A PRG. A TUBE 
(VB€ Z), WM T AA MR. ET 是 可 测 变 换 且 
wT 'B)=v(B)YBE A), WK T APD BR. 若 
T FR AA TOR ARMER BE T' H up qx 
测 变换 . 保 测 变换 的 例子 是 大 量 存 在 的 .例如 ,物理 
学 中 由 哈密 顿 方程 

dq; d p, l 

ER = > E ——= ^ G = 1.2.7.2) 
的 解 X,(p,q)( 初 值 为 (p,qg)€ER”) 决 定 的 系统 

(T, R” == Rpg) eA pg) fe R) 

中 ,每 个 TOUS ru) R”, , z) J Dr n] wi qi WI 
AF PR , Wo b R”, A, 10 9B 9 6] 89] LG JR]. FT 
的 可 测 性 与 保 测 性 有 如 下 简单 方法 : 设 (X,-ez ,A)， 
(H 28 7S o HE ER B DU E a H, H 2 为 生成 ZK 
FRE, Save, T BEoO,W)T So TI 
的 ;车 进一步 有 oT B) =B), MT E NJ B ZS 
见 本 卷 4 测 度 论 ?同名 条 )， 

可 测 变 换 (measurable transformation) 
测 变 换 ”. 

RJ iX GR Jl SE FR Cinvertible measure-preserving 
transformation) Mr" 

48 58 Fi 3 fir (Bernoulli shift) 一 类 典型 的 保 
测 变换 , DE Y —(0.1,n—1) (Y B, VERRE 
[E] ,这 里 A=2° ( El Y 的 全 体 子 集 集合 形成 的 o 代 
数 ),v 是 由 概率 向 量 p= pos pisto pai) BEC) 
= pizz06 —0,1,,n—1»H 


见 “ 保 


所 给 定 的 概率 测度 . < 
x- Üx 


GX EMER EZA XS=Y), A 是 由 X 的 柱 集 ( 即 
Ba (z— GO € X zi, Sj ,zi = j) S SEG E 
的 o 代数 .在 柱 集 上 定义 测度 py 如 下 : 

exe = (r) € X |z, = Hott zi, = AD? 


= P; Pi,’ Pi,s 


m mH 性 SB dt 


则 可 惟一 延 拓 为 -ex 上 的 概率 测度 . CX ep) E 
的 左 移 变换 o, NK, Cr) mely CP y= ne MI 
€ Z) PR A B BERE br. E: CX. o 20 EB 
变换 . 

马尔 可 夫 移 位 (Markov shift) 
的 保 测 变换 . EY —1(0,1,n—1). 


X == TIS 
这 里 X,—Y.Vi€Z.ov JE H X AARC {r= 
GO) € X | xi, — jio tox = 4) RA) A JR o - 代 
BX P= {Pos Piss baa AEH I] E CAS NL“ Al 
6") A=Ca)HAnXn BS BLAR CBP 2,220, Vi , 7 
ElOslo 2-1} H A 的 每 行 各 项 之 和 为 1), 并 设 
po A 满足 


一 类 用 途 广泛 


Bl pA- pCH fi Zr -35 BW Ju, Sir sg JH, iX uj A 
M). 在 柱 集 上 定义 测度 ya 如 下 : 
palir = Gc) € X |z, = joti Ji 
ge Lite = Jy] = PjajjRA t iy? 
则 jy FY PE — $E 38 2g CX 0 E BJ BE E W RE. CX. 
Ly ps) EAB BR o: X— X Gr GO CHF y, 
二 Xiti1，YVi€2Z) 就 称 为 马尔 可 夫 移 位 . CH (X , ov, 
Ha) E RS i UI AS n 
HE hu Se [n] U3 = H ( Poincaré recurrence theo - 
rem) He tse (Poincaré, CJ. -2H. ) 在 遍历 理论 的 第 
一 个 定理 ,由 庞 加 莱 获 得 . 他 研究 了 下 列 方 程 
dz = f(x), (1) 
xP, fEC'(CU,R") UCR” 为 开 集 , 且 ， 
1. Ve €U.CDU p 为 初 值 的 解 z(p,，*):R 
>U 存在 . 
2. 记 S= Cfi f. | st Fu M 


m If, Si 
2, a PH OWES es? 


3. U BJ 8] D dé WI ER BR. 
庞 加 莱 发 现 , 对 依 勒 贝 格 意义 下 的 几乎 所 有 p 
EU, 
liminf | x(p.t) — p || = 0. 


由 此 导致 他 证 明了 下 述 庞 加 莱 回 归 定 理 : 设 了 为 概 
率 空间 (X,-e ,Ap 上 的 保 测 变换 ,对 任意 AC -ez , < 
A,—(x|r€ A. AHCI d^ n€Z ET" DE 
A} WW A-B aA) — A CAD. 根据 上 述 定理 , 当 
X 为 可 分 度量 空间 ,-ez 为 其 波 莱 尔 o 代数 时 , 则 
ACCU xc & wlr) 1 一 0, 即 几乎 所 有 点 都 是 回归 的 ， 
4B EE ie Jp EJ (Birkhoff ergodic theorem) 
遍历 论 第 一 个 重要 结果 . F (X o ,py,T) 是 一 个 保 
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Si 7) 系 


测 系 统 ( 即 工 为 保 测 变 换 ), 一 个 可 测 函 数 f;X 一 R 
代表 对 系统 的 一 种 测量 , (AG f(T 2 SS 
轨道 {xz ,Tzx,…}) 的 一 种 信息 . 在 统计 力学 .信息论 
中 ,一 个 重要 问题 就 是 f 随时 间 的 平均 值 的 极限 
是 否 存在 . 4D ERE X (Birkhoff ,G. D. ) 针 对 此 问题 证 
明了 下 述 定理 , 即 伯 克 霍 夫 遍 历 定理 : 设 (X， 
为 概率 空间 ,T:X 一 X 为 保 测 变换 , 则 有 如 下 结 
1. 若 f€ L'OX) , Wi 
lim D 
u 几乎 处 处 存在 . 
2. 若 JE LOO 1 px 3 oo MJ 
JF lim LS fara» 
亦 属 于 了 上"(X) 且 
lim|7 — LY T0, = 0, 
FO Go) ef n, fe Ex: 
3. 对 任意 f€ LOO JB 
| Fav = 1 fdz. 


遍历 性 (Cergodicity) ”描述 点 的 轨道 在 空 间 的 
分 布 状态 . 遍历 论 的 一 个 重要 研究 课题 就 是 相对 保 
测 系统 (X,.o ,py,T) ,每 个 fEL1(X) 的 时 间 平 均值 


EES) ix) 


是 否 几乎 处 处 等 于 它 的 相 平 均值 | fan 当 上 述 条 
件 满足 时 , 称 (X,.x ,py,T) 是 遍历 的 ,简称 7 是 遍 
Bi RS. 可 以 证 明 以 下 条 件 等 价 : 

1.7 是 遍历 的 . 

2. 对 任意 AC X FT 1A— A, Hl Z(A)=0 SÉ 
ACA) — 1. 

3. SHE XE EF € o, uCE)20, CF) 770, DI 
存在 n20,.18 uCT"E(| F)>0. 

4. 对 任意 AC o P CA) 770 , M 


Di UT-*A)-1. 
5. 对 任意 AC, oe, 
ta) = lim Li(osjsn gae 
则 caCr) =p A), 1a. e. . 
6. 对 任意 A, BC x, 
f 1 n — 1 "E 8 
lim 52,40 A N B) = (A) aC). 
7. xE X up il p C SG fe T—= f, pa. e., WI 
了 几乎 处 处 为 常数 . 
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8. lim LS Ufo) = (,1)G,2), Niege 
L'OX), rB U+. LN, f > f ° T. 
从 上 述 结 论 还 可 看 出 ,遍历 性 意味 着 (X,A) 相 
对 7 了 的 不 可 分 解 性 . 比 遍 历 性 更 强 的 一 个 回归 条 件 
就 是 强 混合 性 :对 任意 A, BES, 
lim AT A N B) = AB), 
DYVA, BE B. u(B)>0, 


lim Tara 


这 说 明 最 终 了 均匀 地 将 4 分 布 于 整个 空间 . 可 以 证 
明 以 下 条 件 等 价 : 

1.7 是 强 混合 的 . 

2.limAT "APT A) Lt A1 (VAE o). 
LXX 


弱 混 合 是 介 于 二 者 之 间 的 回归 性 质 
BEY, 


:对 任意 A, 


| 1 n—1 P H H 
lim n ICT A N B) — kCA)|4(QD) | = 0. 


下 述 条 件 是 等 价 的 : 
1. 了 TT 是 弱 混 合 的 . 


, ] = ; B uH 


Vf.gcL' (X). 
3. HEX A BEL, FEZ 稠度 为 零 的 子 集 
J ,使 
lim p(T™A MB)=y(A) AG). 


4. Ur 的 特征 函数 是 常数 . 

从 定义 可 以 看 到 : 强 混合 > 弱 混 合 芒 遍历 ,但 反 
之 不 成 立 . 如 单位 圆周 上 的 无 理 旋转 是 遍历 而 不 是 
弱 混合 的 .另外 , 柴 肯 (Chacon,R.V.S. 2 1E 1969 年 
给 出 了 一 个 弱 混合 而 不 是 强 混合 的 例子 ,此 例 可 见 
RE (Petersen, K. ) 著 的 《Ergodic Theory). 

JEJE strong mixing) “GRATE”. 

弱 混 合 (weak mixing) W“ J FE”. 

惟一 遍历 性 (unique ergodicness) 遍历 理论 
研究 的 一 个 重要 内 容 . 设 久 为 紧 致 度量 空间 ,多 为 
HERRI AE KW HERRI. VOX T) 
表示 X 上 对 了 不 变 的 波 莱 尔 概率 测度 组 成 的 集合 
则 可 证 明 AX, TAS. .U(X,T) 只 含 一 个 元 
素 时 , 称 了 是 惟一 遍历 的 , 且 如 下 条 件 等 价 : 

1.7 是 惟一 遍历 的 . 


2. 极限 lim SEET 存在 ,VzEX,yre 
Q'UXOVE E: RRS r EF. 


3. 极限 lim ESAT) — Bee BEI ER, 


VI€C' CX). 

当 7 是 惟一 遍历 映射 时 ,A (X,T) 中 惟一 元 
素 p 的 文集 是 一 极 小 集 , 且 人 相对 py 是 遍历 的 .但 
存在 例子 表明 , 极 小 映射 未 必 是 惟一 过 历 的 . 

不 变 测 度 的 遍历 分 解 (ergodic decomposition 
of invariant measures) 反映 了 不 变 测度 与 遍历 不 
变 测度 之 间 的 关系 . KT OA BO a CX Bp) 
上 的 保 测 变 换 ,.F CD) XN f o -代数 (BE B17T B 
= B), WHE X 的 一 个 可 测 分 割 5= (C, a| € .% ) S 


EBOST (T) (此 处 BERIA £ "E REB o- 


代数 ;二 表示 对 YC E 五 (8) ,存在 CE % OD), fil 
HCAC') =0, BR ZIMA), 
x = CC.) RESCH WG) S=; 


对 Ya€ % ,TC.CC., ARERR rh + C, 上 的 概率 测 
BE pas ET | 相对 jp Red EHS d KE 
历 测度 (a. |a € .多 ) 的 平均 和 , 即 存在 -A(X,T) 上 
集中 于 {w|eE ,多 } 上 的 概率 测度 7, 使 


HCA) = AKAD Cpe) (VA C B). 
(XT) 


VA Ert ee |a €C. JAI EI AR ZA Bm 
遍历 分 解 ,C, BR Aid at xc. 

遍历 分 支 (ergodic component) 
的 遍历 分 解 ” 

概率 空间 的 同 构 (isomorphism of probability 
spaces) 测度 空间 之 间 的 一 种 结构 等 价 关 系 . 设 
XA, n) CN ,多 ,站 是 概率 空间 , 若 存 在 AC, 
BEBE p(A)=v( B=1 及 存在 可 道 保 测 变换 
T.CA, X |as) CB, Z8 | v2 , MERCX, £., u) F 
(Y ,28 o E: |H] fg AY. 

勒 贝 格 空间 (Lebesgue space) 一 类 十 分 重要 
的 测度 空间 . 若 概率 空间 (X,-e ,py) 同 构 于 (0,sj]U 
(yi, yz 28 m2 , E rh B EME (AU Lyi} AC 
Lo0,sj] 为 勒 贝 格 可 测 集 ,i EN}) 的 最 小 o 代数 ,m(y) 
二 p; 之 0,1 EN,m(A4) 二 C4) 为 [0,s] 上 的 勒 贝 格 
测度 )， 


见 “ 不 变 测度 


Sh 2455 
WE Ab yis ，…} 可 为 有 限 集 或 好 ,那么 就 称 (X,-e7， 
A) 为 勒 贝 格 空间 . 可 以 证 明 , 若 XX 为 完备 可 分 的 度 
量 空 间 , 则 波 莱 尔 概率 空间 (X, 胸 (X),Am) 的 完备 化 
为 勒 贝 格 空间 . 

保 测 变换 的 同 构 (isomorphism of measure-pre- 
serving transformations) 保 测 变换 之 间 的 一 种 等 
价 关 系 .遍历 论 的 一 个 重要 研究 课题 就 是 保 测 变换 
的 分 类 问题 .分 类 主要 有 如 下 两 种 方式 : 

1. 保 测 变换 的 同 构 : 设 7,S 分 别 为 概率 空间 
CX ox , 1) (Y ,5 上 的 保 测 变换 , 若 存 在 零 测 集 


性 理 it 


ju pm 


X,CX,Y,CY KI XRM D: XX YY., AË 
Ð ° T=S ° 6 E XXX, ERMS, WT AS 是 同 构 
B. 

2. 保 测 变换 的 谱 同 构 : 设 TT,S 如 上 ,车 存在 同 
E L:L'(X)>L Y), 4E L»U£,-—-U,;eL,W|$k T A 
S 是 谱 同 构 的 . 

易 证 : 同 构 > 谱 同 构 , 但 反之 不 然 . 例如 ,所 有 伯 
努 利 移 位 都 是 谱 同 构 的 ,但 并 不 都 是 同 构 的 . 研究 两 
个 变换 是 否 同 构 ( 谱 同 构 ) 的 一 种 典型 方法 就 是 寻找 
A GER MONEE. aT RAHI P, SST 
TJ GEA) US 也 具有 人 性质 己 ,那么 就 称 性 质 P 
为 同 构 ( 谱 同 构 ) 不 变量 . 事实 上 ,遍历 、 强 混合 , 弱 混 
合 均 为 谱 同 构 不 变量 ,7T OY) CU EE a, CT) E a 
不 变量 ,而 且 对 伯 努 利 移 位 是 完全 不 变量 ,这 就 是 奥 
AWH (Ornstein, D. ) 的 着 名 结果 一 一 奥 恩 斯 坦 定 
理 : 两 个 但 努 利 移 位 同 构 的 充分 必要 条 件 是 它们 具 
^H YR [e] BJ NN. 

t mj S7 3& AY ÚS [e] J (spectral isomorphism of 
measure-preserving transformations) L “4% Wij 2 
换 的 同 构 " 

i [m] 4g £ ZE E (spectral isomorphism inva - 
rant) 见 " 保 测 变换 的 同 构 ” 

奥 恩 斯 坦 定 理 (Ornstein theorem) 
换 的 同 构 ” 

(Sr 3& AY FE YE (conjugacy of measure-pre- 
serving transformations) 保 测 变换 分 类 的 一 种 方 
法 . OX o ,py) 为 概率 空间 ,在 o 上 引入 等 价 关 


R:A~BOu(AAB)=0 (VA, BC). $ X= 
(43 À HA NEB AC o ) ,将 .oz 中 的 并 、 交 、 
差 、 补 、 对 称 差 ,包含 关系 自然 延 拓 到 .史上 ,并 定义 
ACÀ) — n CAD , ILES] E CX e, WX, po BD WI 
度 代 数 . BEE —— ELERI FIO E 
F(AAB) = F(A)AF(B), 
A(À) = v(FCÀD), 


ër A I BE RX 20 (YB) RE EJ E 09. 
TA VA — T-1(A) (VA € o Y, 
W T.S^B3 N (X. Z, u), ON, Boy) FE PJ WU ER, 


Etpe ke, DË, T=S F, WRT A 
S fe Jt Uu IJJ. 4 E uE BH , E FY > Jg — 1E fa] 3 . fH Ie 
之 未 必 成 立 .在 一 定 条 件 下 ,例如 , 当 X,Y 为 完备 可 
分 度量 空间 ,(X,-o 10 (Y 28 D AGE IR EBS 
fis] EST , [E] j 4 FE Be AS S. 

测度 代数 (measure algebra) 
tk iy”. 


见 “ 保 测 变 


见 “ 保 测 变 换 的 
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uj 7) 系 


测度 代数 的 同 构 (isomorphism of measure al- 


gebras) ML“ fil 3E B JE Sg". 
可 测 分 割 (measurable partition) S] Jl f& 25 [Al 
条 件 测度 理论 的 基础 . 设 (X,._x ,py) 为 概率 空间 ,XX 


的 一 族 互 不 相交 且 并 等 于 X 的 非 空 子 集 就 称 为 X 
的 一 个 分 割 . 设 了 为 X 的 一 个 分 割 , 阁 4C-ez 可 以 
表示 成 & 中 若干 个 元 素 的 并 , 则 称 AA SR. X 
(A,|ve Z } E: X rh u AS CS, MRE BEAT AS E 的 
任意 两 个 元 素 , 即 对 任意 C,C € 6. AE v€ 7 ,使 C 
C B,,C' GB, sk C€ B,.C' CB, ABA LER A FC 
ARTE C BJ 38. MIR EUR — T 38, AE RA 
可 测 的 . AWW J £ BJ £ RA RH o 代数 称 为 8 
AE p HN o 代数 . 可 测 分 割 最 重要 的 性 质 之 一 就 是 它 
可 被 有 限 分 割 逼 近 . 

£ $ (E-set) DL“ np gn ran”. 

DEJE AY d& (basis of partition £) 
Si, 

分 BIC 生成 的 c 代数 (o-algebra generated by 
partition ©) Bl" nil 3". 

Hü HU S (EU RE EK (canonical system of condi- 
tional measures) 测度 论 中 一 个 十 分 重要 的 概念 . 
它 的 存在 性 是 勒 贝 格 空间 可 测 分 割 的 一 个 重要 性 
质 , 利 用 它 人 们 可 以 用 一 般 的 可 测 分 割 来 讨论 炉 , 这 
尤其 对 讨论 炉 与 李 亚 普 诺 夫 指数 等 的 关系 十 分 重 
要 . CX oe ,1) 为 勒 贝 格 空间 ,5 为 X 的 一 个 可 测 
分 割 . xE X. X 相对 名 的 因子 空 
由 8 的 元 素 组 成 ,对 X/E WI S E,# Uc e C€ oo, 
WW AK E 可 测 并 定义 E CE  uCU ce £C). 在 上 述 条 件 
下 ,存在 惟一 (在 yx 几乎 处 处 相等 的 意义 下 ) 一 族 概 
率 测 度 {jy}cer, 满 足 : 

1. (C, |c, pce) 对 ura. e. C 是 一 个 勒 贝 格 空 
EI 

2. X] AE XL, uc (ANODE X/F E BS al ill eg 
X. H 


见 “ 可 测 分 


CA) = [A N Ca (C). 


上 述 4pejees 称 为 上 相对 于 上 的 典型 条 件 测度 族 . 

ill Hz HS (measure-theoretic entropy) 亦 称 柯 
尔 莫 哥 洛 夫 - 西 奈 不 变量 . fB) TRO. 遍历 理论 的 重要 
概念 之 一 . X — OR UR T fei B. YE. BX, u) 
为 一 概率 空 IR] , m (A Ast A) AX BJ— DR 
可 测 分 割 ， 


k 
HE) —— 3. tant) 


(34 u=0 时 ,定义 ulnu=0 SERE Ar 9E BU. L 

是 从 信息 论 角 度 反 映 分 割 复杂 程度 的 量 . RO. 为 

两 个 有 限 可 测 分 割 ,$V 7 表示 分 割 {(4 人 1B|1AE5,B 

EP. BRT HX, Z, w) ERRIME. XI ERE S 
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x CX ZE, oW F XE 


Du = C V T'E V as V jen 
pu 
A(T 6) = lim HE) 


就 称 为 了 相对 Ç BO N CUED ER REE). CE 
5 随时 间 演变 的 信息 增加 率 . 


h(T) = sup OT, 
5 为 区 的 有 限 分 割 


就 称 为 了 WR. AHA h TORR ATIY y AAE 
关系 . H A zs [8] _E GR DU 2 RY Nj n] p — J n] dU A 
Hl E X. (Z LRR”). E EMA B. o AER X 
中 的 点 在 工作 用 下 运动 复杂 程度 的 量 . 对 于 满足 一 
定 条 件 的 连续 时 间 的 保 测 系统 (Xe ,Ap TO G € 
R*) ,可 对 每 个 固定 to, 定义 h(T”%) 且 有 关系 式 
ACL oC 

KF. Vm € NH ACT”) mh CD. 24 T ol 
AY ACT D =ACT ). REIS CR PE nT SS LU CDU] ERY 
I] Fg , ABS ER n] BS BL“ P OR SERE IRA VU 2 E EE”, 
WS EW 3E VEA TR S BJ KA GE EE 
Wh) EE Bj E H F| Z BE PIE 2 ( KojiMoropop, A. H. ) F 
1958 #E5| A BJ. 

JJ RES -AZA BE (Kolmogorov-Sinai | 
invariant) —B[ “MJ BE ij ". 

$4 tiġ (conditional entropy) 一 个 从 信息 
ARE os s s M SX. ER. 


BOX, ,1) 为 概率 空间 ,f= (Ais Ass tt Au ?一 
(Bis Bos* We »B,} PX ME 
CA. N B), CA N Bp 
H([m--— Y» 25 l p. 
8 H(A; N Bp 
= 2, CA, BN E 


就 称 为 在 条 件 9 F 038. 它 从 信息 论 角度 反映 了 & 
相对 7 的 复杂 程度 . E — JE Hb, EX, A ,py) 为 勒 贝 
格 空间 ,6,7 为 六 的 两 个 可 测 分 割 , 则 儿 相 对 7 的 条 
VF TR XE X U 


HE = = [Ins (GC) BS dylr), 


其 中 7(z) 表 示 7 包含 KA 的 元 素 (Ioco JJ HA LE W(x) 上 
的 条 件 测度 (参见 “典型 条 件 测度 族 ”). 对 于 勒 贝 格 
空间 (X,_x ,yx) 上 的 保 测 变换 了 7,T 的 (测度 ) 炉 可 
等 价 地 由 下 式 给 出 

h(T) = supH (Š | Dor 


其 中 sup 表示 对 X 的 所 有 可 测 分 割 & 取 上 确 界 . 
RAR Et (entropy map) 遍历 理论 的 重要 概念 
之 一 . 设 及 为 紧 致 度量 空间 ,T:X 一 XX 为 连续 映射 ， 
HMA(X,T) 为 了 -不 变 的 波 莱 尔 概率 测度 构成 的 空间 
CRF 88 cS 38 380. 从 CX T) 8| o, + oo ] ËJ BË 
B] uth, (TAT AR. T HTTP BP, T BJ 38 


=Ó 系统 


在 这 里 定义 1 适用 于 一 般 紧 致 拓扑 空间 . 拓扑 
Ai E — i +E tip 2E 1 LEUR II HE RELAIS EA, 主要 反 
映 状 态 空间 上 了 映射 的 动力 学 行为 的 复杂 性 ,不 同 点 
在 于 它 是 从 拓扑 的 角度 来 进行 描述 的 . SR +F SS WI 
度 炉 有 密切 的 关系 (参见 “ 变 分 原理 ”). YR TIRE AE HH 
3 83 (Adler, Roy L.)、 康 黑 姆 (Konheim,A.G.) 
TIL A £8 E (Me Andrew, M. H.) + 1965 年 引信 
的 . 

(n,€) 53 B $E ((n,&) separated set) 
EM 

(nse) S R(n, Ee) spanning set) 
ur. 

44 ¢#$ JE (topological pressure) 遍历 理论 的 重 
REG — tB 8d EE. (HS 
Beg a]. XX 为 连续 映射 .用 C(X,R) 表 示 X 
上 的 所 有 实 值 连续 函数 构成 的 巴 拿 赫 空间 ,每 个 
JECGCX,R) 可 视 为 和 上 的 一 个 观测 栖 数 , 记 


fl 
CO Ea T 


有 下 述 四 种 等 价 方式 来 定义 拓扑 压 ， 
1. 对 /EC(X,R),n 宇 1,X 的 有 限 开 覆盖 z, 


aT s 37 ai eS 18 H 
8 EB 


Bes 


见 拓扑 


见 “拓扑 


VT a 的 有 限 子 覆 盖 } ， 
P(T, fy=lim| sup lim Ing, (T's fa) |a 3g 
X 的 有 限 开 覆盖 且 diam (a) <6} |. 
映射 PCT,。，):C(X,R) 一 RU (ceo), £g > P (T , PRR 


为 了 的 拓扑 压 . 
2. 将 1 中 的 gq,(T,f,a) 重 新 定义 为 


g.(T',f,a) = inf | 3. sup e^t? | By 
8 ' ggg "ER 


VT ‘a AR Ba} ， 


RR ERR FB el. 
9: 对 f€CCOX,RD nzzl K e 之 0，, 今 


QT, f 52) = inf] 91e [E 3g 
r€F 
T 的 (n,e) 支架 集 } ， 
P (T ,f) = lim lim sup TIn Q,CT, fre). 
€—0 n— cx 
we Sf PCT, © ):C(X.R)—RU (oo) PRAT WJ in +h 


JE. 
4. 对 了 EC(X,R),n 之 1 K z=0,<— 


PAT, fe) = supl > |E X 
r€E 


的 (se) 分 离 集 } ， 
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P(T,f) = lim lim sup 二 In P, CI. fue. 
ESO n— oo 


P(T, * ):C(X,R)—RU {oo}) 称 为 了 的 拓扑 压 . 
从 上 述 定义 易 见 PCT,O)=ent(T). PCT, +) 
的 一 个 重要 性 质 就 是 它 可 以 决定 CX TO n Boo 
Ko 此 处 UY (X,T) 表 示 波 莱 和 尔 测度 空间 
(X ,5CX)) 上 了 不 变 的 概率 测度 所 组 成 的 集合 ， 
性 质 可 见 下 述 结论 : 设 了 为 紧 致 度量 空间 XX 上 的 连 
BEBÉ ent CD) eon 4 OX ,多 (X)) 上 带 符号 的 
有 限 测度 , 则 py 是 7 不 变 的 充分 必要 条 件 是 


[fdr < Par) Wf € COR). 


拓扑 压 的 男 一 重要 应 用 可 参见 “平衡 状态 ”. 拓 
扑 压 理论 的 思想 来 源 于 统计 力学 ,这 一 概念 最 初 是 
H F J ZK (Ruelle,D. ) F 1973 年 引进 的 , 它 是 通过 
由 状态 空间 上 的 观测 了 消 数 所 获得 的 信息 量 来 反映 状 
态 空 间 上 一 个 映射 的 动力 学 行为 的 复杂 性 . 拓扑 压 
与 测度 精 的 关系 可 参见 “ 变 分 原理 ” 

变 分 原理 (the variational principle) 揭示 拓 
FE Hi) B] < 28 EE TE 89 zS Ph Fb A I OR AR. FE BJ 
变 分 原理 : 设 X 为 紧 致 度量 空间 ,7';X 一 X 为 连续 
映射 Wi 
PTS) = suplh,(T) + [fdele € AXD). 
4 f=0 SET BIG BAS rR E TE EIR ALE F A 

ent(T) = sup{h,(T) |p € (X ,T)). 

平衡 状态 (equilibrium state) 遍历 理论 的 一 
个 概念 ,这 一 概念 在 统计 力学 中 占有 十 分 重要 的 地 
位 . 设 了 为 紧 致 度量 空间 X 上 的 连续 映射 变 分 原 
理 提 供 了 一 条 在 .W(X,T) 中 发 现 特殊 元 素 的 自然 
RFE. SECA, R) EUELA TESA 


PCT, f y= ACD + [San 


RZ W uA /相对 了 ) 的 一 个 平衡 状态 ,简称 平 
衡 态 . 关于 平衡 态 的 存在 惟一 性 已 有 许多 结论 . 例 
W KT ATS AA VPC CX ROMA FES. 
Pg As (Sinai, J. G. 2 5 BRK (Ruelle, D. ) 最 早 将 平 
衡 态 理论 应 用 于 微分 动力 系统 的 研究 ,并 有 如 下 和 典 
型 结果 : 设 M 为 紧 致 光滑 流 形 ,T :MM 为 公理 A 
微分 同 胚 , 则 存在 usas s e € Q0 TO) ,满足 : 
1. 对 每 个 Ile T. 


B, = c c M | ere x, | 
具有 正 勒 贝 格 测度 且 MN U B, 的 勒 贝 格 测度 为 零 


2s 存在 一 个 上 自然 的 9€ COM FO BS Ga sns 
LREN PET RSA E BUSES. RTT 


1 ncs] 
p H 07 > Lj 


意味 着 对 每 个 JECCAM,R) ,有 
" SST x) Jax. 

这 说 明 几 乎 所 有 点 的 轨道 渐 近 行为 的 统计 学 性 质 由 
HAR RE. 

西奈 - 吕 埃 尔 - 鲍 恩 测度 (Sinai-Ruelle-Bowen 
measure) 简称 SRB 测度 ,是 公理 4 Aa RE 
其 吸引 子 上 的 一 个 具有 物理 意义 的 不 变 测 度 . 设 M 
SC, M—-M 为 C? 公理 4 thot TAAL A 
为 了 的 一 个 拓扑 传递 的 吸引 子 o PAR Sinai, J.G.), 
E R/R (Ruelle, D. ), 85/8 (Bowen, R. ) 证 明 在 人 上 


LAAT iE > ao os de 
a (0 
JG Ab AC Ca) mPOA f E x AER MERE VEA REX 
及 相应 的 重 数 . 


2. p 在 不 稳定 流 形 上 有 绝对 连续 的 条 件 测度 . 
3. M, = (zl lim LS SEET 


VEE COM bi 


是 一 个 开 集 (忽略 掉 一 个 勒 贝 格 测度 为 零 的 集 ). 

4.A 在 小 随机 扰动 下 稳定 , 即 粗 略 地 说 ,对 任意 
LEM BRINKER OH HAM ze B (T<, 
e) 上 的 一 个 一 致 分 布 ,ps 为 这 一 过 程 的 不 变 测 度 , 则 

be pp G0). 

上 述 和 名 条 是 相互 等 价 的 . E MERA SAE 
的 SRB WE. 运用 对 应 于 李 亚 普 诺 夫 指数 的 不 稳定 
流 形 理 论 及 勒 贝 格 空 间 的 条 件 测度 理论 ,SRB 测度 
的 定义 可 推广 至 一 般 非 双 曲 动力 系统 . 

次 可 加 遍历 定理 (the subadditive ergodic theo- 
rem) 伯 克 霍 夫 遍 历 定 理 的 推广 . 在 微分 动力 系统 
遍历 论 的 研究 中 ,一 个 有 意义 的 问题 就 是 研究 流 形 
上 微分 同 胚 所 导出 的 切 空间 上 变换 的 渐 近 行为 , 即 
Xt RRS RIG M 上 的 微分 同 胚 工 ,研究 1DT”* w | 
(€ T.MDB8 n 的 变化 关系 . 首先 注意 到 

IDT"**Go| < IDT" GO | |DTMT"z) | , 
EG f(x) 二 In 1DI™(zx)|, 则 f < f, + f, ° T", B 
{fa) 满 足 次 可 加 条 件 . 为 研究 类 似 于 极限 
lim ln|DT"(z)| 
I ££ TE PE [8] BL, Se (Kingman, J. F. C. ) 证 明了 如 
下 定理 (次 可 加 遍历 定理 ): 设 (X,.ez ,wz) 为 一 概率 
= la), T: X > X 为 保 测 变换 ， (5: X — R U 

ITELI: 

2. 对 任意 n kl, fn < f,+ f, ° T" pa. e. , I 
FERM Ex f:X 一 RU (0), E: 


j J 性 


jg 论 


f*€LGD,f T — f wae, 


lim ly = f parë; 


ja IET ids I| Tips | EE 
对 gELI(X), 令 


i= EOD. 

则 由 上 述 定理 即 得 伯 克 和 霍 夫 遍历 定理 . 还 可 得 到 下 
述 推论 : 设 了 为 紧 黎 曼 流 形 M EKC 映射 , 则 存在 
Be ZO MD Ap ll wR X: M—>RU (— æ}, 115$ T B 
CB,u(B)—-1(Q/u€.XCXOM,IT)D,.BXXTTXTCB, 
有 

lim -In|DT^(3)| = x(x), 

n~t+o M 

ICI EE pim 

lim 1 fin DT” |d = inf 1 fin IDT” |dz 

= [xaz (Y € HAM,T)). 

为 了 研究 1DT"(z)v|(vET,M) 随 的 变化 规律 , 奥 
PH | ARR COcenenen, B. M. ?进一步 证 明了 著名 的 乘 
法 遍历 定理 ,此 定理 已 成 为 动力 系统 光滑 遍历 论 的 
Be. X AE BIN 2 HI F KT AARC SIE 
M Ei cC m Sp, WEE BC ACM) 3#ETBCB, 
u(B)=1 (YuE ⁄Z(M,T)), MER H, #E u 
Wl HK EF + AY BE oo < A (z) SAP (xz) < + < 
AS (z) < + o X R| I ff F r TM 的 线性 子 
z ih] £0} =V Ce CU V (rT cV"? ( y y = 
T.M ,使 得 


ie | = Os 
n—4oo M 


Vu€ V? (DVE? (x),1xtics GO. ET AM EW 
C SAAR. Wé BEC BM), W TBCB, 
uC(B)21 (Vp € -4(M,T)). AMER z€ B,# # 
up Ju AGE > BBR co < At) GOAT GO 
AS (z) < + eo É np PRSE x AY T.M 的 直 和 分 
fit T.M=E% (ODE G20D-- GOES? (x) ,使 得 


iim In | DT ** w] c as 
n— + co 


VuC E? (x),vzEO, 1xCu xis Cx). EVRA? GO AER 
TEA z 的 李 亚 普 诺 夫 特征 指数 ， 
mU? (z) = dim V (x) — dim V“ (x) 
或 
po ume o 
SUE AU CO BA] BR. 对 一 个 遍历 的 e€ CM LT) 
MB s(x) AP Dm (x) wa. e. x ABR. 
乘法 遍历 定理 (the multiplicative ergodic theo- 
见 “ 次 可 加 遍历 定理 ”. 
李 亚 普 诺 夫 特征 指数 (Liapunov characteristic 
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rem) 


exponent) $4 4:234 J # Zt JH 6 W — TERMS. 
FE Yr l 71 # Bt M D ie BJ SEP OS UE tele 
BE =P d BS HJ z [8] E B5 2 FE RE 18 BJ TT 29 B E 2H 
助 于 了 解 流 形 上 非 线性 变换 的 渐 近 行为 . 1965 年 ， 
奥 谢 列 杰 茨 ((OceremremryB. H. )) 证 明了 广泛 被 人 们 
采用 的 乘法 这 历 定理 并 由 此 将 李 亚 普 诺 夫 特 征 指数 
的 概念 引入 微分 动力 系统 .事实 上 , 早 在 1963 4E, ER 
Ly EO UEB] T TE BAAR AE B 3 TA yi J ZE ER CO. Ze 


涵 状 态 流 形 上 的 一 般 形式 的 乘法 遍历 定理 ), 并 引入 


李 亚 普 诺 夫 特 征 指 数 的 概念 . 对 vC TM, ce M,# 
ACr,U) = lim Lin|DT"GOv| 
n++too 7 


存在 , 则 称 之 为 工 在 z 点 的 一 个 李 亚 普 诺 夫 特征 指 
数 , 此 处 ,M 为 紧 致 C” 歼 曼 流 形 ,TEC' (CM,M). 奥 
谢 列 杰 蒋 的 乘法 遍历 定理 解决 了 其 存在 性 问题 . 这 
一 概念 刻画 了 切 向 量 在 了 的 切 映 射 作 用 下 的 指数 
变化 率 , 在 微分 动力 系统 遍历 论 中 起 着 十 分 重要 的 
作用 . 关于 李 亚 普 诺 夫 特 征 指数 研究 的 最 着 名 的 结 
果 是 柏 条 理论 . 柏 条 理论 用 关于 李 亚 普 诺 夫 特征 指 
数 的 条 件 来 代替 微分 动力 系统 中 的 双 曲 条 件 ,将 双 
曲 动力 系统 的 几何 结果 的 很 大 一 部 分 推广 到 任意 可 
微 系统 ,其 中 典型 的 结果 如 柏 森 《Pesin,Ya. B. ) 的 
稳定 流 形 理 论 . 此 理论 的 男 一 个 著名 结果 是 柏木 炉 
公式 . 从 某 种 程度 上 说 , 李 亚 普 诺 夫 指数 也 反映 了 流 
形 上 无 穷 小 体积 元 在 流 形 映 射 作用 下 的 变化 规律 ， 
而 箭 亦 与 体积 变化 密切 相关 ,因此 ,可 以 预测 二 者 是 
^H — XE 2 PS BJ. HR H Zt AL EIL Y — # Z [š] B 98 7] 
KA. EE OU EM Zt IK): 2 MARR C 32 RR 
JE, T: M— M X C^ SX rE] I, pC AM, T). nu 
相对 M 的 勒 贝 格 测度 绝对 连续 , 则 


he SIA? (Cem (x) dy. 
MA? (x) >0 
Bi UU" e 相对 M BS) 39] 01 s WJ BE 28 xT XE SE" x — 2&8 
件 , 则 结论 变 为 
I UT sss 
MA? (x)>0 
XE RIK (Ruelle ,D. ) 首 先 得 到 的 , 称 之 为 吕 埃 和 尔 
不 等 式 . Bz J TB AO (>) PRE > É) n] WI) PH, IB 
一 般 是 不 连续 的 . 
ARAA (Pesin entropy formula) 
普 诺 夫 特征 指数 ”. 
柏 森 理论 (Pesin theory) 
指数 ”. 
吕 埃 尔 不 等 式 (Ruelle inequality) 
诡 夫 特征 指数 ” 
稳定 流 形 (stable manifold) 由 在 映射 作用 下 
相互 距离 趋 于 零 的 相 空 间 中 的 点 组 成 的 集合 . 设 M 
HTAA COREME- T HM ECOS) 
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5749 (x)m? (x) dy. 


见 “ 李 亚 
见 “ 李 亚 普 诺 夫 特征 


见 “ 李 亚 普 


^y [Hl ER. we Z (M.T). 对 jy-a.e. XEM, 设 AY (x) 
CAP) —APOOG)«09g T ER x MMAR 
亚 普 诺 夫 指数 . 对 每 个 << p. E X 
WR cy limo LInd (T^y, Trei 
ne 十 ° 
< ATP CIE 
则 可 以 证 明 W^" CD 42229 M 的 一 个 


> m (k) (z) 


4 CO BAF IE ELH X OE" GO E 
的 C”! 浸 入 映 射 下 的 像 ). 称 WT,z) 为 在 点 x 


对 应 A? Cr) AY FRE TIE. Sr 
Wr sa) 


= E € M| lim sup LInd (T^y, T*z) = o) 
n + co 


= {y € M| lim sup LIngCT*y,T^2) < A” (x)| 
n— + °° 


为 工 在 点 x 的 稳定 流 形 . Bik 0 < A? (x) < --- < 
A*“Y(X) 为 工 在 点 xz 的 所 有 正 李 亚 普 诺 夫 指数 ,对 
每 个 q js). 


Wr n= eM map Ind T ^y, T^) 
n— + So 


Scop CZ) 
则 可 证 明 W“ CT, z) M 的 一 个 
24m (x) 
k=q 


维 的 CRA FRE ER EX OE" (z) 在 一 个 
单 的 C”! 温 入 映射 下 的 像 ). BW CT ONT E 


x 对 应 47?(x) 的 不 稳定 流 形 . 称 
W*COl',x) 


E Ë EM i Zaire? < d 
n+ oo 

= [y € M| lim sup Ind (T ^y, T^^) 
nx + co 


< = 49429) 


WAT fE X z 的 不 稳定 流 形 . 

微分 动力 系统 遍历 论 的 稳定 流 形 理论 主要 由 柏 
SE (Pesin, Ya. B. ) 建 立 , 它 是 乘法 过 历 定 理 关 于 李 
亚 普 诺 夫 指数 的 线性 理论 的 非 线性 版 本 . 这 一 理论 
的 建立 为 微分 动力 系统 遍历 论 的 发 展 铺 平 了 道路 ， 
起 到 了 里 程 碑 的 作用 . 


ERE 刘 培 东 刘 新 和 PX MEA 
RS «ARE 
HAS Zee HER AE 


FF 殊 


特殊 函数 (special function) 初等 图 数 以 外 党 
用 的 各 种 超越 函数 (特殊 情况 下 也 可 能 是 代数 函数 ) 
的 总 称 . 它 包 括 伽 马 函 数 . 超 几何 函数 和 汇合 型 超 几 
fay E 2c 88 || BRL AC. Ju HF PR BC. 23 š Ju, PRI CUL pt 
多 项 式 等 . 这 些 函 数 都 定义 在 复数 域 上 ,是 一 定 区 域 
内 的 解析 函数 . 

通常 从 下 列 几 个 主要 方面 研究 特殊 函数 : 

1. 特殊 函数 的 积分 表示 . 多 数 特 殊 图 数 都 有 一 
定 的 积分 表达 式 , 甚 至 在 不 同 的 条 件 下 有 不 同 的 积 
分 表达 式 . 有 些 特殊 函数 ,例如 伽 马 函 数 、 册 塔 函 数 
和 不 完全 伽 马 函数 等 ,最 常用 的 定义 就 是 它们 的 积 
分 表达 式 . 而 椭圆 函数 则 是 通过 李 圆 积分 的 反 晒 数 
来 定义 的 . 积分 表达 式 的 优点 是 适用 区 域 一 般 较 大 ， 
易于 推广 和 作 解 析 延 拓 , 且 便于 讨论 渐 近 展开 . 例 
如 ,由 超 几 何 函数 的 积分 表达 式 ( 相 差 一 常 系数 ) 

IS SE 
BE EAE SEI SII XUL Tur PROC 
a "QA Tdi SCC s= Q y CO oss do 
sk — AP E #8 JU n ez 
[e«t — 0€ = 2G — yea, 

2. 特殊 函数 作为 微分 方程 的 解 . län, #8 JU fT BR 
数 和 汇合 型 超 几 何 范 数 ( 包 括 作 为 它们 的 特殊 情形 
的 球 函 数 、 柱 聘 数 以 及 各 种 正 交 多 项 式 ) 就 是 超 几 何 
方程 和 汇合 型 超 几 何方 程 的 解 . dr 46 pR A 235 2 JU, 
函数 也 都 是 相应 的 常 微分 方程 的 解 .通过 常 微分 方 
程 的 各 级 数 解法 或 积分 解法 ,可 以 得 到 这 些 特殊 也 
数 的 级 数 表达 式 或 积分 表达 式 . 

根据 和 常 微分 方程 的 解析 理论 ,这 些 方程 可 以 按 
照 其 正则 奇 点 和 非 正 则 奇 点 的 个 数 加 以 分 类 ,从 而 
建立 起 特殊 滑 数 之 间 的 联系 .例如 , 超 几 何方 程 具有 
三 个 正则 奇 点 (0,1 和 oo), 勒 让 德 方程 也 具有 三 个 
正则 奇 点 《 土 1 Aloo). 将 超 几 何方 程 的 两 个 奇 点 汇 
合 , 即 可 得 到 汇合 型 超 几 何方 程 , 它 具有 一 个 正则 奇 
点 (0) 和 一 个 非 正 则 奇 点 (ce). 贝 塞 尔 方程 和 拉 盖 尔 
方程 等 也 都 具有 一 个 正则 奇 点 C0) 和 一 个 非 正 则 奇 
HA Coo). 

更 进一步 ,这 些 党 微分 方程 又 多 是 一 定 偏 微分 
方程 (例如 拉 普 拉 斯 方程 、 交 姆 霍 兹 方程 或 具有 特定 
位 势 的 苹 定 调 方 程 ) 在 一 定 坐 标 系 ( 例 如 球 坐 标 系 、 
柱 坐 标 系 、 椭 球 坐 标 系 等 ) 下 分 离 变 量 的 结 

3. 母 图 数 . 这 也 是 特殊 函数 的 常用 定义 方法 之 


一 .各 种 正 交 多 项 式 都 可 以 通过 相应 的 母 函 数 定义 ， 
欧 拉 多 项 式 和 伯 努 利多 项 式 也 都 是 用 各 自 的 母 图 数 
定义 的 .根据 特殊 函数 的 母 图 数 展开 式 , 又 可 以 方便 
地 得 到 特殊 函数 的 微 商 表示 ， 

4. 正 交 关系 . 各 种 正 交 多 项 式 均 构成 相应 希 尔 
伯 特 空间 上 的 正 交 完备 函数 系 .反之 ,在 一 定 区 间 上 
给 定 函 数 内 积 的 定义 ,根据 正 交 性 的 要 求 就 可 以 得 
到 相应 的 正 交 多 项 式 ( 相 差 一 常 系数 , 可 由 最 高 项 系 
数 或 特殊 值 确定 ). 

5. 递 推 公式 . 递 推 公式 既是 特殊 了 哨 数 的 重要 基 
本 性 质 之 一 ,也 是 定义 某 些 特殊 函数 (例如 柱 沼 数 ) 
的 特殊 手段 . 

由 于 同一 特殊 肾 数 可 以 出 现在 多 种 数学 物理 问 
题 中 ,因此 , 既 可 能 同一 特殊 函数 却 有 不 止 一 种 名 
称 ,也 可 能 同一 特殊 函数 而 有 不 完全 一 致 的 定义 ( 例 
如 相位 因子 的 规定 不 同 ), 甚 至 还 可 能 两 个 完全 不 同 
的 函数 使 用 同一 名 称 ( 例 如 韦伯 函数 ). 这 在 应 用 中 
应 该 特别 注意 . 

” 伽 马 函数 (gamma function) 常用 的 特殊 函数 

之 一 . 由 欧 拉 (Euler,L. ) 引 入 ,而 由 勒 让 德 (Legen- 
dre, A. -M. ) 命 名 . 通常 用 第 二 欧 拉 积分 


T Ce y = W (Rez > 0) 
定义 .对 于 任意 复数 >, 则 有 下 列表 达 式 : 


1. X 50 AR P BER A 
1 


(0 十 ) 
D(z)—— = | e '(— t)* !dt 
21S1n 2 
ClargC— D] < zx), 
1 e KE a 
ri zl. e '(— t) “dt 


ClargC— D] < z), 
其 中 的 积分 路 径 是 从 正 实 轴 上 的 无 穷 远 处 G = co, 
argC—1£) = — 1) H Ko IE [8] Z6 Jt sà — Jš] , F8 [n] Bl] c= 
co ,argC —£) ===. 前 一 表达 式 不 适用 于 z 为 整数 时 . 
2. 欧 拉 无 穷 乘积 
EEN 


re) - ilie 
除 极 点 z 二 一 n(n 二 0,1,2,…) 外 ,此 乘积 在 全 平面 
解析 , 故 可 用 作 售 马 沙 数 的 普遍 定义 . 
3. 外 尔 斯 特 拉 斯 无 穷 乘 积 
] yz 站 Z | —z/n 
PS ~ Hee e ^). 
Kp Y 为 欧 拉 常数 . 此 公式 表明 D GO BJ 8r OS — Br 


极点 guy oth ,而 且 没 有 零点 . 此 公式 亦 可 
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F A wh 数 


FAVE fol SS eR CA 36 3 EE S. 

伽 马 函数 具有 下 列 基本 性 质 : 

1. Æ z — —n(n—0,1.2,* OAA — BEAR m ER 
BA C= D" n1 ER k PL DGOTERO IBU E pr. 

2. zc D —zP GO. FMA t+ D=n! (n= 
0,1,2,…). 因 此 , 伽 马 图 数 可 以 看 成 是 非 负 整数 阶 
乘 的 推广 , 厂 (z 十 1) 亦 可 写作 z 1 , 称 为 阶乘 函数 . 


STU E E 
SIN Tz 


4. l'GO E AF Iñ] SEH 

(参见 《数学 辞海 ) 第 一 卷 同名 条 ). 

阶乘 函数 (fractorial function) 
8”. 

MS A 3 AY EX Hi 7c 25 3€ FA ZS st (Euler infinite 
Jy, “ fn D e 


Ji, "f = BR 


product formula of gamma function) 
NU. 

Mw 2k BJ JR RRMA 25 3 TR AT 
( Weierstrass infinite product formula of gamma 
function) B," ff pR XC". 

欧 拉 常数 (Euler’s constant) 
Z—. EXON 


elm doceo doped te an 
NI OD 2 3 m 


基本 的 数学 常数 


= 0.577215664901532860606512090082…， 
fE Jn Sy eR BX BE YE rh 2 HY BS AY Bl). 虽然 猜想 它 是 超越 


数 , 但 至 今 还 不 知道 它 是 不 是 无 理 数 . 1980 年 , 布 伦 


特 (Brent,R. P. ) 等 已 计算 到 30100 位 小 数 ( 参 见 

《数学 辞海 ) 第 一 卷 同名 条 ). 
斯 特 林 公式 (Stirling’s formula) 

z—>oo( |argz| Ned wae 


e 1 
xs 1/2 1/2 o TE 
I'(z) e ee (20) Ë Ap i T 2882? 


伽 马 函数 在 


— Sos SU 

518402? ` 2488320z' i 

InP'(z) ~ SE In z "C 
ap S WELT C. pn 


2n(2n — D D. 

其 中 B, 为 伯 努 利 数 . 

实际 上 ,在 斯 特 林 (Stirling,J. ) 之 前 , 棣 莫 弗 
(de Moivre,A. )F 1730 年 已 经 给 出 了 24! 的 近似 公 
式 ( 参 见 ( 数 学 辞海 ) 第 一 卷 同名 条 ). 

贝塔 函数 (beta function) 常用 的 特殊 图 数 之 
一 . 最 早 由 沃 利 斯 (Wallis ,J. ) 讨 论 过 ,1781 年 , 欧 拉 
(Euler,L. ) 定 义 为 


I 
b(p.q) = | u Cl u) du 
0 


(Rep > 0,Req 0), 
00 


(Hh iE (Legendre, A.-M.) , 称 之 为 第 一 类 欧 拉 积 
分 ). 由 关系 式 
ECDL: 
B(p.q) = Big, p) = TETS 


可 将 B 函数 解析 延 拓 到 复 变 量 p 和 4& 的 全 平面 上 . 
1/B(p,q) 可 以 看 成 是 二 项 式 系 数 


N) ` N! 

ni nYN-—n)! 
对 于 一 般 非 整数 N 入 的 推广 (参见 《数学 辞海 ) 第 
一 卷 同 名 条 ). 

t$ Pu AA psi function) APRN MS HR. € 
R. T pRB AY XT CES + 
路 (z ) = Dn Go = eae 

最 常用 表达 式 为 


(z) = NE —1 zm = dr (Rez > 0). 


除 z= 二 一 n(n 二 0,1,2,…) 外 ,vw(z) 在 全 平面 解析 ;z 
— —n 是 yg(z) 的 一 阶 极点 , 留 数 均 为 一 1. 


XX fl E ER XX (bigamma function) B| “F Pt pR 
Pr. 

£ 5 BR ipolygamma function) 3£ V8 MAX 
的 各 阶 导 数 


p" Ce E ole) 


统称 为 多 伽 马 图 数 . 最 常用 表达 式 为 
qe = C pes a 


dt (Rez > 0). 

Rati 阶 极 点 z——mOn-0.1.2,.:- 
在 整个 复 平 面 上 单 值 解析 . 

YP (z) PRA 3-T' PS C. (z) BR OS. AD IR C. 
4 (2) PRA 5-T eR qp GO EROS 6-D PRR RIE 
HEP"? (z) (2 人 3) 称 为 2 了 图 数 . 

Be dq Ar (Riemann zeta function) 基本 的 
特殊 图 数 之 一 . 与 伽 马 图 数 有 密切 的 联系 ,定义 为 


CS) = 2 1 (Res > 1). 
通过 积分 表示 
Pls | ee 


Rec 2T1 ë e — ] 


(largC— z)| < 7) 
可 延 拓 到 全 s 平 面 , 其 中 积分 围 道 由 co 出 发 , 绕 z 一 0 
IE [8] — JA] ,再 回 到 ce , 围 道内 不 含 
z=2nni (n=+1,42,°). 

fr Jis ee fe (Euler. L. ) 最 早 人 研究 过 ;为 实 
变量 的 情形 ,1859 年 ,由 黎 曼 (Riemann,(G. F. )B. ) 
成 功 地 将 s 推广 为 复 变 量 , 故 名 . 

t(s) 在 全 平面 只 有 一 个 奇 点 , 即 一 阶 极点 5— 1, 


Ib sp? GO 


留 数 为 1. ;= 二 一 2m (2 一 1,2,…) 是 rs) 的 零点 ,而 
其 余 的 零点 只 能 分 布 在 OO Res] 的 区 域内 . RS 
猜想 ,这 些 零点 全 位 于 Res=1/2 线 上 ,但 至 今 尚 未 
得 到 完全 的 证 明 或 否定 .截至 1982 年 , 布 伦 特 
(Brent, R. P. ) 等 证 明了 在 
0<Res=< 1, 0 < Ims < 81702130. 19 

的 矩形 中 ,共有 200000001 个 零点 ,全 都 位 于 Res 
=1/2 的 直线 上 .5(G) 的 其 他 特殊 值 有 


aes 
$00) = 2" 


p CO 一 一 地 In(2m)， 
Quent — lym 
Cm)?" 
t1—2m) =p, 
HP m=1,2,3,°,8, 为 伯 努 利 数 . 1999 年 ,中 国 
数学 家 蓝 以 中 教授 给 出 了 (2 十 1) 的 极限 表达 式 . 
1978 Æ 6 月 , 阿 比 黎 (Apery,R. ) 在 法 国 马赛 
数学 会 议 上 宣布 证 明了 5(3) 是 无 理 数 . 
黎 曼 5 困 数 在 数论 中 有 重要 应 用 , 它 和 素数 有 
密切 的 联系 . 例如 
RS Hl! E >| (Res> 1), 
Eh p at BUS # BM OS LA CREAR pR 34 1 ils 
条 ). 
广义 A% (generalized zeta function) 亦 称 
ñH OR HER E 函数 . RRS Ç 函数 的 推广 . 定义 为 
acs e 1 
Qd 2; (n + a)’ 
(Res >1,a 40, — 1, — 25°"). 
CG.) = 


CC 2m) = 


ra = e z Si 
2NI sue d uet 
(largz| < z,Rea > 0) 
可 延 拓 到 全 s 平面, 其 中 积分 围 道 由 一 吕 出 发 ,经 负 
实 轴 绕 z= 二 0 正 同一 周 , 再 回 到 一 0, 围 道内 不 含 
z=2nm (7 一 土 1, 士 2,…). 
tls,a) 在 全 平面 只 有 一 个 奇 点 ,一 阶 极点 sl, 


留 数 为 1. 24 s 为 负 整 数 时 ， 
Ee n,a) — 


其 中 Ba (a) AA RI mm X. 

BA AR ME SKC 函数 (Hurwitz zeta function) BẸ 
"p X CPC. 

BA LES Hey Hi (Mobius function) 一 种 数论 图 
数 ( 即 自 变量 为 正 整 数 BJ PRO. V RT LOB p 32 RE 
5 RREN: 

] 
«C 


B, (a) 
n4-1" 


= yee (Rez > 0), 
n=] 


特 殊 RO 39 


其 中 
1 n=l, 
Hin = Jy n 是 7 个 不 同 质 因 子 的 乘积 ， 
0 n 中 含有 重复 的 质 因子 
它 的 前 几 个 范 数 值 是 
pO -1, u(22— —1, 
n(3)=—1, AGC4) 一 0， 
u(5)—c—1, p(6)=1, 
u(7)=—1, pCB89)—O, 
p(9)—0, — p(10-—1, 


uobis a T 
re re 
u(1520—1, 
(参见 《数学 辞海 ) 第 一 着 《初等 数论 ) 辣 名 条 ). 
默 比 乌 斯 变换 (Mbbius transform) 数论 函数 
的 一 种 变换 . 设 f n) E: — PRC PR 2 M 
gin) = M f(d) = >) f (nd) 
dln FIM 
称 为 FRY BR k BERE SR SEP B9 > 表示 对 nn 的 所 有 


因子 d4( 包 括 1810 n ARAL. 
上 默 比 乌 斯 变换 的 反 演 是 


fin) = Dede 4). 
d |n 
其 中 的 uld) FE BR Eb 55 B BS CCS D," SR EE 65 RF PR 
数 ”). 
Se EE 5 Hf 2 (Mobius inversion) 
修正 的 默 比 乌 斯 变换 (modified Mobius trans- 
form) 默 比 乌 斯 变换 对 于 (数学 分 析 中 的 ) 一 般 连 
续 函 数 的 推广 . B 
2a) SS Oy 
相应 地 ,修正 的 默 比 乌 斯 反 演 是 
fG) = DINO: zr 
其 他 形式 的 修正 的 默 比 乌 斯 变换 及 其 反 演 还 有 
gay > fm 


VAM BR EL 


Ka 
n 


f(x) = Opn) gnzr). 
g(x) = > fe), 
n=] 


Tone utate ts 
这 些 修正 的 默 比 乌 斯 变换 及 其 反 演 公式 ,在 一 些 数 
论著 作 中 已 经 (或 者 实际 上 已 经 ) 出 现 过 ,但 长 期 以 
来 并 未 得 到 充分 的 重视 与 应 用 . 1990 年 ,中 国 的 陈 
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难 先 院 士 首 次 成 功 地 应 用 于 讨论 临 聚 态 物 理 中 的 两 
个 重要 问题 : 声 子 态 密 度 和 黑体 辐射 的 反问 题 ,出 人 
意料 然而 恰到好处 地 给 出 了 问题 的 精确 解 , 开 辟 了 
应 用 纯粹 数学 工具 解决 物理 问题 的 新 途径 ,引起 了 
国内 外 数学 界 和 物理 学 界 的 广泛 注意 与 强烈 反响 . 
修正 的 默 比 乌 斯 反 演 (modified Möbius inver- 
见 “ 修 正 的 默 比 乌 斯 变换 ”. 
富 克 斯 型 方程 (Euchsian equation) Pra ag 
— O ad d el 例如 , 拉 梅 方程 


SCH df Ena; E: 
n +1) +h 1 
i 4 (IT pte 
dé RU pu IE JUI A A (2122523, ON RRMA 
FE; E 


etx peer d 


t a, (2a, + 1) 
o KEES 


sion) 


Ju o 


d ay + 2Bt + O[ TT SEET 


则 是 具有 五 个 正则 奇 点 (a1,4s,a43,44，00) 的 富 克 斯 

黎 曼 微分 方程 (Riemann differential equation) 
具有 三 个 正则 奇 点 abc 的 富 克 斯 型 方程 . 当 a,b,c 
均 为 有 限 值 时 ,标准 形式 为 


de LE eeu EM — s 


>= — a z—b 之 一 Cc 


dz? dz 
n | see — 2 — c) s ^W AC Oe — a) 
— | w 
pios (z — R)G@ — b)(z — c) 
më c 王 co , 则 为 
dw — 


之 一 


十 = 0, 


op due 
z—b dz 


d Re — b) 3j. Ahe- 


z——a R 


yy 5^ 1 
TO 

ey 

EP Casa), B ,6) 和 (7 ,7,) 分 别 是 在 三 个 正则 奇 

点 aypyc 处 的 指标 ,应 满足 
人 

黎 曼 微分 方程 在 三 个 正则 奇 点 处 的 解 可 以 用 书 符 

号 ( 称 为 黎 曼 已 方程 ) 一 览 无 遗 地 表示 出 来 ， 


a b C 
wlz) = P< a, ef Fog s 
a> Bs Y, 


在 自 变 量 的 分 式 线性 变换 
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sas — 


= F , 黎 曼 微分 方程 的 形式 不 变 : 三 个 正则 育 点 相应 
地 改变 ,但 指标 不 变 . 相应 地 ,微分 方程 的 解 可 以 用 
PP 方程 的 变换 关系 表示 ， 


a b c 6 5 G 
re Br 355 i: re B Y | 
a B, Y, a B; Y, 
者 作 因 变量 变换 
z — a)! 


SÉ =| w a,b,c KA RR, 


E -4 mx 

(z — a) (z — bw 
则 wi 仍 满足 黎 曼 方程 , 奇 点 不 变 ,但 指标 变 为 
(ai 十 Ra 十 上 )〈p 十 20 十 上) ACY, — k — DL,Y,— Ë — 
D. 当 a,poyc 均 为 有 限 值 时 ,相应 的 黎 曼 己方 程 变换 


E= EE 


a b C 
=P<a tk PB, +l X,—k—l; ze. 


Gk Pee TS Ra 
而 当 c 为 co 时 , 黎 曼 PP 方程 的 变换 关系 则 为 


a b OO 
(z — a) (z 一 ore B, Pr | 


a, DB, TV 
a b oo 
GH ppl Ee Ros + 
MEE ue ET, 
黎 曼 己方 程 (Riemann P equation) ML“ 3 S 
微分 方程 ”. 


超 几 何方 程 (hypergeometric equation) 具有 
=P EM Re 0, SE Tu 


(a + 8 + 21% 


— apw = 0, 

在 三 个 正则 奇 点 处 的 指标 分 别 为 (0,1 一 7),(0,7Y 一 a 
一 B) 和 (a,B). 任何 一 个 具有 三 个 正则 奇 点 的 富 克 
斯 型 方程 均 可 以 通过 目 变 量 和 因 变 量 的 变换 而 化 为 
超 几 何方 程 . 

超 几 何方 程 在 三 个 正则 奇 点 处 的 解 均 可 用 超 几 
何 级 数 表示 . 

超 几 何 级 数 (hypergeometric series) | ZR PK S 
斯 级 数 . 超 几 何方 程 在 单位 加 内 |z| 二 1 的 第 一 解 ， 


0): > Petna tn) n 


F(a,g;Y;z)— T(a) TB) MA 


WH REE S ju | |z | <1 内 对 所 有 a. BOY (B PJ K ; 
EMALE [| —1, WX} ReCad- 8— 220 «0 收敛 . FF 
别 当 7Y 关 一 n(n 二 0,1,2,…) 时 ， 
F(a,B;,Y,1) = PO POS 
当 a eee a) 1,2,-- WTF (a, B; y; 
z) A LA n IK £ D (SL ACS SES 28 — 3$ 8] ë 
条 ). 
高 斯 级 数 (Gauss series)” 即 “ 超 几 何 级 数 ”. 
#2 JU (RI £8 š$ Chypergeometric function) 亦 称 
超 比 函数 . 超 几 何 级 数 在 沿 梳 点 z= 二 1 与 z== co DU JF 
的 复 平面 上 的 解析 延 拓 , 仍 用 (a,B;7Y;z) 表 示 . 
Fla,P;Y;z) 
= ror | TII — 7 = — tz) Pdt 
(Re Y > Re a> 0,|arg(1 — z)| < z) 


1 Iu ie Pla DÐ rB HHE t) 
= oni aT B) | TOFO 
(larg(— z)| < m, a,8 250, —1, — 25°). 


个 积分 称 为 巴 恩 斯 积分 ,积分 路 线 的 选取 需 使 
M sss sns 
其 左 侧 . 

超 比 函数 (hypergeometric function) 
fn] PR C. 
D EI itt #4 4y (Barnes integral) 
HU. 
不 完全 贝塔 函数 (incomplete beta function) 
概率 函数 的 一 种 . 定义 为 
B,Cp,q) = | =m —d4)- dt 


€ RJ FA eB JL fn] eR aE ; 
B,(p,q) = p !a^F(p,1— qip + 1;0). 
353 5 XU VA — EY A EA LES pR 3 


B.Cp.q) 
ICpsqs = Bes , 


I(p.q,l=1; 
ICt5,9g,0)—]l-—I((Gsp5;1—2a). 
托 玛 级 数 (Thomae series) 超 几 何 级 数 在 更 
多 参量 情形 下 的 一 种 推广 . 1870 FATES 
(Thomae,L. J. ) 提 出 ,定义 为 


(— z)'dt 


JU 88 JL 


JL," ER JL AT eR 


> (a), C05), (8, sn (a), _ (Ac PATE 
— CHIC Eas P(A) 
EWE m 阶 常 微分 方程 
LO — z)ð”+ (A, — B,2)ó" ! 
+ (A, — B,z)ó" ° 
+++ + (A, — B,z) jw = 0, 
其 中 
0 三 > D AS Biv AB, 


特 殊 A 数 


为 常数 . 超 几 何 级 数 是 托 玛 级 数 的 特殊 情形 (m==2， 
He]. 
J X £8 JV fj Z2 9 (generalized hypergeometric 


series) 超 几 何 级 数 在 更 多 参量 情形 下 的 另 一 种 推 
广 . 即 
"mo g (01505, 77,045 4,5, Y. ; z) 


(a,2,C25),*** (Oy), V^ 
= D ETICAKC ARCA RAE 
当 pg 时 ,此 级 数 对 任何 > 值 均 收敛 ; 当 p>q+1 
时 ,除非 它 截断 为 多 项 式 (ai,a;,…,a, 中 至 少 有 一 
个 为 0 或 负 整 数 ) ,否则 对 任何 2250 均 发 散 ; 当 p= 
q 十 1 时 ,级 数 在 单位 圆 内 |z| 雪 1 收敛 ,并 且 当 
s—-ReQ^ HY: + Y,—2a,—a;——2a,,1070 
B. ÆRA |z |= 1 EABABUEGX.UE —1<s=<0 时 ,在 
|z|-—1 EB z—1 点 外 收敛 ,而 当 s 委 一 1 时 ,在 |z>| 


一 1 上 处 处 发 散 , 引进 简化 记号 o 所 RI 
|F (Q ,0, ,*** aa Y Y, ,* am) 
满足 的 微分 方程 (可 能 不 是 富 克 斯 型 方程 ) 为 
Dot ay = eae =) 
E A EE E 
此 级 数 的 记 叶 是 由 波 赫 哈 默 尔 (Pochhammer， 
L. ) 提 出 ,并 经 巴 因 斯 (Barnes , E. W. ) 修 正 的 ,故常 
将 由 此 级 数 定 义 的 函数 称 为 巴 恩 斯 广义 超 几 何 郑 
数 . 显然 ， 
aF (a,B;Y;z) = F(a,B;7Y;z), 
of (z) = e, 
F (a,z) = (1 — z)“. 
另外 ,还 可 以 将 超 几 何 函 数 的 定 积分 表示 式 
[ee — e — erat 
推广 为 
[t P Pu TC qM Nd ee, 


波 赫 哈 默 尔 也 将 由 此 种 类 型 的 积分 定义 的 函数 称 为 
IT SC BSL Ay PR aR. 
FE H J” X #8 JL fa RB (Barnes generalized 
见 “ 广 义 超 几何 函数 ” 
— dr BERE JL (A A% hypergeometric function of 
two variables) 8 JLA HATES "P E TUE FOE 
J. Bl) H — # 22 2⁄ 


I'(a; + wm + un) : : 
> > | lI — On| Rn nz) (by) 


所 定义 的 函数 ,其 中 o; 是 任意 常数 ,ui,v; 是 任意 整 
数 ,Rom ) 是 mm 的 有 理 函 数 ,a 和 2 为 常数 . 此 定 
X dé 2E A (Horn, J. ) + 1889 年 给 出 的 .在 此 之 前 ， 
阿 佩 尔 (Appell,P. -E. ) 已 经 引进 了 四 个 特殊 的 二 变 
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hypergeometric function) 


特 殊 Go 数 


量 超 几 何 函 数 , 即 阿 佩 尔 二 变量 超 几 何 函 数 ， 

Bay (| 2k — Se EE #8 JL fup E 2t CA ppell's hypergeo- 
metric function of two variables) 四 个 特殊 的 二 
AR Eb EB JL fe] PR BX. 1880 ^E, H P fi ^R CAppell, P. - 
E. GE X. 

Fila; P, P sYsxsy) 
_ Y Y (tn Bn Bln ms 
du dud AMAT dE CI uds 
¿| z|=1,;|y]=1):; 
Ela; B BY Y i) 
CNN Y Du En E ), 
¿š E T ry 
Car aes 
F(a ;P,P E 53259) 
-XX (a), Ca’), CB) Ga. "y, 
m! n! Yman 
(aq po ees 
E, la; QBsY,Y' sm, y) 
= 3 Y (Gy k e P T zy 
SS mi ni, A 
Cx | + [y |21). 

P3 1-38 JL fn] RBH FR BJ RT EA di Bi xx HE pg EC. Ema 
别 满足 偏 微分 方程 
+(1—z)r+y(1—zx)s+[7Y—(a+B+1)<]b 

—Byq—aBF=0, 
ysl )25s-- [Y — Ca-- 8' 3-12 y a 
—B'xp—og'F-—0; 
r(l—2zx)r—zrysM-[Y— (Ca4- 84-12 x ]p 
— Byq— aBF —0, 
dyQ—30t— xys- D" — (a+ P 4-1) y ]a — B' xp 
—ap' F —0; 


» —ax)r-- ys- [Y — Ca4- 843-1) x ]p 


Fi 


—apF-0, 
ÉTAT HE D — (@ + -1)y]g 
一 D F—0; 
r(1—2x)r— y!t — 2zxys-- [Y — (e4- 843-1) ]P 
— (a4- 84-12yq — a8F —0, 
Lat) —320t—atr— 2xys [Y — la+ 82-1) y ]a 
— (a4- 8-- 1)xp—aBF —0. 
oF oF g E g F gE 
Pu ar’? 5 ay" ar Ed E ay?" 
= y= 0 HI e Py Fos Fy Fy ab pV. x8 JL f eS XX 
F(a,g4,Y,22). 4 '— 0 BJ, Fi, Pa, Fs 也 都 成 为 
F(a.B;Y;x). 
56 EE 3p BRE AY #8 JL fap ER š$ Chypergeometric func- 
tion of matrix argument) 超 几 何 图 数 的 推广 . 其 
变量 为 矩阵 ,1955 4E , 赫 茨 (Herz,C.S. ) 按 下 列 递 推 
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A AGE X: 
of) (A) —etrA, 

1 
sii, ay dee LEO [os Bi Z)= FH 


X JF (01,0 *tüys ys Bos Pgs AZ) 
m0 
X etr( — A) (det A)" "dA, 


LFU) 
dt? e Base 


(211)" tU? 
x | IF (ay a, s a Bis Rese Ba AZ ') 
ReZ=X,>0 


XetrZ(detZ) 'dZ, 
其 中 A 和 Z SpA m MATERE E A0 表示 4 为 正 
cE FH EE ,etrZ-—exp(trZD.trZ 为 Z 的 迹 ， 


rbl? | 7 一 到 E. 


2 2 
dA-dAdÀi:dÀ,,. 
dZ -—dziidz;:-dz,,. 
当 ReY25p—1 时 ,HE 中 的 积分 对 Z0 ON S 14 
Re Y 充分 大 时 ,适当 取 Xo,oF 中 的 积分 在 4 空间 
的 某 个 区 域内 收敛 . 它们 都 是 复 对 称 矩 阵 空间 上 某 
一 区 域内 的 解析 函数 . 
许多 特殊 函数 及 有 关公 式 都 可 以 推广 到 和 矩阵 变 
量 的 情形 . 
连带 勒 让 德 方程 (associated Legendre equa- 
数学 物理 中 常见 的 常 微分 方程 之 一 . 其 形式 


„Y; A) = 


pf d 十 1 (a az， 


tion) 


z=cos 0, w(z)-0(0), 
又 可 写成 

d dw 

É [a Se e ion 


— uo. 
此 方程 有 三 个 奇 点 ( 士 1,ce), 且 均 为 正则 奇 点 , 故 可 
化 为 超 几 何方 程 . 
FERRARA POLE HLT EM EH FE 
4 ESAE ae Wy, BY tH X e +# JJ LE 08 77 fe. 
2) ib 1&8 7j f£ (Legendre equation) 
方程 的 特殊 情形 . 即 


Ly | sino Sa dÉ v(v + 12008 —0, 


XE: BY LL TS 


或 
=| a — z’) de a vCv + 1)w = 0. 
勒 让 德 函 数 (Legendre function) 3X ib $8 7; i 
的 基本 解 , 可 以 表 为 
P,(z) = NIE E E 


2 


和 


v PC 十 1 ) (2z)! 
r 


221 

Y , 
xF| Tbe , 
RB Fla, B; Yz) 3 JL fn] KR. PLC 2) I Q, (z) ZF 
别称 为 v KR Su —28 BR LE QR PRG. LET Sl 
在 除去 半 实 轴 ( 一 c ,一 1) 和 (一 co,1) 的 = 平面 上 解 
析 . 234 v KERZ n 时 ,P,(z) 即 为 n 次 勒 让 德 多 项 
式 ， 

第 一 类 勒 让 德 函 数 (Legendre function of the 
first kind) W SLETE RA”. 

së — 3€ SLE #Ë Eg WW Legendre function of the 
second kind) JL" SEE Pg RL”. 

Pk ey BW (spherical function) 通常 指 连 带 勒 让 
德 方程 的 解 , 亦 即 连带 勒 让 德 函 数 . 有 时 也 把 面 调和 
函数 称 为 球 函 数 . 在 球 坐 标 系 中 用 分 离 变量 法 解 拉 
普 拉 斯 方程 或 亥 姆 霍 效 方程 时 可 出 现 这 些 图 数 . 

在 现代 数学 中 , 球 函 数 及 其 推广 已 被 广泛 应 用 
于 拓扑 群 的 西 表示 . 

XE AP $J VE t ug AW associated Legendre fun - 


Q,(z)— 


ction) ”连带 勒 让 德 方程 的 解 . ik — 28 X +H JJ 
ik £S ER C 
, — 1 Pe + 1j 
A ED j 
x F -vw + Isl — ps 


(jarg(z+1)|<r) 
AS — 2 EE + BLL OR pR 2X 
ew VIP 十 Ap 十 1) 
vk) 
2 r+ >| 
xF[ EEH,” T Elo ie 
ClargCz-E1)] Som, large l< ms 
它们 都 是 在 沿 半 实 轴 ( 一 cp,1) 割 开 的 = 平面 上 的 单 
值 解析 图 数 . — AEH. PE (2) A Q7 GO TE BI SE E dE + 
连续 的 . 而 对 于 常常 要 用 到 的 实数 一 1 二 x 二 1 情形 ， 
通常 把 P(r) 和 Q(x) 定义 为 
Piso Pig Fi) = OP eet 


— [e Ph G0) e """ PEG: —i0)] 


(> 一 1 yore tue 


Q (2) = 


— [eQ G-Fi0) — e" Qr —i0) ], 


Qt Gr) — 5 e" [e EEN 


当 为 非 负 整数 m 时， 
H pO a 
z+] I'(v—m-4-1) 


xF| 一 wz 十 1;1 十 mi 


ee poe 


m! 


特 殊 Go A 


s ie (z) 
EZ 2 m/2— ^ vv Z 
=(z*— 1) 15 
ja CS l p. 
I co mars dE py f (z), 
Qr Gym Gt pn SE, 
> 
puppe n Ds 
Q; 0 pere 
其 中 P,(z) 和 Q,(z) 分 别 是 第 一 类 和 第 二 类 勒 让 德 


SE 

LA F K: FH EE IR dX (Hobson, E. W. ) 的 定义 . 
73 8 RA CFerrers , N. M. ) 的 定义 , 相 因 子 的 规定 
不 同 . 

XE + WI LE $ BL ICI ER ER ER C. 

$8 — 3& E sis £) LE (S BR # (associated Legendre 
function of the first kind) UJ," iE d AE (B eR AL. 

$8 — 3& xk + Rh iE BB AW (associated Legendre 
function of the second kind) J“ ERBE. 

m Wl RIE Dit BM (associated Legendre 
function of order m and degree 1) 4 5KR BU EE FF Si 
LEE ek 2k. Ec BY Lk PRT fg On 为 非 负 整数 ) 

a = amis + DE 

在 有 界 条 件 |y( 士 1)1|<coe 下 的 解 ， 


vir EJ p) = (= e E e 


d"P,Cr) 
dot * 
FROM m Br LR ARE Tr SOLE 98 eR GR rh P, (>) 
为 /次 勒 让 德 多 项 式 ), 相 应 的 本 征 值 
A zs ZO LIN (Q — m,m j 1,m + 2,°), 
EE + 39] LE 08 73 EE BJ A — f 


Qr) = C^ DG — atys GO 


dz" 
EK OM m Br 1 W SR — 28 Yer) LE TS Bg CH: rH Q, GO 
A — 38 Bib SERO 24 == 1 时 无 界 . 

Pr (x) Al Q7 Cx dB JE 2 38 B5 3 +# JJ LE 08 ER C 
P’(z) 和 Q(z) 的 特殊 情形 ,但 需 注 意 自 变 量 为 实数 
x 或 复数 z 时 的 不 同 相 位 规定 . 

m Wr 1 次 第 一 类 连带 勒 让 德 函 数 (associated 
Legendre function of the first kind of order » and 
degree 1) Mira Br 次 连带 勒 让 德 函 数 ”. 

m Wl 次 第 二 类 连带 勒 让 德 函 数 (associated 
Legendre function of the second kind of order m 
and degree D. Ml“, Bil Rik te SIEG Imm. 

XU 58 pk TH] 8 BW (biaxial spherical surface func- 
tion) fE A fy AP BLE T 5877 [8] ET tH SLE ER ep C. 
设 空 间 两 点 的 直角 坐标 为 (x,y,z) 和 (x sy! iz 04H 
应 的 球 坐 标 为 (r,9,9,) 和 (x',9 20. (9,9) 方 向 与 
CF ,d ) 方 向 的 夹 角 为 Y( 如 图 )， 

cos Y = cos@cos@ + sinÜsinO'cos(9 — g), 


007 


° 


图 (9,9),(9 ,9 233 I8) Re F: fB 7 


Ju 
P, (cos 7)=(—1 E T2433 454 E 
为 双 轴 球面 函数 , 即 以 (0 ,g ) 方 向 为 极 轴 时 (0,9) 方 
Il DISK ie. Col ID ma all KS ER ie EN 
7h: | 
| P, (cos Y) 


= KS C= 1)”P” (ecos FP Coos ett? 


m= —n 


A G—m)! 


= P, (cos 00 P, (cos 0' ) + 23. [CEN SEI 


X P" (cos 0) P7 (cos & )cos mCq— d ). 
这 个 公式 又 称 为 勒 让 德 多 项 式 的 加 法 定理 . 

勒 让 德 多 项 式 的 加 法 定理 (addition theorem of 
Legendre polynomials) J“ XX #H EK H pw aL”. 

面 调 和 函数 (surface harmonics) 有 时 亦 称 球 
PRA. 即 拉 普 拉 斯 方程 齐 次 多 项 式 解 的 角 问 部 分 . 将 
拉 普 拉 斯 方程 在 球 坐 标 系 (r,0,q) 下 的 解 写 成 
rY, OQ WER O 为 正 整 数 ),Y, 《9,9) 即 为 n 次 面 

Y,《0,9) 满 足 偏 微 分 方程 
sind Fe i 52 + n@ + DY, = 0, 
共有 2n 十 1 个 线性 无 关 的 解 : 

Y7(0,9) = Pi" (cos ü)e"? 
Gn = 0, + 1, 425, + n), 
其 中 PZ (cos 0029 m Bt n 次 连带 勒 让 德 函 数 .在 量子 
力学 中 ,Y”*(0,9) 是 角 动 量 算 符 的 本 征 态 ,同时 又 是 
转动 群 的 不 可 约 表示 的 基 . 

n VR É val Fl pk SX te, A) LA Be A SE pRB Pa 《cos0) 和 和 
P? (cos 00sin mo, P? (cos0)cosme(m=1,2,:* n). 
由 于 勒 让 德 多 项 式 P, (cos9) 在 单位 球面 的 n Ae th 
度 线 上 为 0, É PROCHE Va A PR Bs Pr (cos 0)sin me, 
P7 (cos 0)cos mg, 34 OC mn WH. Æ n— m 条 纬度 线 
和 2m 2& £5 BERR EW 0 , ERA EE dal A PS C. 24 m 
=n B Æ 2m = 2n RARER EDN 0 , Ar Sr D IA 8] 
T PR BX. 

a Wa $a 3 (zonal harmonics) 
X. 
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VE EE 


田 形 调和 函数 (tesseral harmonics) ” 见 “ 面 调 
Fil pk EX”. 

NE XR US AN ER BX (sectoral harmonics) 
TI PRI BL”. 

立体 调和 函数 (solid harmonics) PE du r7; 
程 在 直角 坐标 系 下 的 2 次 齐 次 函数 解 . 对 于 正 整 数 
2 ,存在 22 十 1 个 线性 无 关 的 次 立体 调和 函数 . 在 
RRA PSH BAY, (0.9) APY, Op An 
次 面 调 和 函数 . 

格 根 饱 尔 函数 (Gegenbauer function) 
让 德 范 数 的 特殊 情形 之 一 . A A OR Dr AE 


— ds oe — a(a- yw 


dz? 
Pike, Cut EB 
Lei Ket Dri 


x F ad iba 


见 “ 面 调 


JE +H I 


(Z —1) 


1] 一 zx 


2 


Irla + 2v) 
rla + Dro) 
sper equ mE EC 
M4 a 为 非 负 整数 n 时 ,Ci(z) 截 断 为 n 次 多 项 式 , 即 
格 根 鲍 尔 多 项 式 C, C). 
格 根 鲍 尔 方程 的 第 二 解 是 
2 nd 
x F Ti pesadas š 
圆锥 函数 (conical function) 在 锥 形 区 域 中 解 
某 些 边 值 问题 时 出 现 的 一 类 特殊 函数 . 即 微分 方程 


= z1/290-—20/2 


D(z) = 


Te di ele "E. ap: Dy _ 
SE ss a |» ur tuas e 7 ° 
DIS 


P^" esi (cos0), Q“, +i (cos 0). 
它们 是 连带 勒 让 德 函 数 PZ COUR Q; GO BJ FS Sk TE 
JE. 
[E] SÁ E €f (ring function or toroidal function) 
圆 环 坐标 系 下 求解 拉 普 拉 斯 方程 时 出 现 的 一 类 特殊 
函数 , 即 微分 方程 
的 解 


PP ucoshg) s. CO. (coshiy»x 
它们 是 连带 勒 让 德 函 数 PZ (x) A Q (x ) BJ Fp 5k qi 
JE. 圆 环 坐标 系 (7,0,9) 和 直角 坐标 系 之 间 的 关系 是 


csinh 2cos o 
cosh7 — cos’ 


|. csinhysing 


= 
cosh} 一 cos@’ 


u csin 
A cosh7 — cos?’ 


超 球 微分 方程 (hyperspherical equation) 数 
Hp da 的 常 微分 方程 之 一 .形式 为 
(1 一 之 T Siet Dz § S24 (Gi jo G-- p 1) 0 


连带 勒 让 德 方程 经 因 变 量变 换 后 ,可 以 得 到 超 球 微 
分 方程 ; 勒 让 德 方程 和 格 根 鲍 尔 方程 都 是 它 的 特殊 
情形 . 

#4 EK ES EW (hyperspherical function) 
分 方程 的 两 个 基本 解 . BD PRU 


poe 1) " 
(usu) = HÀ — u/2 peu 
IG + 1) E 


其 中 Pie) All Qi GO at A AE — 2 125 — 28 X ën 
LE FE p C. 
显然 ,y= 二 0 BE, P; (z) 和 QI? (z) 就 是 已 (>z) 
fll Q, Cz). Tf] 34 v— p IB IE EAR n BEL PITT (2) MAB 
项 式 , 即 格 根 鲍 尔 多 项 式 CT Ce). 
汇合 型 超 几 何方 程 (confluent hypergeometric 
equation)” 亦 称 库 默 尔 方程 . 常见 的 一 种 汇合 型 常 
微分 方程 ,标准 形式 为 
T2 (Y — z) SÉ — aw = 0. 
在 超 几 何方 程 中 作 代 换 t= 2/b, JE S b= 8— co BR 
结果 是 使 超 几 何方 程 的 两 个 奇 点 1 二 1 及 co" 汇合”) 
即 得 , 合流 型 超 几 何方 程 有 两 个 奇 点 ,0 和 ce; 前 者 
为 正则 奇 点 ,后 者 为 非 正则 奇 点 . 
库 默 尔 方 程 (Kummer’s equation) 
超 几 何方 程 ” 
汇合 型 超 几何 函数 (confluent hypergeometric 
function) 汇合 型 超 几何 方程 的 基本 解 . 即 范 数 
F(a;Y;z)-—,F,(a;Y;z) 
IQ Cin+a 
SE a | 
C SES e quy — 2v 
in DOS POI» 43e 
(211)? 


+ = Sei 


at,ot,17,07) 
> 
P 


| F(a;Y;z) 
s P'O) (a — Y + 1) 
E» ud Cu e E i 

i ror — 7) i 
其 中 的 积分 路 线 称 为 波 赫 哈 默 尔 围 道 ( 见 上 图 ) ,起 
A P FES HH EL. argt=arg(1—1)=0, ^: 3I 2$ c£—1 和 
t— 0 正 向 一 周 后 ,再 分 别 统 £— 1 和 :二 0 33i 6] — Jal, 
最 后 回 到 PA. 


即 “ 汇 合 型 


ras Aaa | = Py" Ade, 


U(a;Y;z)— 


F 殊 HR 


©: Ë 
波 赫 哈 默 尔 围 道 
F(a;7;z)/T(7Y) 是 a,7,z BJ BAAR AT ER. 
F Ca; Y; z) JE EE SÀ A PR 2. 


EE ER ZR gg 3r (Kummer's function) 


#8 JL fuf P C. 

iR ku EAR FE] iñ OPochhammer contour) W 
“WA UB JL fa] eR BL”. 

A BER h $2 OWhittaker's equation) 汇合 型 超 
几何 方程 的 另 一 de ga 其 标准 形式 为 


(EE +$ + 1 |w = 0. 
对 汇合 型 超 几 何方 程 作 因 变数 的 变换 ,化 去 一 阶 导 
数 项 , 即 得 到 惠 特 克 方程 . 

惠 特 克 函 数 (Whittaker’s function) f£ BEBE sy, 


方程 时 出 现 的 几 个 特殊 晒 数 . 34 2m 不 是 整数 时 , 惠 
特 克 方程 在 z—0 的 两 个 线性 无 关 解 可 取 为 


有 二 十 mm 一 k ;1 十 277 ;之 


即 “汇合 型 


, 


Ai mz) ee —— ;]1—2msz|. 


My. is GO — M Z (BPA A XE |argz | <n. 当 
2m 是 整数 时 ,MMi,im(z) 中 有 一 个 失去 意义 . Ay, E 
特 克 方程 的 两 个 线性 无 关 解 可 取 为 


Urn 
— ym 


e 
PTL 


Wax) — 


k—1/2Tm 


: dt 


(0+) 
> | e^ (— ij) em E gis = 


CC 


(k—m+1/2Æ=0,—1,—2,*; 
largz | <r, |arg(—t) | xim, 


ez/2( 一 z)* 


SES - d 
El = = r| k+ + — m| 
《0 十 ) t \ c-À—]/24-m 
X | eae IUS e p" dt 
(—k—m+1/240,—1,—25°"; 
larg(—z) | «m, |arg(—t) 1x50). 
3 b—m-1/2—0,—1,—2,:- Bj. 
—z/2 Ë 
Wi (2) 
r| coe don 
2 
+c t | k-1/2+m 
x | gt termi ] + E dż, 
0 


X —h—m--1/2-0,—1.—2,:- Hf, 
2/2 __ —k 

Miss tenet 一 二 人 一 一 

SE de m| 
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特 殊 Go By 


x | cupis me I dt. 
My. im) A W stm ( L z) EJ EROS SURE yu, PK BK. 
韦伯 方程 (Weber equation) 一 种 特殊 的 汇合 
型 二 阶 常 微分 方程 . 标准 形式 为 
qu + (e+ i-lew-o 


f VÀ] FE er be HK CE 22) 
r= lg d y = Ê], z = z 


下 将 拉 普 拉 斯 方程 或 波动 方程 分 离 变 量 时 会 出 现 韦 
伯 方 程 .量子 力学 中 一 维 谐振 子 的 薛 定 雇 方程 也 是 
韦伯 方程 . 

Jà d £& tk eh BL (parabolic cylinder function) 
亦 称 韦伯 函数 ER BB — 1 fe. RT FR SURE yu, ERI 
WAR: 


ae 2 十 1/4， 一 172 
D,(z) = 2 之 dar de ET 


2? 
2 
韦伯 方程 的 另 一 解 为 万 ，i(iz) 或 万 (一 iz). 当 ， 
为 非 负 整数 n 时 , 称 
Hy Gy Oe ey C 2 25 

为 区 次 埃 尔 米 特 多 项 式 . 

Æ (8 A BLD, (z) (Weber function D,(z2) Ep 
"30 ZG t pR AK”. 

T SE = tn 55 dS E (incomplete gamma function) 
汇合 型 特殊 函数 之 一 .由 第 二 类 不 完全 欧 拉 积 分 定 
X: 


Zu, zl = te “du , 
0 


+ 
I'(v,z) =] u le “du 


= (vy) — Z(v,z), 
其 中 Re-0, largz | n. 它们 可 表示 为 汇合 型 超 几 
{FY PRB F(a;7;z) 或 惠 特 克 函数 Wi.,(z): 
Y(u,z)=v Se *F(1;1+u;z) 
=y iz'F(vjl--v;—z), 
Py 2) Se Fehr NM gants, 
指数 积分 .对 数 积分 .正弦 积分 .余弦 积分 .误差 函数 
和 菲 涅 耳 积分 等 均 可 用 不 完全 伽 马 函数 表示 . 


误差 函数 Cerror function) 特殊 的 不 完全 伽 马 
PR A. 即 
erf(z) = SC E 
常用 定义 是 
erf(z) = v pede 


GEORGES IUE JL fep eR CF Co 520 uk HE KE 
数 Win) FEM € 
560 


|w- Via). 
特殊 的 不 完 


Is 
nz 2 

余 误差 函数 (co-error function) 
ZWS e T —. 即 


—1— exp 


erfe(z) = . lg! 
常用 定义 是 
erfe(z)= 1 — erf(z) 
Tu 
== | e`" du. 
UE 
也 可 以 用 惠 特 克 图 数 Wi n CR BE : 
m 
erfc(z) = -二 em 一 Wes mte 
HX 32 #44} (probability integral) JRK iE S E 
率 积 分 .汇合 型 特殊 图 数 之 一 . 定义 为 
di TE 
O(z)= | e" "du 
J 2nd -~ 
dE zt de A 
=+ +e 7}, 
其 中 erf GO AR 25 AR. EI AU HH 
Fo 一 Ze erte? 
= e | eda. 
6 


JE AS X XE #8 5} (normal probability integral) 
B BE AE AR AE". 

JE 72 H-$R 5 (Fresnel integral) 
一 类 特殊 函数 . 定义 为 


tg yes | cos n de 
Se 


由 积分 定义 的 


x 2 
Sir) = | sin > dt. 
B| His 25 pR EC erf (z) 或 惠 特 克 图 数 Waen (RRM : 
C (xz) 十 19(z) 一 | Vrz! 


0 Ica USES un 
LEE ^um exp| + d 


| ME 
+ Wan + > 
[UEIE aN WIL EE SPIELE Fa; Yz): 


Cle) EiS) =F le 


Eu 

ues | Li - Tz š 
这 类 积分 最 初出 现在 光 的 衍射 理论 中 ,近年 来 在 其 
他 方面 ,例如 高 速 公路 回旋 设计 中 ,也 有 应 用 . 


H 


指数 积分 (exponential integral) 特殊 的 不 完 
4e M e C HI 
Liz) == DOS: 
TE ER E IFE S RAO, + oo)B z Em E SÉ ELE DT. 常用 
定义 是 
. Fe qe 
Ei(z) = he PLZ 


tB, R| FH SURE sa BR IC Wi, (Dr Uz) yn : 
Ei(z) =— e“2(— z) '*W.-uiust-—:£) 
(Clargt => = wy; 
对 数 积分 (logarithmic Integral) 
ZWS e XZ. B 
li(z) = P'(0,1]n >). 
在 没 实 轴 ( 一 ,0 与 L1, 十 se) 割 开 的 > 平面 上 单 值 
解析 . fs HIE XE 


特殊 的 不 完 


li(z) = K ae 

o lnu 

tE FY FH SURE SE RR W Lu aK: 
liz) =— (— Inz) z W ,,,C— Inz) 


ClargC— Inz)| < 7). 
正弦 积分 (sine integral) 由 积分 定义 的 一 种 
TEE PRÉC. 常用 定义 有 


Si(z) = | 2 dus 
si(z) 一 一 b sin, 
z u 
= Si(z) 一 E 
它们 都 是 z WY ew. A) H GE PRA OW, (z ) EX. 
AS sé. 4 (i SS PRR Do 22 FEM : 
Si(z) = > + LT (i/o (ve /2) 


ENS GTO tg Ge) ) 
(jargz| < zx), 
iC) — r (Msiz) —T(0,—iz)), 
(larg z|«x/2). 
余弦 积分 (cosine integral) 
Fi EK PRO. 定义 为 
Ci(z) 一 一 cl(z) 一 一 € — du. 
它 在 除去 负 实 轴 ( 一 co,0) 的 > 平面 上 单 值 解析 ,可 


以 表示 成 惠 特 克 函 数 Wu (z) KA SE & HS PR 27 
Dl'(v,z); 


由 积分 定义 的 一 


l 
之 
十 e iG/2+=/4)1 ` Oz e ) \ 


(jargz| < m) 


o EE (ze iii 


Ci(z)— 
2 


= Ze? F EES E 


CJargz | < x/2). 
Dé ER A (parabolic function) 
面 函数 .在 旋转 抛物 面 坐标 系 中 求解 波动 方程 时 出 
现 的 一 类 特殊 函数 . 它们 是 微分 方程 


亦 称 旋转 抛物 


2 2 | 
TIBI. e TE — Au = 0 
EA) fet » FY JH SUR ya ER M,., (z) A Wu (z) E 
ë "M uu i£) 
和 
SOM wk le). 
因此 ,这 些 函 数 的 性 质 可 以 通过 惠 特 克 函 数 推 得 . 旋 
转 抛物 面 坐标 系 ($,7,9) 和 直角 坐标 系 的 关系 是 
L=ENCOS p, 
y=E7sin p, 
z=- p». 


Tig $k d y IBI ER Š$ (rotational paraboloidal func- 
tion) “dh gg RC". 


贝 塞 尔 方程 (Bessel equation) 数学 物理 中 常 
见 的 常 微分 方程 之 一 . 其 形式 为 

d'an ] dw y 

dz? tog qiie we. 
v 称 为 方程 的 阶 . 


贝 塞 尔 方程 和 汇合 型 超 几 何方 程 具有 相同 的 奇 
A 0 Aloo;z=0 是 正则 奇 点 ,co 是 非 正则 奇 点 . A 
此 ,通过 适当 的 变换 , 贝 塞 尔 方程 可 以 化 成 汇合 型 超 
几何 方程 或 惠 特 克 方 程 . 

D Æ RAH (Bessel function) Jl 3€ R J £2 BJ 
解 以 及 相关 函数 的 总 称 , 包 括 这 些 解 的 多 种 变形 . 早 
在 1700 4F Bil Ja» HE 48 e 18 F (Bernoulli, 
Jacob 1 ) 就 研究 过 这 类 函数 . Bx 3e 1733 年 ,丹尼尔 
第 一 。 伯 努 利 (Bernoulli,Daniel 1 ) YE BE Sz A fi T 
动 问题 时 就 已 经 得 到 了 零 阶 贝 塞 尔 图 数 . 1770 F, 
4748 BB H CLagrange,J. -L. RT BAA A 
运动 ,根据 矢 径 7、 平 近 点 角 M、 偏 近 上 点 角 五 和 长 半 
轴 a 及 离心 率 e 之 间 的 关系 

M = E — esink, 
r= a(1 — ecos E) 


得 到 级 数 解 
E = M + 2 = J,(ne)sinnM, 


“eps as ponis M 
a Zr: conte iia ins 


其 中 的 J, (z) BIA SLE Br Be BY 25 — 25 Dl SE ZR PR IC. 
由 于 这 类 函数 后 来 经 常 出 现在 各 种 问题 中 ,引起 了 
贝 塞 尔 (Bessel,F. W. ) 的 注意 . 1824 年 ,他 对 此 进行 
了 系统 的 研究 ,因此 得 名 . 
另外 ,第 一 类 贝 塞 尔 函 数 也 党 简称 贝 塞 尔 函 数 . 
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特 殊 Qo 数 


$8 — 26 U1 3€ 7 ER IL Bessel function of the first 


kind) 贝 塞 尔 方程 的 第 一 解 . 
OX (一 1) Eee 
SC » EG Fy +1)\ 2 


Clargz] < 7), 
c 去 | e ieemir ide 
L 


2T 

其 中 世 为 从 (一 r 十 0) 十 ice 到 (r 十 0) 十 ice 的 曲线 . 
”是 第 一 类 贝 塞 尔 函 数 的 阶 , 也 是 贝 塞 尔 方程 的 阶 . 

J,(z) 有 如 下 基本 性 质 : 

1. 4 z Ay ASA SAL HRM. 

2.z "J,(z) JB eR. 

3. J, GO TE ER XE SE 3E 8l (— 00,00 8] z FRE 
(ELSE T 4 v 为 整数 时 ,J,(z) 在 全 平面 上 解析 . 

4. J,(z) 满 足下 列 递 推 关 系 


de 
2 4.46) —44) 


234, (2) 921 J aCo) E uae 
5. 4 y= 二 整数 时 ,J _,(z) 与 J,(z) 线 性 相关 ， 
Jz) = (— 1)"J, (z). 
6. 4 v— RE n 时 ,有 J RI BEPRBUR JES, 


之 1 一 " 
Sle = ni |= p J,GOt". 
相应 地 ,J,(z) 的 积分 表示 为 
E - izsin£— int 
dm) i|. d£ 


exp 


«X 
称 为 贝 塞 尔 积分 . 

7. BR f z—0 可 能 例外 ,J,(z) 的 零点 均 为 一 阶 
零点 . RP 34 v2 —1 或 为 整数 时 ,J,(z) 的 无 穷 个 零 
点 均 为 实数 ,对 称 地 分 布 在 实 轴 上 . 如 果 把 J) 
第 ;个 正 零点 (由 小 到 大 排列 ) 记 为 as W 

Oca, AK 1,1 S 05,2 

8. 傅 里 叶 - 贝 塞 尔 级 数 展开 定理 : 设 f (>) TE É 

间 (0,1) 中 有 定义 , 且 


| e^ reo 


存在 (如 果 此 积分 是 非 正 常 的 , 则 要 求 它 是 绝对 收敛 
BJ). # x d DX [š] (a 00 PESE d, 0<a<b<1, 
H. fGOXE (a ,b) "P i [8] zF B , Ji) 


Saul lant) = [f Gr + 0) + f€ — 01, 


其 中 W= A 是 Ji Cc) BJ IER. A , a| < a, mL 
Q a, IE tt? š 


— | cos (zsin Ç — n£)d£, 


1 
a, = Trt tf (t)J,(a,,t)dt. 
y+] m 0 


又 如 果 f(x) 在 (a,5b) 中 连续 , 则 级 数 在 
atA<r<b—A (A>0) 
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中 一 致 收敛 到 f(x). 

第 一 类 贝 塞 尔 函 数 常 简 称 贝 塞 尔 函 数 ，. 

贝 塞 尔 积分 (Bessel integral) 见 “ 第 一 类 贝 塞 
AR PRB”. 

$8 — N SER ESI (Bessel function of the sec- 
ond kind) JAAP S PX. 贝 塞 尔 方程 的 第 二 
解 . Ej J, CO AC < , H. n] H 25 — 286 D1 3E ZR ER OE 
X: 

o R COSR = ER CS 
sin vx 
(largz| < m), 
N, (2) YE E X fa SK 8l (— 00,00 BS z FL EK 
pr. 

N,(z) 有 时 记 为 Y.GO. 

诺 伊 曼 函数 (Neumann function) 
N EAR PR BL”. 

t = 3 Ul oR BW (Bessel function of the 
third kind) PARKIN GEAR PR 28. 贝 塞 尔 方程 的 线性 
无 关 解 . u] EARS 2 $ — 2 ILS — 28 N 2E ZR PERCHE 
线性 组 合 : 


N,(z) 


即 “ 第 二 类 


H? (z) = Jz) + iN,(z), 
H” (z) = J, (z) — iN,(z)., 
' ATE ER ZR fA Sc fii C— 09,00 B z 平面 上 单 值 解析 . 
HU (z) 和 Hs*”(z) 分 别称 为 第 一 种 和 第 二 种 第 
三 类 贝 塞 尔 函 数 , 或 第 一 类 和 第 二 类 汉 克 尔 函 数 . 
iX së R Pq CHankel function) BI“ =Z% N 
ZÆ IR PRL”. 
SB — 3€ iX. sa ZR ER "Sr (Hankel function of the 
first kind) ML“ 5% — 2$ Wl 3E /R PROC. 
$8 — 3& iX. së ^R BAW (Hankel function of the 
second kind) IL“ — 2$ ÆR PC". 
t A (cylindrical function) — 28 FF Sk eg t 
的 总 称 . 它们 都 满足 递 推 关 系 
2 dZ, (z) 
dz 
2yZ,(z) = z[Z,_, (z) + Z,, i (z) ]. 
由 此 可 以 推 知 2Z,(z) 一 定 满足 v 阶 贝 塞 尔 方程 ,因而 
一 般 可 以 表示 为 
Z,(z) = a,0) HI? (z) + a OH (2). 
其 中 HU (2) A HZ? GO BE = 288 J) EAR PRG a, (v) 
和 a; (u) E v ESTE XJ] eR. 78] RB 28 1. 
SS — .—. 3€ DL SER PR CAB AE FE pG C 


== Zo 5) Wee Z5 


Ski £ IR (Lommel polynomial) 广义 超 
几何 函数 的 一 种 . 定义 为 
Ri Gy = al 2 7 
1 一 72 m CR 
x;Fi| 2 7 H, — m ,] — v — m; — z 


2n—m 


ON COO! — 01D + m — n) 


z 
a = ni(m — 2n) !I'(v + n) ri 
M v 是 人 负 整 数 时 ,上 式 中 的 
I'(v + m — n) 
I'(v + n) 
应 该 改写 为 ` 
, l(—v—n—10 
MEAE are Umm qa 
Luder udo Un 
—(—1) cu t 


Rn Cake z ` BJ) m KETA, Ede VU pr PA 27 J; FE 
[ 64-m) CÓ - 2v-m — 2) (6 — 2v— m) C —m — 2) 
T Az! (03-1) ]jw —0 

的 解 ,其 中 


在 历史 上 , 洛 默 尔 (von Lommel,E. C. J. ) 是 从 

贝 塞 尔 函 数 的 递 推 关系 出 发 ,得 出 Ji6twm(z) 与 
J GR J co- o GO Zt IR] 的 联系 : 

J he) = Ra eS Sa EE E 

I ip 2S = 1) Rt 

ga dJ asa Ruta e 

从 而 定义 出 洛 默 尔 多 项 式 , 并 给 出 了 它 的 具体 表达 
式 . 由 于 在 推导 这 两 个 关系 式 时 只 用 到 递 推 和 大 系 , 因 
He RO RE SR FE DL E OR PR BCR AC HAE EE BR BC. 2 A 


个 关系 式 仍 然 成 立 . 
Ru(z) 本 身 也 可 以 用 第 一 类 贝 塞 尔 函 数 表 示 : 
Ge 
= R, s) = TT 62) a e 


+ (— Um ,GOJ, ei, 
T JE, N 3€ ^R ER BX (modified Bessel function) 


变形 贝 塞 尔 方程 
dw 1 dw y? u 
dz? Hor E um 
的 解 . 


Lie. Ug Gee) 
K,(z)= a > 


in o. " 
M PE /2 FTD (ze zy 


Ga = Te) 
2 sin xv 
分 别称 为 第 一 类 和 第 二 类 变形 贝 塞 尔 函 数 , 它 们 在 
除去 人 负 实 轴 ( 一 20,0j 的 z 平 面 上 单 值 解析 . 
天 ,(z) 又 称 为 巴 赛 特 图 数 . 
$8 — 3 db JE N SER E # (modified Bessel func- 
tion of the first kind) UJ," JE N SER PR IC. 
$8 — 2 dp JE, WN 3€ 2k ER I. (modified Bessel func- 
tion of the second kind) “ZÆ I ER eR C. 


° 


$ kK A XU 


E3 3€ 45 dS BX (Basset function) 
JÉ Vi SER PROCU. 

EK N ÆR 75 f£ (spherical Bessel equation) 7 
竺 物理 中 常见 的 常 微分 方程 之 一 . 即 


即 “ 第 二 类 变 


d? 2d v(v + 1) 

diy 5 dp ret DY Wg 
TE ER 5 sm, JS MES GRIES, KEM 
f BY n] 4L 7g SR V1 BE OR 75 f. 


球 贝 塞 尔 方程 和 贝 塞 尔 方程 具有 同样 的 奇 点 : 
z—0 为 正则 奇 点 ,z+ 二 2 为 非 正则 奇 点 . 作 变换 


yx Vua 
则 球 贝 塞 尔 方程 可 化 为 
1 
AN 


br OU BE ZK J; FB. 
BK Dl E 7R ER Er (spherical Bessel function) PR 
贝 塞 尔 方 程 的 解 . 即 函 数 


; | TX 
(EA 2:4 1200. 
T 
n (x)=; | ag N a0 
a) xn 4p Te wy 
h; (n= 2; Ha OD, 
(2) — J| rro 


其 中 Jti (£) Nti (z) Fl H;i (z) HA (Zz) 分 
别 是 第 一 类 .第 二 类 和 第 三 类 贝 塞 尔 函 数 . 

J, Cx d v Bp S8 — 2S EK DL 3E ZK PRG ETD ER uv 阶 
pR Ul 3E ^R ER 3; n, (>) Ji v. fr 5S — 28 pR DI 3E ZR AR, 
Jh EK v GT ERG DI SE PRG A COR. AI? Co) S v Er Š 
三 类 球 贝 塞 尔 函 数 , 亦 称 球 汉 克 尔 函 数 . 

第 一 类 球 贝 塞 尔 函 数 (spherical Bessel func- 
tion of the first kind) BW “pR DI Æ /R AŽ. 

$8 — AS xk N Æ ZR ER E (spherical Bessel func- 
tion of the second kind) ML PR Dl SEK RR”. 

BR is E IE (spherical Neumann function) 
EJ 78 — 25 ER I FEAR PRI. 

$8 = 3€ Ek N 3€ 7R A% (spherical Bessel func- 
tion of the third kind) BL“ pR D Æ /R RR”. 

Ek iX sa AR EA š$ (spherical Hankel function) Bp 
“ER = 25 pR IN SE AR PRL”. 

HIRE Bik BF (expansion of plane wave 
in series of cylindrical waves) Ul Siren — 


个 特殊 展开 式 . 即 
ere — Jor) 十 2 » iJ, (kr )cos ng 
n=] 


= x < ç < T), 
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F 殊 GRO 数 


其 中 J, Chr) dE n Br SB — ÆN 3E ZR PR 32%. TERE AB S 
(rp) Pye OP =e RONG z J pn] f d B!) E TRE UE 
(等 相位 面 为 z= 常 数 ) 的 相位 因子 的 空间 部 分 ,& 
为 波 数 , 而 右 方 的 


2 nn x 
——cos| kr 一 一 一 一 


ër 2 4 
代表 柱 面 波 ( 等 相位 面 为 柱 面 + 二 常数 ), 振 幅 与 
Vr 成 反比 . 

平面 波 按 球面 波 展开 (expansion of plane wave 
含 球 贝 塞 尔 函 数 的 


J,Ckr) ~ 


in series of spherical waves) 


一 个 特殊 展开 式 . 即 
pr cos ó SER = 也 (21 + 1)! ACGRr)P, (cos @) 


(0 x 0 x x), 
其 中 Or Es 1 Br pk DI ee LX Si 
让 德 多 项 式 . 若 将 > 和 2 理解 为 球 坐 标 , 则 etm? = 
e Beas i z 方向 传播 的 平面 波 ( 等 相位 面 为 > 一 党 
数 ) 相 位 因子 的 空间 部 分 k 为 波 数 ， 而 右 方 的 


A Gr) ~ isin ER 


br = ° 
AK RE ER [BI CS RB TRT SK IBI r= BO , Ta 0 r 成 
反比 . 
X. HB ERA ( Airy function) 
d’w 
dz? 


区 里 微分 方程 


— zw 二 0 


的 线性 无 关 解 . 


eh i NES 
| z 
Bite) = 3 [Is + [ys 


它们 都 是 z BY BS pRB. GEH pa Be BE 
| “cose + xt)dt 


2 2 
Z 93/2 Z g3/2 


il 


相关 ， 
NES (£? + xt)dt = 


0 


3 ?xAI ( + 37132). 


开尔文 函数 (Kelvin function) 开尔文 
(Kelvin, B. ) 在 研究 某 些 电 学 问题 时 引进 的 特殊 陋 
数 , 实 际 上 是 宗 量 辐 角 为 土 x/4( 或 土 3x/4) 的 贝 塞 
AR PRK 
ber(x) + ibei(xz) = J,(xe*"/*) 
= (my 
推广 到 复数 z KEERN Sepp, 
ber,(z) + ibei,(z) = J,(ze*=3%/45, 
ker,(z) + ikei, (z) = ew K (zet"/*), 
her,(z) + ihei,(z) = HO (ze??"*), 
her,(z) — ihei,(z) = H? (ze ?"/*), 
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M y 是 实数 ,argz 一 0 WY, ber, (z), bei, (z), ker, (z), 
kei,(z), her, Cz) Al hei, (z) AB E SE AA. 

A JE AR OC 5 ZZ 18. BR (Thomson, W. ), BFF 
尔 文 范 数 亦 称 汤姆 森 函 数 . 


汤姆 森 函 数 (Thomson function) 即 “ 开 尔 文 
PRU. 
Br El & 3B e (Struve function) JERN Æ 
尔 微分 方程 
E E dE a ED (x^ s= ^) |H.GO 
_ 4 Ze y+] 
© aT + 1/2) 2 
的 解 . BD o Sr 
Tn a A 
DT1/2 / x. 
x N sin(zcos 0)sin” dd Re š 


s Ef Kk] & 3B (Struve, K. H. ,原名 Struve, H 
只 研究 了 它 的 特殊 情形 召 ,(z) 和 有 如 Cz). 
A aaa aie 


EA: +5 
Xz[J,GOH, Lei 

[Na = 27 ¿xP 
X zLN,GOH, 4(2—N, 4G9H,QGO ]. 


J GO H, GO | 
I 
y+ 2 


安 格 尔 函 数 (Anger function) 非 齐 次 贝 塞 尔 
微分 方程 
E 2 tii + (= SIT 
u (z — v)sin xv 
x 
的 解 . 即 函 数 


J (z) = | COs (v0 一 zsin 0)d0. 


E v Jg EC n BE LU. MARKER RR 
dx. 

SE BR b. HEE ZR CAnger, C. T. ) ZB. 18 $4 
(Poisson,S. -D. )£# 1836 年 已 经 证 明了 
É 2 +z d oar (z? -= |f cos (v8 — zsin0)d0O 


= (z — v)sin xv, 
但 未 作 更 多 研究 . 
Æ+ 4E BR SLE, (z) Weber function E,Cz2) JEX 


次 贝 塞 尔 微分 方程 
E tet + (=° — v») |E (2) 


之 十 7 (z—v)cos xv 
x x 


的 解 . BI o Su 


E E = 1 ['sinoe — zsin 0)d0. 
T Jo 


洛 默 尔 函 数 (Lommel function) 非 齐 次 贝 塞 
尔 微 分 方程 
e T pu EU + rei — yw = ar 
的 特 解 ; 
2^! 
> DF D 
EE 
; 2 9 2 $ A 
P. 
S ese E . r| — 
um 2 2 
>x Ku E t—J,(z)cos zx 
DESI ine i 
Spy 2 


x |J. GOsin 


S GO Eb s, COO EP H, EIA s, GO TE p+ vx, py 
— v Jy ff FF AT Fo RC HAS, GO FE BR el, 

当 Ap 十 "或 uv JE AERE. SS, GO MASH 
A. 施 勒 夫 利多 项 式 和 诺 伊 曼 多 项 式 都 是 洛 默 尔 函 
数 的 特殊 情形 . 

诺 伊 曼 多 项 式 (Neumann polynomial) H E 
开 式 


0040) +2 X OLO de< 


所 定义 的 多 项 式 0,(G) ,其 中 心 (z) 为 第 一 类 贝 塞 尔 
GES 


l 
O= P 


E cs Ni cbs zx! 


n/ 


[n/2] . ee 
| ns (n— jJ -— DI t yn 
= Fy | 


(n = ],2, =s). 
它们 是 洛 默 尔 了 图 数 的 特殊 情形 ， 
TEE EE , 


O, (D) =s, "T 


H E.O G) Big ih B (Neumann,C. G. ) 在 求解 非 
齐 次 微分 方程 
, d^v 


dvo , ; 
i at 3 EE +1—n‘)v 


=tcos* 


时 得 到 的 . 
施 勒 夫 利 多 项 式 (Schlafli polynomial) 非 齐 
次 贝 塞 尔 微分 方程 


AT i AT 
— +n sin? — 
2 2 


F 殊 Go 数 


2 
Ë iri B ew — x) Is, (z) 
= 2n + 2(z — n)sin? B 
的 解 . 即 函 数 
Sou) 


Soe 


=| 10, (t) —cos? 24 
/2] 
. n—m E 
SC m! 
Gees: 
S@=(—1)""'5,@ 
(n=1,25°"), 
其 中 O, CON AFREIRA. CIE 18 SÀ Z PR 32% BJ 
特殊 情形 ， 


| —n+2m 


2, 


Sa) = 4nS int), 
Sari) = 255544102. 
施 勒 夫 利 多 项 式 比 诺 伊 曼 多 项 式 更 常用 ,因为 它 的 
某 些 性 质 在 形式 上 更 简单 . 
椭圆 积分 (elliptic integral) 
出 现 的 积分 . 形式 为 


[Re, V @(z) )dz , 


其 中 R(z,w) 是 zx Mw I PR VG: BJ (E 
系数 ) 三 次 或 四 次 多 项 式 . 通过 自 变量 的 分 式 线性 变 
换 , 总 可 以 将 椭圆 积分 化 为 标准 形式 . 常用 的 标准 形 
式 有 两 种 : 勒 让 德 型 椭圆 积分 和 外 尔 斯 特 拉 斯 型 椭 
圆 积分 . 

当 多 项 式 wz) 的 次 数 高 于 4 时 , 则 称 为 超 椭圆 


计算 椭圆 弧 长 时 


eG M8 [3] #8 4 Chyperelliptic integral) dL “FEB [B] 
B. 

勒 让 德 型 椭圆 积分 (elliptic integral in Lege- 
ndre's form) 亦 称 不 完全 椭圆 积分 . 椭圆 积分 的 一 
种 常用 的 标准 形式 . 根据 被 积 隐 数 的 解析 性 质 ,可 分 
为 

? de 
F(R, oi d RE 


E C dz 
° vleit Hein 
E(k,9)= | v 1] — sine de 
0 


sing 1 — hz? 
E | 1 — z SS 


de 
I] h,k, = i SSS 
Í (1-FAsin'g) v 1 — &'sin'g 


sing dz 
. (ayy Ge PS ae 
4] BER OA SB — 38.98 — 25 4055 — 2$ CI SE RO IR 


分 ,对 应 于 被 积 函 数 除根 式 型 枝 点 外 没有 奇 点 、 或 只 
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特 Tk A 数 


有 留 数 为 0 的 极点 、 或 具有 和 留 数 不 为 0 的 极点 这 三 
种 情形 .& 称 为 模 数 ,h 为 参数 . 另外 ,在 椭圆 积分 中 
BE BU k — V1—E , 称 为 补 模 数 . 
9 1/2 时 的 勒 让 德 型 椭圆 积分 , 称 为 完全 椭圆 
积分 . 它们 有 
m = T - n/2 de 
K-KQ)- F5 =| T Fa 


Ss | de — 
o V (1—2)0—EÀz) 


n/2 
E=EQ)=E| 2 = | V 1—£'sin*gdog 
0 
1 ]— k?z’? 
=|, p = 


[b — Il G2 II [eem 


2 
_ E de 
° (1+hsin’¢) / 1 —£'sin?g 
= | dz 
° (1 十 hz2) V (0—2)0 Fe") 
分 别 为 第 一 类 、 第 二 类 和 第 三 类 完全 椭圆 积分 . 
勒 让 德 标准 型 椭圆 积分 较 适 合 于 数值 计算 . 
不 完全 椭圆 积分 (incomplete elliptic integral) 
见 “ 勒 让 德 型 椭圆 积分 ” 
第 一 类 不 完全 椭圆 积分 incomplete elliptic in- 
tegral of the first kind) ” 见 “ 勒 让 德 型 椭圆 积分 ”. 
第 二 类 不 完全 椭圆 积分 (incomplete elliptic in- 
tegral of the second kind) ” 见 “ 勒 让 德 型 椭圆 积 
oa a 
第 三 类 不 完全 椭圆 积分 (incomplete elliptic in- 
tegral of the third kind) WL“ Ei gg AN Ae s] AR”. 
完全 椭圆 积分 (complete elliptic integral) JL 
“ 勒 让 德 型 椭圆 积分 ” 
第 一 类 完全 椭圆 积分 (complete elliptic inte- 
gral of the first kind)” 见 “ 勒 让 德 型 椭圆 积分 ”. 
第 二 类 完全 椭圆 积分 (complete elliptic inte- 
gral of the second kind) IL“ Sy iE gg eres pp px", 
第 三 类 完全 椭圆 积分 (complete elliptic inte- 
gral of the third kind) DW," Sj LEIE x9 f gl. 
外 尔 斯 特 拉 斯 型 椭圆 积分 (elliptic integral in 
椭圆 积分 的 为 一 种 常用 的 标 


Weierstrass’ form) 


准 形 式 . 
I = _ de 0, 
v 42° — g,z — E: 
Be zdz 
2.7. E prc o € 
VV Az? — pug — gn 
no dz 
(z — c) V 4z? — gz — £, 


分 别称 为 第 一 类 、 第 二 类 和 第 三 类 外 尔 斯 特 拉 斯 型 
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椭圆 积分 ,常数 g, 和 gs 称 为 不 变量 . 

外 尔 斯 特 拉 斯 标准 型 椭圆 积分 比较 对 称 , 因 此 
在 理论 研究 上 更 为 适用 . 

第 一 类 外 尔 斯 特 拉 斯 型 椭圆 积分 (Weierstrass” 
elliptic integral of the first kind) 见 “ 外 尔 斯 特 拉 
Hr FEY AR [Ba] FA”. 

第 二 类 外 尔 斯 特 拉 斯 型 椭圆 积分 (Weierstrass” 
elliptic integral of the second kind) 见 “ 外 尔 斯 特 
拉 斯 型 椭圆 积分 ”. 

第 三 类 外 尔 斯 特 拉 斯 型 椭圆 积分 (Weierstrass” 


elliptic integral of the third kind) JL" 5M Er Behr 
斯 型 椭圆 积分 ”. 
椭圆 函数 (elliptic function) ” 亦 称 第 一 类 椭圆 


函数 . RSV befrot 在 历史 上 ,椭圆 遂 数 
是 作为 椭圆 积分 的 反哺 数 而 引入 的 , 故 名 . 
设 2w,2w' 为 椭圆 函数 f(z) 的 两 个 基本 周期 , 旦 

Im w/w > 0, 

f @ + 2w) = f(z + 20’) = f(z), 
f(z) 在 以 任意 一 点 < 及 z 十 2w,z 十 2w 十 2w' ,z4- 2w 
为 顶点 的 平行 四 边 形 ( 称 为 周期 平行 四 边 形 ) 内 极点 
的 个 数 (x 阶 极点 算 作 ”个 极点 ) 称 为 椭圆 函数 f(z) 
的 阶 . 

椭圆 范 数 具有 下 列 性 质 ， 

1. # f(z) 为 椭圆 函数 , 则 其 任意 阶 导 数 f” (z) 
也 是 椭圆 函数 ,基本 周期 不 变 . 

2. ABH LBA) pe Bi BY BTA BRR 

3. 刘 维尔 第 一 定理 : 零 阶 椭圆 函数 必 为 第 数 . 

4. 刘 维 尔 第 二 定理 :椭圆 函数 在 任 一 周期 平行 
四 边 形 内 各 极点 处 留 数 之 和 必 为 0. 

因此 ,椭圆 函数 在 任 一 周期 平行 四 边 形 内 不 可 
能 只 有 一 个 (一 阶 ) 极 点 .换言之 ,不 存在 一 阶 椭圆 函 
数 . 

5. 椭圆 函数 在 任 一 周期 平行 四 边 形 内 零点 的 个 

Kin 阶 零 点 算 作 个 零点 ) 等 于 它 的 阶 . 

6. 刘 维 尔 第 三 定理 :对 于 任 一 常数 C, 方 程 1(z) 
— C 在 周期 平行 四 边 形 内 根 的 个 数 (n RE TRE IE n 
个 根 ) 等 于 f(z) 的 阶 . 

7. 刘 维 尔 第 四 定理 :在 一 个 周期 平行 四 边 形 内 ， 
MARARA a (==1,2,…) 之 和 与 极点 0G — 1, 
2,…) 之 和 相差 某 一 周期 , 即 


> ai kas NE = 2mo + 2m!w , 


m ,m 为 整数 . 

最 简单 的 椭圆 水 数 是 二 阶 椭 圆 函 数 . ZE X EE pi 
数 中 ,或 者 把 (在 任 一 周期 平行 四 边 形 中 ) 具 有 一 个 
二 阶 极 点 ( 留 数 为 0) 的 函数 选 作 标准 图 数 ( 外 尔 斯 
特 拉 斯 椭圆 函数 ) ,或 者 把 具有 两 个 一 阶 极点 ( 留 数 
互相 抵消 ?的 函数 选 作 标准 函数 ( 雅 可 比 椭圆 函数 ). 


第 一 类 椭圆 函数 (Celliptic function of the first 
kind) Bp)“ Ll eg Bx”. 

周期 平行 四 边 形 (period parallelogram) WL 
“Hs B] PKB”. 

388 [B] P BAY Br Corder of elliptic function) 见 
“8 TBA] ES BC”. 

第 二 类 椭圆 函数 (elliptic function of the sec- 
ond kind) 椭圆 函数 的 推广 之 一 . Up Y 3k PR 3⁄ 
J GO B É 

f G + 2w) = mf QD, 

J (u + 2w) = pf (u) 
(w mis K Hı H3 均 为 常数 ), 则 称 f Gu) A — 28 fü 
圆 函数 . 例如 ， 

glu 三 

fu) = EH, 
其 中 olw) 为 外 尔 斯 特 拉 斯 o 函数 ,o 及 v 为 常数 .此 
时 a = e (二 1 ,3).7; 的 定义 见 “ 外 尔 斯 特 拉 斯 
CHA. 

2w 及 20; Wh PR A — 28 HH IB] BR Be AY RAR 


8j. 

s= = 3 He [B] £8 BW Celliptic function of the third 
kind) ”椭圆 函数 的 进一步 推广 . HIP bett 
满足 


f G + 2:0) = etf Cu) G = 1,3) 
Cwi 及 ai, b; BARRO WER SO) AR — 2 Rh || ER 
数 . 外 尔 斯 特 拉 斯 o 函数 就 属于 第 三 类 椭圆 函数 ， 
2w 及 Ze, 仍 称 为 第 三 类 椭圆 函数 的 基本 周 
期 . 
椭圆 3 函数 (elliptic theta function) 
Alc (Im r>0) 的 第 三 类 椭圆 函数 . 定义 为 


9, (v) = 291 C— 1g" sin(2n 十 1)xv， 
n= 0 


- 


周期 为 1 


D, OO = 2 > qt V?" cos (2n + Ui, 
n= 0 
D (v) = 1 + 2 Xq" cos 2NTU, 
n=] 


D, (v) = 1 + 2 >, (一 1)”g” cos 2nxv = p (v), 
n=] 


其 中 q=". 
D (v+1)=— 9 (v), 
9, (00-1) —9,(v), 


J (vtr)=—q le ?"9 (v), 
D Cutt) =q le ?""9,(y), 
(4-12 —9,€(0), Q,(od-r)—q le sta, Cv), 
0,(03-12—9,(7), (十 rz) 一 一 9 le ?" 9. (v). 
任何 椭圆 函数 都 可 表示 为 几 个 2 函数 之 商 . 
WE 9,(v) 写 成 9; Co | VUE BH Js] BH. 

F ZR RW Se dr Bh BS [B] 8 BY (Weierstrass elliptic 

二 阶 椭圆 函数 的 标准 形式 之 一 . 它 是 外 


a 


F 殊 GR 数 


尔 斯 特 拉 斯 椭圆 积分 
f. NU EE = pu eom 
RUE KI e — 7 G0. 
A Zen 及 Ze, W 
20) = 3+ | 


其 中 Wmm = 2Mw, + 2m' dS 表示 对 一 切 整 数 m K 
m'5K 4$ m = m! = 0 除外 . 


g= 60 DY 


gs = 140 2; z 


任何 椭圆 函数 都 可 用 Bw 
S (Qu) BY FHAPAR Er Febr E Ç AR GORR: 
SP (u) = — Ẹ (u). 
Sh ZR R $F ju Bn G e BL ( Weierstrass zeta func- 
tion) Rec Ce M 


tO mz MI "ui rb 


u — e CO on! 


HP wn = 2mo,-2m' ei, D 表 示 对 一 切 整数 mx 及 
ml K A m =m' —0 ER FR. GOES 148] BR Pc , B 
5( + 2w) = Yu) + 27; G = 1,2,3), 
其 中 w= — (w, +3) , 2; = 66m. EA JC JS] BH PR 
数 , 因 而 不 是 椭圆 函数 . 
CC) BY FASS RT LIT o 函数 o GO RIR: 


E. _ 60 (u) 
CCu) = 4,1 n (u) = slu) a 


Sh ZR Wr EF Be Nro P BWC Weierstrass sigma func- 
tion) 一 种 第 三 类 椭圆 函数 . 定义 为 


Om m 


其 中 


Wynn! = 2m, 十 272 w, 


LL 表示 对 一 切 整数 m Rm RA m = m! = 0 项 除 
Sh. o GO RA MJA, FI 
olu + 2.) — — e Fou) G = 1,2,3), 
其 中 w= — Gn +3) 7; = 6690 Cu ASP OR i Fe hit 
斯 5 函数 . 
fo 函数 (co-sigma function) = 4 35 =% ii 
al p CR] ER. 可 由 外 尔 斯 特 拉 斯 o 函数 定义 ， 
e ein + o) 
gt oi) 
其 中 w 及 5; BJ E SOLS) OR ET OC PRR”. 
3t RT EE # [B] à BE (Jacobian elliptic function) 
567 


9, (u) = (z = Beer Séi 


— Bir f l ee Sir pen TEE 2 — . 包括 第 一 类 勒 让 德 


型 椭圆 积 
D [————À——— 
VE ee ECL) 
gees 


HJ RR z—snw PAK R : 
cnw-— /1—sn^w, dnw= V1—k’sn’w, 


nt = N tn w = , 
sn w cn w 
sn w dn w 
sd w = ds w = 
dn w sn w 
cn w dn w 
cd w = I dc w = ; 
dn w cn w 
1 
ns w= ; nc w = 
sn w cn 
nd te = l —am uw 
dn w P Ç 


snw fe ñ) KR, cnw fll dnw ER A, EMI OUR 
VJ 4K ,2iK';4K,2K +2iK' Al 2K ,4iK' HHA AH 
EA] MG A R R P K = K(k)= F Gi x/20 78 $ — 28 
5E Wi AR, K'= K (#') = F (k',z=/2), k = 
/i-E. 

JE RJ EL ER BW (Jacobian @ function) 
(Jacobi, C. G. J. )#J 2 ii [B] e CERT so] 5| dt 
Tr. 即 


ME n] Eb 
DI O K 


Aw) = ù, 


iK" 
x] 
其 中 5, 为 椭圆 2 PRO. Co | 0 ,第 二 类 椭圆 积 


9 
Ek, Q= | v1 — E'sin?g de 
0 


sing Bil T bee? 
本 | l 一 z’ SS 
z= [ dn*wdw (9 = amw) 


Ay H] O 函数 表示 
E(k, p) 


_O(w) E 
= Otay R 
其 中 

D 
和 


«X 


EG) - lt 


分 别 为 第 一 类 和 第 二 类 完全 椭圆 积 
HE AY LES eA% (Jacobian zeta function) TE nf 
H © eR CISCO TR. 
d ,' (z) 
gree) = BCzy 
ee ey 2K(k), AW ak (n= 
568 


zn(z,k) = 


0,1,2,…) 为 其 零点 ， 
sin cin 
mG) = y >) M 
n=1 sinh KE 


H K'=K (k), k' = /1—BË. 

He Pk AK ER HK Cellipsoidal coordinates) 
线 坐 标 系 的 一 种 . 设 c<b<a, 
z), 则 9 的 三 次 方程 


x? 2 
R bue 
在 区 间 
lef, fe, le fe —p 
HAARR OA FCA) =0,F (x) =0 Al FO) 
— 0 分 别 为 通过 点 (zx,y,z) ,与 椭 球 面 


m y? a 
wo get s he 


共 焦 、 且 互相 正 交 的 椭 球 面 . 单 叶 双 曲面 和 双 叶 双 曲 
H. CAs p DERA A Cx» yoz) BJ RE PR EER » 
P (au ep ana cepa pv) 
(a? 一 b) (a? — c?) , 
_ (ë + ACE + WO M) 
(b? = a?) (b? = c?) ? 
z? EPA Ce) 
BE (c? 一 a?) (c? — P?) z 
RE EK AG E 8 ol LA JA AA [B] e 22 lun, H] FE nT HS e 
数 ) 表 示 . $ 


IE AE BH 
给 定 空 间 一 点 (zyy， 


z? 
prag 1=0 


a^ 4- A— Ca? — P? )sn?a, 
a* + u= Ca? — bsn’, 
a’ d-v- (a? — b? )sn?Y 


则 有 
z= k? Wa? — c! snasnfsnY, 
y 一 一 Va — c? cnacnfien?, 
x = 5 Va! — c? dnadn f dnY, 
其 中 
pt. k: = 1 — E, 


拉 梅 微分 方程 (Lamé differential equation) 
有 四 个 正则 奇 点 (一 a ,一 ,一 c* 及 co) 的 语 克 斯 型 
方程 ,最 先 由 拉 梅 (Lamé,G. ) 在 椭 球 坐标 系 中 将 拉 
普 拉 斯 方程 分 离 变 量 时 得 到 , 故 名 . 它 的 代数 形式 为 
| |dA 
D, Ak rin zd 

KA + C 

— Aa + AY C? + A) (C + p^ 


= 0 


2 
B diia! Se 
2 s : 


Ks + H 
— 4s(s — 1)G — h) 
其 中 asb,c RKC 均 为 常数 ， 
ú jm dien 22 
$ 一 = eie pi? SE EE 
为 了 适应 不 同 的 研究 目的 , 常 将 拉 梅 方程 化 为 不 同 
的 形式 ,例如 ,修正 的 代数 形式 


Ln 1 1 1 A 
dp’ De De P — es dp 
Kp + B asp qas 


— 4(5 — e (0 — e,) (0 — e) 
三 角形 式 ( 其 中 Ge 


[1— (&cos£)? 154 d LN cost sint Se 


= EE Aes oe 
外 尔 斯 特 拉 斯 形式 
94 = [KP (u) + BIA, 
和 雅 可 比 形式 
= A 


= [K£'sn?(a,&) + AJA, 
其 中 he sss. 是 雅 可 


FE 86 [l PR C. 
拉 梅 函数 (Lamge function) n 为 非 负 整数 时 ， 
拉 梅 方程 
d^A Ti d l 1 dA 
ds? ak p 23 sa s — hj ds 


_ m&atristH , 
48 (8 = 1) =) 
的 多 项 式 解 . H TRAED RE BAT A 
EWA Ex 150,1, A Aloo ,前 三 个 奇 点 的 指标 都 是 0 
和 1⁄2 ,而 奇 点 ce 的 指标 则 为 一 xz/2 和 (x 十 1)/2, 因 
此 ,考虑 到 在 0,1,h 处 的 奇异 性 ,不 妨 将 拉 梅 方程 的 
解 写成 


= 0 


SG — DG Ai Za 


的 形式 . 当 H 取 某 些 特定 值 时 ， 无 穷 级 数 可 以 截断 
为 多 项 式 . 在 这 些 多 项 式 解 中 ， 


[n/2) 
I) — A 


qo n= mW, 
= 


1/2 n= FR, 

有 Ln/2j 十 1 个 (对 应 于 五 的 [xn/2j 十 1 个 特定 值 ， 
称 为 第 一 类 拉 梅 函数 .第 二 类 和 第 三 类 拉 梅 函数 的 
形式 是 


[Cn—1)/2] 


BIZ » b,s^**, 


E? (s) = (s 一 


[Xin — 15/2] 


EG eme ZS eee, 


k=0 


n 一 奇数 ， 
1/2 n= 偶数 ， 
各 有 [L(z 十 1)72J 个 ,第 四 类 拉 梅 函数 的 形式 是 


[n/2]—] 


pell 


ErQG)—[G—10)G a 2; dis. 
ies (° n Sich 
有 [ny/2] 个 . 这 四 关 拉 梅 函 数 总 称 第 一 种 拉 梅 函数 


( 亦 称 拉 梅 多 项 式 ), 共 2 十 1 个 ,对 应 于 五 的 22 十 1 
个 特定 值 . 这 时 拉 梅 方程 的 另 一 解 ( 当 然 也 共有 2n 
T1058 — Br BL K C. 

如 果 将 拉 梅 方程 写成 外 尔 斯 特 拉 斯 形式 ,相应 
的 第 一 种 拉 梅 函数 记 为 ET Cp. p — 2 (u), WEZ 
种 拉 梅 函数 可 以 表示 为 


du 
Fr) 5 (2n + DEZ 2 LE? Dy] 


上 面 介 绍 是 的 拉 梅 函数 的 一 种 分 类 法 .在 其 他 
文献 中 还 有 别 的 分 类 法 . 

第 一 类 拉 梅 函数 (Lame function of the first 
species) — Dl" b pg BL”. 

第 二 类 拉 梅 函数 (Lame function of the second 
species) Ji "hr f PRR”. 

第 三 类 拉 梅 函数 (Lame function of the third 
species) DL," Dr eR C. 

第 四 类 拉 梅 函数 (lamé function of the fourth 
species) — Dl" Tu dE eR AC. 

第 一 种 拉 梅 函数 (Lame function of the first 
kind) “iz fig es BL”. 

第 二 种 拉 梅 函数 (Lame function of the second 
kind) Ji, “fir Hig BRL”. 


拉 梅 多 项 式 (Lame polynomial) 即 第 一 种 拉 
Hee pA. 见 “ 拉 梅 范 数 ” 


广义 拉 梅 函数 (generalized Lame function) 


Yn 不 是 整数 时 , 拉 梅 方程 
d'A 1/1 1 1 |dA 
qu Mo dE 

nim + Ds + H 


E = cu E 


的 解 的 总 称 . 它们 在 形式 上 可 以 用 PP PES OS JL“ 32 
曼 微分 方程 ”表示 : 


0 1 h oo 
ASF EI 0 0 — n/2; sn'z >. 
1/2 1/2 1/2 (n + 1)/2 


E RB ju f& cR X (periodic Lamé function) # 0 
«hb 19 2n OT 1) ALM n 为 实数 或 n= 二 一 1/2 
ip. p 为 实数 ) 时 , 拉 梅 方程 


TS + [A n(n + DE. sn! z LA = 0 
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F Tk A 数 


的 单 周 期 解 . 此 时 4 只 能 取 一 系列 特定 值 (本 征 值 ). 

考虑 到 sn?(z) 的 基本 实 周期 为 2K (K 为 第 一 
类 椭圆 积分 ) 以 及 sn (z) 的 对 称 性 , 则 具有 实 周期 的 
周期 拉 梅 函数 的 周期 只 能 是 2pK,(p 二 1,2,…), 生 
一 定 是 > 一 天 BIB PRX GU Ecc GG. 80,m-—0;1, 
2,0 X AF PRK GA Esz (z 82 ,m—1,2,3, 2. Æ 
区 间 OXCz 25K PB, Ech (z, k) Al Es" (zk RBA 
mp SF Fi. 

sn(z,k) 的 基本 虚 周 期 为 2 天 .所 以 , 虚 周 期 的 
周期 拉 梅 函数 ECT (zk?) A ES 7 (zk?) HY AB HW 

Z2pK' (p = 1,2,-) 
"E LT RT 38 pP E B| H e 2E 38 4 SK J] BH 85) J BJ hr ER 
数 Ec? (2! Rk?) A Es? Ce ,2'?), 
Rc UCL Roy She Ce y 
Es (QR) Bs (2 SR, 
其 中 
z'—ji(z—K-—iK'), k'*=1—8?. 

当 n 为 非 负 整数 时 ,对 于 给 定 的 ”总 存在 2n - 
1 个 双 周 期 解 , 它 们 就 是 第 一 种 拉 梅 琐 数 . 

EEK VA AN eA BT (ellipsoidal harmonics) ALY AZ 
斯 方程 的 一 种 特殊 形式 的 多 项 式 解 . 其 普遍 形式 是 
第 一 类 椭 球 调和 函数 | 

(le. 


NSA 

ffe, »I[8.. «IT6.. 
ea tt E 

se TT6 zz | | I Os 
第 四 类 椭 球 调和 函数 ü 


zyz || e, 
r=1 
其 中 
Ce Ue GP. Gs 
Car arque tus sa a 


0, 是 拉 梅 多 项 式 ( 以 4 为 自 变 量 ) 的 零点 .因此 ,在 椭 
球 坐 标 系 中 与 椭 球 面 

r? 2 z? 

27 T SS 二 poles 1 
共 焦 的 一 系列 坐标 面 上 , 椭 球 调和 函数 值 恒 为 0. 

对 于 给 定 的 非 负 整数 ”独立 的 对 次 椭 球 调和 
KRA 22 十 1 个 :n 为 偶数 时 为 (n/2) 十 1 个 第 一 类 
HAER VA] FO PRA A 3n/2 个 第 三 类 椭 球 调和 函数 , 为 
奇数 时 为 3 人 (2 十 1)/2 + 98 — 2 RE ER IA A eR Be A 
Cn 一 1)/2 个 第 四 类 椭 球 调和 函数 . 

së — 26 8 EK VA FN pi A Cellipsoidal harmonics of 
the first species) LL“ EK Val RU PS AC. 
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SH — 26 ## Pk Vi] 30 Eq šf Cellipsoidal harmonics of 
the second species) — JA," #RERVA Al PR BL”. 
$8 = 35 Be DK ys 30 e$ BY Cellipsoidal harmonics of 
the third species) Ji “HAE VA Al K R”. 
SH pu 2E 86 Fk ys $n e HW Cellipsoidal harmonics of 
the fourth species) WM" ER 1i AI PRR”. 
Xk EHE (spheroidal wave function) 亦 称 
EK P eR BN Fy fe 
P e ber eii 
HJ. z— --1 Jr fe IE DUI Ap i sz — co J dE 1E DU] A 
点 BER AYR PEEL — 1.1] P3 BASH 
{DL BA FE JE , IÑ TE oo sa SË P A R A Ej 01 3E ZR PR 2 +B 
似 的 性 质 . 
实际 上 ,在 一 定 区 域内 ,球体 波 函 数 可 用 连带 勒 
LL $B K BX Be WL BE OR PRR HY) RAL FE 
在 旋转 长 椭 球 坐标 系 (7,&,9) 
zr =a 4(€ — 1)(1 — PF)cosy, 
y =a 4 (£ — 1)(1 — F)sing, 
Rasy 
BN THE TP Ja A BR A b 28 005.9) 
x =a dÉ + 1)(1 — ¥)cosg, 
y =a /(@ + 1)(1 — 9Dsing, 
z =aé7 
rp fet Zz 18.28 BK Jy fe 35] n] 483 SU EK PE US PC. 
球体 函数 (spheroidal function) Bl“ RAYE e 


数 ” 
希 尔 方程 (Hill equation) 系数 为 周期 图 数 的 
二 阶 线性 微分 方程 . El 
dX“ (>) 
de 

其 中 F(z) 以 22 为 周期 . 1877 年 , 希 尔 (Hill, G. 
W. ) 在 讨论 月 球 运动 时 首先 研究 过 这 个 方程 . 

马 蒂 厄 方程 、. 拉 梅 方程 都 是 希 尔 方程 的 特殊 情 
JÉ. 通过 适当 变换 , 勒 让 德 方程 .汇合 型 超 几 何方 程 
也 可 归结 为 希 尔 方程 . 

虽然 F(z) 是 周期 函数 ,但 希 尔 方程 的 解 不 一 定 
具有 周期 性 ,不 过 ,一 定 具 有 拟 周 期 性 

ulr + 27) = ou(X) (o = BH), 

亦 即 形 如 


+ F(z)u = 0, 


z(z)—=e“”@( x), 
p(X 22) — 9x), 
o=e™ 
的 解 ( 弗 洛 凯 定理 ). p 称 为 特征 指数 ,x 二 0 或 1 时 ， 
u Cr) Jj JE] BH pR BX. 
OS JE FF (Mathieu equation) 
方程 之 一 . 即 


特殊 的 布尔 


E + (a — 2qcos 2z)u = 0, 
RP aH q 为 常数 . Xx 4° Jy # BL Zo ib ELTE HS Ju; 
(Mathieu, Ë. L. ) 关 于 椭圆 薄膜 振动 的 工作 中 . 在 椭 
圆柱 坐标 系 (€,7,z) 
x=a coshé cosy, 
y=a sinh sin), 
FEOR AE ZX 28 28 27] TERT , B] 48.21) 3 BCE. 

Usb JD, & Xr (Mathieu function) +8 3 35 Jg Jr 
程 的 解 的 总 称 . 因为 马 蒂 厄 方程 的 系数 是 全 > 平面 
上 的 解析 函数 (惟一 的 奇 点 = 三 ce 是 非 正 则 奇 点 )， 
因此 , 马 蒂 厄 方程 的 解 必 为 整 函 数 . 

马 蒂 厄 方程 的 周期 解 , 即 第 一 类 马 蒂 厄 函数 ,也 
Té TB) PR E FH JU, ER EIC. 

SS — 2 D d& Ip, ER žr (Mathieu function of the 
first kind) 4 35 Jp, 75 Ee BJ) JA SA. E 3 0S y E 
r.p a 取 适 当 的 值 ( 本 征 值 ), 而 使 特征 指数 = CAR 
见 “ 希 尔 方 程 ”) 成 为 0 或 i, 相 应 地 wu(z) 为 以 7 或 2r 
为 周期 的 周期 函数 , 称 为 第 一 类 马 蒂 厄 函 数 , 简 称 马 
Ti JE PR C. 根据 它们 的 傅 里 叶 展 开 形 式 , 可 以 分 为 四 
种 类 型 : 


ce, (z,g) = >) AY” cos 2rz, 
r= 0 


eapi (29g) = DFAS Peos(2r + Us, 
r=0 


exo 


Sex+i(z,q) = A, Bit Usin(2r + 1)z， 
r= 0 


Cx» 


sen G,4) = A, BE'S?sin(r + 2)z, 


=0 
其 中 ?一 0,1,2,… 相 应 的 本 征 值 分 别 记 为 C2nyC2n+T1， 
b; I bon 25 
a <a, «b <b, <a, <a, b (g>0),， 
a <b a, bp ay Lb Ka; < een , (q<0), 
An 5,09, 


这 些 马 蒂 厄 函数 满足 正 交 归 一 条 件 


2n 
| ce, (z,q)se,(z,qg)dz = 0, 
0 


(n— oo). 


on 
| ce, (z,q)ce,(z,q)dz = mÓ,,, 
0 


on 
| se, (z,q)se,(z,q)dz = nÔ mn. 
0 


4 q>0 时， 
ce.(z,q) > 1/7 2, 
ce, (25g) > cos mz, 
se, (z,q) > sin mz. 
H T 58 — 28 H 38 JU, a h tH BE CURE BS P8 [B] EE 
面 衍 射 问题 中 , 故 又 称 椭 圆柱 函数 . 


FF R A 数 


椭圆 柱 函 数 (Celliptic cylinder function) 
—2É Us Ju, PRU CU. 

Së — 3€ OS Ip. e Ir (Mathieu function of the 
second kind) 4a Jj iE (ESI , Jpg y # BJ AE Ji] 
期 解 . A s] E 28 25 85 JU, ERO 


ce;C[z,q),. cCe,, 5,9), 


B “第 


Se5,41(2,q) , Seg 15 0,9) 
相对 应 ,它们 分 别 是 
fe, (z,q), Ies, 1 (2,92, 
ge; i (2G) 5 geni). 
dr Ju 4x Jp, A FE (modified Mathieu equation) 
周期 为 纯 虚 数 的 希 尔 方程 . 即 
a — (a — 2qcosh 2z)u = 0. 
RH E= iz, BI uj HAS BCT E. 在 椭圆 柱 坐 标 
$2) 
x = acosh cos 7, 
y = asinh£sin 7, 
Z == > 
HR E Zç BE 25 7] EE PJ , H] 48 BN OT 15 085 JU, 75 f. 
dr J 3 3g A modified Mathieu function) 
^F JE. 2 35 Je, 75 EE BA] RN BR. 在 马 蒂 厄 函数 中 以 zz 
代替 z 即 可 得 到 变形 马 蒂 厄 函 数 . 特别 是 ,对 应 于 第 
— 2 Gy d$ JU, PR C ce, Cq) ses (z,q) MS — KH 
Jg. FRA fe, (z,q) ges (z ,q) B 
Ce, C q) — ce, 2.0), 
Se, (z,q) =— 1se, (iz,q), 
Fey,(z,q) = fe,,z,q), 
Gey,(z,q) = ge, (iz,q), 
分 别称 为 第 一 类 和 第 二 类 变形 马 带 厄 函 数 . 把 它们 
线性 组 合 起 来 ,还 可 以 得 到 第 三 类 变形 马 蒂 厄 函 数 
Fek,, (z5q),Gek,,(z5q): 


Ce;,Cz,9) +1iFey,,,(z,q) 一 一 2iFek,,,(z,q), 

Ce; í1G,q) + iFeysu41G,q) =— 2Fek,, 4, (25g), 
Sem (29g) + 1Ge ons (z,q) =— 2Gek,,, i (z,g), 
Se 45; (5,9) F iGEYom42 (2,09) =— 2ZiGek, 5,9). 
另外 还 有 


Met (z,g) = Ce,(z,q) + iFey,(z,q), 
Me; (z,g) = Ce, (z,g) —iFey,(2,9), 
Ne, (z,g) = Se,.(z,g) + 1Gey,(z,q), 
New’ (z,q) = Se,(z,q) — iGey,(z,q), 
th BRA = 2S RETE E 38 JE, PRI. 
E — 3& db JE YS dS I BM (modified Mathieu 
function of the first kind) Jl“ H, at Ju, gg C". 
S — 3 dE HD 3E Ig EB BW (modified Mathieu 
function of the second kind) "45 JE 3 3 Jp, M 
AU. 
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特 殊 Go 数 


5B = KEE B JE BRM (modified Mathieu 
function of the third kind) Mj “EJE B% Jp, wR”. 

Bi SEE (generating function) 亦 称 生成 函数 . 
定义 特殊 函数 .特别 是 正 交 多 项 式 的 基本 方法 之 一 ， 
也 是 分 析 数 学 中 定义 数列 或 函数 序列 的 常用 手段 . 
行 级 数 


San 
在 t 平 面 上 某 区 域内 收敛 于 g G) Wh g G) D CI 
ta, BJ Bk eR C ; 在 级 数 
SEO m Soir 


Clon) AG AB ,例如 c, 1/n 10 E c E [HI EEK Jt 
A A BS K Crt), WER K Gr 0 28 ER CIE af 
Uf, Car) } BY BF PLC. E js Ek pRB K (< LO RT PE. n] 
以 导出 函数 序列 { 廊 (Cz)) 的 解析 性 . 

更 一 般 地 , 行 函数 天 (zi 可 形式 地 展开 为 级 数 


2 (xf 
n=0 


亦 称 K Ge 0 ARRUE DIS, GO ) B 8: PR 38. 
在 数论 函数 中 ,也 把 


FG) = ST fn) a 
称 为 数论 函数 S OD BAY BE PRI. 


生成 函数 (generating function) 即 “ 母 图 数 ” 
欧 拉 多 项 式 (Euler polynomial) Säi 
式 
Ë= = DEA) a Cle] < m, 
所 定义 的 多 项 式 E, a 
Ey (a)=1, 


LS Lei, 


E;xr)—r(r—1);. 


2 2 
E, (x)—x(x—10)(!—r—1), 


EGO [zy [ges , 


Mp (xí—2z5—4?5-4-2x4-1)5, 


p TUM 的 n 次 多 项 式 ,满足 
E,(z=+1)+E,(z)=2=x", 
Bla) == 1) E, =), 

j ! 
i “a Gi pra 
BeAr #4 (Euler number) 一 组 重要 的 常数 . 即 
图 数 secht E t= pu es 


secht = > are TES 


ke 


2 HRS 


的 系数 E. 前 几 个 欧 拉 数 为 


E,—1, E,=1, 
E.,—5, Es= 61, 
E,= 1385, Es= 50521 ° 


E,=2702765, 
欧 拉 数 与 欧 拉 多 项 式 五 ,(z) 有 关 ， 
A m (zg, 5 


° 


[n/2] n E 1 — 9h 
B cr) 25 6- 1)? 2 SE 2 
有 时 也 称 cp, zl 为 欧 拉 数 . 


伯 努 利多 项 式 (Bernoulli polynomial) FER A 
第 一 ， 伯 努 利 (Bernoulli, Jacob I ) 引 进 ( 去 世 后 
1713 年 发 表 ) 的 一 组 多 项 式 B,C), R] ARE 
开 式 


e Z t 
a 2 B,Cz) 而 ( |z | < 2x) 
4E X. 
Ba) = 1, 
BiG)—z—31. 
BG) =z ru 
Bisi a rs 
] 
B,(z=)=x*'—2xzx: n 30° 
E E E R A 

B;(x) =x Ta a c 


Lou —., 5 » mee 2 TI oon 
B .(z)=<x Arc at 十 15， , 


B,(z) x BS n KX AE BI EST AA 
BeF D BAD) eme. 
49 SS FA (Bernoulli number) HER AB ° 
18 SS Fil (Bernoulli, Jacob 1 ) 在 计算 整数 的 正 整 数 
次 帘 之 和 时 引进 的 一 组 数 ( 去 世 后 1713 FRR). 后 
iU M poo on MNA 


EE EE 
中 的 系数 Bn. ie E 
B=. B, =+ 
B=: B=. 
B=, Bee) 
B. B= 
pter, Lu. 


伯 努 利 数 与 伯 努 利多 项 式 BAK, 


B, = (—)""'B,,, 0O), 
[n/2] 


B,(x) = 7" 一 Lm + $c» == 
2 e 2k 


有 些 文献 中 也 把 伯 努 利多 项 式 Br) E r—0 点 的 
(ë B,(0) 或 其 绝对 值 |B,(0) | 直接 称 为 伯 努 利 数 ( 参 
见 《 数 学 辞海 第 一 卷 《 初 等 数论 ) 间 名 条 ). 

勒 让 德 多 项 式 (Legendre polynomial) 
正 交 多 项 式 之 一 . 其 微分 表示 为 


P,(x)-— 1 Uude 


2"n ! dx” 
TER 


基本 的 


一 LOCTD'Gn—25)) ` n—2k 
~ £4 Fk, (n—k)! (n—2k) 1” 
EMi E 81 1E IS hg 
d 


dy 
2 m 
i; SEO Ay = 0 


在 有 界 条 件 
Cae AE eo 
下 的 本 征 函 数 , 相 应 的 本 征 值 为 
A=n(n+1) (n = 0,1,2.…). 
历史 上 , 勒 让 德 多 项 式 是 勒 让 德 (Legendre,A.-M.) 
在 研究 球体 引力 和 行星 绕 日 运动 时 ,于 1784 年 提出 
的 . 其 母 范 数 展 开 式 为 
il í 
aaa Ee 
| z| < min|z + vz’ 一 ri 
{Pa (r) EKE — ISS 上 构成 正 交 完备 图 数 集 : 


I 2 
| = i 


PAED. 


雅 可 比 多 项 式 P” Ca) 
a>—1,ĝ>—1 


格 根 鲍 尔 多 项 式 C Co) 
a> —]1/2 


勒 让 德 多 项 式 PCr) 


广义 拉 盖 尔 多 项 式 
L (xr) ,a 1 


拉 盖 尔 多 项 式 L,C) 


n 


一 类 切 比 重 i 
nv 
T#EY I = Du 
第 1 (desde U,(12—a41 
n NL 


ENEM iz did 


u | > DEN 
+ co 
ak ) 


# 殊 GRO 数 


对 任何 G0 € D[—1.1], HEET- Eg np RR 
foe gm 


pem up d J GO P,GOdz 
AK L^ YR S F f(x); 对 任何 
f(z) € L'[— 1,1] (4/3< p < 4), 
其 勒 让 德 - 健 里 叶 级 数 依 L 范 收敛 于 f(x); 在 [一 1， 
1] 上 具有 连续 二 阶 导数 的 函数 f(z), 其 勒 让 德 - 健 里 
叶 级 数 在 [一 1,1] 上 一 致 收敛 于 f(x). 
Sim d Saile 


P.G) = F| u + 1, — v;1; 


[eS 

CR 

4 v 为 非 负 整数 时 的 特殊 情形 ,F(a,B;7Y;z) 为 超 几 
{ay eR 2X. 

IE 35 & IW 5 KH (system of orthogonal polyno- 
mials) 正 交 函数 系 的 一 种 . 设 在 区 间 (a,5) 上 给 定 
BUR SX o Cr) (020, ELJLSP Ab AF8 PCr) > 00, HE 
X Cab) ERR f z), g GO BS IR 


b 
(Cf g = | Fg pada. 


将 r" in—0,1,2,-- TERRE FF Jy k >< + o z) IE 
化 ,适当 规定 最 高 次 项 的 系数 , 即 可 得 到 在 (a,5) 上 
关于 p(z) 的 正 交 多 项 式 {p, G0 Y. 它们 在 函数 空间 
Li(a,b) 内 是 完备 的 . L: (a ,b) KREG f)< Lo 
的 函数 f(z) 所 构成 的 空间 . 

常见 的 正 交 多 项 式 系 见 下 表 : 


— aman. nl = 
nc) IT Ven "一 偶数 
0， 7 一 奇数 


DTS 


$8 — 3€ UI Eb BSA SMX (Chebyshev polynomi- 
基本 的 正 交 多 项 式 之 一 .第 一 


al of the first class ) 


类 切 比 雪夫 方程 (2 为 非 负 整 数 ) 
d? d 
(ou cu palco 
的 多 项 式 解 ， 
T Cx)-—cos(narccos x) 
[n/2] 
=: PN k Xn EINE n— 2k 
x 25 D ecco us 
ABE p CETTE SALÓN 
Lee wn 5 
l—2xt--b ` 2, T, GOt 


n=0 


( It] < min|x + /z?—1]). 
{T(x)) 在 [一 1,1] 上 关于 权 函 数 1 人 1 一 x? 正 交 : 
[| HRED r = Fan EE 


L= 


W p,(x) 为 在 [一 1,1] 上 ”的 n 一 1 KEREEME N 
式 ; 则 x 一 p(xz)==2 "tT (x). 

R — ŽB fr V) tt SA SMR (shifted Cheby- 
shev polynomial of the first class) DL“ — 28 HJ 
比 雪夫 多 项 式 ”. 

98 — 3€ UJ EE BA BMX (Chebyshev polynomi- 
基本 的 正 交 多 项 式 之 一 .第 


al of the second class) 


二 类 切 比 雪夫 方程 
d? d 
(ea eds qae 
的 多 项 式 解 ， 


U (a) = SiL GT Darecos x ] 


sin(arccos xr) 
[n/2 | 
— k sw n—2k 
=>) Í) BUG (n—242)1 020? ; 


k=0 


HE pa BUR JFK H 


1 NES o 


(|!| < min|x + vz? — 1l». 
(UU, Cz) HEL— 1,1] ECT BUR V 1—2a^ ER: 
|. U. GU (z) /1 — rdr = 06,,. 


第 二 类 移 位 切 比 雪夫 多 项 式 (shifted Cheby- 
shev polynomial of the second class) 见 “ 第 二 类 
切 比 雪夫 多 项 式 ” 

拉 盖 尔 多 项 式 (Laguerre polynomial) 


正 交 多 项 式 之 一 . 拉 盖 尔 方程 


d 
soa +ny =0 


基本 的 


的 多 项 式 解 ， 


u e7 dq” Se u n ( 1» 
J C) = al iz € ym SS 


974 


HF RREAN 


xt 


1 : ] 
Texp| — 4 |= Yee Cel « D. 
UL, CX) ELO, oo) E AUF RM HRM e TIER: 
[ec (r)B "dg E 


P X r SS SMX (generalized Laguerre poly- 
基本 的 正 交 多 项 式 之 一 .广义 拉 盖 尔 方程 


d: d 
Va paene) ay g 
的 多 项 式 解 ， 


nomial) 


LP (x)= = 2 (@ up 
ni. dz 
_ - ( m E n SR a n 
H k=0 k] k + a ` 
Je BF PR BUR JF sN H 


1 t honus sss 
q-omer|- gaa |= Zuch 
(a >— 1, |¢| <1). 
(Li? GO } FELO, oo) ESF BUR xe "IE: 
|, LL GOL, GOa*e7*da = —L DG + a + 1), 

对 fGo ELLO, +o) C(o(22 =2'e* ae >— 1) RI 
zi RT H up 3k 3 4k L; y SUE f Go. 

埃 尔 米 特 多 项 式 (Hermite polynomial) 基本 
的 正 交 多 项 式 之 一 . 埃 尔 米 特 方程 


d^ d 
SC = 2x + 2ny = 0 
的 多 项 式 解 ， 
H,(x) = (— lire wer 
Ka 
[n/2] 
IL ( — Dén ! n— 2k 
= LE 251 2? . 
其 母 函 数 展开 式 为 
zp HC) 
e? 25 e 


(H. GO HE (C— 0o, +00) FFM BR plr) Le 
正 交 : 
[T HOH, Ge "dz cop 


对 任何 f(x») € L2C— oo, 4-09) (p(x)=e "| ,其 埃 
尔 米 特 - 傅 里 时 级 数 依 L; AAAF f GO. 另 有 函数 


He, (2)=2-""H,| , 


JQ 
亦 称 为 埃 尔 米 特 多 项 式 . 
雅 可 比 多 项 式 (Jacobi polynomial) 
交 多 项 式 之 一 . 雅 可 比方 程 


d? d 
(ey E sp so 


基本 的 正 


+n@m + a+ B + 1)y = 0 
的 多 项 式 解 ， 


(=) 
(a, B) mb 
PO’ (a= Tap 


x La-2* 04 tf] 


(1—2) '(a04 22? 


nta 
uL Ë 
(aid sl 
HERE pg CETT SO 
[RA --R—D'QO-c- R+ D] ! 


A p» O88 Par) (x )t" 


(Rem air st] 1 
(POP (Y FEL -1,1] EX FR BR 
plz) = (1 — x» + x»? 


Se 


e E E E 


EX. 
[PSPS (aya — xYQ + sde 


E Gea Ore DE E 
Qn +a+ Bo Dn!T O + a + B + 1) Dn. 


雅 可 比 多 项 式 也 称 为 超 几 何 多 项 式 . 

a= B= Bf , P3 GO ER pR PR CS T," #B pR 
函数 ”). 

勒 让 德 多 项 式 已 ,(z)、 第 一 类 切 比 雪夫 多 项 式 
7,(z) 和 格 根 鲍 尔 多 项 式 C,(z) 也 都 是 雅 可 比 多 项 


式 的 特殊 情形 ， 
PP 
Ix) (a = B—0), 
_ J Him) (= B =- 1/2), 
(A+ 1/2). Aqu 
ao} ER (G= eA 1/72) 


Hm (2),— aCa- 1) Ca -n— 1). 


a+1 f 
2a4-3' 284-3 


atl Btl 
Se ANN Uma Ze 


时 ,对 任何 ACD ELE GGO-—22' 1 +2)") 
Ti nT -EMRA L2 G W ak f. 

&8 JL # IN zÇ (hypergeometric polynomial) 
即 “ 雅 可 比 多 项 式 ”. 

Senn 2 IN st (Gegenbauer polynomial) 
亦 称 超 球 多 项 式 . 基本 的 正 交 多 项 式 之 一 . 格 根 饱 尔 
方程 


4 max 


Ty 一 dy 


ms + 24)y = 0 


(1 一 a?) 


的 多 项 式 解 ， 


prs SD. 1 


2 
X4. [aate] 
Ka 


p "ESI eub 


TQ) SRY a—25| 
HE PR BUR JF RAN 


(1 — 2zt + z22) = Ath 


(|#| < min|x + vz? — 1|). 
{C(x)}) 在 [一 1， d s m e(2d=C1— 
xt) VEA, 
| CiGOCLGO(G — r?) da 
一 1 


ni'(n + 2A) 
27 'n1(A Lal LP) }’ Dan 


CO py "., 


M in, H 
22353 22 + 1 
Jig Cede ou eR 
Bb RPE Paie GG) (O— 2) —1/2),3 
AB TS 88 ZK - [8 EMR 34 1k LZ 0 SICUT. f(x). 
格 根 饱 尔 多 项 式 是 雅 可 比 多 项 式 的 特殊 情形 ， 


À (24), (A—1/2,A— 1/2) 
Co) = Gaping "zi 
也 是 超 球 函数 的 特殊 情形 . 


超 球 多 项 式 (ultraspherical polynomial) Bp 
“ 格 根 鲍 尔 多 项 式 ” 

离散 变量 的 正 交 多 项 式 (orthogonal polynomi- 
als of a discrete variable) 自 变 量 只 取 离 散 值 的 正 
LEMA. We Al Lab |b PR (>) ,VCz) 的 内 积 为 


($,9) = KE (XT) P(x) dt zi, 
其 中 自 变量 z HER w G0 B Dw" G8 
BR. 则 可 定义 出 相应 的 离散 变量 的 正 交 多 项 式 
fr. 


类 似 于 连续 变量 时 正 交 多 项 式 的 微分 表示 ,高 
散 变 量 的 正 交 多 项 式 可 用 的 有 限 差分 


fi) G4 lw" (xr) glryn) | 


表示 ,其 中 为 (与 n 8 2 BJ) BR, 
gi.n)—g(iDgir—Dgir—2)-:gG—n47T1)» 
g GÀ (Ej n 无 关 ) 多 项 式 , 差 分 定义 为 
Af(x)—-fG-T1)—J GO; 
A’ fG) PALA! f (=) ]. 


KE A2 IF 


Hox 
m g 


HP JE 
ay B; 


X mm 


9079 


检索 须知 


1. 如 非特 殊 指 明 , 本 公式 表 中 ,l,m,n 一 律 表示 整数 (椭圆 积分 和 椭圆 函数 中 的 模 数 & 和 补 模 数 除外 )， 
T, yt RIKE zuv w 表示 复 变 数 ,z 表示 > B E Jt SE. 


I(a + n) 
rla) 


_ ala — 1)(a—2):5(à — n + 12... Ta 十 1) _ (— IG — a) 
7 n! —. ni(a—n-c-1 nil(—a 


2. (a), = a(a + 1)(a + 2) (a + n — 1) = ; (a) = 1 


r(v*»c-il 


[4 — 38 [sts dv — C2m 152] — 
mi P| v — m + ij 


(v,m) — 27m! 


nz OU 
n = 0 


1 
c= 2— be = | 
2 


{Ml Ey A Bl Be E ftt HA > ER 23 


fn Bj e&t (Gamma function) 


T(z)= D e dt | (Rez 0) 
— 5? n £ ec “dz (|args-- 8| «n/2,0720, Rez20;0—Rez« 1 AY args--0— +x/2 亦 成 立 ) 
= Gy Í e~t” ldt (Rez > —n,n 为 非 负 整 数 ) 
-1 T [1-4 [i ] (z ft CO 
EU UC NEN ME NM (z ff BR) 


a WT] el Fa) 


1 z—1 
=} | n i Pd (ReA>0,Rez>0) 
0 
= | e '(t—z)t^ !Int dt (Rez>0) 
0 
am: | ft” le “scos(Atsina)dz (Rez>0,A>0, |a | <7/2) 
cosa? Jo 
== d I le~ Y sin (Atsina)dt (Rez>—1,A>0, |a|<n/2) 
sinaz Jo 
2 22/2 oo 
— | tle "sint de (Rees Ree mb 
sin! z arctan — | °° 
a 
2 2\2/2 oo 
要 | 大 le “cosbt dt (Rez>0,Rea> |Im2 |) 
cos| z arctan Al ° 
a 
d N t lcost dt (O<Rez<1) 
TNZ Jo 
cos — 
2 
Ens N £ sint dt (Oc |Rez|«1) 
. TZ Jo 
sin 7 
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dE A RB fte TR > o 23 


oo 


=z" ll [1+2 m (7 为 欧 拉 常数 ) 
a (7 ecu (la| «n2, larg 1—a| «n. 积分 路 线 : 从 co 点 出 发 , 沿 
qe 辐 角 为 十 a 的 半 射 线 绕 原 点 正 向 一 周 , 再 回 到 co 点 ) 


T(z+1)=zI Cz) 
PimtbD=n!, FOU)=F(2)=1 


= E Ni, 
T(z)T'(1—2z)= Su | 2 | =m 
n— 1 
2 

l(in--z»-—z)-— LT HI: = 

sint k=1 k 

1 1 NU 
rat D| 372) cosnz 
1 i. 3 1| PTT, 4e 

B EE ES i RE: =a ER 2 H|: e] 


n—1 
I'(nz) == (21) 07? yT. II r 
=0 


221 
n 


2z—1] 
I'(22) =r 


SE) 


T(z 二 1)= > Caz” s c=], Cri ™ (= tC SY HCO) (Rez >0) 


n=0 


Z de d.= 1, dr => 


Ly (—)'s41:d,— ky $17, Sn =¢ (n) 
k= 


FEED™ 
r 223 ie ux 
2 2 
1 a 221 
. ped) oe TE 
IaPG)- | s— |1lnz—z-+ In (an) | ++ KE (Rez>0) 
nl'(z)—|z—- |Inz—-z 5 2 uei 
1 1 S A d 1 e ^ 
==. Inz—2-- Tin Qm) + | EH ; (Rez 0) 
1 ,,arctan 
=|2—4|Ine—z2+ Tin coo 2 | eae (Rez>2>0) 
zd mz ` E 1—€(€2n+1) intl 
In (z+1)= =| In ee In i |+a- Me > 2n+1 
a, ee » (—) son (lz|=1) 
n=2 
Lope ECan l) Ven 
m sinzz ` Ln > ^ 2n4d41 (z| «D 
TT nl Ë BY X 
Tee: Gg 
) InZ'(x)sin2nzx dac 5 TT lie) (n—1,2,3,:-) 
np ead nur dro. (n—1,2,3,:-) 
0 4n 


| InZ'(x) dz— Linz) 
0 

z+1 1 

| InPG)dz— zlnz—a-- ln Gr) 


IIe (dz—zlnzt (zt Dln(ztD ++ Gn Dnata D 722 yn — D+ Zn (27) 
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FF PK UR BE vy x 


lim SE, ROAST (|argz |<) 
Kë zea ES 571 163879 
PG) Voz (iesse 518402? 2488320z' 2090188802 
5246819 534703531 
+ 7524679680025 9029615616002" 1 l Clarge| «m, Iz 1-02) 
— SNCT z At) 
Inr Cz) z ? Inz — 之 十 一 In (2) + DE 2k(2k—1)* +R, Cz) 
B, 1— 2n 
| B, HAAS AUB ER, GO | ots |z loos BF], Jarge| m [n] moo | 
Ul BE e 3r (Beta function) 
_ T'(p)I'(q) 
-| E — 4) du (Rep>0,Reg>0) 
0 
la Š, G7 D(G-— 2) (—R) 
SE 2; 人 (Rep>0,Req>0) 
EH k(pt+@qt+k) NM ae 
24 TT (EB GERD (p.qz£0, —1,—2, 7) 
b 
Daka (t—a)? (b— t) dt (b>a,Rep>0,Req>0) 
1 
=a] [2-047 (1—20*7 + +2) -—0*7 ]dt (Rep>0,Req>0) 
(b—c)^(a—c)* (* (@—a)?  (b—1£)*! 
EID "Geet t (Rep >0,Req>0,e<a<b) 
1 2p—1 Së 290—1 
SÉIL 
一 | ee (Rep>0,Req>0) 
p—1 q—1 
一 | — (Rep>0,Req>0) 
x/2 125—1 29—]1 
—aatt | ros Lb (Rep>0,Reqg>0,a>0,b>0) 
= 2b? | cosht sinh*’~'t(1+6 sinh?£) ^ ‘dz (Rep>0,Reg>0,b>0) 
0 
= = _ T (e) l'(q yl'G@) 
B(p,Q)B(0+q,r)=B(g,r)B(q+r,p)=BG,p)BGCr+- p,q) EE 


EE 
BG py-2-"B| P 


B(p,p)B| Pb — ye 


P 
1 sav [n+m—1)| _ Gs 
B(n,m) ` n—] m m— 1 (myn 为 正 整数 ) 
k=0 

B Pg =ar |" M CT (a>0, larg 5| «x, 0 Rep-aReq) 
o (1+6t*)? 

B faq =| e "(]1—e ")* !dt Re £ >0,Rer>0,Req>0| 

ae ce = | sinh’t cosh % dt [Rep —1,Re(g— 220] 
0 

ga &\ g, [7 cosh(2at) | d 
do ie-Zlzazel E di Re| 8-5 | 0,920 | 


1] 3, e| 2. H f TR < e BY 


1 — 2^ (p-q—1) 


/2 
| cos (p — q)t cos^** 2 dt 
0 


B(p,q) x 
+g— 2 — x 
-ECXURIS | cos (p — q)t sin?**^?t dt 
COBRE 5 dx i 
十 9 一 2 = x 
= AnD | sin(p—q)t sin?^** ?f dt 
m sin Ë 2 dx Ç 
普 西 函数 (psi function) 
ECK T(z) i clic 
UE) e qz nP (z) T(z) | lim { Inn ps z+ 3 
= oo 1 T e Pë I 
=| [ec (Rez>0) 
= n [e '—(1+¿) * Je! di . (Rez 0) 
1 D ane 
ya | = (Rez>0) 
— a p Kee xe bee (Rez>0) 
_ 1 A. p 
= I. EIL à (Rez 0) 
neis i — 2 "o + 2) (ef — 1) a (Rez>0) 


ee sS XT E. . 4 
= Ho zl 


ye qu Y : 
z k=1 


k(z+k) 
nf l ` 1 
—]nz 2 E In bësse 
d" S 
qe Pied —OC- Dnt 2t cp (n—1,2,:-) 
Ë= 0 
4G) -4GH 27 a5 ee 
k=0 
be—n)=9@)— M — (n—1,2,*) 
k= 
1 SE k 
(nz) =Inn+— Mo z+— (n=2,3,.…) 
k=0 


p(z)—p(1—z) = —xcotrz 


Del 9C 2) = mem + 


il a+ -4| 4—z =n tan zz 
k= SE = (n=1,2, °°) 
lim[ 94-2) —In n ]20 
J(1)=—7Y 

1 — — — 
| 一 去 | 一 7—2ln2 十 2 

n—1 1 ; 

b(n) =— Y+ ps (n—2,3,:-) 
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1 = 1 

一 十 n| 二 一 7 一 21ln2 十 2 — = (2 一 1,2，…) 
d: 2 — 

UM x TT 
(1]- 7 2 3ln2 

| 

下 
(3]- Y—2N3 gins 

Z us he pl c 
GÉIE YA — Sins 

m |-—y—Ina—- HESS em In| 2sin 7r 
d SES nn > cot S SE n| 2sin — 

2 n—1 
Y =e > L (2 一 1,2，…) 
k=1 

[1| x 
WE EE 
Mob e : 1 m 
v| A Pi H See (n—1,2,*) 
UT dandi BARRE: ai Jl, a 
X eu "uita sta 


Si "s +9 i 


| 


和 [Re(a--2)70,a250, —1, — 2,7] 


m Si E 


= B 
(2) —Inz—i-— KE Oe (ele, largz | n) 
k=1 
1 l 1 
rees" Da ips BS (|z|— co, large | « 1) 


n! paral > (n 25D! pe -— ; -«EO(g n 2n-2) 
k=] 


(n) ME NR n— (n— 1)! 
pr’ (z)=(—1) [ean = s COR) | 


(n=1,2 5°", |z|— co, large | <r) 
St AAC Riemann zeta function ) | 


£ (xz) > n ^ (Rez>1) 
n=] 
1 ec OD 
i 2, n (Rez>0) 
ae! < 1 
“To 2 Gen» P 


x Un — MAL 7" k t(1—2) 


t(1—22—2(21) 7T (cos = = So) 


1 _ ti 

Ko- ll ` >] (Rez>1) 

t(2)=Clemt1+>) L (m—1,2,7) 
B 

= - ED [B,(e ) 为 伯 努 利多 项 式 ] 
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{ih 33, e BR H ft 48 > un BY 


tQ) — — L.C 2m)=0 (ms D id 
B 
a-m) =)" > (B, 为 但 努 利 数 ) 
Em) = cp Bs (Bn 为 伯 努 利 数 ) 
广义 5 函数 (generalized zeta function) 
on > cie Resi ws e Tree 
LI [sin > H n' lcos 2nra-cos > 2; n' sin 2nra | (Rez«0,0«ax1) 
ad 1 一 z co 2 2X —2/2 
=t +242] — EM ps arctan — | de (Rea 0,z351) 
= | E [积分 路 线 为 ;从 co 点 出 发 , 沿 负 实 轴 绕 w= 0 正 向 一 周 ， 
— oo —e 
再 回 到 w=. 积分 路 线 内 不 包含 1—e" 的 任何 零点 ] 
oo z—l4-—ar 
rct G»a)- | * — dx (Rea>0,Rez>1) 
= 
lim | £a) - + |=- pa) 
t na) = Be dd dod 
tea) = pple Pe — D PG + a ee pasen | OG 
I'(z) 2 (2n)! 


n=1 


Cla] > œ, |arga | < x) 
欧 拉 常 数 (Euler’s constant) 


n—1 


y -lim| SS yim | 


dë 
. z 


一 一 |]: e ‘Int dt 
0 


= 一 | In C—Inz)dt 
0 


E -f K 1 I 
š 0 t 1+t] t 


= |a. 
0 1+tilt 


[ 


_ ¿(2n+ 1) 
E 


n=] 


特 珠 函数 公式 


-三 一 E €(2n+1) 
ub > Gn Gn 4-3) (ant) 
_ 47 £(2n4-1) 
EC E N E (ET Gi Dns) Gn» 
_ 819 £(2n+1) 
=a 009 > Dn (in 7) an $8) 
Nyi 1 j D T a asa cgi... 
mE gee toa s -zat ipe a ee, O< 
一 0. 577215664901532860606512090082--- 
RA JL fj] gg a 
RA JL faj Eñ t (hypergeometric functions) 
F(a,B4,Y5;z) =F, Ge BsY;z) —F(CB,a;Y;z) 
TPO) s Doctor Gc, mo 
zl EE D 
FO TB) a (1—tz) “dt [ReY>Ref>0, larg(1—2)2| <x] 
de umo | A 
anil (a) T (8) J ~ ice TOFA 


[|argC—22| «1,2, 8250, —1, —2,*:;a— BzE SE Cath rO 
B AR PR RETE TRAY GETT SUR RETE ELA ER EET ] 
roy) (—2-7 Y (a); (a—-- 15 
I'(O'—a)I'Ca--n) CENE No Ll 
x [InC—32 2-90 +k) —q(a-n4- £) — 9 Y —a— k —n) +h +k+n) Jz“ 


n—1 


roy) u (a) —ER) _, 
Pg E P DO-a—L 
Llarg(—z) | <r, [z|2»1,Y—a250, 1, 2,3 
n—0,1,2,:*:;n—0 时 去 掉 右 端 第 二 项 的 有 限 和 】 
IHT ethtD) en yt Diane 
TCatk) Tk)! n! ° 
L Tie+k+1) (—2) =k XA (a), (1 —k— D, 
(atk) RHSD! A n! GFR)! 
x [InC—32 -F ai 4-10 3-9 GO 4-12 plan 4-8) — 990—022 jz 一 
Tl(atktD) | 3 /el Co ee 
D(atb ` U £m G@+I—n—1)1° 
[largC—22 | <r, atk £0, —1, Hansen mie D 
1,2,*5120 EK m —0 时 去 掉 右 端 二 项 有 限 和 |] 


 l'G0P (a+ 84-0) 5 E BOAT 
k! (1—7), 


Fla,Bsat Bn — REAPER) du Er Q1 


TG en) ua dy > (a+n),(B+n), 
Pia) PCB) SI (k+n)! 
x ise =) aD uad Cee =e! 
[larg(1—20| €m, l1—zl|«1; n=0,1, 
2,…;2 一 0 时 去 掉 右 端 第 二 项 的 有 限 和 j 


_T@)P@tb-n),,  .,wx(x—nmu(G-—nmi,, s 
I mu BPO Eben E D. SE ECH 


F(a,ad-n;Y;z)— 


十 二 一 一 一 一 


F(a,a-Fk;adk-orli;z)— 


+ 


k=0 


SE? ` — Ger Rech Dat —z) — 9G 1) - 4 (8-0 9 (98-0 dt Lait z). 
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[larg(1—22] <r, |1—z|«1.2-1.2,3.--] 


&8 JL {Al 7; ££ 9 & A SE (fundamental solutions of the hypergeometric equation) 


FAR wi? (z) wi" GO wí^ (GO4r 3l #8 JU fn] br 


2 
2 — 2) 522 + E (a + B + Dz] S — afw = 0 
在 z—0,1 和 oo 的 基本 解 ,i 二 1,2. 


w (z)—F(a,g;Y;z) 
—(1—2) * ?F(Y—a,Y— ;Y;z) 


sa No =s 
SEH 


=(1-2)4| ya, y | 
ws (z)=2! "Fla—Y+1,8—74+13;2—7;3z) 


=z1-”(1—z)”“ *F(1—a,1—8;2—?;z) 


—(1—z)* 


=z '(1—2)' “LF 


之 
eT ll 


=e 7-2) P| ETH 
wi" (z) —F(a,;a4d-B—Y--1;1—2) 

=z! ?F(a 一 7 十 1,B 一 7 十 1;a 十 8 一 7 十 1;1 一 z) 

=z “F EE 


=z PF 


B.B—Y le BT YT | 
wi'(z)—(1—z) **F(Y—a,Y— B;Y-—a—4-1;:1—2) 
—z^'(1—z) *?F(1—a,1—8;Y—a—8-4-1:1—2) 


SE edd y—a—aY—a— Blu 


=z —2) F| YB,1—B3Y—a—B+131 一 去 | 


wi (z2)=(—z) °F 


wa 一 7 十 1ic 一 AP 二 1; 过 


—(—z)""'(1—z)-*?F 


1—8,Y—-fia- B1 > 


=(1=2z) "F 


xy 一 pie 一 PT 


= E e eet a—Y+1,1—Bia—B+1;: | 
wf (z)= (2) P| 8,8—Y-+1:8—a--1: | 


= (2712) P| ]-—2e,*—a;8—2a-4-1 ri 


= 1 
== PR) 8 Y—a: 8B— +1]; 
(1 z) r| , , a liq 


= (= 2) 7-2) F| place od ead. 

DO)PQ—a—8) 4, ,, POOP (T B8—Y) o 

POT GT POP ws? (z) 

|. T )P(8—a) "m DO»D(a— ñB) es 

FO o P(O: QT no S a” Cz) 

P(2—Y) PF (Y—a— B) (1) P(2—Y)F' (a+ B—Y) (1) 
ra—ara—s) © Otre DIr a-re Lei 


] 
po 


w” (z) = 


ws (z) = 
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特殊 函数 公式 


POI — a) in(1—Y oo 
"adorno i ET 
P(I 一 7)PGe 十 8 一 7 十 1) 4 
Wi = ROTYASPO Y IS ) (z) + 
Cn 2 
= P=). 7 
POE--DIO-—a-B-F1)» o 
NOS AES ccs 
LDO—e-BLDPQ—2) ioo, 
INSTA TER IC(1—8]I'Q( Gg A 
Ee ie pa) ws E E E ET 1 i 
gj 
| I'(Y—a— 8-- DDPCa-- 8—Y)DCa— 843-1) ixa,, (1) Dl'(a-- 8—Y)DXG— 8+1) in(Y— B) 
= Pet yi PO E 4) 9-7 paar. ° 
T DO-—»IG-—aar1. FOOT CSL Cp =a LD s Q< 
ws D= e erc) 2) + eR SPOT ews Cz) 
. I'(*—a-— 843- DP'Ca- 8—-YPCB—at+l1) inf. (D eS se See in(¥—a) 
~~ Pe@+te-7+Dro—ardaa © @ G= Ppl € 
x8 JL fn] ER BY SBR KH RK (contiguous relations of the hypergeometric functions) 


12-7) Ca==p) E 
I'(1—8)P(a—Y--1) 
DI(Q-—)I((G-T-8—Y4-1) (9 (g) 

ror) d 

m Dl(a4- 8—Y --1)P (Ca— p) 
wur EDS TOES EET PG 

PU ware) 9o 

co) (uy LO —8— BEDE a P) e 


m we 


e "uU Cx) 
GINN 
wi Cz) 


wr (z= 


` (auae cea pus dd os 


dz x 
ESF a Beie = ER atn, BHn; Y+nsz) 
D De HF (as Bi s2) ] GO EF Gen Baies? 
ole” F(a, Piz] = (Y¥—n),2’-" F(a,B;Y—n;sz) 
I [z 7" ((1—2)**?7"F(a,BsY;22 |= Q'—aXz ° (1 —2)7?77"F(a—n,B;Y5z) 
Zu 2*1 Fs Biel — G5 — 2 QT e*t Ca, BY ems) 
n y— 
I LO Fa pV] ODi eE Gon Biens) 


T De Ae) "FG Bii) ]- “a T 2) Kanye tase) 
EAF a, firi ]— (Y—n) pe” Te tPF (a— ns B— n; Y—n;z) 
('—a)F(a—1.8;Y;z)--[2a—Y— (a— Bis lte, B5Y;z) ba(e—1) FCad-1, 8575220 
(Y—B)F (a, 8—13Y3z2) 43-L28— Y — C8—o0z ]F (a, 85Y ;z2 d- BCz — DD Fla, 84+1373z) =0 
Y('—1)(—DFCG,8;Y—1;z2»2 3-Y|[ Y —1—(2Y—a— B—1) z|F Ca. ß;Y;z) 

TO —a)(Q — fDzFCa,g;Y3-1;2)—0 
(8—a)FCa,B;Y;z) d -aFCa-- 1, B5Y;z2) —BF Ca, 843-1;Y52) —0 
(B—Y)F(Ca,8—1;Y;z)-- O —a— PF (a, B5Y5z) +eC1—z) F (a1, 857,2) —0 
YLa—(Y—B)z|F (a, 8;Y ;z) —oY(1—2) F Ca--1, 85Y 52 + (Y —a2 (Y — fDzF Ca, B,Y 4-1;22 =0 
(1—)0FCa,8;:Y —1;:z) 3- ( —a— DD F(a, 85Y;z) -aFCa-1; 85? 5) —0 
(a—Y)F(a—1,B;Y;z)+ (Y—a—B)F(a,8;Y;z)+ BCI—2)F Co, 8 414732) —0 
(a—Y»)F(a—1;.8;Y;:z2) +T (Y —B)F Ca, B—15;Y;z) d-CB— a) C(1—2) F(a, B5Y 5,2) —0 
YF(a—1,8;Y;z) —Y(1—z)F(Ca,8;Y 52) — Q'— fDzF Ca, B5Y--1;22 —0 
('—a)F(a—1,8;Y;z) —(Y—-1) 1—2z) F(a, 8;Y —1;z2--[a—1— (O' — B— 1) z ]F Ca, B; ;2) =0 
YL8— O —oz JF (a, 8;Y;z) —BYC(1—2)F Ca, B4-15;Y 522 T X —0) (Y — [DzF Ca, BY +132) —0 
ChE Cas 83% — 132) FH Be DE Cus BY 5220 BE Coa, 8T 117,2) —0 
YF(a,B—1;Y;2) —Y(1—2)F (a, B5Y;z) —(Y—a)zFCa, B5Y2-1;2) —0 
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wy Cz) 


wi) 


(Y—P)F(a,B—137%;z2) —(Y—-1) 1—2) F(a, 8,Y —1;z2) -L8—1— ('—a— 1) z JF (a, 857 522 —0 
超 几 何 函 数 的 二 次 变换 (quadratic transformations of the hypergeometric functions) 


下 列 各 式 只 在 z—0 的 邻 域内 有 效 , 且 规定 当 Geier 时 


ARR A BER. 


(+2)"F asa—B+= pHi; 


F|« Bil xj 


F| 2a,2pra P+ = a; Psat B+2342(1—2) 


peg 
4z(z—1) 
d XAR (1—2z)! 


4 4 z(z4-1) | 
( /z+1+ V zx D° 


= Lee 


—(1—22z) “F 


=[ /Ite+ vV z “F |2a,a+ß;2a+2ß; 


F 2a,2ßB;a+ +4; —2 


Ex 一 一 ;/,4Az(1—2) 
Eu 7 一 a 十 1] 
2 2 
Y—a veer! y 4z(z—1) 
2 2 “P (] 22)? 


F(a,1—a;yY;z)= (1—x)” sl? 


;/;Az(1—2) 


E Ee ml 


= (1—2) 22)" F| 


¥+e—1,7—-2 27-1; — LEO F2) ee 


F(a,1—a;y;—z)= (1+x)>—-1[ /1+z+ z]p "UE 
i : 2 ( /1+z+ Vz) 


Orel. 
2." 9-7 


=(1— z) 7(1-Fz)? iF 


—B+1; 


Az 
(1+ 2)’ 


“tI g,5 —B--la- 41s 


FG. Bue B-- 1,2) = (+z) °F| 


na 


Az 
cu Prl CQ 一 SEI: "pony 


"ap | 
Give) 


=(j+/72)-™F 


a,a—B-- 3-:2a—28--1;3- 


F aY; S S jD j 


mn See 


1 
2 IE x 


lee Tx 
2a,2a—Y+1;7; 
1+ 41—z 


=(1+ / z ) “F 


=(14 1-2) F E 
2 


E 


Q 
VILE pt '4(2— i5 
SL ga is T z? ici 


"A(z—1) 
1 (1— lei? 
ZÜ a; pu S at 
TP HUNE 2 4 Y1—z | 
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> 
"Fa: Zelter 


F(a,f8;28;2)— (1—2) “F 


dÉ 


z(l—z) “F 


(1—z ys (a+1)/2 fe 


a 2 
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-a-sye| [es | 


p| E hal 
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died 
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 [1-v1-z| - NOS T 
-| nz) Fla EEN | 
e, Buet ët se] El Se, rel Be E 
[14-2 V1—z| - 1 vl zu 
= — s F| 2a,a—B+satB+>3 
E" SE GE 
a Beet 8; i—z| =[ TEE Vz ] "Fasc Bita-- 2852 E (I2) — 22) 
EE e |: en E 
de erf pice] m EF Seege 
1—2 EN 
cp s ¿= e 2a—1,a—B+> sat Bs wae 
1—z à A es mi! 


a. Bsa-- B— Li — (14-2) 7? [ 1-4 z- V z ]-*F(2a—1,a4-8—1;2a4-28—2;2 V z(1--z)—22) 


jenen 


nene 


F| 22,2852 8-- 1,175 


F aD iz 


1 1 
T “二 + 二 | 中 | > 


s l 84,3. 
FOTA) dux LS 
1 1 
dede 
NE 1 2a, Dëser ët Lis +F|2a,28; BET? crt 
erii 
2 2 
I r ei zl 
F aB yiz] = 1 (142) * 
r| |Pa—B+1) 
1 E b. E z 
d 2a,1—28;a— Bb rli T ae TE TETTRE 2 || 
ne 
s ] 2 2 
F a, B; ;之 | 一 
REMISE: 
db 2a—1,28— l 8412 - =F EE 
超 几 何 函 数 的 特殊 值 (special values of the hypergeometric function) 
Pussy EU. Gc) LYA0,—1,—2,°+,Re(Y¥—a—B)>0] 


 .IQ—oroo-p) 
Fe 一 +DT| 总 | 
一 
ab 83-5 |r| : 
P(a+2)P(B+2) 


E : "D M ° no — 9°+f+1 
(at+1)F(—a,1;8+2;—1)+(B+1)F(—8,1;a+2;-1)=2 l'(a4-84-2) 


F(a,B;a—B+1;—1)=2 ° (1d-a—80,—1,—2, °.) 


(a,f25—2,—3,—4,*) 


> METER ltaj ve EE e 
F(l,a;atl; 1 ) 一 2 E 2 y 2 (azE0, Ts 2 ) 
1 1 eer zl zl Í 
F EE 1 j CEP» 0, =l, 2 

ratz) r e+] 
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F| 117155] =7[9 SC SIE (YÆ—1,—2,—3,%.) 
F aasatl) =2 ald SE) SE i ee eut 
2 Z 
ron + 
ES je ix. ufu. Drs 
Fla, EE — (#0, —1,—2, 7) 
ri*z- nS 
2 2 
F 20,2Psat+P+1s | Stier 611 — : Cat P+140,—-1,—2,°) 
Feit B+ | r wt ra» 
4 3 
| por 2| 
F -a Ey zara T$ : : at 7:0, 一 1, 72] 
rn 2at | 
2 3 
5 1 
SR 
F 3a, ei ei Zeg =| 了 | 1 D 2+5 lie 
I ei zl St? 
2 6 
1 2 9202/3 fT St? 5 
E ace 590/204. 40770 ee y em eeu Tie 
3 3 3 r 2 | 2 6 
Ec: dac 
d Oe AY R8 JL fJ E S (special cases of the hypergeometric function) 
(ltaz2)"=F(—y,£;2;+F2z) 
(lt2)°—l=azF(1—a,13;2;—2z) 
(14-2)(1—2) 2? !=F(2a,a+ 1;a;z) 
(1 十 z)-* 十 (1 一 2)-* 二 2F ouo Ta aet 
(14-2) *—(1—2)' *—2(1—2o0)zF a.a iae 
(1+ /1—2?) “=2 "F qt 52a Leet 
(1—2/)) 1⁄2(] + /1—z2) "^—2 “F atl atia]; 
(TEE +2)" + (VIF? 22) 2F| —a,a; 3.2 
(er VT Fa bay VTF) ]2 2917 5i 
_。 . tanhz us pa I , 
e m (1-3 3 3 ;]+a;sech’z 
e'—limF 1,k; EE limF| 1, k; T | -i S lime | 1, E53; Zl- 
= ne S. 
cosh z= lim Els, k'; FEET 
sinhz E 
a tim lu Sb: "Gu 
Indlte)=2F(1,1;2; Fz) 
1 Lei A E 
ain | zF 2 «Ts 23 
P 1 1 3 = 1/2 3 2 
In(z+ /1-cz')-—zF eo hg z(1+e") F| 1 gre 


cos z= lim F|, & ;一 ;一 
k, 


rere) 


sinz ` ， 3 
之 = lim Fl bok US ARR 
Eh ge sin?z 

sinz ` 2 9-79 3 

S SUE 

sinz cosz 2 
2 NM NT. 

mem Steg tan^z 

sec z= F 方 ,1;1isinzz 


l+a qe 3 3 
$7 poll 之 


SE o» 5 


sinaz-—asinzF 


sin2az =a sin2zF 


L--a,1—2, 5 ;sin'z 


| 2a sinz al E: "T ON dedi um. d 
mI Iesse 2! tan'^z| =2a sinz cos“ ‘zF| 1 a, 0 tan?z 
EE m L dsl um lre 1 2 Losa 
cosaz = F 2' 252 ;sin^z coszF 2" 9 5? ;sin^z 
zv cup PEN. N G D. euni PNAS xb Su d. di 
=cos"zF| 2' 3 315! tan'z|--cos “xF 2' 3 013! tan?z 
Lb oL GE d $ < sud 
arcsinz —zF| —,—;—;z^|-—z V1—2°F\ 1,1;—3z 
2 7209 2 
arctanz —zF ll ru 
. Gë l+ea l~e 3 2) — We a | 8 A 2 
sin(@arcsinz)=azF 2 ' 9 3-5 3% az V1—2°Fi 1+ 2 "E 257 ;之 
| 
cos(aarcsinz) =F 2" 7 39 3% = /]—2F 2 ' 72 632 
T,(1—22)—F TN niy iz 
P,(1—2z)=F(—n,xn+1;1;z) 
(a) (Za d 1 
Co Ge Ze) F nN nt dasa ,z 
PEP (1 —22) = +o, a (nn fete elses lee) 
D JL) ALN HIE RL (asymptotic expansions of the hypergeometric function) 
F(a,B;Y;z)— 3 MT SCH z:+O(|7y| 1) (a, B, x 固定 ,|z| 二 1, Iren, largY|<n—e<cz) 
n= 0 
Bt gx r 
F (as Bs 2) e Be)” [1+0( B21 14+ ES : e" (Be) [1+0 Bz| 5] 


| |B|-eco, ang Ba at RS. <arg Be BERUE S 


在 以 下 各 式 中 ,>z 表示 任意 复数 (但 不 含 实 轴 上 (一 1,1) 
间 的 点 ),z 表示 (一 1,1) 中 的 实数 . 因此 ,需要 严格 区 分 函数 


Q, GO ,PZ GO QOM Q, GO ,PZ GO Q(z). 
^8 XX PRB HS FB I EE EE 


S iL £S Pq AW (Legendre function) 
1 — 


Tur) eem 2 
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AE EAR 3, 
tele 5 
P,(z)—P., Cz) 


Q,(z)—Q.,. | (2) xcotvxP,(z) (天 整数 ) 
P (~e) =e mm p, (o) IBIQ) (2) 
Q,C—2)2 — ei"In*0) (x) 
Lh de 3 - 
P,(z)— L| (dg (Rez 0,arg(z4- v z^—1cosQ) |,-,;;—arg z) 
A de : 
Q, (2) = ii ENUL sj (Rev —1, ANA SERES] Cz t+ V z^— 1cosh eil, BN EIE) 
1 E sinvx «3 DP(R—iPG--v4-1) ale 1—z)|* 
die Zuele £31 - gy 29071) | [i++ + 去 || 
ds ue eO COT 1[1—2z)* u " 
del FP, (2)| In 33 27— du dek zl > ED ET TERR MS 
ee eil "Hy 2 1 ú 
=, n(z)In = x a a S sO (n=1,25,3, 50%") 
1 ed zt -— 
——P.GOln <> — P.) 0 (n—1,2,3, =) 
(z (95€) D'Serie 
(2y 二 1)zP,(z)= (v+ 1)P,, 1 (2 3-9 P, 122) 
d 
(z*— 1) OS) L ODR @)-2.@)] 
(2v4- D0zQ, Cz) = (u+-1)Q, 4 (z) +Q, (z) 
Pes e CK 为 完全 椭圆 积分 ) 
—1/2 x z+] z+] JG YN 


== z4 /#=1) PK (G1) 2—2 VET] 


Q. (z) = = 


EINE | 2 | -2[e+ 423 —1] 7? KG v 2*—1) 
Pu G)— E [z+ ros M V z1—1)^) 


Lg dn nd A 
Qu;Go-z «| 2 | 2 sP LE E 


Q.G) — In = 

Q,G)= In = 1 
Q= 3 P.GOln| ZH) — Ze 
Q.G)— 2 Ps GOln = S22 
K P,G)Q Gode m c GTI) 


|. 9Cec-12— 9€ 1) 
(o—v)(o+v+1) 
— 4 a+) 
2v 1-1) 


K Q,(22Q,Cz)dz = 


l. [o dese 


= Y (2m4- 1) P, GO Q, CE) 


"lia 


—Z 


(K 为 完全 椭圆 积分 ) 
CK 为 完全 椭圆 积分 ) 
(K 入 为 完全 椭圆 积分 ) 


(K 入 为 完全 椭圆 积分 ) 


[Re(o—v) >0,Re(ot+trv+1)>0] 
[Re(o+v)>—1,v,c4A—1,—2,—3,°* ] 


[Rev>—1/2] 
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FOR US EE Z° Ç 


EE > Gm + D Pal) PaE) 


= [12 a DP DOP R OI} = > @m+DP,GOQ, CO 
P,GOQ,-1(0 —Q, GÓP. G) = 
P,C20Q, 5 (22 -Q P,a e) = BV? 


2 IUD || < min |z + amma 1! 
] n=] 


JU mop 2 
Eier 2 mam i| > maxiz + vz — 1| 
n=] 


nt CL Y Q, (zt 
V 1— 2tz4-t GEN EA 
Px) — P. G-Fi0) — P, Gi—i0) =F [P(x $10) + P(e i0)] 


=P; 
Q, EE Cr43100 +Q, (210) J= Fo 


SIT vu 
| Sin vx mo ee eee 1 
P,(cos 8) =—— d (—) sma pup Pos 
P, 
(x A. Et DELP GO —xP GO] 
(2v - D xP,(r)— +1) Pra (oe) 4-9 P, (z) 
SE = — (y 十 1)[Q i (z) stil 
ERE Jeu sm 
P,(1)=1 
Ex 
T roy cos 7 — 
rts] 
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P | 
Q.(0) =~ si T 全 
IT 可 
| y 
don 2 wei E 


SES — "n TRUM En 


2 
V 
dQ(0 — " 
dr SE aka 
2 


P a= Ex ue 


ARES 


一 由于 二 和 
Qoa) =n s 

EC UE P in: NN 
Q(x) Ziel S| l 
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(Rez>1, |t}<1) 


(天 整数 ) 


(u= CC D n) 


(K 为 完全 椭圆 积分 ) 


(K 为 完全 椭圆 积分 ) 


Q»(r)—— SP (z)In ms 
X 2 
2 
Q; (r)= T P.G)ln E pe 
- ] 十 并 [G— 1)/2] 2 1 I 
Qn y P.G) =Z 0 Ke Prieto (n=1,2,3, °°) 


` 1 1 1 
P, (cos 0) = 2; gae ii cos n — 2k )G 


PP Go m ESI » = = | xd ( cosn—r— 20 (eren? 

P, (cos 0) = Bai Ä? sini 302173 0 LT D sina +5)0+-~ | 

Q, (cos) 2*1 — cosa +I EL costs E13 ELUEA esae] 

| zP.Goda- P TEN ZEIT (Res —1) 
r147 p ue | 

| PP. Gods Š 2 asin sinna + DPED ege (o+ve—1) 


i b as: | ee ae | 
| LP, (2) dz = 1 sin my di (v+1) 


2[$ (4-1) —4€a 4-1) ][1+cosxo coszv ]— 4 sinz(v— o) 
2(a—v)Cad-v--1) 


1? — 29! (-- D[14-cos?zv] 
2(2v4-1) 


n[1—cosn(o —») |—2sinzv cosze[ got 1) (o 1) J 


| Q,(2)Q, (a )dz= (v,025 —1,—2,-) 
E 


IR (Q.C) Pdr= (2 天 一 1 一 2，…) 


Be (zl)QCz)dz 一 zo E34 
(o+v+140,v,04—1,—2,—3,°9) 


1 | Sin2xv di 1-1) Cu: —1,—2,—3,-) 


P,Cx20Q,Cax2d x — 


| i m(2v+1) 
| ak ri r> NÉE 
| LI Cs Q NN sin “eos 二 一 2 sin “cos us 
0 z(a—v)Cad-v4-1) r| 1 十 G a TT y 2 2 r|: "Jr pte 2 2 
2 2 2 
l WW 1 
| OD d= s ter 
r(* r5 ràite) r144 
x«[o4-1)—9( +1)]— zr 2 2 cos sin = — 2 ° sin cos — 
ri lux 2 2 2 r/r 2 2 
2 2 2 2 
(io ls 25°") 
1 十 0 y 
riz re 
1 1 2 2 TV-G) ` v 
| PDQ adr = c EET SES SES L1 (oc —1,—2, 7) 
2 2 
| 2 和 人 [六 (十 ac 十 1) 
v+ = nem 
NM E E ek am FO tT OED CODE [Re(4-0)2 —1] 
2 
P ,(cçcos?) | X: ———— (O0<d<in;y>1) 
|P.Ccos8@) | EET TV 
IQ, Ccos0) | < ° 5 (0-0 n;v1) 


男 有 部 分 公式 见 “ 勒 让 德 多 项 式 ”. 
iE SS Ro LE fS ER E (associated Legendre function) 
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特殊 函数 公式 


E E Eh pur. PN e ESSE ues 
PEE P= ES F| K S 2 SIE =] NS 
" V IGErE 1G-ID'€s v Tal 3 1 
Q(z) = ROETES oen UE F| — E x S, "ei [arg z^ — 1) |,>i —05argz Laser 
pea. s s E : hoan 
3 VIEN masma (z+ zm — 1cos:) sin t dt (Regp1/2) 
T — 0 
| —v / 2_ ER oo 
-Fo OED | (z+cosht) "T !sinh?*: dt [Reg Rev» —1,z gi —1,o9)] 
TER 2. —p/2 [oo 
SA TC pape iy |, CHeosho "eschter SN de 
[Re(u—v) >0,ReC(utv+1)>0] 
=: 2_ — u/2 oo 
— — Hc PUO y 2 e CL äs +z?) 74 7 1dt [ ReGv4- O «C0, Re(v— 4,22» —1] 
IT wv SX Va ft y— n 0 
— [fa (z22—1) > a = 
-RT| £^ Keen 
| [ReG.— 4-102720, ReG- ;:2«0, Re —1.,z4| —1.1]] 
2 u/2 
ose (1— 28)? (z- Ft /z2—1) "dt (Rez —1/2,larg(zda- 1) | <r) 
u be D —] 


250122 eo inh?"*! 
Cz 1) | sinh t dt [Rez—1, larg(zzxE 1D | «x, Rev — ]; ReCg— 270] 


2h Cu—v)P@+1) Jo GF cosh 


= [2 Pyet1/2)@*~1)"" ee 
zn DOP (av) s G-EFeosht)^*!* 


[Rez >—1, larg(z+1)|<x,Re(u+vy) >—1,Re(u—v) > 0] 


p 2 sinh“a- “  cosh(v4-1/25t 
E p. PCS u ji (cosha —coshr yr 72d! (a>0,Rey=1/2) 


= 2"sinh “a | (cosha--sinho cost) "y 
V x DG- ud-1/2) QE 
Q(z) = LECH, aye (01—£)» (~t) dt [ReG-;07 —1, Rev —1, larg(z+1)|<zx] 
di el Dir, =e mf sin? ur 
Td Dl(v4-1) (ztcost)’ it 


dz 


(Reg1/2) 


dt [Rev — 1,ReCG-d- 4-120] 


s VETERI . zi— e ° 2u —v— u-—] 
TRPGIIDPOOxEDC 122] sinh*t( z+ /z°— 1cosht] dz 


[Re( c &-12750, |arg z+ 1) | <x] 
_ e"D(vyJ-1) [° coshzt 
PO utl) Jo (z+ /22—1cosht)"t! 


= eio VES (z?—]1)"7 E — w+ u+) EE eh 27 
(一 十 1/2) zq ydo ° (Te yo 
| Reg 1/2, ReCG4- 43-1270] 


dt [Rew 422» —1,v —1,—2,—3,-. | Cz DD |n] 


Qt (cosha) m | E | nudi hend EE 
SENS UE EC EDS 0 (cosht — cosha)^*? i a KEU | ely 
S um. Cas eu a sinh'^ 
ar mr Th d (osha sinha cosh [Re 42-1270] 


Vz — P(g) 42 e+e Ph (2) — G— u) GT iT 1) V2?—1 Pk 2-0 
(2v4-1) Vz = IPE! (2) = PA (2) — PEC) 
(2v4- DD V — 1Pf£* (2) =) pe} 1) P (2 — th) ot p41) PZ 4 (z) 
(v— 4-1) Vz — 1PH (2) —zPIG) — PZ GO 
(u) V2? IPE (2) = P (2) —2 PK (ez) 
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V z^ —1 PL (z) 2 (u— )<=P#(z)— (v+ 2 PLA (<) 
Vz? — 1P (ge) =O au 1) PA,XGO— tet DzPZG) 
(2v DPC) = (v— rt DPA, Q+04+ 20 Pf, (z) 


(21—1) = (y+ 4) G— utl) vz —1P (2) — pe PE (z) 
SE E e — (v— y+ DPC) — (v+ De Pl le) He PE G2 — GF PY) 


dz 
V z* — 1QU* GO 2 Gu D QU! G2 — G— i W+ i10 V2? lO G2 —0 
(2v--D Vz —1Q4 Cz) =Q G)—QL 1 GO 
(2u+1) Vz — 1Q7*! (2) = (— 2) G— id-10QA GO — G+) GT i - 1)Q 4G) 
(/.— pt) Vzi—1Q’ (2) =Q" G2) —Q Ce? 
(ud) Vz — IQT (22 —Q^. (z) —zQ“ (zx) 
Vz ll (z) = (G— REl) G4 DQ” Ce) 
Vz 108 (2) = G— iT DQ (2) — GT i 2Q G) 
(2v4-102Q7 (2) = (u— p+ 10Q 1 C+ Gt WQH1 (z) 


(gi EE Cut pw) u4d-1) V z^ —1Q7 ) 22 — pe Qi Cz) 
š dQ (z) 
(z ILL G— p+ 1)Q% 1 GO — Wt 102Q7 (22 = vz Ql Cz — t+ 10 QU I (z) 


Dee 
Q^, 1(z) —Q/ (z) =e cos wH pt DDP'GCu—)2 P; " (2) 


PI") SE arc) | 

tele tmo E ane) 

PU are reto prs — SINT DIR, tte? 

Qe (—2) = — emo Qi) 

Pt (cosha) = c5 —7 — 2 Q> V Gotha) Dësen 
Q“ (cosha) =, | pl tet De"*P- 1⁄2 (cotha) [Re (cosha) >0] 
PrG) = Gi- pr^ BOO (=e 
Pc) Ce ponas p | PG qz Gss bus ses 
Q 2) — py 9 G2 Gasto oen 
Q= Core p 78 def [9 code mn 


PY?) = (2x) 12 G'—1) et /#2—1) L (z+ Val) l | 


QVG)-i d am ar Vz 1) 


RIT =l | E Gt Dn et VET D Gu zo 


Zut 
Q7? (z)=—i m (d yea ut yep 
2 NNNM MEN ET, 
jg (z)= FT E pe 
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P, zt— /21—1 JO — 1 cose) 2 P,G)P.G) +2 >` C-"PT (32P;" cosmo 
"Rer SO Rer 03 larg(z— DD |«z,larg(£—1D|«x] 


Q x2! — dai: 2? —1cosg) —Q,G)P,G2 12 KS (—0"Q7 Cx) P," Cx )cosmo 
[xx ,9 为 实数 ,1 二 x' rm —1.—2,—3,] 


eet 1 mé: mf: I — ma / 
Q. crx 4 VX 十] VvZz -十 lcosha) 一 > na D na Gr); Gr Je t.c wës) 
uius a| uar. E UE vp o TY DIA) ee | B 
CWA 3-1, 03, ER, ass, large |<x, Iz 21) 
Otte) = LE DO Das i[1 4 O24] (2v: —3,—5, — 7,7, large | «m. |z 1) 


2"! D(v4-3/2) 
d 2 了 (十 Ap 十 1) 

P*(cos0ü) = EE cos| 
s: _ J x Powt+pt+l) 

Q“ (cosh) = sinB P@+3/2) cos| 


: = Poteet) sS GOE1/2iC- 81/2). EPE 7 

Pt (cos) =a] — p ETD POE) 2 See sinl vetia ee n | 
E: udo MeL Ehre S i PS, e 时 级 数 对 
AUC v, u WSF V0. nu 0,0 esu e WA ly) Sl zl. ly) 1 时 的 渐 近 展开 ] 


: - Pore) Cu+1/2),C—4v4t1/2), lig E H 
Q'(cos0) = = i To+3/2) > “Gea NON cos| yvtk+ 2 | 0— -十 全 d 
E M UR RC s DU M MU MN TIT NE 时 级 数 对 
SS WM; A v0, uo 0,0 excog — e, WA v | > [uds yl 时 的 渐 近 展开 ] 


g 7" 
cos >] P, "(cos0) —J, GOD sin? HEIDE D+ LID |+0 


AE) 8—7 57 [1-067] ed =E pq) 


rx 0454 eoo] S265 a i SAO 


T 
SIN — 


2 


BS 


(m= C2v4- D sin fumo ,0—0) 


以 下 公式 适用 于 一 1] 委 xz 委 1 


P#(x) =e"? P# (7 +i0) 
=e Vp r—1i0) 


= [e PrG $id) +e PAG —i0) ] 


= — [e^ QrG-Hi0) e" Qri0)] 
=P= O| i i 
lop 

Qi (2) == [e "Qt G--i0) Ee" Qt —i0)] 

TO 二 Tp 二 1) 

4 p= 12 

eQ (ciO) m etim | Qro ET Pt Co) | 
Ic CT 


j _ sin(v+ On,, | RCOSYTCOS HT 
E men s ae sin(v— pT 
Mario tn 


F| SE 


= ES (x )cos AT 一 


nu 


uod 


PET) 
p= SM C j| 
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Dl'(— u-4-1) 


一 此 = A EIS 1 H 
Q;"Cx) POE] | sesemQ: (=) + 2 siny P! (z) | 
Pt 2) cos Gk p)nPt y — OE Ron (0<r<1) 
Qt C 2) = — cos Gi pat (x) — OLET pec; COS xe 19 
, BELA sin“0 ° cos(u+1/2)@ 
Pi(cos@) =} — PC 8 | (s om r 24? (0<0<xzx,Rez<1/2) 
= "3 2 |" (* (cos0-- isinÜcost) ^^ 
= PC) ung | sin? e (Rep<1/2) 
= EN 2*T' (pt 1/2)sin"0 | a — 
S EE 0 REES EE SE 
KR 1 ia —1 cos I Y — 
~ Pa+tutl) Ji e J , CtsinODt dz [0-0 n/2,ReCG-- 2> 1] 
š: 27 PE pip. gO (+ 1/2),(1+u+ 0, . 
P£(cos@) = Jw PO+3/2) sin“0 2 r OSSA sin€2k+y+ #+ 1)0 
ë _ V x lr #-+-1) EN ` (#+1/2),(1+ v+ 2, 
Q Cosh) — —mn(y.p3/2) 2 sin^Ü H kr 043/7, (95k v ijr 190 (0< Et A 
PrG) Cn a catys m PO 
x 
C=" MULS uude. — pymp “ J Bes 
 2”m1 Poissy e m GË E 
= NE _ 23 m/2 P l m. rf , I G—m-F1) m 
Pi^G) Qa | | Pi Go d C) Ft Prca) 
Qn (x)= Cora — b e CO (m—0,1,2,.:7) 
m | 
Luxe os e _ D 
Q, (1) = ( ) TG+m+ 15 (r) (m—0,1.2, ) 


PE? (gg) +2(e4+ D2 — 2?) PP G2) G— 40 GT iT 1) PIG) =0 

(2v4- DD) zP/ Gc) — G— + 10 PA 4 (z) + G- P(x) 

BE) PS OM VT Pr Sen 

G= D Oca DP Gr) Eo Gs DP = Gr E10 81 — PE" OD 
P“ (x)—rPiG)— G— +1) V1—zx Pt (ar) 

zP#(z)—Pt# QG)2 +p) V1—2z! PL? (x) 

(y— tox P Gr) — (od) Pf (xr) 9 /1—x= P£ (x) 


G— ud PAGG) GT y+] Pia) = 1—z Pi) 
drop) 
dx 
dPi (xr) 


(0—25— 1 + Pi G) — ve PH) 

Qe G)43-2Go- Dred —2*) QE (a+) GT p+ 10Q* Gc) =0 

(2 D Ql (2) = G— pt1) QS) G4- :0QE , (z) 

Qe (z) — Qh, (2) = Qva) VI — Q(x) 

(o u) G— p+ 104 (a) G+ w+ p+ QE a GO = (2041) V1—x! QE (x) 
Q: (2) —axQ' G) 2 G— uH) V1—2!Q77 (x) 

zQ G)—Q' Gr) = +p) W1— 2? QE (c) 

Q— rT — HQ a) = V 1— a QU Gr) 

(一 Ap 十 1)Q2 C2) — Wt pt zrQ GO = V1 r QT (7) 


(1-2) -—(vDzPLOGO—CG—uT1)PA(CG) 
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+ TR OG RL 23 X 


dO“ 
ased SS 2 6 E agr) p+ Qt G) 
(er 8 € = Qr Go séit? 
y+ p+] 
AH 2 y+ ps 
P#(0)= —— cos T 
var s 
r HERF] 
2 . vag 
Q’(0) 9 m in 5-7 
VL 
drun ` oTi 5 +1) aue. 
dr — J x pl» | 2 
v+ u 
dQ CO) ,, r| 2 e y+ pu 
i array cos — m 
d 2 


Pi? (a) = Q2) VQ —2*) P [ Gel 1933 ei VI] 


QUO ses d Op EE rod qan 


P7 (x)= — a- [Gi af yt (ri Z] 2 yt] 


1 
2v 十 1 
QH) = 0-2 EG E Er acu 


E EE 


I'(1-c» 
[ r| LT |n 
xi'(q—zx))""P'(rdxr-2"! [Reg 1, Reo — 1 
0 OH Se ee 
d'Eier e tee eg 
re de 2 1 DOTT = a 
| LPEGO Y 1S r > [Rep<0,vt 152,3, 7] 
EL Sinum ~ 1 = 
(cos0) = 2; (em Dee mem (cos) (—nz«ü«mn,uzz0) 
2x 
2nI'G-4- 1) P7 Ccos00cosmq-i"I'Cu4-m 4- 1) | Lcos@+isin# cos(t— 9) l'cosmt dt (0<0<x/2) 
0 
2x 
2nI'(v4- 1) P7 Ccos0)sinmg—i"I' (v4-m 4-1) | Lcos@+isin@ cos (t — 9) Psinmt dt (0-0 n/2) 
0 


P,(cos@ cos@ +sin@ sind coso) = P,,(cos0)P,(cos0' ) +2 2; (— >)” P7 (cos0) P; " (cos! )cosmQ 


=1 


I'(v—m4-1) 
I'(v4-m-F-1) 


(OxcO n ,0xc0! <x,0+ 0 <r, 9 HER) 


= P,(cos0) P,(cos0! ) 4-2 > P" (cos0) P7 (cos )cosmo 


Q. (cos6cosf J-sinÜsinÓ'cosq) = P,(cos0' )Q,(cos0) + 2 ES (—0" P7" (cos0' )Q7 (cos0cosm9 
m=] 
I'(v—m4- 1) 


= P,(cos0' )Q,(cos0) +2 > Potm+1) 


P7 (cos@ )Q7 (cos0)cosme 


[00 0x0 «x ,0«0--0 «x, o HEH] 
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S POS u no 


Eu 
| P“ (cosh) | < m TOLD 


(u=],v—z-+12> 0,20) 


ig POTEET). cua 
|Q“ (cosh) | < ECTS sin 0 
+m 2 Pwimt) | —m—1/2 
IPs" (os) |< = TOTI g 
(>1],m=0,1,2,:::) 
+m zP Ootm+]l) n "-V? 
IQ*"(cos0) | < WO oo ` 0 


m [lt 1 次 连带 勒 让 德 函 数 (associated Legendre function of order m and degree 7) 
Pr t = (== sn PACA) 
QT)=(—)" "IQ" (zr) 


(cos0 -isinÜcosq)" = P,(cos0) +2 SS (—1)" e P5 (cos) cosm¢ dk n/2) 


m=) 


EE 


P. (cosOcosÓ' + sinÜsinÓ'cosq) = P,(cos0) P, (cosf ) + 2 d ( —0"P7 (cos00 P, " (cosÜ' )cosmoQ 


= P,Ccos0) P,Ccos0' )+ 2 » POSEE ED Pr (cos0) P? Cost )cosmg 
(0<0<x,0<0 <x,0+ 0 <n, p HER) 
Pi(z)=— V1-2 Pi(cos0)= —sin@ 
Pie) 32 y41—z' P} (cosb) = — 3 sin20 
Pies quu Pi(cos0) = > (1—cos20) 
PIG) —3 VIF Ga! —1) Pi(cos6) = — = (sind + 5sin30) 
Pir) =1520C1—2") Pi (cos6) ="? (cos0~ cos30) 
P3(z) =—-1501—2’)*” P3(cos0) = — 1? (sind —sin30) 
T à noc dE. S m) 
|. PEPE da= a Oo E E ee 
J PECOP1Ce)- EE CL EE CO net T) 
d = nd)! 
! NE " _ (+m)! 
E -e Leif GOdz— eg 
H = n 
| PrGOP;"G D dx E: 19 à.. 
—] — r’ n 
Eeer " m ; An (n+m)! 
| e d P7 (cos0) P Leef ein Ze mc Ta D 
" z n 1—(—)' *(#+m)! SS 
T& AR 88 CR Pi BL (Gegenbauer function) 
E Cas ay) 1 ine 
Ce) = FET rt at2yv,—a; E 2 
_ V2n I'(a+ 2v) 1/4—v/2 D1/2—v 
Re OP c s) 
= -ee | (1+2tz +£) "t “° !dt [—2<Rev<Rea<0, |arg(z-c- 1) | <x] 
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Gd UHR EN ZS Ñ 


V 1 L(a4- 25) D G-1/2) 


C0)= 
Diet (PAP) Jtr e 


2 2 
(a--2:) Cho = 2 et 1)zC; i (r) — Cv + OC, (z) 
aCe Cz) ul zC! (22 —C (ez) | 

Ca t2)Ci(z) = 201 Ct*1 (2 schen ] 

aCe (z) = Cat 2y—1)2Ci_1 (22 — 2v(1— 27 C023 (z) 


Zei —2w Ge? 


sin(Cad-2v)nC;(z)-— —sinan C" ,_;,(z) 


lim G)C:(cos0) = “cosa (azE0) 
圆 环 函数 (toroidal function) 
E Eh, cosme 
Resta COs = 2x D(n—m-J4-1/2) Jo 人 
CPin+m+1/2) sinh" (* sin?" 


“Fa m+T1/2) nT 172522 Ju Jo (Goshy-Lsinhgeosg*r=+i2q? 


25 (1—e- 2?) ~ | 1 1 - 
POL ai eec EE 2 


I'(n4-m-4-1/2) 


P (cosh7) = 


In cothŻ 
Q7 j(coshg) = (— )” J i (coshy—sinhy cosht)” ?coshmtdt 


I'(n4-1/2) 
ae osa I'(n4-1/2) MEET — 
i P(n—m+1/2) Jo (coshy+sinhy coshz)"*'? á 
Q7 i5 (cosh) = Vren EEE ete eng pb biegen 
DC E EA 
P- Gosh]) = — ra Kl tanh 2 


Q j;;(cosh7) = 2e "K (e77) 
Py. lcosh)= eE /1—e *) 


[8] $ a HL (conical function) 
4443-1: . , 0 (AX E10 4X 3 4 0 


P-uz+a(cosg)=1+— sin >+ 2:42 S re 
8 oo 
-i| coshàz du — D coshas | cosAu 25 
T Jo /2(cosu—cosé@) ^ 0 /2(coshu+cos@) 
Q ;su(cos0) = +i sinhAn a re ee Mna N "EM m 
0 W2(coshz 十 cosO) 0 W2(coshz 一 cosO) 


coshar 


P_yra(—cos0) = LQ- utra(cos0) -Q Au tege? | 

P 24 (cos0' cos@+-sin@0' sin cosp) =P y? 5 (cos0 ) P i54 cos0) 
< ( 

VW (44^ 4-12 (4473-3) KE ee 


m=] 


P" Ë+ a leos )P” 1/2 +i (cos0)cosmo 


(0-0 n/2 „0 <8 <n, 0 4-0 n) 
Pial cos0! cosü—sinÓ' sinf coso) = P i+ (cos0 )P .,,5 4 C— cosh) 
3 (—)"2?" | | | 
+2 a PB i un A (cos!) P™ (+i C—cos00cosmo 
2, (4422-1?) (44? 4- 3)--- [44 -- (2m —1)? | ^*^ Hem 


(0«0! «n/2«0,0' Lë? 
Q 5; :u(cos0' cos@+sin@ sinf cosh ) =P yi (cos0 Q-a (cos?) 


Cx 


(oz | | 
十 2 2) UFD aR a a GE— D]. ceri ost )Q* nu (cosd)coskO 
ep 


(0<0 «n/2«0,0' 1-0) 
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汇合 型 超 几 何 函 数 


1 


P" 244 (cos09)————A e EAR 
1/2+ia (COS Kee: e 
EE A" !cos DE = (A1) 
汇合 型 起 几何 函数 


FE BAR ERA (Kummer's function) 


F(a;Y;z)—,F, i= FC » Pinta) | P 


(YZ0,—1,—2, 2) 


24 nt (nd Y) 
Y P4 
-roPc-s I. et! (z—t) !dt (O-CRea- Re) 
I PY zt ,a—] — Y—a—] 
“parece |. e": 1) * dt (0<Rea<ReY) 
-ROPBO-SC | e 77 0—0* Ide (OC Rea Re?) 
]1—? 
dein | OS 42) de ee 
Y 1—* 
= RPI" ay e ^" O-ED'*0—-D* dr (0<Rea<Re7) 
1— 7 
=o" | exp E Ž cost bai 1 cot" dt (0<Rea<ReY) 
1—* 
EP d P cost [sinz tan” di (0<Rea<ReY) 
I' (Y) [e 2 (一 y OË —t1)'- a— ldz (O<R <R y) 
T(E B d ea< Re 
"ONE LU EE et lee NS uil EN a— A -asi zt 
Fer gP — clm ail e—a) e exp] z Ja: 


roil Cem CORON 2 Yd 
— I'(a)2zxi l PO) bs 
[Rea —40,Y220,—1,—2,**, larg C —22 | «x/2, Patt) RA 
保持 在 积分 路 线 的 左边 ,而 三 (一 轧 的 极点 保持 在 积分 路 线 的 右边 ] 


F (a;Y ;z) CTI T 
E Seege SE ii P(@P(2—7) (一 Y<argz 安 7 
© eS LU 1) aen: sch 
pe EE P < F(a—Y-4-1;2—Y;2) 
== N e "r7 Dd (Rea>0,Rez>0) 
zi Y eo 
=F eet td (Rea>0,Rez>0) 
SE , e "(tf— ye td 
1 
21—7ez/2 co 
=. | e/g —1) S Em a 
1 
E uu s Pe CR COS aae E. 
=“. |. exp PCT sinh t coth PRU 
_ ez I^ - 之 Ir a= y= sz = ) d ( — 0) 
— Fro) . exp| pq t— T T t t T 
al Lex 
=e J e 7p l (t—a) dt (a>0) 
we 
= Po J e "t !(]1-4-2)'^*-"!dt 
0 


(Rea>0,—27/2—0<arge<in/2—6,—nr<éd<in,t” ROH ^ READ 
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特殊 函数 公式 


Gr 11 S Ces m (=)! 


U (a;n + 1;2) = 


; (1—n), r! "at P(a—n) 
X (Plasn + 1;z)lnz + > eb + r) — (1 + r) epatit] 
or 
Liesen E rG prae) | (Et, en 
Liese" ye e s Haapt) asf eet 的 


| E =?) e? 
Y. 120A) 一 - < Vins? . Y. 12nnY Y. 
U (a;Y;ze"")—[1—e Jaz ya F eure U (a;Y;z) 


(Ya Fla—1s Yz) + em) +2) F la: Y;z)~aF (e147 32) 0 
Y(Y—DFCG;Y—1;2) —7Y0('—1-4-2)FCa575z) 3- (Y—a)F(a;Y+1;z)=0 
(=I Pt le (a TF E (a) —aF Ca 1-132752) 530 
YF(a;Y;z)—YF(a—1;Y;z)—zF(a;Y4d-1;z)— 
Y(a-c-z)FCa;Y5;z2)—(Y—a)zF(a;Y-d-1:;z) —aY F(aM-1;Y,;2)—0 

T= r GC ASDF 14120 ee 1 ee Qaa 32) ——0 
Y(Y—a)F(a—1;Y;z) —Y(Y—a—z)F(a;Y;z)—azF(a-F-1;Y23-1;22—0 
YF(a;Y;z)—(Y—a)F(a;Y--1:2) —aFCa-1;743-1:2270 
Y(OY—1D)FCa;Y—1;z22)—YOY— 1D F(Ca;Y;z)—ozF(a4d-1;Y4-1;22—0 
YO—1)FCa—15;*7—1;z2)-4-Y(1— Y -z)F Ca5Y;z)—azF(CaJ4-1;723-1;22—0 
U (a—1;Y;z)--(O—2a—z)U (a;Y5;z)d-a(a—Y--19U Ca -15Y5z)—0 

U (a—1;Y;z)0 +(%—@)U Ca;Y ;z) —zU (Ca5Y +132) =0 

(Y-a—1)U (a;Y—1;z2)-4- (1—Y—2)0U Ca; Y ;z) +2U (a5Y 4-1;22 =0 
U(a;Y—15;z)—U Ca5;Y;z)-- aU (a4-1;Y5;2)—0 

(Itemy a; — 142) UO a 1:39) sp (a 1-890 Cas $220 
Cad- z)U (a5? ;z) —zU la; +132) +al¥—a—1)U Ca3-1;7 52) —0 
F(a;Y;z)—eF(Y—a;Y;—z) 

U (a;Y;z)-—z' "U(a—Y-4-1;2—Y;z) 
F(a—Y4-1;2—Y;z)-—eF(1—2a;2—Y;—2z) 

U (Y—a;Y; — z) Hel snm 21-7 (1—2a5,;2—Y5 —z) 


de. (a), 

dp (a Y 2) m Cry. 

= [z^ " !F(a;Y;z) |= Ca), ! FCad- n;Y 12) 

Fle Faiz = (ADF a Yne) (Y—nz0,—1,—2,- 
S Y — a), 

d Let KEEN C ate Fas tnsz) 

d” 


ipie x 77 UF (as Y; z) ]— (Y—a),e?z *!F(a—n;Y;z) 


n 


Tale t H Fé] CO 0. — 0,6 t" Fa niY nz) 


T U(a;Y;z)-— (—)"Ca),U Cad-n;Y +n;z) 


ole ""IU(a;Y;z) |=(— )*Ca— 41), 2" !U(a;Y—n;z) 


d^ 
dz” 
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[z "T'U (a5Y;2) |= (a), (a—Y+1),2" !U (a4 -n5;Y 52) 


) 
) 


) 


) 


I [e ^U (a; ;z) J=(—)"e ^U Co5;Y 4-n;z) 


d” 
gale 4 U Ca; Yz) J= (—)"e *z”* lU Ca—n;Y;z) 


c EE, E s 
Jm "pen" n! z'F(aJd-n;n-4-1;z) 


limp Ed L£Q0702], (2 Vx) 
lim (a—Y--1)U a4, Ž =221- 2K, (2 zx) 
—ine” z0 ZHP (2 vz) Imz>0 
limP(a—Y-4-10U TR) NM gd 
Es S ine zd RHP (2 fz) Imz>0 
WË —DO-4»e* E E 
F| i7 bel stis =P (1—v)e" = [ J,(z)cosnv— N,(z)sinzy | 
WË =ra—ne| =| Lc) 
3 Be —n— 1/2 
F(n+1;2n+2;21iz2) =I ny e | > Jus) 
1 S z n+ 1/2 
F(—nj—2ns2izd=P| Ze e > J uam) 
3 . z —n— 1/2 
F(n4-1;2n4-2;22)—T nt e p IG) 
F EE HE Vp E ER E E 
UD 122 == Qm Ko 
x 


Eee o Qu) Hf? Ce) 


Ul vty 2-1 sie 
U| vty stub 1s — is E 


Feng 


U Gi 1i2n- 2322) = 7 Q2) 1 KG) 


ein"/2 


"x Y= (2 iz) "[ker,z--i kei,z ] 


GEERT viz 


F(o;a;z)-—e 
e iz 
z 


F(1;2;—212)— sinz 
F(1;2;22) — sinh 


F(a;a4d-1; —2)—az "Y(a,z) 


do. 2 VT 
Fl se = T e" erf (2) 
2 2 


U(1—2;1—2;z)-—e'I'(a,z) 
U(1;1l;cz)—-—e^'EiCrz) 


UQ:1;—lno — Lic) 


汇合 型 超 几何 函数 
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MC PON 


l| = / n e" eríc(z) 


2 23 
N 
y-— 


WW 


IY) ina sgn(Imz) „— a (a) a =r E —n —M-— 
M TM 1 n! CDH | 


(a, Y 固定 0 天 0 一 上 ,一 2 |z|—00,— x«argz« A 


N 
UCasY iz) mx | >) (— y GN EDS, ^^-FOClz| TD (a, Y EE, |z | oo, largz | 31/2) 
N 
F(a;Y;z)— >> A z'+O(|7| 人 一) (a,z 有 界 , |y|—co,|argy |< x—¿ë<x) 


Ula; Yiz) = (NOYA Vre 7e? Y"7"^D1-E0CIYI 72] 


(a,z 有 界 , | Y| >œ, largY|<n—d<nlarg(—Y) | xix— 67) 
NEE OH > Ja V 20—202) 1+O| E I |] 


(1—7)/2 
—a d exp 


U Gui) =r a e s ya 
x [cosza y. CE E) —sinraN, CIO 206) ]| 1-0] i E 
[7 ,= 固定 ,ec 一 min| 14.484) 1e] [7a | oe] 
Pann =a t zu) +0071] (ro ,0« |k |<1) 


汇合 型 超 几 何方 程 的 解 (solutions of the confluent hypergeometric equation) 


汇合 型 超 几 何方 程 
28 4-2) SE — mo = 0 


在 z= 0 点 邻 域内 的 解 可 取 为 
w, = F(a;Y;z)=e*F(Y—a;Y;— z) 
w = zl 'F(a—Y-2-1;2—Y;z)—z''e'F(1—a;2—Y;—z) 


w;—U(a;Y;z)—z' "U(a—Y--1;2—Y;z) 

w, =6U (Y —a;Y; —z)-2eQ0 Perm 21 erU (1 —a32—7; —z) 
4YABRN , X VU EE XE X , EL PS PS 2k FE JO A. MERAY RAILS BBL 
何方 程 的 基本 解 ; 当 7Y=n 十 1,n 二 0,1,2,… 时 ,汇合 型 超 几 何方 程 的 基本 解 可 取 为 w 和 
wa; 当 7 二 一 n 十 1,n 二 1,2,3,*… un 汇合 型 超 几 何方 程 的 基本 解 可 取 为 w 和 w. 


Www; Jw, DÉI au P ge rp zo I BREA RU 


7 Y. — ro) ixa sgn (lmz) I' (7) ere Ts n(Imz)4z ca y ¿= 
F(aiY 2) Fy a U (a Orn aye g e'U(Y—2a;Y;—z) 
] - Y p EE o—Y. — ix(a—Y)sgn(Imz) maU y) .Y. EE z NEP yQ S= | 
z 'F(a—Y-4-1;2—Y;z)-—e | Pasa C HY PRO pp U a; Y; —z) 
paast GE c Say E DD aay ee 
UtaiYiz)— paypi Ca: Y; z) + T) pcc a=) ly 
I'(1—7) d E= are sgn(Imz) y 1— "F(a—Y-c1; 9 y; z) 


rasat eiim ER 


W lw, sw, |= (1—))0z le N 
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e'U(Y—a;Y; —z2)— 


iL RES JL far eR 23 


cU) uy 
Dron" 


y | 
Fees Seene RE 


WLw,.w; |= 


I'(2—Y 
W [w; w: ]— epee 
IT'(2—7 
W xw; sw, |= ege Tei 


W lw w, | DNE $^ gno nO msgntin) 
39 e 


汇合 型 超 几 何方 程 
dee dw 
vU xg ee 


在 z 一 co 点 邻 域 内 的 解 可 取 为 


Cl) DO -— 


w (= D -za 一 7 十 1;2 一 7;z) 


F(a;Y;z)+ 


T'(a=74-1) I'(a) 


POT Fir) 


它们 具有 简单 的 渐 近 行为 . 


r(y—1) 


1— 7 — f — D 
PO F(a—Y+1í2—7;z) 


wi (z) =e ie 


wo (z) ~ pU» (ORE ci Do Arce 
n= 0 


n! 


xs Jj ([z |>, —3n/2«argz « 1/2) 
wi (z)~2" Te KS E T. =n 


"T 


n=0 


ER Sr v8 pq BC Whittaker’s function) 


My, su) mettent 士 p 一 & 十 方 ; 士 2 十 1;z 


= E I | EA MT de 
latäin i 
[Re 


I'(2u4-1) | EC) e "ptt-V2z(1—:)r*-V?g; 


P| iH | P| e | 
| Re 


( — z)'dt 


kb >0, large |n | 


Eck | 90, large <x | 

1 

e = 1 

_ PERF) et Hie -a/2 1 ies Tt or[» io zl 
Hal OTE ac 1 (1 十 2A 十 三 

p—k+ | MARO 1.72, 78. dang - |< FP | he Ht] 


| Re 
的 极点 保持 在 积分 路 线 的 左边 ,而 全 (一) 的 极点 保持 在 积分 路 线 的 右边 ] 
Waele mW, G) mat ee- p— kk sub 1 32 


=), G) o M tel (24250, 3-1, 3-2, 7: large | 32/2) 
r i-»-| P| tent 

2 2 

z^ igi co 
-一 一 -一 | gopctg spere te [ largz | x/2, Re(y —5) >— 1/2] 
I uk š 

—z/2 yË ioo 

= ° s | POr| tka pt FT| 一 :一 4 十 Ap 十 二 | zd: 
Pkt ED —k— t > m 
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tat; ATES, large | «37 T PC) 的 极点 保持 在 积分 路 线 


的 左 方 ,| tT En me 


A, ， (x) Sieg GE s) (2uz5—1 Ge 

= CAED et" ,,C(et"z)4- — QE uc use) 

r| &—&--3| T | gtk+ 
(2uzb—1,—2,::,—3nx/2«argz«n/2 DI DN E S ,—n/2«argz« 31/2 时 取 负 号 ) 

d | E 
SCH — [e +z ly —pO- V2 M, Cz) ]— CE D" Gam, € x t0 Messen C) 
T [e 2/2 ith IM, GO J= LE ett eth IM, Ge) 
d" 


[e tz/2 yA VM, uS |=(—)"(—2p), etter De Miss em e 


dz" 


/2,, dX u— o 1)»/2 
Qi ec W 1.2, x 72622 


Lear IW, ey] (e Fuk 


= z/2 n—k— W, (z) ]— E 2 tak bud Ur muU, NN (z) 
"M MEZ" Za: dé Li ,(G) |=(—)"e —2z/2 x cO DE do ct 2) 


d^ 
Lecce t n l= (—)"e zt IW pyn Cz) 


24M, us a2 R0 — 24M 4 1/2, n—-1/2 2) — V z M, (0-0 
4Hp(1 十 2p) e Miian 2 F204 24) GE 2 Mi GO — (O25 2k) V z Miria) —0 
Au 2-25) z Mis yo sa; — Au A + 2,0 Mau GO — A+ 28) / z Maii 200 

Au Län / z Mrrau- GO —AuQ T 2:0 Miu GO 4- (49-28 - 28). / z Maas ii; (D =0 


(13-24 — 2k) Mii ous —20 9-240 Vz Mi GO 4- (09-29 - 22) Mis o =0 
Clo 2h) Mei 6g) +2(2k—z)M,.,(z)— (14-25 T- 258) Mu, Cz) = 0 


Cut kW i5, (z) F v Z War uti 22 EW rti a(z) =0 


| i fe d V z Wht (2) E 2p Fz)Wi (z) — V xau Ce 0 


| THR SE Weare GO [E n V z Wi yai GO kän, G) =0 


vz W et iserp—1/262) — 2uW (z) + vz W etisesuti/2(z) = 0 


stock | 3-74 Wii OE OR DW s GO EM =O 


d 2 
z dz Wi G0 =| k— Kile) Bs | SEN [Wwe 


M. (Ce ” V z L.- x) 
Mi; GO = 2sinh > 


M, Ciz) —2i sin > 


MG) Era H e 7 fz J, 2 — P(143- )2* V z I, 


lue 


A 
2 
Mopo SLA HA2 TTADA SL g J,| — 


c 
2 
M, Ciz) =F du) 23e iat A V zJ, E 
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汇合 型 超 几 何 函 数 


M aou —e Vn l/2 


M .,- ia, (OD me zt 


Mosca DE. eig rn [e ghe] Greg —1,—2,—3,) 
W, FE (+ zxz)=e**2 


Wo. eC a Se 


Wo, (z)= AÍ KR Vnze ie? po i, eit/2 
i p^ 

" L6 e 
W,.,(z) = f/f Tre di < 
I 1 | S 
Wo,C—iz)—— noo er MS 
+ —z 

W io 2) =W ptiz ple) m2 "Te" 


— u— 1/2 


lim| = Mis| | SLOH IQ Vz) 
z —pu-—1/2 zc 
lim | — + M| 一 这 E 
1 xp CE z 
BIVER =k pa al "E 一 2z "K,(2wv2z) 
j; r| 1 d gie | š | inez HY? V z) Imz>0 
ml 一 一 一 一 一 —— |= | 
b LZ k s k =i EE Vz) Imz«0 
REI 
Wi, G) ~e ett E T u^ 
n= 二 0 ° 
(|z EE 时 取 正 号 ,一 5r/2<argz<<r/2 时 取 负 号 ) 
Vy ees alle: ee errs | (grt 之 一 
(i4) n Q : 
ck -=/2zketinkre-H2 SV L n Stu d k=! (—2z)^" 
n=0 
|z |— °, — <arge< THES —a "onge SR f S 
M. G= HEEL po cos 2 /&z— pn +O(|#| “ 34) (|#|—co,j|arg(#&z)|< Zei 
T 


+2i Ez — gn — 7| HORI) 


Go S LOB D pty FRED ogg 
V X 


( |&| 90, —31«arg (kz) «nv I OE 5 , —m<arg (kz) «3n WAS ) 


T" | 

Wi,,27— B e ^R'cos 2 ks mk L| [ |&| co, |argk| <r, |arg (kz) | «2x ] 
z | 1/4 

W uuo "m k *exp( &—2 Ez) 


| |k |>, —71«arg (Rz) «3n, Imk 720 zk Aar arg (Ez) « x,Im£ «0 | 
+s = n5 AH üncomplete gamma function) 


/(v,z)— | u le "du (Rev20) 
0 

=“ Fili e? (0350, —1, — Ben? 

=L ete Fy lie) (0, = 1, — 2) 

== fe "feos (vet zsing)de (zA0 vA BR) 
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n 


Ë 
Y n+1,z)=n! = z| (n=0,1,2,*) 


k=0 


Y(vd1,z)—wW(v,z)—z'e* 


Apong =e le 


LETARA == E 


dz 
g? zy n.-—v—n 

us YG,z)]—C—)»z "V+ Nz) 
z 

S eos 2)]- CCY Q—20,eYG-—n 2) 
z 


D esr ro. J= FaH] ;Uv 十 1 ;之 ) 


— m = B yd cu = e e -e LN == PEN = eon 
Plos) =F) yz) 一 | e du- r5 |. zr; (Reve 1627142535") 


n Ë 
Se z 
Di-4d1.z)—n!e 2, "m 


n n—] 
PCs =S [roo 一 í EA 


Dl(O,z)—z'e'U(1;vo-1;z)—e "U(C1—v»;1—v;z) 
Fro 1.2)—vwD(v,z)--z'e* 


Ze Do.2)]- (—2'2 " TP lt 
之 
[eT ,2)]=(—) (eT (v—n,z) 


en Poe E 


dz 

N—1 
DG,z)—e-z7'| S (1—u),C—z) "+O(|z| nn C[z |o, large | <3z/2) 
rotiw=e ved Van, em (|y| oo, large | x/2) 


ix z B&W (error function) 


TN NE ERE do 2 225 eg | E 
efe |e du = ` | zizi? SC F liz 
- 2 C WU it MP N —z* = 2 2k 十 1 
iud Qn+l) x 2; V ESL 
erf(z)— exe y = (2k 一 n SCHT tee | (jz| 一 co, large | C3x/4) 


eet) "in, met 


(2n+])!! 1. 
(22*)^- "Smo 
erfc(z) =1—erf(z)= = | edu= Se ILI 


Clargz | in/2— 0 n/2) 


Ir, (z) | = 


erf(co) =] 
概率 积分 (probability _ 


1 S "^ 
O(z)= | e" /2dx 一 Tti jet 
V Am g 


F(z)— Te 


z^! 


EE X EN —s 2 
s dt 2 ueni 


a? ° = age E u* M ciu 2: 之 从 十 1 一 : | E Z: 2 
erf (iz)=e E du= 3 OLED? =2zF 155 ;—z 


P(co)=] 
SE i ELA 5 (Fresnel integral) 
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st 


(—)* ug | 2k+] 23 
SG)- | sin sin — -> GELT DI ib EE 
= z arr? u e ( — y T 2k QUI 
ce | SS Ces > CR) 2] 4k+1 


— 
a(z)-— Kä artes Box) 2, 


k=0 
Cots Bet] axe | 
EN — | 
S (z2)= > Sam 7 --B(z)sin 2 
x EN 1 nz’ I ES 
CG) 9 z Beos = 一 4(z)sin ° | 


= "E Ge = EV 
AG) H ——— po 


k= 0 


lim S(z)= lim C (= 


Ir + co 


指数 积 分 qM integral) 


z e = 1 
Ei( =] ==) ig E E y beet 


Bosen [f Stee [7 [. c] ore [i2 


oo 


Eti(—r)2 J B 和 du 一 ”十 Inz 十 E 2 
Ei) S Le[ > 41 zr) ] 
k=0 


r,(z)— (n+1)! ze] el 
(n+1)! 

hee c 

SNE tte 


|z |**'sin"*'ó 


Eiz)—-— > bp 
lim [e^ LEI 0, 


J 了 一 十 OD 


lim [ze “Ei(x) J=1 


re + ° 


XJ BFR 43 logarithmic integral) 


lita es | £^ — Ei Ine) 
o inu 


li(x) = |S —Ei(Inz) —7--lnC-lnz) + Pr 
o INU = 


li(>)=u. p. li “|= Ei CInz) =7+In Inxz4- 


ico- E) B [iz rs c» | 


k=0 
| Iz Ce IemOCIs[ 75) 
(n+1)! 


|Inz |"*! 


Ir. (z) | < 
IE 5K FR 43 (sine integral) 


= ( ZU 
; Uu Bi GORIDOR DI 


—a(z)cos — 724 B(2)sin = 


汇合 型 超 几 何 函 数 


k k 
T Flyt +3 


(eloo, |arg|z<n/2) 


[LlargC—22 | <x] 


du =Y +lnz + ps l a (z—0) 


(c 0) 

C[z|—99) 

( |argC—2)2 | « x) 
|argC—2) | <*/2 
[arg (~z) | &x—ó« n 


( |z |>, [argz | 31/2) 


(CO r1) 
(lee 


(|z|) 
(0< ¿< |argz ler <r) 
Clargz | <zx— ó«31) 


607 


FR OU BL vv ox 


si(z)— — | sn dy =Si(2) — 7 


d .. E 
dz (z) —q 
Si(—2) =—SiCz) ( |argz | <7) 
si(lr)+si(—x)=— r (x>0) 
ee ee eser] CO a 2m) 
n=] Hn 2 
ES C=)" SS l [x in2—z] (=< qe 
en 
> C=)" si[22n-- Dx] 2 — 7. 
[ [si (r) das — 
0 4 
N sinzsi()dz=— 
KE esi( dt=— T arctanz (Re>=> 0) 
si(z) 一 一 一 PP(z )— EG ) 
P(2)= p — CEP oct säits ES DI Hode”) largz | x 
mem 
lim | x^ Ai (p=1) 
ajena 
lim si(z) — —x (FE fa 3c8 OE argr — Fr) 
余弦 积分 (cosine integral) 
TNT LO. o es 0 = ec 0C» , 
Ci(z)-—ci(z)— IW du -—--lnz | LT du=Y+Inz+ >, SETZE? ( |argz | <r) 
CiCr)d-ist Cr) = EI Griz? (x>0) 
“Cite )— 
Ci(—z)-Ci(z) —1inx (large |<) 
Ci Cz) —Ci Gre^*) = Fri (z=>— 0) 
OPENED TM 
2, Ci C221) = 2 | 2 d 
de ` y 
>, G ani. qd es k= | 
n=l 
N Cite) s a 
0 4 
|" CiG)si(z)dz= —In2 
N cosz Ci(z)dx — SEN 
p e "Oto An AH) (Rez>0) 
Cige pi 
lim La’Ci(x) ]—0 (oc 1) 
Tim Cir) = JE Ge fa 3:88 E arg — Fr) 


JR — CJ 


抛物 线 柱 函 数 (parabolic cylinder function ) 
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汇合 型 超凡 何 函 数 


2 


人 NE "Mt, t174 S 
gi ges 
’ , Mapa. A ES Meatia ES 
-— (Qv4 1)/4 — 1/2 — 
=y E? z EIN 2 "m" 
2 | 2 
" 2 / PS 2 
= Det fe — F| iu — rib EE (large | <3x/4) 
ri! d E bem 2 à. 2.4 
2 2 
= ] Sch KEE o c ex] 
D,Cz) PE I e i dt (Rev 0) 
ence 
P : 2; zu DG) (|| oo) 
exp| ail i aede 
sel ÜD—»)D,GOdv (c«0, largi | «x/4) 
D,C e een ei he "D... Cin] 
T 
—e D, — 2) + e "Des Giz) 
=e"D,(—2) perm. (—iz) 
D, (22 —zD,(z) -»D, | (2) =0 
d 
Dislikes D. G) — VD, G) =0 
d z 
dj; DO — FD) T Di I= 0 
d 
2 4 DO — D. (22-- D,4,(€2) =0 
E Le" DG] —(—)"(—v),e7 ^D, , (z) 
d” 2 2 
qale” AD, Cz) [esce tT). , (z) 
E BS 之 EE 
DG) Ks 1 SE ^^ H, Ëss =e " 
D G= ce OH, Ke 
D_,G)= J ze" "eric "i 
E ium x end 2/2 d | 
Die) = "T al ee Tale erfc zm 
1 a | 3⁄2 b. 1 
PUR ? E ES LK, 4* | 
| 5/2 | | 
D; (z)= : e pz "E + 3K 3/4 Le Key 42 | 
T 
] de 1 1 Ner. d. ae 
ETT a ES 4* 十 9K ,, 1 —5K;A 4* Ki wu | 
1 
D.C) Kia EO 
D (z)— l al i, —K zl 
—3/2 or 3/4 4 1/4 4 
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1 5/2 j 1 1 
Dateie e Ee Eë —3K;A 4* T2KiA Vis | 
v/2 
Den 2 v 
ri^ 
2 
(v+1)/2 
Du ed = 
d e 
Dameg 1-99 D ren Der i Spes | (large | «3z/4) 
DG) ——exp| g 705 —4 =v [1+OC]v| "11 [|z| 有 界 , |v|—co,|arg(—u)|<=/2] 


toG 数 


以 下 约定 
= weila 22,2,cos0, | z;e* | < |z, | 


zi —z5cosÜ— w cosa, z,sinÜ—w sina 


规定 27-70 时 ， WZ] s a— 0. 


ft ER LBS — BR FEP (general properties of the cylindrical functions) 


Z,(z) 代 表 柱 函数 ,包括 J, (0 N, GO H? 和 


H? (z) URE 们 的 线性 组 合 ,只 要 组 合 系数 与 > 及 
v 无 关 . 它们 都 是 贝 塞 尔 方程 的 解 . 


z[Z, GO +Z,, GO |= 2v2,(z) 
Z,-1(2) — Zu G2 = 2v2, (z) 


COL OA 
Ziele — ZG) ZG) 


S Ee | vote? 


id 
zd 

l d j^ —y n .,—wv-n 

uds [z Z,(z) |= (~—) 之 ZL Cy) 


Z (z) = IZ... = | "| Ze sse) | d eege YZ.,G) | 


Ke n ae n n 
Z,(Az) =A** M CEAN DA pA 


2 
BY 2 c) perpe 


Zudem xe Zessd. Iz; |< dn 


天 — oo 


et"7 (w= A. Z 1202 Gu Dee 


n= D 


zs EW TO) S? (ap Zoo dim.) 
pat 


m= 0 zi 2 


Së — 2 N 3E ZR ER E (Bessel function of the first kind) 


C, (cosh) (v~0,—1,—2,°") 


z 2Ë+ u 


_< (— 
ua 2 £! TOFRFI) | 2 
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ENS i —iz La ” l, .Di | 
"posa Leer EE EES 
1 
Tao rop D Me Cin? Neue 
v Taxi? 
=- 一 一 一 一 o | cos(z cos£)sin?'t dt Re>—+| 
/ TI| vy 十 一 i 
2 
€ Ji cos Cz snd SPS Í. poc (Rez0) 
T Jo n 0 
D c+ ioo 2 
SEH | exp[ 到 | 一气 a i (c>0, largz| «x, Rev —1) 
(O+) 
=s] exp 5 (f| kä (large | 1/2, |argt | <x) 


《积分 路 线 为 从 < 点 出 发 , 沿 负 实 轴 绕 原点 正 向 一 周 ,再 沿 负 实 轴 回 到 = 点 ) 


-FCID i II | les (vy 闫 一 1, 一 2,… ,jr 是 z J,(z) 在 右 半 平 面 Rez 之 0 的 零点 , 按 
c ME 实 部 大 小 排列 . 若 零点 为 纯 虚 数 , 则 只 考虑 虚 部 为 正 的 零点 ) 
2 x\ pes sinzxt 
Ia=— —| $ dr (x>0, |Rev|<1/2) 
ÁR TU z | | (== yuta, 


1 : iz cost _in(¢— j^ ^ iz cos d = . 
J,(z)—— e^ oend dt — | ež ®*cosntdt=— | cos(z sint—nt)dt 
Qn —mn n 0 n 0 


J Cei") = ery Ce) 
J _,(z2)=(—)"J,Cz) 


exp| 5 [17] |= b, JD SJ) >) [+ (ot) J, (z) 
n= 一 oo n=1 


Cx» 


exp (iz coso) = py IJ, Cz) =J, 24-2 KS "J, (z )cosng 
n=] 


n= —oo 


一 OO 


" V2z cosa Se 
1 iz cos2a —it? 1 in 
A 元 | e" d= zJ) + > ， eJ i (x)cosna 
n=1 


Jelte >) Ju G2—1 
k=1 


sinz 


2 


Ms 


(=) Ji E 


> 
| 
° 


JoG22-2 A, CJ G2 =cosz 
k=] 


z sinz 


Me 


(— RYJ alz) = 


a 
l 
= 


之 COSZ 


2 


Me 


(— Y OkR+H1XJ a4 C= 


> 
| 
© 


J (224-2 p» J 4 (z)cos2E0 — cos (z sing) 


k=1 


sin (x sin@) 


Ms 


J 444 Cz )sin C25 3-100 — 


> 
ll 
o 


MAE 


(RHD A => tz") 


>= 
lI 
° 


Ms 


(21) In (2) = se 


> 
| 
e 


Me 


2kC2h+1) (RHD Jan GO m z 


e 
lI 
=: 
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F TK SQ EX 2° sÑ 


Joua(2zsimn0)-z"sin"g 


p (2n-4- 2E) (2n -k — 1)! 
k! 


ES (n+2k)(n+k— 1)! 
Ë! 


SY +2k)T TE) 8 
Kë www tr Jin (z) = 


ZMUTICOL. 


= 
5 


D 


E 
2 


S) CATFORD e= [22 
< df 2k+ 1/2 T 
2n 


FG Oa > uod 


k=0 k=] 


(ye = 15,2536") 


(n= 1) 


Je ted= A. Gate Gy) Cz; | Ii D 


L= — co 


Ja lei Fz) = >; J CZ1) CR 


PË = -- om 


J,(2z)= > JG, Ateit? >) (FIJ nale) 
k= 0 k=] 


eS _ NË A?— £ 
iise $C 
k=0 ° 


dod (z) 


E 
2 


Je sina) 2J$G2 4-2 >) Ji(z)cos2ha 


k=1 


Ch (=) aft) 
H t | E EE Jot) 


k! 


Kä Ja Ae SS Ce) 
k= | 

2 gun set) 
k=0 


J eo) = pu J, (z, (ee =F (xz, EE E 2 Kä J, (21) Fm Cz) cosmÜ 


Eug Ku) y SPENT CU EC yes 


Hn = —- «ox 


JG) ` 3 Jn (21) In (22) d'cosm0 
eem v z" zi (d cos0)" 


(z,)J e ) 
SI? SE 1 v+ m 2 
=2TW) > (pm) n m 


J, Cw) 
w” 


— to 2 (o Qm: NN ux 


n=0 z 2 


g 
2 


et^ cost — (y) 


J,C2z sinf) 
(2z sinO)" 


Psy = s J,a), z) (车 vA0,+1, 2, 


EJ (z) 


PQy)=PrOraty Y EE 


n-0 


icd 
2 
cos Cz cost) =F I'Cv) KS: — Y (v+ 2n Ja — 


n = 0 


sin(z cos09)<=<2''G) >) (—)"(u+-2n+1) 


n= 0 


— (cos?) 


a— (cos0) 
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— (cos?) Cus, =] 


° 2 
DO S (+n) | 2) C;,(cos20) (vA0,—1 
n=0 之 


,一 2，…) 


Cle os) (ue, 134923, 9) 


SS (lm "J os G)C; (cos) (250, —1, — 2,7) 
m= 0 


EE 


则 |z| 过 1) 


(sina sing) "*?J, ,,,(z sina sinf )e” ML oer SE NIR > L „+n ( 2 JC (cosa)C (cos!) 


之 
> J 


C a N 
2, ¢ EE 
< FPEM . Lanes | 
H Ja 2h2) = 47 oy | EF oe «1 
Sr 1 
—Ja(2Rz)-— >z" 
H P? 2k 2 
C 1 = EN 
Sen GR ps (2k 1)z) = 2 之 
A Jr) 1 < 
EET ah (0s ze 1) 
k=l k 2 1 t 
M ` 
>, (or — =, (O<r<l) 
k=1 
e | j 
kJa kx) == (O0Kr<1) 
2 f 20] 
> CO MAG T UE: (Or) 
k=] 
YM ana (0<r<n) 
k= 1 
2 
T | vd | (=EL 29) 
2; ci py Ob-Da)- I 
= Sch EE arccos — (m—< z< 27) 
E (z)dz=2 x Tanko 
K Er deeg SS [Re>—— ‘Re(a+ib)>0 | 
a T 
- ak EP) ua yt ucl E 
ar A— | CO e hs df E ECCO. 
N e d (br)x dx ~~ aTo+l) 2 , 2 ;»-1; 2 
cod Os [b UP AE Kl v— ve Ed 
—aTOc-0D - t2 Ro ac ag Se "d 
P'O + p) y+ ps rem | 
=a RGYD | 2 E 2 2 lay 
[Re@+p)>0,Re(atib) >0] 
r 
= P el | ReG4- 22750, Re^ [Ima | J 
| M—1 
sy Fe Oxo om — ym Gm -2M l 
J (z )== ma (S| xz 一 了 P. ) (22) asc Ken 
N-1 f 
—sin| z GE KE (—)" emer oz» || (v [E] 2, |argz | <r) 
m —= Ü 
së — 3 Ul ER AL (Bessel function of the second kind) 
N@=}, (z)cosyn—J_,(z) | (|argz | <n) 
2 之 ` Ss : : 2v z — z sinh: 2v l | 
= 1 3 | sin(z sin£)cos"?t dt 一 e cosh” de | Rez >0,Rev>— -7 
Jar vt | 


613 


= 去 | sin(z sini —Ddr— t | e "Leite "cosvn jd (Rez—0) 
0 0 


2 ae t | Í 
-一 一 一 /一 | 了 | | qp | 20, [Rel <> 
Jal pe i 
2 pee YT ` 
--2[ cos x cosht —7 coshvt dt (z=>0, |Rev| <1) 
N,Cz)—limN,(z) | 
2 NES š 
Stella i-r gp F pss) 二 erm 2 


( Weis, — 0 RED 
N_,(2)=(—)'N, (2) 


N,(w)e™ S Neil, les jet 


n= — CO 


1 
22 i m— l Et ci vy 十 2k 十 一 
Met sin| E | | 27 eg, £L (22) "ER. GO 
k=0 ` r| v— 2k+ 
3: 
D e AR 2 >| 
—2k—1 e — 
+cos| z F— 7 t| > Keen 1 (2z) 十 R,(z) (else, |argz| <r) 
DIl'iv—2hk—— 
Z 
D| v-2m4-1- 
Reole i IECH (m3 
(2m)! r| -ml| 2 4 
3 
1 Debe ï gi 
m 8 é — (2n4- 1) ened ee ANA 
IR CO I erp n L ge] et, Ed 
—2n— 5 
E 5| I (>0,z—0) 
x FA 
Neco ja E (x0) 
s 2 
Æ = 26 Ul 3E ZR ERE (Bessel function of the third kind) 
H” (z)=J, 02) +1N,C) =a] Eee ony, (gg Ing) 
g-i 
-i| eil: cost-Ev(—/2) ld: (—7<argz<x—7?,0<1<m) 
一 Wico 
— -ew | e: **"coshyr dz (0«Cargz« m) 
0 
=e |" | e* coshe— ut Jy (0«Cargz <r) 
Ee 21 grum = gw iz cosht : Zu | EM = E: 
= Bes Por) | 2 | e sinh” dr | 0<arge<x,Rev> 2 BK argz —0, |Rev| < 7 
= Ser) exp| > GE Us (argz —0,|Rez| «1 或 0«argz-« 7) 


v— 1/2 
dz 


| [2 1 i 
_ as Oi1/2) P s 


21 
V n r r(—v+ 1/2) 


I enne 


] T 3 T 
— 2 Cange. ló | «— 2 


=y ei” j 1 _ b 
i qp | Imz--0, Rev; af argz —0, |Rev| < 2 | 


Ed 
2 
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Pease yes Nes elt AW, (genita) 


2r 74i —— 

= = | ei^ coset vate m2] (—75«argz«x—79,0x9x.m) 
a. ico 

== Sd e iz cost uo shuz dt (—n«argz« 0) 

0 
--àe^ p cs wq. (—r«argz« 0) 
id R ‘ 
"M sss NE NAM -ap 
E EID p E lI. dE j 2x S 


l 3T T x 
Rev — 6 了 <argz< 0 十 7 ， [o] « 7 | 
2i z —y — Let 1 ] 
Re u+1/2) E in Gumi Imz>0,Rev< > 5k argz=0, [Rev] <— 
HO) (z)—e"HÍ" (z) 
HU) (z)—e "HP (z) 
JI GO) H o» 
a 
FH LO = 3 ome ) i hee (co s) (0, —1,—2,*-) 
n=0 2 


LH (w) — un 
w” 


—— rT) > (v+n) C: (cos0) (v0, —1,—2,--) 


HP Gw) — Hi" (zi Jg 2) 2 Y HU (z,)J,(z;)cosnÜ 


n=] 


Hw) — HP? 0J4G--2 >) HY GJ, Gi cosa 


n=] 


Cx 


HU (w)e*"— ES HY (z )J, (z, )e t"? 


HO (w)et"— >) HL Ge: A Get"? 


n= — OCH 


Hj) — 2n 4 Be 
T z T 2 
r (z—0) 
Hi Gs 2 HUE E 
z 0 2 
2 vt m ` e a 2 
Hf G)-A Zexp| i| 27 >] || 2; (2iz)7"--OC|z | 71) 
Tz 2 4 = m r| — m+ | 
2 
C[z|—90,— «argz « 27) 
2 T " n ] r| cm 
H? G)—A| Sexp| 一 之 一 一 一 一 | 一 一 (2iz) "-FO(Clz| ^"^!) 
nz 2 4 m=0 "rv m+ | 
2 


(|z| 一 oo, 一 2r<<argz<<rr) 


HOO Ico exp i| tang. |] x EE? geo a cote] 
za gy COL cau EEN 
s; Pe rü R |] 


(r,v290,v— rcosfi—oo, X | r—v| x! OT IE BEAR BE STO 


Ty 


Hi? (z)— EE | 一 i vtanfi— f) - 


x Ë +> E cotf- poU 
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EE E eg pa EDEN i 
sl var Pe ot Doe | 
(r,V2»0,v»- xcosfl—0o , 34 |x —v| 5j x 可比 时 不 成 立 ) 


Jar -| +0» [5 


3 
H;" (7) =—~exp USE w———arctanw 
Bez 6 3 


EX 1/2 
[zw>0,w=| | 三 | -1| ,1z 一 "一 0 或 co| 


H vw? j 
w— D —arctanw | | Li 


vu =I 
° : EH ) 


(2) _ Ww ou E 
H; Loi | IZ 


I P (2 1/2 
[emo wo [[ £ | xd Fev n0 Boo | 
3E LT Ol SE ZR ER E (Bessel functions of order of half odd integers) 


I [n/2] ! 
Japi (z) = 2 [sin| > = = ab (—)" att 2 (95)-? 
T SÉ 1)/2] 1 
+ cos| z — = — Con p T Emend | Qt 
| 9 I aT [Q— 15/2] 1 Ñ 
Nn) = =| sin = ER 2; (—)" nt 2m+]l (Qe) m 
T [n/2] 1 | 
— eos| 2 — > T 2,69 yim (Quee 
HG) (—i Ze "Min acl (22)7" 
m=0 
Ar in (z) =r an 二 is (=i) WEE 
J - n- ple) 一 (一 PEE Nati (2) N_,_12(2)=(—)"J,+r1 (z) 
PES iN Ce ee H? 4) C IHE) 
n | 2 n ] d " Sine 
Japi (z)= (— ) nU +1 per " 
n 2 n | 1 d e COSZ 
N,+ 8 (z2)= (— ) l = 十 1 mae S 
> 2 " 1 d n git 
Hiin) = i af = 十 1 p = 
| E e ] d aw 
HB EË (z)=(—) 1 med KS SSC SS 


(2n—m)! (2n— 2m)! 


[Ga —m)1 Pm] Eye 


oe TE P G= 3 


m= 0 
E fedes a 
ed 1/2 TEE zz 之 
M | 2 
N rs Ke) —J..5(z)2— — COS? 
TZ 
Hits ie iH 8p (2)=—i | Ze" 
1/22 1/2 nz 
2) (2 2 —iz 
HY) (2) =i) »(2)=1,/ —e 
Tz 


Joke sina) TA E 253 | 2k+— A Be P ets (z)P (cosa) 
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I OW tue) 


fr 
—— (2n+1) P, (cosa) 
EE p m 
EN LDS (n+1) ute antt ican) 
n=0 dë A/ 之 Lo 
ret > (2n 4-191 J,, (2)P, Ccos0) (OKAT) 
n=0 


; J2z cosv f Se I 
Le sek end H €, ei" f n/a (x2 cosnv 
L sin Vz + 2zt = > ANE €—— ( VE, 2.2 |t| « |=] ) 


OO [^ j 
cos / z? — 2zt— p 2 dein GO ei Zeil, .,—z,2|t|« lei 
n=0 ° 


dr FZ N 3€ ZR A II (modified Bessel function) 


| | = l S 
ivr/2 ix/2Y — = s? In 
LG)-—e J Ge") DT Pwt+n+1)\ 2 


y+ 2n 


i | eE ' 
NEES F| kas. 
2 My) 
= — MV 22 
T+) Va ` 
T" 
— L d£) f. aote TE 
val zl = 
=1 | er “bcosy0d0— D N e E qz large | €; —,Rev— El 
T Jo HU 0 2 
7: 2 
K.G ) 一 于 xl (z)—lL,(z) 
Sinum 
ee Papel E CM jux o EQ UT | 
=a POD 2 F| 2 vir 2y; 2z Da» 2 F| 2 twi iude] | 
1/2 
= E Wo. (2z) 
IT az Fr (x cr) 一 一 了 —cim/2 HP ( y e bin 
= vim SL | e #(#—1)” "gt [argen E Rez=0,v=0| 
| 1 2 1 2 2 
D E 
2 
= | e eoshur di large | ZS Rez—0,v=0| 
0 
_ (2z)" i | 2 2、\ 一 "一 172 x : 
EL yt 21], (ue) cost dt largz | < 2 Rev 5 
ES x 2d: T 
hes i | 
| cos ndr KIA (220) 
2 2 m 2 2 
ool s | l zs = | e J Cat)J (Bt dt Rev —1, largp| < | 
LONI, N, e) = SLE | _K,_,,(2z sinht)e +d (Rez>0, |Re(u—v) | <1) 
0 
ON, 
J,(z) At) N, E 25 =-4 f K,C(2z sinht)e “dt (Rez >0) 


J,(z)J,(z2) + N,GON,(z) = 


EE = 


Je ,_u(2z sinht) le“? +e ^*"'cos ( j, —))x ldt (Rez>0, |ReG.—4)01«1) 
SR K,,,C(2z sinh [e ”cosxzv+e ^ ""cosrp jdt (Rez>0,|Re@+y) | <1) 
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TpOER UD BY a sÑ 


zl- (2) ~ G) |= 24, (2) Ly) +h (z)=21,(z) 
aa K, (2) ]= — 2vK,(z) E SA n s es 
— TAr (2) |S GE ECH 
= [2# K, e) ]= ("2+ "K, (z) 
LOL a DT Da DSO O O G) = — 2t 
LGOK a G)--LaG)K,G) = (2) Kiel teil Leien 
e" ""erfc( V 2zcosa)= Io (z) + » (— )"I,2(z)cosna 
EOP ore) X) (=o ny EP Tas D (cosp) 
— LT O) 2 (=) Own) Ee Ce (cos@) 
- än > (vn Kae bane sO) 
Leieren D) (lte lecher 
K,w)eti"— > CU CUR pete 
PIL z(t —t)) = > (— JJ, s QJ. (z) GÆ VAN, +1,+2, Ie D 
DH | š r| vtt | 


Cs)" 


(22) * Je "toTrWVnm 


1 ey (一 ) 
Tome Em PETS 


( |z| 90; —n/2«argz« 31/2 ISSUE S , —31/2«argz «1/2 时 取 负 号 ) 


I,(z)— 


1 


LG) SRG yt (>0,z—0) 
x n— l r| nz 

K,G)—A seg" p3 corr gee) "eO TO (large | 31/2) 
k=0 Ei r» Rr 

K,(2)~In < | (en? 

K (o~? UE Wx” (>0,z—0) 


3E Eg Br t SE JZ N 3€ ZZ B BW (modified Bessel functions of order of half odd integers) 


| «X E 7 
K, lz) = Dz 2 


A e 2 K,nnG)+ L+ GO 


ndm (2z) ” 


]-2 1 d \” sinh 
Tri (2) = == PER E — 

oy (LE a | 1d "e 
K,, 2 (z)= (— ) >z zd Z 


I 2(z) 一 人 | = sinhz 
| 2 
I_ Ë (z)= Azcoshz 
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E 
Kj;5(2)—K.,52— TES 


ex (27 十 ]) Koc Ian? p (osa) 


e" "erf ( / 2zcosa) —2 p? Tn41/2Cz)cosC2n+ 12a 


n= 0 


. , Sak = 
—sinh Jf z?^ — 21x = 2, ( i ei [ z!—2izt |,.4—2,2|t| « lei 


=0 


—cosh / z* J- 21zt = > QU TENES 1,_1/2 (2) | Y z* E 2izt |, .,— 2,2|t| s Iz |) 
SRE SR ER LR 韦伯 s S M function and Weber function E (ei? 
J Cz) +1E, Cz) S I e ti00—z sinD JA 
T Jo 


J,(z) = L Ji cos (YU — z sin0)d0 
0 


= (2) 48m f en si ag (Rez>0) 
ny X eso z yx (—)7 gm 
=cos — KS FS] A in ES — E 
2 5 Pm | r|mti 2 a £P |r mt i 2 
2 2 2 2 
E, = L I dina cain dd 
=—N,G)— + | (e“+ e "“cosmv)e "dt (Rez20) 
. XV e (—)” zm Ty Es (—)" g \ amt 
—sin 一 2 一 COS — p? Ss 一 
de r|m+1++| E : deu r| er +> 2 
J,(z)= J, (x) 
J tele EG) mA] = [CG) +8 G2 eose—[C(z)—S (2) Jsinz) 
Ju G) —E GO Die) -S (2) Jeose [C GO +S (2) Jsinz) 
IT cos (x cos@)cosvéd@= EG (2) +J_,(z) | 一 Baca! Cz) 一 E_,(z) | 
IT sin (z cos0)cosv0d0 = Rea (z)— dei eerst Bei EG] 
J,Cz)sinz» — E,(z)coszt»— E .,(z) 
E,Cz0sint»— J ,(z)— J,Cz)cosmv 
JL GIG) 9 JG) E sinn 
Ey (GO ESQ AE "E,G)— = (01 —cosm) 
J,-2102—4,42-—2 FG) 
E, (2) —£,.,(2) =2 E! (z) 
I M-—1 u T 
KE MER [E E Lis 
Eh, Sg: J uo 
fis ESS += a2) fay sch 
+25 x + Ir E 0 ) | (largz| < m) 
| _ 1+ cost aa Es ]1—v Ln rs ET 
E.G) — N, (e) EECH Dx | : |_| =| [Z] eG 
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TR ER SQ XE Y X 
mE \ —2m—]1] 
= P 1 = P ey pu an n-$ 2| +O) | large |< m) 
m=O m 
艾 里 函数 CAiry function) 
1 2 | 
AiG) m Sal Kv: d 
Bi) m Zi PN ded i 
nicos X ru 2 2 zi? EJ Zeng | 
| | 2 
Bi(—z)= $ Fou rus J| > guy 
N cos (a't tat )de= Ai| + M " E Kus 2r 4 2 VENUE 
` / 3a / 3a 3a 3a ER 


yu T 


| 


oc 


| sin Ca?t judges 


here “+= sin(at 3 十 zt) |dt 二 一 一 


HE: 


Ta 


s 3 


z 
A 3a 


| (a>0) 


EH A] 


9a 
(asm. —0) 
n sinCa!r! 4- zt)dt — — J- —J 二 让 NES --2 J LN = 
o 9a dell CN 3a "s TET wt") 3a WECKER 
Casr-0) 
Br E] & 3B ER #4 (Struve function) 
oo Em 2n--v4-1 
HG) MM eS 
= p pm "ERES 
y 1 L 
i á AE | Q Bye ?sinztdt Rev> 一 | 
人 dE) ó 
v fn/2 
m 2 D — | sin(z cost)sin” td Rez — | 
xD SE š 
= N,(x) + 2 E N (Hey Ve dt (Rez>0) 
0 


D 223 


E l 
— ems | J eee (z sint)sin " tdt 
0 


d 


SR [z,G) ]= z" EH, 2 
Ale G0] ——À B®) 
2" wl "t 
, GO ELA GO) E EGO : = 
2 
y+ | 
y y Kë iy! 1 之 : 
Ay) (2) — A (2) = 20 Cei-— 3112 
V X r i 
Ef (ze "7) = err t D ET (2) 
l bf 1 e (2m)! ae 
Tatil) = NN, (2) | Tz 2 2, m! (n—m)1~ 2 
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SE 1/2 (z) == (= ) T Cz) 


Hy GO) mA] =U —cose) Hy; G) =a] >< 1+4 一 /三 | sine +2 
Hy(z)-—— Batz) 
Pr 
4 (2m)! (n—m)! n—2m—l_ y^ 
H H,(z)—— a Gul (2n—2m)i ^9) aml — Ez) 
e 
T E (2n—2m—2)! (m+)! m—n+1__ yp 
Heu E ee A SE 
| »—] k—1 i \ 
HG) N GO =. Jl Ee (large |<) 
JEP 2E zr ^ 
i BERT UI Lommel function) 
| p EE p| Ett 
1 ` 2 2 SCH 
EE SEO 4 =- E: ; (ucbv E —1,—2,—8, 7) 
es r|” tel d 2 
n ida p v4-3 kK 一 y 十 3 pn = T a- , 
= "d 2 Ir 2 loce cue. (1—t SE T p SR 72^ (t)coszt dt 
ut 3/2 PETS A 
SE 2E 2 eem =s (1—42) 077^ Pr? O sinztdt 
= N e» z'J,(z20dz —J,(z) | z^ N, GO dz | 
0 
p—v+] 之 (AZ 十 yz 十 1)72 Fr/2 
=2r| 4 7 > | Jocupau sing sin” "t "sos" add [ReCu--v4- 1270] 
0 
s. (az) =2%— Ges CZ, SE DATE ACHT ,a zt) dt [ReG-- 427» —1] 
Ce Coe eem r| CH |J... cos £ x J, (cos En | 
sinzv 2 2 2 
=s, (z2#2)+ 2“ js Aor ET |J, Gsin r... 2x] 
= s je mz E (Rez=> 0) 
=l eer | ETY IEY, Seja (Rez>0) 
0 
r JL =u 
O sT 2 d| d v val y | t |sin BL | t “= «| 
UT quee a deem es Deet al ele Se 
2 
(Rez=— 0) 
-一 n 2 A —zt 2 x (g wl | d Es y | t iy MTM 
= P| EE cl en aere Pp Ts eos ze St | ms | sin Pn la: 
2 
(Rez >0) 
Select t “(a +t’) 'K, Cet) dt [Re(uty<1] 
ry) — p —+——_ 
| 2 | | 2 | 
9(G-vtD/2 
= = eX an t^ #+1)/2( q 2 Lg? yer uo. 0n is ax A at [Re(u-—w <1] 
0 
; 
See | 9 eebe di (Rez>0) 
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GE Sq EX 2S sÑ 


uS oio =s | e *sinhtçinhut cosht dt 
0 


S. (Z) == | e *sintooshut cosht dt 
0 


PEMCOLINMCÓO 
$,-, (2) 28, (z) 

ipe x bem DE 
NOE 2 (—) [L4 [LES 
ees) man LGe- DD? — ]5,,, 22 


nds 
de 


E Za, ,(z) 士 一 m MCOL IO ES Jut Lox1 (2) 


PD Dye E EE 
2 CN = 


Svo) emu xI 


y+ i | FG) 


Sw) uae qs 


V+ LE, GO — N,GO] 


Ssa lz) S, (0-27! / x T 


vty | Ne) 


s| (z) = vus (z)—J teil 

KOCH SE (2—J ,(22—J, GO + Gil 
3 (2 == 2v e" Cz) +7 Gil 

S-i lz )= c | J) +J le) — Se) —- J Gil 


er sinu 
si 221-4 A Ed 
ane a BEN 


0.2n41(Z2) = IS. A (z) = pe Ohaa) 


TEN 
So.1(2) 二 二 
z 


CEN s NO 
4n 
Sie: 20s (z) 


Sjan (= P" [C Gsine—S (z)cosz | 


Sood 54] = | [> SG |coss— |> Ce Jine | 


S Li (227 2 Ad IK (z)sinz +C(z)cosz | 


Sez) =2 TIE -CCG) leose+| 5 — SGo) [sine | 


2.2 (z)— 


SC S322: (z) = Jz 


1 
Vx 


E ies —~olsi(e)sine + Ci(e)eose] 


[Ci(z)sinz—si(z)cosz | 


S Lagar (z) 一 
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(Chez 0) 


(Rez20) 


C(utv=1,3,5,°% 


) 


S4— mr MM v—] 
lim Pow " 2 ub Cpu) 
S GER > — ;{ [In <— gant) | 一 CEA 
1,0 (n 1 )? 4 


2n 


a 
2 


DS (— UE 
S... G0) — TO 2, Tol -potant D 90D || + | —2" xT () N, Cz) 


n—]1 


8 ey EE (y 
Su d ME Sen NOE tau Gay St ® 
S Xn) 1 ST gi si e 
2,07 "em TI Ë ud | Oen Rei — 5 
J Guys eae 
SL? = — [G +cosvm)s,, (z)+v(1—cosynr)s—; (z) | 
CES m P =a — m 
Steier | or E ` i =) 0c] 
m= m m 
EUR ZI: Lommel polynomial) 
Lm/2] SE 
aS EE Ee Sa 
Roe X SO Got EGE. (Ss (E —1,—2,. 7) 
[m/2.] = 
(m—k)! (n—k)! z rus 
PEPS — Nm+Ë ° : aS 
CHE 2, ( ee GE aen 
Ra GS Rai Raa) Racin) 
=r, LS Raz koti) RA VV) 
-PIM Rp) E Resa 2+ Reis GO 
R,,(z)—1 
Rye 
之 
| 
之 
R.,,(z)—0 
R _,,(z2)= —1 


R CER S ts (z) = en 2 A WS Cz) = R,_1,,.(2) 
R,, "S REL v4-m4- (z) + d Co UR EE (z) +R,,., (z )R.— pv] (z) = 0 


+m 
im pgn FDR OF] Arel 
ERS IS (Neumann polynomial) 
TER EM = es | 
drei 3 tem D (nl) 
ck Lt Va FE) "+ (un Vara Jered T 
Diem 
xz 
ys 
之 
QG Ei 
—2m—1 


z 
O,G)— y (n1 m—1)1! 


(n—m)! 


SE 
2 
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O4 (z)— at 


207, (2) —0,. 1 (2) O, C) (n=l) 


(n=O, tel + (nt DO,- ei tn" —1)0, (2) = sin’ A Gh 


nO, io — GF =DO0. = eG Sint T (n1) 


nzO, 4G) — Gi? —1)0, (2) = — (n+1)z0;, G2 +2 sin’? 2: 


n—1 1 
Ten ey ee 
WZ 


s fJ & IN zÇ (Schläfli polynomial) 
So(z) = 
[n/2] 


room p Gr mp 


m | 


E = Lee SECH 


nS, (2) — 220, (2) — 2cos* 7 (n21,2,8,*-) 
Duet rz) = EE EC = 40, (z) 


椭圆 积分 和 椭圆 函数 


椭圆 积分 Celliptic integral) 


iE FÀUEAEGXUOB.RILEAVI—R,.0xipcn/2 


sing dx e dr 
FG. | =| a 
° FO— 2) Cl k'r’) 0 4/]— E?sin?t 


z Sr 
xen pee 


D — Py tom CP) ei (9) "nay Saint" e COSQ,m — 1.2.3, | 


i 


° {—1/2 
= 2, e i a (O<k' tang<1) 


1+sing y= l sin" 9| 2m — 
coso ' Pin PA cos?" o 2m 


LOS Pam (P m—1,2,8, | 


sing ]—A?z* e : : 
E(k,g@) = | T dz 一 | vV 1] — &'sin?tdt 
0 m 


122 
zs pd d L "tos CO) 


| 
M: 


[D= Pte O) = C9) -sini cosp,7 一] EE 


SA 
=>, | LO (0<k'tang<1) 
m=0 m 


1 sin?" 1g 20m —] 


ms S - Deren (9 l | 


l l 1 I 
Ë (9) —sing,d,(9)— —sing--ln o das (9) = 


sing dz e dr 
nok,p= | -一 -一 一 一 -| UA C E s= = 
9 (tha?) Vy O-x»O- cas 0 (1+A sint) / 1] — E^sin£ 
NOCT UE CT 
K=K(k)=—F| kD = du 
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Er 
^ 
Eu 
EC 
E. 
` Ken 
E 
E 
ES 
m 


椭圆 积分 和 椭圆 函数 


|. «X en 0/2),0/2),| LR! \ 1—k! 
"Bu a aa feng [eec] 
B um 3 
一 | 互 | 3 yam t D| | pa 
= x >) sech —K 
E aA NM Ge _ 2 z 
EIER [0b bn gtam rmm 12.3, 
See Ee 1 Cs 
= aa [een met | Ina je: 
= e E MEC NUNT 
E=EQ)=E{k, a |= Fb arash | 
Atk) nm OP QD Ff 1k \* LA 
、* “各 > == A ee ize] iras 
Ns * ` wett ml fm) i / 
8 2 E SE E Fosse 
EE J 2562 E Pe SEA BE RE 
ls > Seed 一 bm 十 了 十 由 mm 十 2 ban) +4] m E k fr 
Mh 40 — I| h,k,- 
K' (kh) — K(#') E (k) — E(#') 
K' (kR')=KCR) E' (&') — ECR) 
Fk nt+9)=2nK+FR,¢g) 
EG nt £9) —2nE+ Ek, ei 
ek d. d scope _ sing’ 
RER ES b ,arcsin i | 
SE k,arcsin Zei Ze k,arcsin ad 
FR, p)=K+1F (R',A) 
— 
| | , b'2sinA cosA | 1<sing< ,A=arcsin | 
Ko po Eti FG ino Ag qot Sn co. P Sen 
vd 1 —R'?sin* A 
FR, p)=FCR,A)+1K' 1 1 
| x &sing«ee , A arcsin pen 
E(k, p) — E(GR, A) -- V 1—E'sin' AcotAM-1CK' — E') sind 


EK'+E'K—KK' => 
Fog AN 
k ° k 
k 


E(k,p)—k F(k,@) ksing cosg 


| 


v ] — &?sin?g 


1 1 1 D = /or Pa 
se Z|=—=U4 Vi dek 
. X . X w 2—1 ~ 2—1 
K' sin |= v 3 Ki sin — K' => K 
12 TP = = 
| | V xI(1/6) . 
} in/3\ __ in/6 in/3\ __ in/6 
天 (e"?*)-—e"^ Ke )=% Ç ZP 733 BEER VEER 
F(0,9—9 F (0,19) =i9 
E(0,9)—9 E(0,ig) =ig 


+R UH] E A sÑ 


F(1.,9) —In(tang4-secg) F(ig- Zarctane*— > 
E(1.9)—sing E(1,i¢) =isinhg=sinig 
F(R,0)=0 
E(k,0)=0 


r| k ,arcsin 


XQ 
ATE. 


E! &,aresin [ESO] 


K 
2 
1 
2 


Pan 
K(0)=K'(1)= 


E(0)=E' (1) = 


K(1)= K' (0) =oo 
E(1)=E'(0)=1 


e 


F| k arcsin x — K-HiK' 


E| Aarcsin a — E--iCK! — E!) 


Ë 
"E d — 
lim| K—In z | = 
lim = ` lm E—R"K m 
Ss k? E k? E! 
lim CE — KO K'—0 
bt 
o Aert md 1 xxx A 
ge eee ee 
FRP) n EEP quu HARD | 
ee sing 90 sing 9-0 sing 


R 椭圆 积分 替换 公式 表 


a=sing cosp b= V ] — k2sin°@ 


A=F(k,9) B= E(k,9) 


k sing f —-[B—k'A] 
—i tang i iLB—A—b tang] 


—i&' tang BARA tang] 


k’ sing 1 DECH 


b ra b 


| ik sing = a Pas oy — 
KSC IA p Ë A d 


(1 十 & )a cos?q— EI sine 2 "RE 
b p 《1 十 & )4 wa BTR A]—(1—') n 

(1+2)sing b coso 

1+k sin'g 14-4 sin?g 


= 


C1+RK)A SS? 


SR — | 


1+ sin’ 
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表 可 化 为 第 一 类 椭圆 积分 的 积 


AF (ks) 


= 
dt 

wta er EO) 
dt 

Var) 0") 


| 
f; 
| 
E 
' 
pem 


dt 


V (a +8) (2 — 8) 


AEk, ei 


| oi 
| (+t EE 


| r 

b (2 — b) (a? — 22) t 

外 尔 斯 特 拉 斯 椭圆 函数 (Weierstrass elliptic fuction) 

在 下 列 公式 中 ,2w, 和 2w 为 椭圆 函数 的 基本 周期 ， 


Q,, = nao SR SN ol, + Wo 十 Ws I 0 


g, = 60>) — g, = 1405] 4 


nm W, a nm On 


>) 表示 对 一 切 整数 nym Rn m —0 项 除外 . 


nn 


e=Hw;) (j—1,2,3) el 十 ez 十 es 二 0 
eie2 十 eze3 十 ese1 二 一 gs/4 eiese3 = gs/4 


椭圆 积分 积 椭圆 范 


p 
D EUER. 
dB eps 
Mg ed oput 
/3+1—z 


arccos 


arccos 


arccos 


数 


627 


+ SK EQ BY 22 x 


1 | l 2 
| 


_ l 9 , 9 93 vu 399 6, 
—wui t0 (oo t 1200" ' 6160" 7 


ues d 


nm (u—2w,,,)° 


So) AT Së (Cu) —e JLZ(u)— e; JL Fu) —e& J=4 4 (42 —g; Fu) —g; 


&(u) - 67 (u) - 9 


S (u) — Z! er 


m O d. 
SZ(y-Fvy)-——5()-— SQ) 4 | S (u)— S2 (v) 


Plut) d- £2 (u —v) ALS2Z Qu) — Pw) | 


GT (u -v) 52' (u—v) 
[52(u4-v) — £2 (u—v) |? 


(e;—e,) Ce;— e) 


S (u-0;) —e;4- Z(u)—e, 
(o /2)=e,+ N Ce, —e,) (e,; —e,) 
P (w,/2) —e4 — N Clee) Ce — ez) 


P" (w,/2)=—2 (0 Lo y €; —e54- Ce4— e) pd 
CERCLE Eee fg E d 


5 (2u)— Ff (20) = 


| K IT dr 
w, = ———— = SSS ce E 
Ne —e `“ N AP — got — g; 
| IK! I dt I dt 
w, = ——— — = 一 -一 
Ve—e “VA— gt—g ` A 48 — gt gs 


外 尔 斯 特 拉 斯 5 函数 (Weierstrass zeta function) 


mm | l u 1 
i u T 2 P Cd ZO " dor, T Z0): | 
l 


Go il gs y= SE y= 9:95 MU — eee 
u 60 140 8400 18480 


£ (u )= — (u) 
E Cu + 20,4) =F Cu) + 2n7, + 2mm, 


| _ 1 9” (0) 
f Ee CO). 
1 "(u ) ech 


puto =E wD EEG TT E C 


UPA Q0 2 Q0) g, JL Qi) +Z) ] — 49s 


(j. b, 


e» dt 


i V 4t? — Got — gs 


7h 743-3 — 0 


1)=(1,2,3) P B HEZ 


[7;= Fw) .j—1.2,3] 


外 尔 斯 特 拉 斯 c 函数 和 余 o PER (Weierstrass sigma function and co-sigma function) 


c(u)-u zu DOEN 


/ u 1 u \? ! e 
- I'pxwEee[mlts(a.p] (IU RREN nm 求 积 ,nm 一 0 项 除外 ) 
,9 ,5 Bo mea 9 4 _ O hi. 
"cop yaq ee Qr. soa "E 


椭圆 积分 和 椭圆 防 数 


_a'(u)_d Ino(u) 
Lui" olu) | du ^ 


a (ud-2w,,) = (—)"*"*""exp| 2«,, Onm u) ]o Cu) 


a(—u)-— —o(u) 


9 ee 
D y PUT) _ dia 2), nu "Td ES 
dme olw) i 0,,,CO0) EXE EK | (;71.2,3;0,—09,) 
CH 
i _ 2o (u)o,(u)o, u) ` UM 
5! (2u) GER 7^ =. 


= [4T 
9, (0) 


9, (ua) =V; Cu ,7) 


Q= [| (1 = g") 


n=1 


i e i +15| ril +150| + i eor $) +] 


4 4 
150 d 1— AEN 
=+L+ St e 7 十 一 -了 十 … z= LLE 
913 ee Vie 


J(u) AN II (1 一 202 !cos2mu 十 g ^) =V, 


223 


9i (u) — 2Q,q Mett Il (1— 2g?'cos2xu--q") 


0, (u) — 2Q0g' cosnu ll (1+ 2q*"cos2nu+q”") =v, SEH 
d lu) = Qo |! (1 二 2g*” !cos2xu +q") —=ql'ei" 9, ar 
n=] 
02 Cu) — kÓ? Cu) Hk O5 Cu) d Cu) =k (Cu) — k Hu) 
lu) =— k IF Cu) +h (Cu) 0$ (Cu) +03 Cu) = 01 G0 +34 Cu) 


TORNES 9,(0)=0 
9,(0) =, | = TOENE: 


9: (0) — x0,(009,C(000,C(0) ZE 


gro gon. ën, go 
D0) D0) Bl0) Ac 


LSD) d 
MAUS ROY. due 25 
u “ “ 
EE do SES 
“ — 4910,0000,(008, (0) : 
93 
Zu; 


3& FY EE #8 [B] ER AW (Jacobi elliptic function) 
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$ SK SQ E A sÑ 


amz--am(z,E) snz=sn(amz sk) 


cnz=cn(am,z,é) dnzzsdn(amz,£) 


| Snz 
tnz 三 一 一 
cnz 


| cenz 
Tt 过 一 一 
snz 


! IK' 
amz 一 5 十 Kä —sech mae sin em | LIE m Le | 
m=1 
2 2 2 2 2 4 2 2 4 6 
= e sh “até RE JR +k EE — A0et +k’) E (Iz | K^) 
nz 
eee Se 2K 
I V kg Tz 
0 IK 
x < (2m 4-1) nK' z K' 
—iK 2, csch — —K sin(2m+1) 59 | | LI K| 
T 
=K > csc RR IL a 
E 144 ,, 1414k’ +k 。 14-135£?-F135£* - &* E 14-1228£'4-5478£*4-1228£5--&* , 
—— puo ler us 
(|z | <K') 
nz 
k P OK 
cnz =,/ 一 
k 9 nz 
0 2K 
oO / 1K! 
=; 2, sech Cn T cos (im - D 7 | Im £| <m K | 
buio dE EE — DK") [im £| <m | 
2 2 4 2 4 6 
NE lea EUH — u oe (|z|<K') 
9, z 
dnz = X EI — | 
ope 
0 = 
OT “< minK! MTZ iK" 
—»K  K 2; sech — pcos "e n E ral 
= x: (e —L —i(2m—1)K' | I s: 
= K va cot zL? 1 (2m UE Ke 
2 2 2 2 2 4 2 2 4 6 
_ i E. EE E: — +k doi k (6419124 +4084 +k E rd dA 
2 2 4 2 4 6 
eos acu RES EME, ENER y (|z|<K!) 
2 2 4 2 4 6 
cow qaa Eu LEET, LEES, TET 
2 2 4 2 4 6 
Ens dngci— ETE ui EE — ence: (|z] KO) 


sn'z--cn'z—-], dn’z+k’sn’z=1,  dn'z—AE'cn'z21—4£!—4'* 
am(zd-£)-arctan(tnz dn£) -- arctan(tn£dnz) 
630 


snz cn€dnf-+cnz sn£dnz sn?z—sn' 
sn(z+¿)= ar ° ~ snz ATI: dnz 
cnz cn€+snz sn£dnz dně snz cnz dnfFsnfcnfdnz 
cn(z rp) = ]— £'sn?zsn't ^ snz cn£dn£-r-sn£cnz dnz 
fie es sene dn Fk’snz snfcnz cn snz cnfdnz+snfcnz dn£ 
EN 1—k’sn’z sn°£ snz cn£dn£ T sn£cnx dnz 


tm. 2 
sn(z+b)sn(z—)=2 SD 


—k’sn’z snif 
cn?z — sn?tdn?z 
1—’sn’z ant 
dn?z — £?sn?tcn?z 
1 —£'sn?z sn?£ 


snz cnz dn£ 4- sn£cn£dnz 


en(z+f)cn(z—f) = 


dn(z+0)dn(z—-—f) = 


MEL ]— £'sn?z sn't 
dnz cnf+sntd 
ene DdnG pp) = SEE OS Lenin 
d d pl? n 
cn Ge Ddn (FE) D ERE ERE TES ent 
ale tit, p EDIE, k) dien Gl dn Ge Den E Jen (E) 


1—sn? (GC, Ei dn? (z,k) 
cn(z,k)cn(f,k' )+tisn(z,k)dn(z,k)sn(E,k' dn, Ei" 


cn(z=+i£,k)— 1—sn2(£,b')dn2 (x ,Ë) 


dn (z+ £ ,k) = 1—sn2(£,Ë')dn2 (x ,Ë) 
am2z= arctan(tnzx dnz) 


. 2snzcnz dnz 


sn2z = eg pem 
9 _ cn’z—sn’z dn’z 
CHOR UT ay Le 
dn?z — &'sn?z cn?z 
dnZz— — n — II MG 
in enirn 2sn(z=+ cn Ger £)dn(z +£) 


1—k’sn?(z+6)sn?(2z—€) 
seen Geo eno) 
cnzz-renZ5— sn (zL Osn (z P) Baie =o) 
. 2sn(z-Dsn(G —£)dn( +£)dn (z — 0) 
] —£'sn?(z-4-£)sn?(z—£) 
_ dn(z- Odü(z—0 
dn2zTdn26 = iir fPysni(z =e) = S DC D 
2k?sn (z4-£Osn(z —£)en(z 4-£)en(z —£) 
] —£?sn? (z - sn? (z —£) 


cn2z —cn26 = 


dn2z—dn2£-— 
]—cn2z  sn'z dn'z 

1 十 cn2z cniz 
]—dn2z  k'sn? zcn?z 
1 十 dn2z dn’z 


z 1 一 cnzx 1— dnz dnz—cnz 


sn 2 1+dnz ~ #2? (1 -+enz) — kf? 4+ dnz—k’enz 
on? z _cnz--dnz kcnz—k 十 dnz e (1 十 cnz) 
2 1+dnz k?(1+cnz) kb'*-- dnz — kcnz 
dn z  cnzcdnz k?+k'cnz+dnz_ E'?* (1--dnz) 
2 1+cnz 1+dnz k'?+-dnz—k’cnz 
dne cn dnz, oo = —snz dnz, done — k!snz cnz 
z dz dz 


| snz dz— rin (dnz—k cnz) 


dn(z,&)cen(E,&')dn (E, k) Fik’sn(z,k)cn(z,k)sn(6,k') 


椭 加 积分 和 椭圆 函数 
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| cnz dz= Z In(dnz—ik snz) 


dnz dz=iln(cnz—i snz) =amz 


nsz dz=In(dsz—ntz) = —In(ntz+dsz) 
1 "Do dsz+k’ 
2& dsz—k' 


El —ntz 
ndz doa prarctan prr 


| nee "en he 


Ee = jrarccos cdz = arcsin (k'sdz)= ln (cdz+ik'sdz) 


S (z)=e, + le — enti UN e, —esz) 
=e, + (e,—e;)ds’(V e, —esz) 


二 es 十 (el —es)ns°( e, —esz) 


表 牙 可 比 椭圆 函数 的 特殊 值 


v E (LEI —ik) 


1 一 


V E (LE +Ë) 
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椭圆 积分 和 椭圆 函数 


AK ; ZAK" 2mK + 2niK' 2mK + (2n+ 1)iK' 


4K ;2K+2iK' (2m+1)K+2niK' 2mK + (2n+1)iK’ 


2K ;AK' (2m+1)K+ (2n+ 1)iK’ 2mK + (2n+1)iK’ 


表 雅 可 比 椭圆 函数 诱导 公式 表 


2 十 2 天 
2 十 3 天 
z+ AK 


u+iK' 1 — p dsu —i ntu 


ut 2mK + 2niK' (—)"*"enu (— )"dnu 


ut+(2m—1)K+2niK’ (—)"t"k' sdu (— )"k'ndu 
(— jar) 


k 


dsu (—)"*!i ntu 


ut2mK + C2n4- DiK" 


E (m= 1K Gat DK! S yr neu (nk ntu 


ZS “ 雅 可 比 椭圆 函数 变换 公式 表 


及 一 V1—k? 1 一 V 1 一 好 
S=sn(u,k) C=cn(u,k) D=dn(u yk) 
S'=sn(u,k') C'=cn(u,k') D'=dn(u,k' ) 


S=sn hiu h/ Rh) C=cnthiu,k/k') D=dn (kiu ,k/k}) 


S=sn(iu,k) C=cn(iu,k) Dzdn(u,k) 


D,=D+ M D =p— Vk A= /(D+1)(D+#') 
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特殊 函数 公式 


kS 


: -: =. ae 
Ow blo "lo SI olu 
O 


= 
cl bla aly QS dle 


Q ov ble cl Qe ola 


(LEI 1—kS? 


(oru I AS! I ES? IFAS? 


! / SC 1—(1+2')S? 1— (1—&')S? 
《1 十 到 in (1 十 ) 万 ———————— 


D 


i 2 S 1+kS? 1—kS? 
i(1+)u ke Are "en CD 


i(12-£' 5C D I—(CI—E)S" 
I= S: ]1-—Q-£)5* LC kj" 
(& +1k)SD C ] — &Ck Fi£' )S? 
1 十 RCR —k)S? 1 3-& (i£' —k)S? ] 4- & G£' —k)S? 


a VE» i 1+ Vk RSC V 202-8) D. V 20--& D, 
2 


1(1 +k’ )z 
(EI +ik)u 


1-4. 4 i- vz ^ ieee A 


2VkS 1—kS? CD 
TON ku IFRS? 1 十 AS 


HE A EES A% (Jacobian zeta function) 


A (x) 
A(z) 


amz=am(z,k) snz=sn(amz,k) 


zn(z)=zn(amz,k)= 


cnz=cn(amz;k) dnz=dn(amz yk) 


x 
2K , Tr snz 
1 2K 
al TZ 
_ x à" 2K| dnz snz 
EL zz SES en 
2 2K 
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, Í m ' 
3 2K 
T 


*\ 2K 


,Snz cnz 
dnz 


. mmz 
K mas MN —.. mnK' 
K 


=|1-z ea EE ip > Epe (2R! + 138-222 + 


3! 
K 
DE eeng — 2 


o l—csc'B sn'u 


. k’sinBcosB ,——j—— [ sn'u 
ERES SEN V 1—k’°sin? f ey n ine) du 


sin? sn’u 


LS EF 3084-308 4-122 NC 


( |z| K") 


zn(—z)-— —zn(z) 
zn(z4-2K )=zn(z) 


cnz z ene in 


nz 2K 


zn(z=+ iK')=zn(zx)+ 


dM 

zn (0) —0 

zn n K )=0 (7 一 0, 士 1, 士 2,…) 
zn(amz,0)=0 


zn(amz,1)=tanhz 


1 | k? 
r — k| = — —“ 
SU ER 20 + E) 
zn(g,k) K—E 
SR sinp K 
zn(a,k)+zn(8,k)=zn(¢,k) tk’sina sing sing | p= 2arctan sina v 1 —A'sin'B sing v1—k'sin‘e IB vV 1— E'sin'a 
cosa+cos 


: 2 / 
matig b m [mca + Hem eben andra Ca ien (I) 


1—sn’(8,k' )dn’(a,k) 
. dn'(a,&)sn(p,£' gut 


Fifen, k) + ufi 


2KK' ] —sn*C8, £')dn*(a,£) 
sn(a,£' )dn(a,£!') TONES 
zn (ia, Klee H —zn(a,k ) RE | 


zn(utv)=zn(u)tzn(v) FR snu snv snlutv) 


mE 1n? faint 2 3 
Se 1— 2sin Btk sin P) 4 2k sin 0 Lo EE 


2zn CB , k) —zn 1 —£/sin'B 1—k’sin'£ 


R SS HG 数 


第 一 种 拉 梅 函数 (Lame function of the first kind) 


表 “前 几 个 第 一 种 拉 梅 函数 
(对 于 给 定 的 n, 共 有 Znd- 1 个 第 一 种 拉 梅 范 数 ,一 2* 委 m 委 ” 按 本 征 值 由 小 到 大 排列 ) 


DE 7 L0 O | O eam 
5 —— 


—] 
s 
(s— A)? 
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s1⁄2(ç—1)1⁄2 一 1 一 4 


s (s— A)? —4—h 


(scd sh) eh 
s OHIO v 1—h+h°]J 一 2(1 十 h) 十 2 V 1—h-E A! 
1 
os 一 二 [2G 十 太一 Vac Ee SR, —5(1+h)—2 V 4(1—h) +h 


1 
=D {s= Las re eer — (22-55) —2 V1—h+4M 
1 
(Ay? [s— Sean Vau] — (5--2h) —2 Y 4—h-Fh* 
s! (s— 1) 7? (s—4)7 —4(1+hA) 
1/2 1 
s 5-222) Kerger ss 一 5(1 十 有 ) 十 2 V4(1 一 h)? 十 有 h 
1 
=D [s— T Lao i-a | —(24-5h) -2 V 1—h4-4R! 
1 
Ga" [s eta Z Sas |) —(5+2h)+2 V4—h+h? 


周期 拉 梅 函数 (periodic Lame function) 


SS 周期 为 2K 和 4K 的 拉 梅 函数 
[n(n 十 1) 为 实数 ,K 为 第 一 类 椭圆 积分 ] 


A'(—K)=A(K)=0 Ech (z),m7—0,1,2,** 
A(—K)=A(K)=0 Es; (z),m—1,2,3,:- 
A(0)=A(K)=0 Es?" (2) ,m=1,2,3,. 
A' (00 — A(K)=0 Esi"*!(2),m—0,1,2,*- 
ACO) AT (K)=0 Eci^*!(z),m—20,1,2,-- 
A' CO ALE =0 Ec" G)m—0,1,2,77 
ACO — AC2K) —0 Es?"(z),m—1,2,3,:- 


Ect! (2) ,m=0,1,2,°% 


A'(0)= A' (2K)=0 Es”tl(z),m=0,1,2,"" 


Ec" (z2),m—0,1,2,3,:- 


ab6«al«ai«Cce,94 m-—oo,a7—-oo. 
bl bi pie.,35m--oo,b7—-00o. 
al« bi ai«ie-^,ablibi«aibi«- 


D Jp, SES 


Lj # Jp, c X (Mathieu function) 
I [aes 2qcos2z Ju = 0 


uC0)eun)-o 
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AS EE A = 6,(g) AS HE PRA u, Cz) = se, (z,q) 


d sen og) > 0 | Tse, 0) Pde = x 
z Seng 0 
ene 
a (0)=u' (x)=0 
AEA A = a, (9) 本 征 函 数 u, (z) = ce, (z5q) 
ce, (0,g) > 0 | “Tee. Gr Td = x 


Aya, «b «b <a, «as bs 5g > 0 
ao bi <a Lb, Lar Lb, «ag «ttr , q <0 


x/2 1/2 
| cen (25g Cen, (z,q)dz = | Cez (25g )COm+1 n q)dz 
0 0 
1/2 
= | Senn LS q2ses au, AE 
0 
1/2 
= | SCo 4262 ,9 )SC2n42 C2 q2dz —0 
0 
| ce,Gz,q)ce/(z,q)dz= | Sen Go q)se;i LS q)dz—0 
0 0 


2n 
| ce, ,g)se;i i (z,q)dz—0 
0 


ce; (2 ,q) = CC mn C z,q) =CO on G—z,q) ces Gt z,q) 


CC€244-1 KS sq) =CC m+] (= EA = =e Cu EA = —Cey, i I (nm Fz TD, 
Se2n 二 1l (z vi = 7885.4: (—z 19) =SCy,4,(I—2z ,0 ) 一 一 Sez CT 十 zx (iQ) 
Seas; (2,q) = —SCon42(— ZQ) = —seg o t—z,9) =SC rng CHEN 


a, (~q) — Gon (q) 
Q2441 /— 9) =bon+1 (q) 
bn+2€—q) — b;,+2 (q) 


T 

ce,, (z, — q) = (— )"ce;, 9 4 
Se T 

Se,,+2 (zs —q)= (—) S€2n4-2 pu! 
á T 

Cen (zs —q)= ( — ) Se2n 十 1 cm 
F Tt 

Sexi (Z, —q)= (—) C€, +1 wc ee 


ceo, (x,q)— p» Af" cos2rz 


r=0 


a, AP? — q AF2 = 0 
[an — 4]Af? — a[2A" + AP] = 0 
[am — 4? JAR — aL A9, + APP] = 0 


AER 2905 2[ A, |? T 2 EU SC 


Ceg 1,2) = DP Aat cos(2r 二 1)z 
r—0 
ETE —q-— Li Avy = gA TTN E 0 
[gs — (2r d- D^ AZ" — q [AZTIP + Ag” [0 


J nda 之 0, > [A544 =] 
r=0 r=0 


(n = 1:2,3,*-) 


(n => 0,1,2,*) 


(GE, 7 一 0 ll, Hesse kn) 


(1,n70,1,2, In) 


(1,n—0,1,2,:) 
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TpOER SQ BX S 


Ses, 41 Q= 2 B5 
r=0 


式 


nt Desin (2r-4- 12z 


2r+ 1 


[b — q — 1]B?*^ — gBet? = 0 
[b 一 Gr + DIBER? — a Bert? + BE? ]— 0 


DOr DBO Dbl e] 
r=0 


r=0 


E BOM eae ordo 
r=0 


RE == Lp BEES GB? = 0 
[a — Gr + 2)! Ber? — gf Bg? 十 Ber? ]— 0 


> (2r + AT EE > 0, Y ECT = 1 
r=0 r= 0 


rA rA rB B q 
lite i i esu c. 
r= 2r reco Ay) ræ By) o 2r 4 
在 下 列 公 式 中 q=k’, 
1 T 
pu— Cem (Diesel Si 
T 
Penti == — gae enn: (0)ceb ni Si 
32n 十 1 一 EE Si 
1 ; T 
Santa EFDS nta (Oset =] 
7 
Ce, ES ces | Fa) Bs 
ce, Lëlz 7 GE "AY? J (2b cosz) 
Cea CO, 
a et SH m VA Le sinz) 
=x, S C AGT, hel), (ie) 
0 r=0 
Q6, 2 H - 
Centi (29g) = — Fama p (— ARP J a41 (2k cosz) 
1 r= 0 
Cëz 3 C03) = - . 
= Amen cote > (—(2r-+-1)A;2mTUI, (2k sinz) 
r=0 
E Ponti 


E Avery 


Sent 


T 


>) CY ABAPUJ (Bei, Ge 7) +541 Ge )J, Ge 7)] 


zl 


Sex+i(z,q)= gge tanz KS (—)'C2r +1) Be? a41 (2k cosz) 


r=0 


0 
XO Se5, 440,9) ,9 ) P (— BEP E, (2k sinz) 


kBOD ` 
-= > (— BYP LI, Re) J41 Ge 7) — S41 he) J, ke *) J 
1 c 
; T 
S€ 544-2 E us 
Senis Gg) — — germ tanz 2, CY Gr- ED BET Ji (IE cose) 
2 = 
Se, (0, ) = l 
= ery cote >° C=) C2r+ 2) BEASP Iy S (2k sinz) 
2 ed 
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(r 


(r = 


1.2,** 


UK Mé 


aug Dy CO BEEP LI, Ge Js Ge 7) — Fran he I, Ge 9)] 
r=0 


[BOP 
an(q)~by(q)~ — 2+2 2n +1) Vg — 4 Cn! En D (q— e) 
s "A Pi | S X x T € a E ; ] 
ef OUS] oe s ntl] ^. Nds 2nd1| 7. == = 
Gel Cou g C=) 3E Cos" s cos 2 + 1 exp (2k sinz)--sin 7 十 7 | exp 2k sinz) 


(—nx/2«z«mn/2,q—00) 


exp (2k sinz) sint os exp(—2k sinz) | 


2 


PSE S _ Í z «x 

P MER [n/2] = — n 2n—1 Sech 
se, (z,q)~(—) eorr [$4 
(—n/2«z«x/2,q—90) 


表 5 W JE Es 33 B T sz EE Ph 


$8 — 3 dr E OIE ER E (modified Mathieu function of the first kind) 
Cen (zq) =ce;,,Gz,q) 


ces, 


E) oo 
-_ 2,4 —)' AS? J (2k coshz) 


— > AS”? J (25 sinhz) 


= -Pa > — 1 ALT, (pe 7)J, (be^) 


Ceni (z,q) SE CA (iz ,q) 


«x 
GE w sl ° 


e — 14 2, (— AD rJ; COP coshz) 


p 4115 


= D cothz > (2rd DAZ Ja (2k sinhz) 
1 r= 0 


— Perth y (Ly APP LT, (ke 7,4 Ge) +J,, (keJ, Ge) ] 


Aene 
Sen 1G ,q)— —isegs s üz.q) 


T 
SN o oo 
一 一 rt tanhe 2, CCO'Gr-ED BEAM E coshz) 
r=0 
 Bëz (sg) 


PD el 3 Bor Wu sinhz) 


= gue > (— Y BEP UJ, (keJ, Ge) —J 41 (he) J, Ge*)] 
] r=0 


Se,,+> (z 0 ) 一 一 1ge Z iq) 


, TU 
SO ont. 7$ 04 


(2n+ 2) 
qB; 


tanhz 27 (— Y (2r+2) Bot? JJ, .,(2Ë coshz) 
r= 0 
| Se,, , (0,q) 


= gBent® cothz KS (2r+2) BE? Ta 2É sinhz) 
2 


r= Ü 
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SE 1 (=) BRP LI uk u 0) — ste" tie?) 


r=0 


2Ce;, EI oo 
Ce, (25g) = ——_ | sin ZE coshz cosh£) Ce; (£ ,q)dç 
TAS 0 
AGB 2 oo 
Cen Gs ses | cos (2k coshz cosh£)Ce,, (sq )dẸ 
RTA 0 
a 
4S€5, 4 $4 = 
Se, 12,9) — BAT | sinhz sinh£sin(2£ coshz cosh£)Se,,.4 (£ ,g)d£ 
1 0 
x 
dee ER H oo 
—— —— — sinhz sinh£ cos (2& coshz cosh£)Se,,,, (£ ,g)d£ 
2 0 
C (— 715 h h z 
je(z.q)— : cos| 2k sinhz — (2n 4- 1Darctan| tanh = | 
V kr coshz 2 
AT EN cuni ES ) h 
e(z,q V sin] 2 sinhz— (2n4- ])arctan| tan 21] 
v kx coshz 2 


(Rez>oo, 


b Ay E — 2/2 = _ a 
Ce, (z,q) A| za Pe cos| ke 1 
3 | 2 E 3m 
Ce, (zag) ~ mA "cos! ke? as 
2 eg P4 37 
Se, 1 (zog) ~] pr tl /2cos| ke x 
Se, TOP TR BE e "cos se | 
n+2 bn n+ 4 
$8 — 38 E D JB, e Xr (modified Mathieu functions of the second kind) 
ae 
SCH ge 
Feya Kee Apo sl — AZ"? N- (2k coshz) 
ce C0, q) (2n) " 
— AG — Y As" N, (2 sinhz) 
r—0 
SS Pon As” —z z 
— Aun > (— AZ? J, (he) N, (ke’) 
0 
Ces LIES. 
Fey (z,q) = ——— rm > (— VAS Naz (2Ë coshz) 


_ Cena CO q) 


AG cothz 51 (or FLASH Nesi (2k sinhe) 


r=0 


=F Y) CY ASHP LT Ge ON a Ge) -J a Ge DN, Ge] 
1 r=0 


r= 0 


n 
| sena $0 eo 
Gey,,, i (zq) = EBD tanhz > (— )'(2r +1) BEP NOR coshz) 
r=0 
8€ h (0, ) " 
H ‘ae > By? Na: (2k sinhz) 


= pan Y (—Y BS ,ke 7 NL 4 Ge) —J,4, Ge 7) N, Ce?) | 
1 


r= 0 
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(q>0,2>0) 


(g>>0,z=> 0) 


(g> 0,z—>0) 


(q> 0 £0) 


(z2> 0 „q =>) 


argk +Imz| <r) 


(leoshz|>œ>1) 


(|sinhz|>1) 


(|coshz]>1) 


Clsinhz | 51) 


Clcoshz | 771) 


(|sinhz|>1) 


x 
Se; 47 EX oo 
Gey n+: (z234) = — zp tanhe pi (—)'(2r4-2) BE? N, 4, C25 coshz) (|[coshz= il? 
2 = 
Se, 2 (030) S (2n+2) : : 
= pero cothe po (2r 4-2) Big" N, P (2Ë sinhz) Clsinhz | 21) 
2 r=0 
— Sue KS (—) Bey” LJ, ke *) Ns Ge ) -J, 4s Ge ON, Ge?) | 
2 r= 0 
ZC ze Za oo 
Fey,(z,q)— — LAG | cos (2Ë coshz cosh£)Ce;,C£,q)0d£ (g>>0,z> 0) 
0 
x 
266 gi wy M co 
Feya Go m ei | sin (2k coshz cosh£)Ce,;,.. (£ ,g)d£ Lo Des zi 
1 0 
x 
ASC 2,4 $4 Bs 
Gey; 1 (25q) == Bep | sinhz sinh£ cos (2k coshz cosh£)Se;,,,.(£.q)0d£ (g>0,z>0) 
1 
4865,15 PEL T 
Geya te Gg) = — paguen ` | sinhz sinh£ sin(2k coshz coshë)Se,,  , (£ ,q)d€ (q>0,z>0) 
Fey;,(z MEN UC e *!sin| Äer — — 
2n H bn 2n 4 
Feyi gA] Ze "ein he — $7 
(Rez—2o, largk +Imz | <r) 
[2 Gate? . or 
Gey, 1 (25g) ~ biti’ "em ke We 
Gey; 45 2,9274] Issue "sin Rem 


$8 = 3€ dvo TE 3 35 JD. eR C (modified Mathieu functions of the third kind) 
Fek,,(z EN 一 Ce (z TD -FiFey; Cz ,qg ) 


E SH es] S 
FA H AK, (—2ik coshz) 
Be 3 (—Y AE? K,.C— 2i£ sinhz) 
nA‘ < 


Fek ,1(z,9)= —llCesa ,.q)+iFey;, i (z,q) | 


n 
ce; H1 EE Se 
3 : 2 (2n 十 1) — 93 
— GER 2, AP K;..1C— 21k coshz) 
_ Ce, 41 (0,q) 
kx Art C 


othz >) (~Y Gr FID AS? Kia (— Zik sinhz) 


r=0 


Gekon41 (z EA = — [Sean (z T +H1Geyon4 Lë ER 


T 


Se€2n41 Za 


= BG tanhz — (2r+-1) BP K, +I (—2ik coshz) 


_ Sse; " CO T. : e 
— BOD M (— Bm TU K.,4,(—2ik sinhz) 


Gek;,.; (z ER = [Senz (z sq) +IGey;,+2 (z TN 
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+ TR HQ EE Zr x 


AX 
sets 5d pa 
= 一 tanhz p» (2r +2) BE? K 49(— 2ik coshz) 


(2n4-2) 
qr b; r=0 


se 0, = ik si 
EE KS (—Ó' Gr F2) BET? K+, Í (— 2ik sinhz) 


r= 0 


C€5, 


A 
24 


Fek,,(%,g) = Ae 


N exp(2ik coshz cosh£)Ce,, (£ ,q)d£ 
0 


` TT 
LÉI zt? 9 4 


Fek,, ,1(z 97 一 一 一 TD 


K exp(2ik coshz cosht£)Ce,, I (£ ,g)d£ 
0 


l x 
21S€5, |i E? H oo 
Gek;.;(z,q)— Ramp | sinhz sinh£ exp(2ik coshz coshf)Se.,4,(€,q)d& 
1 0 


I "NR 
"NER 
eB? 
Mejj(z,q)— Ce; (zq) +iFey>, (z5q) 
x 


2 
AU 


Gek,,;(z,q)0— — IR sinhz sinh£ exp(2ik coshz coshf)Seo,42(€s.q)df 
0 D 


Ce, 


ez] s > (—)' A? HI? (2k coshz) 


2n 0, š 
. p2 SI AP" HP (2k sinhz) 
r= 0 


= 3 (一 )74 DUI (ke = H (ke? ) 
0 r= 0 


Me; Cz ,9 ) =Ç es+] (z T» 十 IFey2 i (z Mq) 
CO 5,41 


NOU Cc "ATP OS, CG coshz) 


(2n-F 1) 
RA; = 


CEA (0 ,9 ) 


RACED cothz Kä (2r +1) A11? HS? (2k sinhz) 


r=0 


SEI > (= ASP LI Ge 7) HIS Ge) J, i (ke *) (he?) 


Neon 1 (29g) = Sen C 2 Lien (z,g) 


x |. 
S€on41 Za co 
ES EB TU tanhz Ei (—) (2r+1)B HS (2k coshz) 
r=0 
| Se5,44C0,q) 
UB » Be? HG (2k sinhz) 


= enn V CL Y BEP (he H3» Ge) —J 41 (he HS” (he) 


Bot» 
l r= 0 


Nes, (z EA = —Se, 5 (Z sq) +1Gey 49 (z ,9 ) 


x 
sel ssl a qg oc 
—————35-" —Ltanhz p (—)'(r4-2») BEA? H ,(2Ë coshz) 


(2n+2) 
qb, r=0 


! 
(Ses, 4, (0 ,9 ) 
gR nt 


cothz X, (2r4-2) B5? HL (2k sinhz) 


r=0 


Sent? ye ‘Bee Luke DH, be) —J os Re PPY e 


~ Bit» 


Me? (z,q)-—Ce,(z.q)-—iFey,(z.q) 
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(q>0,z>0) 
(q>>0,2>0) 
(g 70.7.50) 


E el 724] as 
SE ES (—)' AZ" H$? (2k coshz) 
r=0 
SCC > AS” HP (2k sinhz) 


= S) (= AJ, Ge) Hf? Che) 
0 r= 0 


Me£,(z EA mi —Cenii (z i —IFey;,+1 Cz T» 


Conti el 74] = 

= 2 

= = P U Cn 
r=0 


n 0, 
M Y Gr-F DAZ HQ sinhz) 
1 r=0 


一 > (— APP UJ, Cke H D (he?) +J, (Re) HP? Ge] 
i 


Nei, Cz sq) = Se;,+! Cz oe ae (z,q) 


T 
S€»n-4-1 Za oo 
=— ger tanhz 2 (— Qr DBESSP HA (2k coshz) 
1 Sen 


f oo 
se (0,92 

iic E » (2n+1) pp (2 

ng kB +) by H 2r 十 1 (2k sinhz) 


r=0 


= gcn >; CY BPA Ly Ge CO HS Ge) — J, Ge) HP? (ke’)] 
1 r=0 


Ne: (z EA = —Ses,a s EA —1Geyon42 Lë (iq) 


LOW 
Ses Fea oo 
=— Bin tanhz 2) CCO'Gr- 2) BET? HA (2k coshz) 
2 mem 
se, Lo (0,q) = | 
— Y Gr DBÜSP HQ sinhz) 


r= 0 


Sont? x (—) BEWPDU,QGe7)H8,Ge) —J,, Ge 7) H Che’) | 


B+2 


交 多 项 式 


勒 让 德 多 项 式 (Legendre polynomial) 
2 eG geht D WH fF 
(2n)! E = lc 1 En. 
Fan” 


Ie) 


2 


pu ae 
UN  (—ÓXQn—201/— ăě na 
2 kt (n=k)! @G—2k) 1“ 


P,(cos0) =F —7n,n--1;1;sin? 4 


_ 1 = Ges 

SC 2) i 

== | (cosb 十 1 sinf cosg)"do 
0 


ae 2n-+] 
T Jo /cosg—cosé 


2n— 2k 
—k 


cos (n — 2E)0 


de 
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2n+ 1 
i — um 
ELI / cosü— coso ? 
NSP, œh (|A] < min|z + ve = 1| 
1 = n= 0 
Ji ohe Lk |] E 
Ee S pete (aswaa p a sj 
n=0 
ef OFT Cz sing) = 2 — P, (cost:" 
| docct ur us 
|. P,GOP, GOdz = 2-5 am 
| zn. (z)dz>= 0 (R—0,1,2,**,n—1) 
ACA— 2)»: (A—n+2) 
(CUESTA De up. JB 
E Podere (ReA>—1) 
(ÀA4-n4-1) C2 十 nn 一 1)… (4 十 2) 
2 n 一 m 为 正 奇 数 
PAP (Td -| oh 
| UT do RERE 
m(m+1) n—m 为 正 偶数 
It P'G)P.G)dr-4nG-cD — m-—n HIER 
0 n—m 为 奇数 
2 =. ene 
| P, Misit vm MEL 
2(1n2—1) n=0 
ica POL — a) nta) 
M ide 7? TGPG-«F2 ` 
— 1⁄2 E [n/2] 2 
| gore dr 元 十 1 
Es (200177 
ie P,, (cos?) dé= SE zi 
T (2n)! (2n+2)! 
Ie ëch 41 (cos0)cos0 dé= "I Ziel Zut nme)! GEI 
Tu Ka = P. (cos0)=1 
Pile) =e P  (cos0) =cos@ 
Tuy) ñ (3277-1) P (cost) = (3c0s20+1) 
PG) — (Sr —3z) P. (cos) =~ (5cos30+ 3cos6) 
PG) — 4 (352'— 302? +3) ay aera 
Ps(x) =+ (682° — 1029-152) P. (cost) == g (63c0s560-1- 35cos30-- 30cos0) 


(n+k)! 


c AV e ! EUN ‘ 
DD eum EE Ge m COO 


Ë= 0 


Pure OD FP oa PO € 


20 31 G) 550 


k- 0 


P,Q)=1 
(n+r)! 


(ri — 
Ps D — (n—r)1 
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(r1) 
(y = 19 


PC = C= 1)" 
(n+r)! 


(ie nc. i e 
Ee SE, One 


(2n—1)!! 


P,,(0) =(— )" (2n)!| Pea CU EE 
Pe © toe! Sa el oy 
Pk Se kapuy ——Rubu0. 1529,72 
pony-o Te PO nr [n ] 
0 其 它 情形 


P=) = "Pu C) 
(n+])P,,. (22 — (2n DzP,(G2)2 -nP, eist 


a 9 Sup Ge) P, G)] 
1) 
M TP (2) —P,-) (2) J=(n +1) P41 GO —2P, (z) | 
PROG)-QGr—1D1 25 Fer, OP. @) 
hhg GZ Age 
>) =P, (cos20)=—In sind—In(€1+sin@) 
n=0 
ze regs) in s m 
— SS Pus n "sind 
3 2n Tl P, Co) P, Cy) =2ln2—1—In[ (1— 2 (14-42 | | (—1< x< y=<1) 
— n(n+1) " SS Ge md 
A A do gne D 其 中 xr; 是 乙 (z) 的 零点 ,rz 一 1,2，…，7 
"n Gye (—1<xz=<1) 
jose. d E p 
n — nt Moat — — deg 
dP, (>) 2 n 
| dx 1 一 z2A «x (—1«z«l,nzl1) 
2C. <n(nt1) (Ie mI) 
A-LP,GO } T _ 22 十 1 
Qn Co 502 99 Pes OP S Sce su 


Fy BB AD a DL“ BY E GR ES 277. 
WIES k mz (Chebyshev polynomials) 


V1 一 2 d” 


TG) C pee E ing 
ter, per edem 


= i a SE 
— Ob X X 


n k (n— —]1)! 
2 £ (ay os 2k)! 


— cos (n arccosz ) 
T, (cos@) —cosnÜ 
T(z)=1 
Ti(r)—zr 
the ee =] 
T.(x)—4x)—83r 
T,G)-—8z'—82*^4-1 


Opa 2 
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特殊 函数 公式 


ee Lee 20r 5r 
了 
(1 一 z2)77(z) 一 2 (2) —-2T,, (x) | 
— = 
— 2tx +t? 
Int UD) 
=i 


2 


一 To(Cz) 十 2 > TO 


dass (+68) Sm 
1— z 2 
0 mn ik m=n=k+] 
k+1 
2 


k 
E 1 Cu )T aC) = ]xim-—nzik 
1= 0 


k+] m= += Ü 


u; W ^a ADU 1525*** 


uc EET 2d E 
/mSG Ds r” 


= (n +1)F tea. 


Z 
[5/2] 


Sie =k)! n—2k 
mo Y LAB e 2151022 : 


— 


sing 


U,Cr)— S end LT 


]ex 


U,(cos0) = 


U <a) =1 

U(x)=27 

U,(z)=4z°—]1 

U;(x)—82r?^—4cr 
U,(x)—16r:—12z*4-1 
U.(x)—32213?—32x)5--6x 

Uae S270 aU VOD) 

= 2700 (x)= (nt DU aa) Snr (7x) 
Ta) =U EE ER 
(1—27)U,-, (a =aT,, xr)—T,, (z) 
T, (2) =nU,_ (x) 


l x34 ë 
mro SO H E 
l 
IT Un (XU, (x) V ] — z dz= SC 
HŽ IZA (Laguerre polynomial) 


E o (— >) 
La Cr) = Te el X I= — "X s Ep qr) 
Li (z) = ] 


Li(zx)——cr-l 
Bl 
Lei 
EE Ae 
EE 18r4-6 
NN ud Tu ear 0 
ENS 24 
I (xy E E292 — 2001" 二 600x — 6002 120 


120 
Gd E E r) =n Hlm r) La t) nL (=) 
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C|z| «&min|xrzc vr’ —1]) 


(|¢|<min |z+ vx’—1|) 


1 xt] e . 
el -l= 2, Paseo 
N Ln (x) (ee = Sn 

0 


广义 拉 盖 尔 多 项 式 (generalized Laguerre polynomial) 


Loc) dace Eee $ el 

= CHED (nat liz) 

= egef” php STE) dt 
2 ce | e 7 V'cos 2 Td 一 一 AH OL) 
Heu = | e rein? E E es 
POT Tt 
aye? | ZA -|= > LX 
| LOWLY e wen SES, 


(4-1 LY r= (n4 ac-1—x)LP G2 — (nta L Cr) 


joe (o Pay PG) 


&—0 


BRE LN ener Roe 


dx 
= (ntl Lei G2)-— G4-a4-1—3)LÍ? (x29 — ce LET (x) 
kT (a) 
š te = (— LE? (x) 


| me (1)dt=e (LO (a) -—- L(x) ] 


LEY (xy) >) LP DL Cy) 
k=0 
ex rle, x)= > hoa x) 
PO etl) us 
|! PCat) 
noua 


ok orar) r/2 mE 
E 1 POSSET) | PG |e xz0,—1«a«0 


埃 尔 米 特 多 项 式 (Hermite polynomial) 


IEN k 
AR d" x^ OE 
H,(xr)—C—»e dr" — £i ki (n—2k)! 


220,220 


ay" 


= "| e^ reos] zo dr 
H, c=] 
H,(x)-—2xr 
H,(x)-—42'—2 


H3(2)=82°—-122z 
H,(x)-—16x'—48x*4-12 
H,( x) =322°—160xr°+ 120x 


(nn 十 a 这 一 1) 


Cr 1,a25—1.—2,—3,:-) 


(a> —] 50) 
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4 TR SS EX Z X 


《一 ) 2n)! 


n! 


(—)"C(2n4- 1)! 
— Ax 
n! 


H,.(7X)= F| mis 


Hons CT) = 


(2n)! 


n! 


H,,(0)=(—)” H4,41€00 20 


H5,,C0) =0 

Aa (a) =22H, (xr) —2nH,_\ (xr) 
Hx) =2nH,- (x) 

Hi =-2) = 6-7, C 


5.45 (0) = (= )" 


n! 


m — A 
em Ee > H,(x)— 
n= 0 n! 


e lsinh2r— H tz 


1 
2; (2Zn-+1)! 
e lcosh2x— H ort? 


e i EE 


e uc UP 


2 H. (OH, (xe dr=2"n! VET 


d ee 


sin 


H.(x)— JOD 2 E 


n 
D Zu 


ee 2 t 


AS 


HG) 9 CY? Gn—1 te?^ | cos vaTIz+o| | 
Vn 


Hoy (x) = €—»277(28—]1)211! Von F Te sin Vm F3z+0| Ya 


| 


HG) | ke? 22"? (nt), 
EL, Cx | &e" tn, —2"(2n—1) 11] 
| ons GO | ize? 727*1 (224-1211 


HE BY Eb & IN sk (Jacobi polynomial) 


Ce 0 OALA rr Ae] 


_ 1 Ánte uii 
— 2 n—k 


Ë 
nia 


n 


P&P Cx ) 一 


(z=—1)" *(z+1)* 


F 


|F 
n 


=(=) —n,n-rad- 8--1;:84-1; 
at D atate FD nae FBP o) 
= (Zn d- eat B-- En Faten ta FEF r eSP) 
—2G- a) Gid- 8) (Zn - ad- 8-- 2) Pf (z) 
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E 


2(2n+1)! 


wl 


(n—00) 


(x00) 


(r—00) 
(k=1. 086435-:: ) 


(Zz 之 0) 
(7220) 


所 Pee(z) 一 


EIEEEI perrete) 
1 Ee Aint FF E Id Anette E s) peo Gp 
4/1—2zt4-£ 2 2 k=0 Í 


ge Ta Fer DI GEB D 


: a,ß (a, B) RENE T. A 二 一 一 一 
[PODPO Aae + dr ee 
nq eui a —]1,82-—]1],9—max(a,8)z— 
n 


L 
max |P(^?(z)|— 2 
—1<=+r=<1 5635 ; m 8 1 
| P: Gc) | n a —1,82—1,q-—max(a,)—-—, 


r ROG DR 


" _ [n+al) ` (a+1), 
EE E 
pp^c-p-cy|* ^| 2c» s 
n n! 


PEP) SYP Pe ee) 
格 根 鲍 尔 多 项 式 (Gegenbauer polynomial) 
C(x)= Ct Aa gryd p gne] 
Znl [4 1 | dx 
t3 


DB]. ps Ak m 
LLL SA CO'DGCEA- D (9 yea 


DOO wp Or25 
|= 


1 
nent dasat— i 


1 y: Poi PALE) 
[POR Skt ak): 

_ 2 3 Ak Pin+2a+k) 
TPO) kt Datat 


[n/2] 
"D E T'(n—k) 
= 2, V EL IG shi 


n! 


C^(cos0) = cos (n — 25)0 


cos[ (n4-244- 2E) 0 — An | 


(23917 


C?(cos8) = 2 cosnd 
sin(24- 1508 


sinf 


Cl(cos0) = 
tere) 
Ci(x)-—24Àx 

Ca(z) 一 24(1 十 人)z2 一 4 


C= FA HAHAI 240 HA 
Ciel AHAHA GHAD 2204-2 HADHA 3) 


| Ed Ci) = (QA), PET Hr ID (x) 


CI GOD x) 
Ci(x) =U, (zx) 
C? Gr) =lim lci (x) ==1,(z) 
Ci — x) =(— Ch (x) 

0 n-—2m-d-1,m-—0,1,2,:- 
cim c 


m! 


(A) n—2m,m-—0,1,2,:- 


Cle) 


(A>0) 


(A250) 


(0«CA«1,0«0« m) 


ER 


+s SK Sq X4 S x 
GT 12€3,, Cr) 252G4- A Ci (x) — O-2A— D Cii GO 
2A(1— r Ct! (x) m+ 2À)—1)C1 (Cr) dé 


z — Ci (xr) = 2t (A), CHE C) 


dCEHT y^ 2; Cr" 


xl'(n4-2À) 


1 
À YA _ 2 yA 1/2 SE 
| CTI CTY X ) 0 224— d) (n+Aa)[ PO) } On 


max |Ci(x)| (ey (oy. 
—1<<r<1 n! 


max: 16565 au Co E 
—]zxrx n! 


max T —Ó€Ó Al 
Ss VY (2n4- 12 (2n 9-24 4-1» *: 
TT n l 
sin*0|C*1(cos0) | < 2 Fa) 
R 他 
欧 拉 多 项 式 (Euler polynomial) 
F) >} |. | coa 
k=0 

ft 
ee 
E.G |= E sË ;| 
E. (x)—x(r—1)G—xr—1) 
E(x) =| 2-5 (x'— 2237-2’? +2x+1) 
E,(x)— x(x—1)G'—22z)—225--3x4-3) 
E Got -rE,G)-—2xz' 
d^ .. | 17] 
dE e urb 
E,(1—2)—C—»Y'E,Cx) 
> (= SL Em +E, 
k=] 
2e” u P 
SES? 2 E) 

RERO ee eer 

\ 

E, —(—) 2 "IE "seges sed GEN 
>» (=) eb 
k=() 
E=l, E =1, 
E,-—61. E,—1385, 


E= 2404879675441, 
48 SE Fl & Ist (Bernoulli polynomial) 
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E,—199360981, 


(el Commun let V z^—11,4750) 


(A20) 
(—n« de DU, ds, kl ， 士 2，…) 


SE A0, £1,425 


(0«CA«1,0xc 0s m) 


CIEL SE) 


E,—5, 
E,= 50521, 
E4—19391512145, 


BG) = ES [7] B Ca" 
ico VË 


B(x) =1 
B.G)=z— 

BG) a ado 

Basra D] r 
DEE E, 
dE 


E E E E 
B,x)—x Myr gt tis 
B, (£ +1)— B, (x) =n2x"! 


n— 1 


SS [4] BG mna 


k=0 


B,(1—zx)-—(—)'B,(z)— B,(— =) 


m — 1 
] 
H p= LB, Gm) — Br 0) J 
m—] b 
SS B, 2+ | =m'~"B, (mx) 
k=0 m 
B, z+ y) = SS Ki 
k= 0 
d’ n! 


Jab» Cx) Ge Nt 


z 1 
Is (dt UB, G)— B, (a) 


B,C0 — B,C1) 
49 & Fl] HH (Bernoulli numbers) 
B, = (— YBa CO) 


DEE? 
Bän 
Biz 

B,— 3c 
B=, 

B= pa 
B,=—, 
B=, 
B=, 
"s 
s tio 


(n=0,1,2,°**) 


(n=2,3,4,°*") 
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Pi 
Bis 


Bi, 


15 7 


By = 
Ba = 


Bz = 
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F SK EENES 


— 2363 64091 


2730  ' 


_ 85 53103 


6 


_ 2 37494 61029 


H 


510 


861 58412 76005 


14322 : 


_ 770 93210 41217 


510 : 


_ 257 76878 58367 


6 


26315 27155 30534 77373 


19 19190 


à 92999 39138 41559 


6 , 


2 61082 71849 64491 22051 


13530 


15 20097 64391 80708 02691 


1806 


278 33269 57930 10242 35023 


690 


5964 51111 59391 21632 77961 


282 


560 94033 68997 81768 62491 27547 


46410 i 


49 50572 05241 07964 82124 77525 


66 


80116 57181 35489 95734 79249 91853 


1590 


29 14996 36348 84862 42141 81238 12691 


798 i 


2479 39292 93132 26753 68541 57396 63229 


870 


84483 61334 88800 41862 04677 59940 36021 


354 


12152331 40483 75557 20403 04994 07982 02460 41491 


567 86730 


H #ë 
Bi o3 
Xi am 
RU Ad 


E: OB 


RB 4 (IE 


A 学 Tf = R 


数学 符号 表 编 与 说 明 


《数学 辞海 ) 第 一 至 五 卷 正文 之 后 , 均 附 有 数学 符号 表 , 提 供 读者 查阅 之 用 . 本 表 所 收 符号 比较 齐全 , 除 包 
含 “ 中 国 数学 物理 名 词 委 员 会 ”审定 的 《数学 物理 符号 表 》 中 的 全 部 数学 符号 外 ,还 收入 了 国内 外 数学 界 已 普 
遍 使 用 的 数学 符号 ,总共 列 人 数学 符号 1158 个 . 

一 些 新 兴学 科 ,如 小 波 分 析 、 分 形 几 何 、. 数 理 语言 学 .机 器 证 明 等 ,都 是 20 世纪 中 叶 以 后 发 展 起 来 的 ,这 
些 学 科 的 数学 符号 在 国际 国内 还 不 统一 ,《 数 学 辞海 ) 将 其 收入 , 仅 供 读者 参考 . 

本 表 所 收 数学 符号 并 非 仅 限于 《数学 辞海 》 的 正文 ,有 的 符号 虽然 在 本 辞书 的 正文 中 (如 模糊 数学 中 的 一 
些 专用 数学 符号 ) 未 曾 出 现 , 但 由 于 这 些 符号 已 经 广泛 应 用 于 国内 外 的 教学 科研、 工程 技术 中 ,因此 亦 作 了 
适当 的 搜集 ,以 绘 读者. 

数学 符号 表 的 体例 :数学 符号 表 共 设 五 个 横 栏 ,依次 为 符号 栏 、 中 文 名 称 栏 、 英 文 名 称 栏 、 意 义 或 举例 栏 、 
备注 栏 . 

数学 符号 的 编排 分 类 :《 数 学 辞海 ) 共 六 卷 ,包含 数学 科学 的 100 多 个 分 支 学 科 或 专题 项 目 , 所 涉及 的 数 
学 符号 种 类 繁多 . 为 便于 读者 查找 而 采取 分 类 编排 . 因此 ,本 表 将 数学 符号 按 学 科 类 型 分 为 以 下 7 类， 

1. 算术 与 数论 :算术 中 包括 最 常用 的 数学 符号 ,如 十 ,一 ,X ,一 ,二 =, 关 等 , 它 的 应 用 范围 遍及 所 有 分 支 学 
FL. 数论 则 包括 初等 数论 .代数 数论 .解析 数论 .几何 数论 等 . 

2. 逻辑 与 集合 :包括 数学 基础 、 形 式 逻 辑 、 数 理 逻 辑 、 集 合 论 .公理 集合 论 . 序 与 格 等 . 

3. 几何 与 拓扑 :包括 平面 几何 .立体 几何 .平面 三 角 、 球 面 三 角 、 解 析 几 何 、 高 等 几何 、 微 分 几何 . 凸 集 几 
何 、 距 离 几 何 、 一 般 拓扑 学 、 代 数 拓扑 学 与 流 形 拓 扑 学 等 . 

4. 代数 学 :包括 初等 代数 .高 等 代数 .布尔 代数 、 线 性 代数 与 多 重 线性 代数 、 环 与 代数 、 模 与 同调 代数 、 群 
及 其 推广 , 域 与 伽 罗 瓦 理论 . 李 群 与 李 人 代数、 范畴 论 与 代数 天 理论 .代数 几何 、 奇 点 理论 与 突变 理论 等 . 

5. 分 析 学 :包括 数学 分 析 、 实 变 函 数论 . 复 变 函数 论 SS MEI Gei 221. mee 
近 论 、 调 和 分 析 、 流 形 上 的 分 析 、 位 势 论 、 凸 分 析 、 非 标准 分 析 、 小 波 分 析 、 分 形 几 何 、 常 微分 方程 、 偏 微分 方程 、 
积分 方程 与 旺 数 方程 .动力 系统 、 特 殊 消 数 等 . 

6. 概率 统计 :包括 组 合 学 、 概 率 论 、 随 机 过 程 、 统 计 学 等 . 

7. 应 用 数学 :包括 计算 数学 .模糊 数学 .生物 数学 .经济 数 学 .数学 物理 与 理论 物理 .运筹 学 .系统 理论 、 控 
制 理论 .通信 和 与 信息 理论 .测绘 学 力学、 天 文学 .数理 语言 学 等 | 

数学 符号 表 的 编排 顺序 :本 表 所 列 数 学 符号 ,大体 上 按 它们 在 《数学 辞海 》 中 出 现 的 先后 顺序 编排 . 由 于 
很 多 数学 符号 的 含义 及 使 用 范围 比较 复杂 , 若 要 准确 地 归 人 哪 一 类 ,实际 上 是 很 困难 的 ,因而 制订 下 列 编 排 
原则 : 

1. 多 学 科 共 用 符号 ,将 其 编 人 最 先 出 现 的 分 支 学 科 中 . 例如 ,运算 符号 十 ,一 ,X，, 二 等 ,是 所 有 学 科 共 用 
的 ,就 编 人 本 表 最 前 面 的 学 科 一 一 算术 中 . 

2. 同形 同 义 的 符号 ,就 只 在 某 一 分 支 学 科 符 号 表 内 出 现 一 次 .例如 ,符号 “R” 在 集合 论 中 表示 实数 集 ,而 
在 代数 学 和 分 析 学 中 也 表示 实数 集 , 其 意义 是 相同 的 ,就 将 符号 “R” 只 列 和 人 集合 论 的 符号 表 , 而 在 代数 学 和 
分 析 学 的 符号 表 中 不 再 出 现 . 

3. 同形 而 不 同 义 的 符号 , 则 分 别 列 人 相应 分 支 学 科 . 如 “Im” 在 初等 代数 中 表示 复数 的 虚 部 ,而 在 集合 论 
和 代数 学 中 则 表示 映射 的 像 , 就 将 其 分 别 列 和 人 各 个 学 科 的 符号 表 中 ;又 如 “& ”在 应 用 数学 中 表示 高 斯 常数 ， 
在 微分 几何 中 表示 曲率 ,而 在 特殊 函数 中 则 表示 贝克 函数 ,这样 便 分 别 将 其 列 和 人 应 用 数学 .微分 几何 、 特 殊 函 
数 的 符号 表 中 . 

4. 异形 同 义 的 符号 ,首先 将 《数学 物理 符号 表 》 中 核定 的 符号 列 人 符号 栏 ,而 将 其 异形 符号 列 人 备注 栏 ， 
如 几何 中 将 Rt 一 列 于 符号 栏 ,而 将 曾 用 符号 rt 一 和 有 一列 人 备注 栏 ; 其 次 , 凡 目 前 国际 国内 用 法 尚未 统一 的 
异形 同 义 符号 UR BORA “AT” “Al” ARR aN FB A DS. Walter, 

5. 过 去 用 过 ,而 现在 少 用 或 不 用 的 数学 符号 ,本 表 将 其 列 和 人 备注 栏 ,以 利 读者 阅读 古旧 数学 资料 时 参考 . 
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算术 和 数论 (Arithmetic & Number theory) 


符 号 中 文 名 称 英文 名 称 意 X 或 d 备 注 


ES ERM; positive or negative; plus "PEVETIRTREESTPETTY 
加 或 减 or minus 
= fa RIE; negative or positive; mi- 例如 , 干 2 BA 2 或 正 2; aF b BD a MAIN P 
减 或 加 nus or plus 
ee Ek E ;分 sign of division, fraction Ae EE 
ot ESA d 数 ( 式 ) 线 sas a — b, p: a/b Bl a BRA b, 5 分 之 a 
: H 
| E 


BREEDE 
eel a |b 即 整数 a 整除 整数 6 
||| 限界 整除 | bound exact division — | a^ || b BD at BERERA b, 但 a! 不 能 整除 。 a |b, 8 ai 1b 
| Dem | RAR | least common multiple | [ai sage san ERRER araz ran CIS | 亦 可 用 LCM 表示 


= 


Z [res CET 
a 


i =i n—= 3 WY. PR Y 
| 绝对 值 ; 模 la| 表 示 a 的 绝对 值 或 模 亦 可 用 abs a 表示 


X 


equal sign 


inequality sign 


greater than or less than | ah Bl a5 X ab 


=< 小 于 或 大 于 | less than or greater than | a Bl ab sk a2>b 


小 于 或 等 于 ; 
不 大 于 


a ë Ë 4 之 5 即 a 大 于 或 等 于 ,或 4 不 小 于 6 BORA SS” 


much less than a < b Bl a | + b 


Ë HO. OBI 


c 
P 
| 
o 
QU 
o 
| 
m 
e 
5 
a 
A 
Es 
yu 
"EH 
° 
= 
v 
H 
e 


a x. b 即 a 小 于 或 等 于 5, Ra KAK b 一 般 不 用 符号 “所 ?” 


less than or equal to 


greater than or equal to 


aN 


小 
BE 

E 
m 
i 
mS 


现 已 不 用 一 


小 数 点 记 于 个 位 数字 
后 的 下 足 


和 \ ! ; "m 记 于 循环 节 的 首 末 位 


S 术 和 数 ide 


中 文 名 称 英文 名 称 S o X m 4 Bi 
Aas sign of percent 例如 ,5% 即 百 分 之 五 , 亦 即 5/100 


mE. 
H 


备 注 
%o 千 分 号 sign of permillage 例如 ,5% 即 千 分 之 五 , 亦 即 5/1000 


方 插 号 square brackets 例如 ,3L5 一 (2 十 1)] 亦 称 中 括号 
括号 brace 例如 ,2{3[5 一 (2 十 1)] 一 2) 亦 称 大 插 号 
线 vinculum 例如 , 8—2X3)+2,W 8 一 2 AHH 3… 相当 于 小 括号 


Bik | infinity lim 二 = oo HE S z REF 0 时 无 限 地 增 大 | 亦 称 无 限 或 无 限 大 


亦 可 用 a 二 6 或 4 := 
表示 


et 


SFR | BH 图 
x< = 


—— 
— 


N 
II = 
> 


i e, aot def 
a is definition equal to $ 例如 ,a =b" 即 用 如 代表 a 


等 差 数列 任 相 邻 两 项 之 差 ( 后 项 减 前 项 ) 均 相等 ,这 
个 共同 的 差 d 称 为 此 数列 的 公差 


等 比 数列 任 相 邻 两 项 之 比 ( 后 项 比 前 项 ) 均 相等 ,这 
个 共同 的 比 g 称 为 此 数列 的 公 比 
例如 ,等 差 数 列 aa 十 da 十 (n 一 Dd, Hfi nM 


ZA S, = na + 19 3 


例如 , 实 系数 一 元 二 次 方程 cz2z + br + c= 0(2 3500. | 利用 A 可 判别 该 方程 
的 判别 式 A = 6? 一 4ac 根 的 状况 


表示 不 超过 z 的 最 大 整数 . 例如 ， 亦 记 为 ent(Cz), 来 自 
[1.2] =1, [— 1.2] =— 2 1k X entier 


(x BERE ORIENA)DSR, CME: 0 < (z) < 1, | 亦 称 分 数 部 分 记号 ， 
例如 , (1.2) 50.2, (—1.2)=0.8 DRIA (>) 


sign of integers summa- 对 不 超过 x BIESEUR n OR AL. 例如， 
tion 之 ”一 1 十 2 十 3 十 4 十 5 十 6 一 21 
xE T x HIER n ka. 例如， 
Z2n=1+2+3+4+5=15 
对 不 超过 工 的 素数 p oK A. 例如 ， 
p=2+3 十 5 十 7=17 
PET 
sign of prime number MNF z MRR p ok AL 例如 ， 
summation p 二 2 十 3 十 5= 10 
sign of divisor summa- 对 的 所 有 不 同 因子 & 求 和 . 例如 ， 
tion qu Ipae 


对 nn 的 所 有 不 同 因子 d 求 积 .例如 ， 


除数 求 积 号 []=1+2+3+6= 36 
d|6 


l sign of prime divisor 对 的 所 有 不 同 素 因 子 p RA. 例如， 


Xin AAR RAS P 求 积 . 例如， 
素 除数 求 积 号 ll =2:3=6 
Slip 


求 对 Ti M zal 连 加 到 Xn 的 总 和 » BP 


common difference 


| common ratio 


> 
e 


小 
D> 
n 


sum of the first n terms 


S, 数列 前 n 项 和 


discriminant 


判别 式 


EG) [z] | 整数 部 分 记号 


symbol of integral part 


r) 小 数 部 分 记号 | symbol of decimal part 


B 


之 整数 求 和 号 


sign of integers summa- 
E 整数 求 和 号 |° 
tlon 


> sign of prime number 


per 


素数 求 和 号 


summation 


素数 求 和 号 


por 


除数 求 和 号 


"n 


Ë Bü 


sign oÍ divisor mensura- 


tion 


> 


sign of prime divisor 


— 
— 


pln mensuration 


p BAS sign of grand sum Se ME 
TI 连 乘 号 sign of continued prod- 求 对 从 z, 连 乘 到 >, 的 积 , 即 Ta; 一 xz? 


1 一 ] uct 


a=b(modn) Kin |F] £ 


H n ER a 及 5 所 得 余数 相同 


congruence modulo-n 


non-congruence modulo- 


a 关 b(modn) | Kn |] Hi n ER a K b 所 得 余数 不 同 


n 


亦 可 记 为 
I(r) =,rg (x) (modp) 


f(x) 三 g(x) (modp), 即 整 系数 多 项 式 了 与 g 的 对 
应 系数 均 模 p ER 
f(a) F g(z) (modp), 即 f(z) 与 g(xz) 的 对 应 系数 | 亦 可 记 为 

均 模 p 不同 余 的 Jf a=) ,g (x) (mod p) 


恒 等 同 余 


Identity congruence 


== 不 恒 等 同 余 


non-identity congruence 
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符 号 


a '(modn) 


r mod n 


Z, 


—X [| = a 
ale wels 


d(n) 


di(n) 


a(n) 


ga; (n) 


PO) 


P(n) 


p(n) 


A tn) 


> 
oN 
E 

— 


1 


wen) 


QR) 
Atn) 


rr) 


X(n) 


pr) 
U (n) 
E(n) 
N (m) 
Cr) 


pr) 
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Bin By 


BE n 的 同 余 类 
剩余 类 环 


勒 让 德 符号 


雅 可 比 符号 


中 文 名 称 英文 名 称 S X m SZ | 


与 a HAUGH n 除 余数 是 1 的 整数 . 例如 ， 
2-1(mod 5) = 3, 37! (mod 4) = 3 


包含 7 的 模 n 的 同 余 类 . 例如， 
ulo-n 2(mod bg = {e — B, — 3,2,7,12,**:] 


E ”的 全 体 剩余 类 对 类 的 加 法 和 乘法 组 成 的 环 


| z | R pla,Ha fé KHA (mode) 
IE 


inverse of modulo-n 


congruence class of mod- 


—1, p ł}a, H a EZ KIERR (modp) 
0, pla 


Legendre's symbol 


a a 
Jacobi's symbol | A E ps 


Gn = pipes Pes 为 , (ma) = 1) 


m | r=] el 


除数 函数 


广义 除数 函数 


除数 和 


广义 除数 和 


正 因 数 之 积 


EX br eR BK 


DA LE 5, P eR 35 


£ XN BÉ 


SX 
SEA 


相 蜡 素 因 
数 个 数 


素 因 数 个 数 


XI| BE IR PR BL 
素数 个 数 符 号 


特征 函数 


整数 分 拆 函 数 
奇 分 拆 
偶 分 拆 
Bm 的 抵 

切 比 雪夫 函数 

切 比 雪夫 函数 


(4 为 非 平方 数 ,p 为 素数 ,m = [l p.) 


d (n) 表示 的 正 因子 的 个 数 .例如 ,d(12) = 6 i 
ZIN 


generalized divisor func- 

tion 

Porc 表示 正 整 数 的 所 有 正 因数 的 和 .例如 ， 
IC6) 一 1 十 2 十 3 十 6 一 12 

generalized sum of divi- a(n) = Yd, fllio (4) = 13 + 23 + 43 

SOr d |n 

product of positive divi- ; 

SOIS 


, 


表示 小 于 正 整数 n, 且 与 4 互 素 的 正 整 数 的 个 数 . D 
如 ,中 (6) 一 2 


Euler's function 


H 
. 


1, X n=1 Bf , 
Mobius function «di 当 半 能 被 素数 的 平方 整除 时 ， 
(一 1)"， Hn 为 > 个 相 异 素数 之 积 时 


Von Mangoldt function bes n 是 一 素数 的 m C2> 0) IX 3 J; , 
Ai(n) =< m 
0, 其 他 


different prime factor | #|#1,2(24)= (23. 3)=1+1=2,B[ 24 有 2 个 不 同 
numbers 的 素 因 数 


rime factor numbers RREK CELESTE Bu TU, 
S (24) = Q(22*32 53-124 
Liouville's function A(n) = (—1) 2? 


symbol of the prime | 表示 不 超过 正 实数 xz 的 素数 个 数 . 例如, x (100 —4 
numbers 
对 模 m 之 一 特征 La) 和 仅 在 (n,m)= 二 1 时 有 定义 ,日 
characteristic function X(1) 关 0; Zi a=b(modm), Wla) =x); Xa) = 
X(a)y(b) 
integral partition. func- 把 正 整数 ”分 成 若干 个 正 整数 的 和 , 称 为 ”的 一 种 分 
E j 拆 ,以 p(n) 表示 分 拆 的 种 数 . 例如,p(4) = 5. 若 限定 
分 拆 中 的 加 数 不 超 过 r, 则 这 类 分 拆 数 以 p,(n) 表示 
UG) 为 把 n 分 为 奇数 个 互 异 数 之 和 的 分 拆 数 
E G0 为 把 nn 分 为 偶数 个 互 异 数 之 和 的 分 拆 数 
es 将 所 有 线性 型 依 modm 分 类 , 则 分 类 的 个 数 称 为 模 
m Bg. 若 模 m 对 应 于 方 阵 4, 则 NOn) —detA 
5(z) 表 示 对 不 大 于 工 的 素数 的 对 数 求 和 


I 


# È 


这 是 一 个 同 余 类 


亦 称 剩余 类 


pA EC a 为 整数 


34 m 为 奇 素数 时 即 勒 
让 德 符号 


亦 可 用 SC(n) 表示 


sg (n) = d(n) 为 除数 
函数 ;ol(Cz) = a(n) H 
除数 和 


P 


JR RI id eG) 


若 (n,m) > 1 时 , 则 
X(n) = 0 


S kK 和 H de 


m 
BE 


EMI xd PRESS 
,表示 Im xi 


多 项 式 的 次 数 | degree of a polynomial | 2 *f 二 n, 表 示 多 项 式 f (z) BJ YK ERS n 亦 可 表示 成 degf=n 
i 数 min Lo, Dees sc) Bl a,b, sc 中 的 最 小 数 


£ left association A=B AR FETE RH U E A — UB, 并 称 方 阵 B 
| 左 结合 于 方 阵 4 


ape ERN Le 
[ 有 限 连 分 数 | finite continued fraction [asa ax 一 40 十 ai + az ++ ax ` RUE FE 
化 成 的 连 分 数 
判别 式 discriminant Alay aax) 表 示 05,05 san 的 判别 式 ; 
ind n 指数 index WR n = g? (mod m), MPR a A n XF F m AU gA 亦 可 用 Om (a) FEAR a 
I 底 的 指数 , 记 为 a = indan, id A ind n 对 模 m 的 指数 


A 二 ACR(0)) 表 示 代 数 数 域 RC9) 的 判别 式 
mew z*—n(modp) Cp X n) f Jl] n BR p 的 次 剩余 


Bri : - B 
之 1) 的 下 确 界 " Ka 
" ns At) dois 
ó" CA) 4 的 渐 近 密 率 | asymptotic density of A n BUS 4 的 渐 近 密 率 为 4(z)7z 当 
n— oo HY AR ARE 


ik m > l,a,b 都 是 整数 , 令 
和 数 符号 sum symbol 


| r1 = arth" 
(a,b)=+1 | BRIAR AS | Hilbert symbol 


g 
Hd 
~ 
— 
— 
E 


|- 
时 
A 
中 


无 理 数 化 成 的 连 分 数 
为 无 限 连 分 数 


> e?" on 
m T 


AP z B p SR m 简化 的 剩余 系 


Rk” Rh HH, Lad € k* , W 
(a,b) | 


z= 2 m) x 
= 


sum oÍ equal powers 


strong sum of equal 
powers 


= # 2? — ar — by = 0B HAAS, 

RO UR 用 (a,b,c) R Jú MKB az? + bry + cy? Ha, 

GK ECK E WHOKH EB, REA 

n = zi + zŠ + + + z 总 有 解 的 最 小 正 整数 s 

a$ + + z: = yË + xŠ + e yt MR) ESR sic 

为 NCR) ,其 中 yl19y29， o¥s 不 是 ZXQ»2025,.tt* 92s 的 重组 

at Tee + at = yt + xš Te + yt FEE ait! + gti 

n Fee pil ss yil ptt spon EE, ZINIE 
š 2 l “Ex aea Pu 亦 称 FG) 为 fO) 的 


一 1, 其 他 情形 
zit zŠ + + z 总 有 解 的 最 小 正 整数 s 
KG) large G(R) 
BRO n KBR, ali = a € RO) eV (k = 2, 
使 zi t r tee + z, = yí + ye + *** + set ct + 
NCR) Kë 
ÍË z) + z+ + EE z = yi + yz + e t EE E 
整数 用 M 表示 
和 
z= 


数 
数 
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= double module congru- | f(z) Z g(x) (modd p,9(x)) 表示 系数 以 素数 为 
square divisor 
= number of solutions of | ,. ES 


81,05 ,**,0, ARO) rR Z 32 3⁄ ,R(9) PHA 7a, 十 
理想 数 ideal number 7505 + *** + Tha, C ARO) 中 之 整数 ) 的 整数 所 成 之 
集合 为 理想 数 


(n) 


La sore ,ad | 


单位 理想 数 | unit ideal number 表示 单 扩 域 RK(3) 中 全 体 整数 组 成 之 集合 
CS = —12 A d 


X 为 mod m 特征 


E eee 
Gr) Y Fe HH AH | Eisenstein series BEECH, WK GE) = > yee J 38 ba HE k BRE 
FEZA ,其 中 NU 表示 对 本 的 非 零 元 素 求 和 


逻辑 与 集合 (Logic & Sets) 


Vr€ A. plz) RARE p(x) 对 于 每 一 个 属于 4 的 


Z 为 真 
E = e JC 3 D RARE 


POA 使 p OAR 


AM BGXE A Biz AEB, BEA E EJ A É 
MJ B Ë, B B KJ A É 

pha 3m qhi p Kp 是 或 从 一 公理 而 来 ,或 p 是 同 
语 反 复 


y& A. yC A 表示 y 不 属于 Avy 不 是 集 4 的 一 个 元 | 亦 可 记 为 43y， 
e m AD y 


ORB FA iz; z 乞 7 了) ,这 
里 了 表示 指标 集 


{rE Aip(x)} 即 使 命题 p(x) 为 真 的 A ion OD. | 亦 可 用 {x€ A:p(z)) 
组 成 的 集 表示 集 
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逻辑 与 集合 


符 号 中 文 名 称 英文 名 称 S X 或 举例 & È 
the empty set (Odo RA ZÚ GO ) 的 集 S 


nonnegative integers set | N—(0,1,2,-j N,=(1,2,3, °) 
Z= { 


整数 集 integers set Z+ 表 示 正 整数 集合 


bet ) 
rational numbers set 由 全 体 有 理 数组 成 的 集合 EE 正 有 理 数 集 
实数 集 real numbers set 由 全 体 实 数组 成 的 集合 R" 表示 n 维 实 空间 
复数 集 complex numbers set 由 全 体 复数 组 成 的 集合 C" 表示 n 维 复 空间 
正 实数 集 positive real numbers set | 由 全 体 正 实数 组 成 的 集合 R- 表 示 负 实数 集 


PE system of the | 把 两 个 理想 点 十 co, 一 co 加 进 实数 系 所 得 的 集 亦 称 扩张 的 实数 系 
real numbers 


真 包 含 于 | proper inclusion BSA 表示 4 的 子 集 B 真 包含 于 A Ip BY FA CRAB 


不 包含 于 “| noninclusion 
真 包含 | proper inclusion 
ALLEE LL 亦 可 用 过 表示 


. AUB={zlxrE AV <€ B),#zEA8 Ab B 的 并 集 , 或 
i SB eue HOS A 与 B 的 和 集 


iB 


vi 
a 


非 负 整数 集 


| 


= SER 4—150,152;*** 


LE LC 


+ 


= 


R* 扩张 的 实数 集 


u 


亦 可 用 Un, Ux 
i€I 


Uier 等 记 法 ,其 中 了 
Ht | 表示 指标 集 


intersection Afs (else AAz€ B) HAS BAZE 


DA = A U A U = U An BEER Aon A, fÓ 


AHE unions 


- 
: 


集 
Jh nj Fi ni Ner 
诸 交 集 intersections 或 N 等 记 法 ,其 中 了 
] ier 
XA 为 指标 集 


, ERA 4 与 8 不 相交 , 则 4 与 B 的 并 集 4UB 称 为 


X 了 是 标号 集 4 到 集 族 {X) 的 一 一 对 应 
> 广义 直 和 Gia X), Hase bI B X N X, m 2 Rl 
X X X. 3EROS SEM OO 的 广义 直 和 
U A=U 表示 4 为 全 集 , 即 全 集中 所 有 元 素 + 都 属于 A | 亦 可 用 IQV 表示 


[uA = (z|z € UA x EA) BIA 4E U HT ÁR ABUS. | 亦 可 用 【 À 表示 . 曾 
有 序 偶 , 偶 (a b) e a ,b HA FE f INF ia B Ca b) 


有 序 元 组 elements of ordered (arsa, ,an) 称 为 有 序 ”元 组 22 
1:42**'** 3üg 


== a a R E MN. CNN 
笛 卡 儿 积 | Cartesian product Diac A,bC BWA A SS BBB RIL | 4xAXAX-…XA id 
ÁN MN. 3 A". 亦 称 直 积 


° € 


ñA = Ar N ALD N An BIER AA A, B 


generalized direct sum 


Ç > 


PE 


- 
MM 
~ 


X 
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E 
WE 
R 
Nit 
Gu 


中 文 名 称 T X 或 举例 


在 映射 下 元 素 间 的 对 应 符号 ,例如 ,整数 集 的 映射 
elements gr) = x? ARRA prH x? 


fi AB RA B 表示 f 是 集 4 到 集 B 的 映射 


映射 


的 f 的 逆 映 射 . ff 是 A 的 恒 等 映 射 


对 于 二 元 关系 RCOXXYJRReXXY—RONRIEBE | 亦 称 耕 定 关系 、 补 关 
BEER anti-relation 关系 系 


设 R 是 集合 4 tonne, CA, Mir] ÆR 
[ ] 等 价 类 equivalent class 的 等 价 类 , 它 是 由 4 中 那些 能 使 Ry 成 立 的 所 有 元 
X y 组 成 的 子 集 
j dd m—— 设 R 为 集 4 的 一 个 等 价 关 系 , 则 商 集 A/R 即 由 一 切 
1 等 价 类 组 成 的 集合 
用 Z A mA 表示 集 A 的 所 有 子 集 组 成 的 集 , 称 为 
设 f 是 集合 A 上 的 一 个 映射 ,BESE4, 则 了 也 可 看 成 
"TET Mu mo s 
TET BEER 


上 极限 superior limit limsup A, 表示 序列 An 的 上 极限 亦 可 记 为 lim 
下 极限 inferior limit liminf A, 表示 序列 A, 的 下 极限 亦 可 记 为 lim 


极限 lim, 表示 序列 A, 的 极限 
inductive limit limA, 表示 A 的 归纳 极限 


correspond between to 


to 


元 素 间 的 对 应 


3 
qn 


— 


BR 
RE 


亦 可 用 fr 1, fr 表示 
Ze At Bh Hi 


limsup 


liminf 


Imf 


归纳 极限 | 
射影 极限 projective limit JimA; 表示 A, 的 射影 极限 
ran f (E bü range f(A) — ranf .# fAKMA 到 B 的 一 个 映射 , 则 f(A4)〉| AIA RY gk ie 
i 为 映射 S 的 值 域 X ran( f) 
, 若是 从 集 4 到 集 B 的 一 个 映射 , 则 称 集 B 是 映射 


域 
ën, 设 f 是 集 4 到 集 B 的 一 个 映射 ,用 Imf 表 示 4 中 所 有 
š 元 素 的 像 构成 的 集 , 称 为 了 的 像 集 
tie, [amas sas: SRR ASB BSR, B PTER baeo 
: š 像 组 成 的 集合 f 10) , 称 为 上 的 全 原 像 


强 序 关系 a<b, a,bE A 即 集 A 存在 强 序 关系 


ka . . 表示 集 4 的 每 个 元 素 都 对 应 到 自身 的 映射 , 称 为 恒 | 亦 称 恒 等 对 应 . 亦 可 
得 等 映射 identity mapping 等 映射 记 为 e4 或 id A 


[63 亦 称 原 像 


e 


A 


1 


HRABRSI | embedding AC. B Ñ em AB 表示 A— B É Rx. A. mëi 


自然 映射 na 把 4 的 一 个 元 素 a 映射 成 它 的 等 价 类 [as DOLORIS 

uba CB) BER a=ube( BRR a 是 B 的 上 界 ,B 是 半 序 集 的 子 集 

Lbs CB) 4 二 Lbr(B) 表 示 a 是 B 的 下 界 ,B 是 半 序 集 的 子 集 
ord | 一 切 序数 的 类 | class of every ordinals 


à strong cardinal number — lm Ee 
K< 强 极限 基数 g RS limK ,其 中 天 为 正则 的 强 极限 基数 


of the limit 


em 


a 


R 


= 


Hi 
GH 


eo» 
Qc» 
© 


JUL 何 与 拓 B. 


JUL fij 5 H fh Geometry & Topology) 


S X 或 举例 
表示 自 点 4 到 点 B 的 直线 段 
angle Z AOB 表示 角 AOB 
AA Int FA directed angle 2 AOB 表示 有 向 角 AOB 


中 文 名 称 英文 名 称 


AB, AB |1BJ%E AB 


2 
中 
: 


“ 直 ” 常 略 去 不 写 


segment 


21" 表 示 21 BE 
21°13' 表示 21 度 13 分 
second 21"13'23" 表 示 21 HE 13 分 23 #b 


degree 


minute 


ABARIM AB. 当 AB BUE SRI HAZ" dem D OI 
AB 对 应 的 度数 


' 

e BE rad], rade 分 别 表示 1 HUE x SRE die SITAS 

o | me EE HX KART IE 
ameter 


NONE 


triangle AADC 表示 A. B.C 三 点 连 线 构成 的 三 角形 


Len 


a 


三 角形 
4 | 直角 三 角形 | right angle triangle A ABC 表示 直角 三 角形 ABC 亦 可 记 为 RtA ABC 
| CIABCD 表示 平行 四 边 形 ABCD 


平行 四 边 形 | parallelogram 
ca 


T r) ABCD 表示 任意 四 边 形 ABCD 任意 二 字 常 略 去 


rhombus | OABCD cog 2E ABCD 又 名 diamond 


circle | OO kB O | 
从 圆心 到 圆周 上 任 一 点 的 线段 称 圆 的 半径 ,常用 > 或 
radius | RR 表示 | 


Ka 


> 
jk 
BN 


2 过 圆心 作 任意 一 条 直线 , 圆 内 部 分 的 线段 称 该 圆 的 
直径 diameter 直径 ,党 用 4 或 DD 表 示 
i 周 长 perimeter 若 圆 的 半径 为 ，, 则 周 长 C = Zar 
平行 parallel AB// CD 表示 线段 4B 平行 于 CD 


不 平行 non-parallel AB ICD 表示 直线 AB H CD 不 平行 
平行 且 相 等 | parallel and equal AB // CD 表示 线段 AB 与 CD 平行 且 相 等 


直 perpendicular AB | CD 表示 线段 AB EB T CD 
congruence AABCLADEF 表示 人 4BC 全 等 于 人 DEF 
similar AABCOADEF KIR ARC 相似 于 和信 DEF Lo ew 


HP 
Kai 


中 


4R 
Ëf 
Ku 
© 
NS 


Gi 
SS 


because “代表 “因为 ”二 字 
therefore 代表 “所 以 ”二 字 


因为 
所 以 


等 角 多 边 形 | equiangular polygon V ABE 表示 等 第 多 边 形 ABE 


| 等 边 多 边 形 | equilateral polygon LAB“ E 表示 等 边 多 边 形 ABE 多 边 两 字 可 被 省 略 
dnchabanche 平面 和 平面 8 相交 于 直线 MN 所 成 的 角 
gp | T 顶点 是 P. 底 面 多 边 形 是 ABE SEE 


上 底面 是 多 边 形 4B…E, 下 底面 是 多 边 形 4 B…E | KH EKRA 


prism 


的 棱柱 和 此 记 法 类 似 
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ZS 
HE 
ER 
di 


符 


ar SC 表示 AABC DRÉI Saa 表示 某 个 球 冠 的 面 NEMEN 
体积 volume V parc 表示 三 棱锥 P-ABC AAR Vinee 表示 某 个 
i 拟 柱 体 的 体积 


distance 1481| 表 示 A.B 两 点 间 的 距离 或 AB 线段 的 长 EES 
ER 
余弦 
正切 
余 切 


KE 
S 
V 


sine sin 工 为 工 的 正 纺 函数 NNNM 
cosine BEE es 


sin 
COS 
tan 


w 
SS ? 


vers ER versedsine vers z Xj = HIER PS vers r=]— cos z, W 
已 不 用 
P M versedco- covers z X x BA RM P dessin 
. : F fih = ff PR AI XZ BH 
f -th = 
Ge sn ` 2 to the m-t oki eee 函数 的 m 次 方 的 表示 
法 类 似 
— RRR XE principal value of inverse E z| -和 <y< 卫 | 一 般 值 表示 成 
SIDE 2 2 Arcsinx 
Sagan RREN principal value of inverse NE 一 般 值 表示 成 
cosine Arccos x 
€— 反正 切 主 值 principal value of inverse MR | d 一 般 值 表示 成 
tangent 2 2 Arctanz 
SE lue of | = = 
m RAIEN principal value of inverse E 般 值 表示 成 
cotangent Arccotr 


ean 反正 割 主 值 ` value of inverse jeden | ewen, H sd x ond 
principal value of inverse A e a, 一 般 值 表示 成 
arccsc = RR A + ë NAR y=arcese x | 2 XL yX 2" 且 sen! eege 
T 周期 perlodic fGT TO — fa), T 为 最 小 正 周 期 .了 =x 表示 以 天 
为 周期 
Z, yz fi FJL | Cartesian coordinates cn fF F er K r= zez + ye, c ze. 组 成 范 化 正 交 右手 
坐标 系 
ITT 圆柱 坐标 cylindrical coordinates 圆柱 坐标 与 笛 卡 儿 坐 标的 关系 为 MEN 
I= PCOSY, y= psin@, z —z 
球面 坐标 spherical coordinates NEM 
印刷 常用 黑体 a. BE 
H 


sin 


PR [B] * ba 22 UE p KARA 
r-—rsinÜcosg, y —rsinÜsinQ, z=rcosé 
常用 X, y, z 或 X1:225X3 XR f + JL AB te Dt a= rer 
十 yey 十 zez, 简 记 为 a= xili 


a 


module of a vector (ab- | DAMM, a, 立 的 模 依次 记 为 | 了 |, lal, lal. EMEN 
(绝对 值 ,长 度 )| solute value, length) ` | 向 量 的 大 小 称 为 向 量 的 模 
mie vector e—a/|la| 表示 a 方向 的 单位 向 量 


A 

Crs Cyrz EE unit vector on the Carte- | [O;i, j, k] RIR AMR; [Os er, ey, e; ) 3o HH Er 
i, j,k ge sian axial coordinates 架 , 其 中 OO 为 坐标 原点 ,i, j,k,er,ey,e: 为 基 向 量 
EO |] RB a 的 | Cartesian component of | it a=—a,+a,+a., E rR az= ze+,a,= yey a.— ze. 称 
paar iris i EK JL4¢ | a vector a 


为 向 量 a BY $ë = )Lr Bt 


标量 积 或 数量 | scalar product, inner | “° b = a,b, + a,b, + a,b.; 亦 可 表示 成 
FA. 98. 点 积 | product, dot product aub 本 Sa;b;;a ` a = a2 = jal? (a,b) (a,b) ,[a,b] 


A 


BC 


0.9 
„å 
€a 


a ° b zk ab 
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dl A 5 P$ 3 


ne Kh 市 | axan "EN 


a X b jé3E ET a.b 所 决定 平面 的 向 量 , 且 
(a,b.a X b) = K É J& # FR. la X b| = 


D 人 人 人 omen 
|a| |b|sinC a, bo, HH Ca. b Oo 表示 a,b HRA 


回 量 积 、 
外 积 、 叉 积 


. vector product, exterior 
axb 


product.cross product 


Mos Re | HE abe MIRA Be OS abe 三 向 量 为 邻 边 | 亦 可 表示 成 
a> (Xe) d : 组 成 的 平行 六 面体 的 有 向 体积 (a X b) +e 


p E a 


: a = a= e 3 
seis TE A K T A 
离心 率 


yO F 
ANN AY " E 


b semiminor axis mm ER A = 1(a > b) tF .b RAK ah NNNM 
VW [5] E zs |ü] tensor product of vector | Æ V fin HE] BS lA]. W Æ m HEISE [B| , JiJ V Go W 
BKE FR spaces En X m 维 向 量 空 间 的 二 阶 张 量 
设 V 是 nn 维 向 量 空间 ,其 对 侦 空 间 的 二 阶 张 量 为 V*， 
TEIE KERV =VO-OVOV G-GV: 
rey J 
的 元 素 称 为 (r,*) 型 张 量 


W V.W d&SE.V © W = F(V.WO/RO LW) Fg V ,W 


的 张 量 积 
d E L aya 二 阶 张 量 T 的 


Cartesian component of A 
T=T ,. ter I Ps + nen a Gee TG u 
Au Tui Ti f F JL HE m j ü Së * | j : pip 


二 阶 张 量 积 | tensor product dyadic | Pl — Br R T 5j S JSK S £8 TOS 是 具有 分 量 TS 
或 并 矢 积 product Su 的 四 阶 张 量 


def 
的 内 积 E (T,S)x —= STySp 的 二 阶 张 量 
j 


tensor product of groups 


inner product 


T `a 表示 二 阶 张 量 T 与 矢量 a 的 内 积 . 它 是 具有 分 
ROT, je 27 ja; 的 矢量 


A BON KB 
的 内 积 


Inner product 


T :S$ 表示 两 个 二 阶 张 量 T 与 $ 的 标量 积 . 它 具有 标 
def 
BO:5——XXTgS, 

PO) 


pr t Pl 


= T perspective correspon- 
Log 


projective correspon- 
BP OI 
A 射影 对 应 dence 
| 


不 分 离 nonseparation 


scalar product 


点 列 s(A,B,C,…) 与 线束 SCa.b,c,…) 是 透视 的 , 记 
H SCA, B.C A SGisbscsrm) 
# |z] [ z' 是 两 个 一 维基 本 形 ,. 则 它们 之 间 的 射影 
对 应 记 为 [xj 入 [x J 
点 ALB 与 点 C,D 是 分 离 的 , 记 为 A-B+C.D 
点 4,B 与 点 C,D 是 不 分 离 的 , 记 为 A.B CD 


Ws = uo", 是 天 的 生成 复 形 ,上 wow, Æ LB 
ERRE. sx t 一 vor Wor was E OE sxt 
和 它们 的 面 组 成 的 集合 是 一 个 单纯 复 形 , 称 为 K 和 工 
MEK iA K x IL 


曲线 或 曲面 的 参数 方程 写成 向 量 的 形式 ， JI Ef X PRT 
(iz y a), G) RE u] E PR Cr GO 的 导 问 JE lol aR Sx 


BL, AAT LAME s 为 参数 的 导向 量 表 示 成 rs) 


ib ro) 同上 , 若 r() 在 上 处 的 改变 量 Ar = Ade 十 
o( At) CA 为 固定 向 量 ), 则 称 A A rt) 在 上 点 的 微分 


亦 可 记 为 JOK.L) 或 
KJL 


In] Et pe AV vector function 


n 阶 微分 n-th differential 


Zi r(u,y) = LEUR, DÄ, yu v) ,zCu v2) , Bl] 
tial derived dx aya 
偏 导向 量 r rav) = | 了, 了 之, 了 亦 称 偏 导 矢 
是 r(u,v) 关于 的 偏 导向 量 
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mm TG) FG) HR C 在 一 点 处 的 单位 切 向 量 , 其 | e ac) 


中 :为 曲线 C 的 弧 长 参数 


unit tangent vector 


š agri) Se? s s 
N(s) 主 法 向 量 principal normal vector NGS FC) | 表示 曲线 C 在 一 点 处 的 主 法 向 量 ， 亦 可 表示 成 BCs) 
N(s) 指 问 曲 线 C 凹 人 的 方向 


rotation index 


n 


k 曲率 
挠 率 是 表示 空间 曲线 扭 焉 程度 的 量 . 找 率 的 绝对 值 

r GE torsion K i EE ESI 3 WJ $ UE EE 
度 小 . 平面 曲线 的 挠 率 为 0 
WT Qz # C 是 平面 简单 闭 曲 
曲面 r = r(a,v) 上 一 点 P(u,u) 处 的 单位 法 向 量 式 中 各 量 均 在 (u,v) 
对 曲面 r = ru,v), 其 第 一 类 基本 量 分 别 为 


副 法 向 量 B(s) 二 T(s) X N(s) 表 示 曲 线 C 在 一 点 处 的 副 法 向 量 E SE 表示 
线 C 在 书 点 的 活动 标 架 或 弗 雷 内 标 架 
曲率 是 表示 曲线 弯曲 程度 的 量 . 曲率 & 越 大 ,曲线 | 
FIIIIIOKILIIS um 夺 曲 程度 越 大 ,曲率 小 ,曲线 弯曲 程度 小 dob d 
I / we | kds 表示 平面 闭 曲线 C 的 旋转 指标 , 它 
d 旋转 指标 是 曲线 C 的 切线 像 (r — T(s)) 在 单位 圆周 上 环绕 的 | 线 , 则 i: = 土 1 
"T 
= Figs FS BA. ru r. n HK PF. t 
[fs X r, | 成 右手 系 
E = r, * r, |, F = r, * r, ,G = r, E. 
Bij — r; * r; (2,7 = 1.2) 


E> 0, G> 0, 
EG — F2 > 0 


第 一 基本 形式 是 正定 
的 , 它 决 定 曲面 的 内 
Zi PE RR 


fundamental quantities 


of first kind for surfaces 


first fundamental form 


I = Edw? + 2Fdudv + Gdv? 
of a surface 


fundamental quantities | 对 曲面 = r(x,z) ,其 第 二 类 基本 量 分 别 为 
L,M,.N,Li; of second kind for sur- L = Fuu ° n,M = Fu P n,N = Tuy * Rn. 
Lij = r;; * n (í.j = 1,2) 
" second fundamental E = Ldu? + 2Mdudv + Nd? 
form of a surface 
S P ym. A] Y z E 
kn normal curvature "S TM a 的 法 截 线 曲 率 可 作为 曲面 在 其 绝对 值 相等 


total curvature 


K. = ['cods 表示 曲线 C 的 全 曲率 | 


法 曲率 
wa 


relative total curvature 


K 一 hks 表 示 曲 面 $ 在 点 P 的 弯曲 情况 . 曲面 上 的 点 | 亦 称 高 斯 曲率 . 式 中 


可 按 总 曲率 的 符号 进行 分 类 .天 > 0 的 点 是 椭圆 点 ，| e 为 其 对 应 的 主 
K 过 0 的 点 是 双 曲 点 ,K = 0 的 点 是 抛物 点 曲率 


表示 曲面 S 在 点 P 的 平均 曲率 亦 称 中 曲率 
对 曲面 r 一 r(u,v), 其 第 三 类 基本 量 分 别 为 ”+ 


e = Rn, * hys] = n, * n.,g = n. Nn, 
JR AY UR BL jai 


Gaussian curvature 


mean curvature 


fundamental quantities 


of third kind for surfaces 


曲面 的 第 三 | third fundamental form 
基本 形式 of a surface 


第 一 类 克 里 | Christoffel symbol of the 
斯 托 费 尔 符号 | Ist kind 


I = dn +: dn = edu? + 2/dudv + gdv? 


| 


| k } = 1 d gi; Jg el 


Bij , HBri Za 


E 1 
k.i|— — 
au 2 | ax* ax ax 


亦 可 表示 成 DU = 
ef, al, DE hRS Zä 
系数 


其 绝对 值 相等 


dz: ax! Ari 


Hil 4h tH | geodesic curvature 曲面 $ 上 的 曲线 C 在 某 一 点 已 的 切 平面 上 的 投影 线 
的 曲率 可 作为 曲线 C 的 测 地 曲率 


指数 映射 exp:7TPz 一 > 是 曲面 上书 的 切 平 面 Tr» pi 
切 向 量 与 曲面 $ 上 点 的 对 应 关系 . 若 "E Trp, 过 卫 沿 


v 的 方向 作 测 地 线 C, 在 C 上 取 点 M, 使 = |v| , MI 
expv = M 


JU fj 5 FR H 


在 曲面 $ 上 过 一 点 已 作 以 单位 切 向 量 x 为 初始 方向 的 


测 地 线 C:z — uls) v = o (s) , 测 地 线 C 在 已 点 的 挠 率 


称 为 曲面 3 在 PP 点 关于 a 方 同 的 测 地 搁 率 
coordinate neighbor- 


以 曲面 S 的 单位 法 向 量 (u,v) TE DS e E PRK, US 


geodesic torsion 


单位 球面 57, 高 斯 映射 让,S 一 5S? 是 曲面 5 与 相应 的 | 亦 称 曲面 的 球面 表示 
球面 S? 之 间 的 对 应 关系 


Gauss map 


deg 人 一 卫 X(S) 表 示 高 斯 映射 度 , 它 由 曲面 拓扑 所 
决定 ,其 中 Xx(S) 表 示 欧 拉 示 性 数 


U a SEAR IG MM 的 开 集 ,8 是 微分 流 形 Us 到 R" 的 开 
+ # BJ |F] EE 
UNVA geo doo! ER" BJ JF f $Ë N 
V) APU N V BJ C^ 微分 同 胚 . 称 (U ,9) AV ,yw) 
SC" 相 容 的 


高 斯 映射 度 | Gauss mapping degree 


1 
(LzxY),=lim radi Voc Y»? 
Lie derivative Pu 


d 
=, (0-20 Yoc) Lee 


Ric 
5L, 


亦 称 第 二 类 克 里 斯 托 
费 尔 符 号 


Riemannian curvature 


Ria = Th — Th DISP — Th Th 和 Rim = Rh, 
9 Kk 均 称 为 歼 曼 曲率 张 量 

Ric(X,Y) = XRG;,X,Y ,e) , Bl E 4 tle sk Et i — 
个 (0,2) 型 张 量 场 . 由 对 称 性 知 


L 
m RicCX,Y) = Ric(Y,X) 
1 
C; = Riju — ——z (Raga Raga +t Riga — Raga) 
conformal curvature ten- 7 d n—2 7 7 
Cu 共 形 曲率 张 量 SEN 
sor $ 
Cho LD) Gd) 63817 Bug A) 


S Í c - 
# AS CM) , D 
dw,;2.d(w, A wz) = dej A e; + C— Dv, A de»;3. # S € ACM), W df 


外 微分 算 子 | 
W #2 f € AM). MJ ddf) 一 0 洽 是 7 的 微分 
Z^IOM , R) 光滑 p KA | space of smooth p-closed | Z(M, R) = (e| w EWIE M LEE p IK BDEXX X 
i 形式 空间 differential form RIG p 次 闭 形式 空间 
BrCM,R) 光滑 p 次 恰当 | space of smooth p-exact | B^(M,R) = {wlw BRB M 上 的 光滑 p 次 恰当 形 
: 形式 空间 differential form st} 表示 光滑 户 次 恰当 形式 空间 
de Rham cohomology 亦 称 第 pm e ROB 
P 
EE 上 同调 空间 


表示 流 形 M 的 第 p 个 德 ， 拉 姆 上 同调 群 . HCM, R) 
group 中 的 元 素 称 为 同调 类 


f 
W. M E n HE CT LIB (TM) S M rir C qn By 
仿 射 联络 


tensor 


里 奇 曲 率 张 量 | Ricci curvature tensor 


亦 称 外 尔 张 量 


对 于 任意 wiywz € A?CM):1.dlw + w) = do, + 


exterior differential op- 


erator 


空间 .M 上 的 仿 射 联络 是 指 映 射 V:T(TM) X 
POM) 一 POM) ,满足 四 条 公理 


affine connection 


令 PEM,XPETpGCU).Y 为 M 上 的 C= 向量 场 . 定 
X Vaf = Ya "Lena 


K(X,Y) f& R M fE 
P 点 的 高 斯 曲率 


对 任意 两 个 不 共 线 的 切 向 量 X.Y € TrM, 
"a R(X,Y,X,Y) 
a g(X,X)g(Y,Y) — [g(X,Y)] 


sectional curvature 


N 


R(X,Y)Z = Vx(VYZ) 一 Vy(V xZ) 
— Vexy]Z (X,Y,Z TOM) 


Ar= es =Í Ve gS) 


Ce drj 


AOV o) dÉ— PES]. (V ,w) 的 自 同 构 的 全 体 构 成 
群 GL(V) 的 一 个 子 群 记 为 SP(V o0 ,特别 地 ,标准 辛 
28 ECK”, w) H A ARRA Spn, K). Æ K =R, 
则 把 S,(2n,K) WWA Spn), FRA 2n 维 辛 群 


curvature operator 


拉 普 拉 斯 - 贝 
尔 脱 拉 米 算 子 


7 


Laplace-Bertrami opera- 
tor 


symplectic group 
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energy 


体积 元 
符号 条 件 同上 , eco = +a fl: 


微分 流 形 M 在 PP 点 处 的 全 体 切 向 量 的 集 记 为 TpM，| TpM 是 实 dimM 维 向 


energy density 


流 形 的 边界 


Te M H] 23 [8] tangent space 


称 为 M 在 P 处 的 切 空间 量 空间 
Farf | 在 一 点 处 | ent map ata point | 六 MAN 是 可 微 映射 ,rz:TPM — TruoN 称 为 可 | HF He BOF AB. NW 
J«Psil 的 切 映射 angent map at a poin 微 映射 在 已 E M 处 的 切 映射 v P € M, f. p BAW 
hs IU EL tangent bundle of mani- | (CM,z,. M) 称 为 微分 流 形 M 的 切 丛 ,简称 LM AM 
TM 流 形 的 切 从 fold 的 切 从 
"HM I num 若 f:M 一 N 是 微分 
"T 设 f.M N RUE M SIN 的 可 微 映射 ,Tf/:TM 一 | Ë Pu e 
Tf H] gk St tangent map TN 称 为 上 的 切 映 身 idee Tf:TM — 
| €.» Sp Bi n HE. E BEI] EL A T ECE) DEC) — BON | a BRAKE x m 
gl Geer We E E 自然 投射 EODEM, Z, D En T kA, FR | 由 对 角 映射 rn, B 
dii 为 与 了 的 惠 特 尼 和 x B 决定 的 诱导 从 
- e= (E,r,M) 是 2 维 定向 向 量 丛 , 则 零 截面 的 自 交 | 4 6— TM EXC 就 
Ee dE SE 数 称 为 向 量 从 E 的 欧 拉 数 是 M 的 欧 拉 示 性 数 


orthogonal component 表示 分 向 量 场 U(z) 与 测 地 线 7Y 正 交 的 分 量 DA 
normal space 表示 M dE z 处 的 法 空间 , 正 交 于 切 空 间 TM 
normal connection XM ES, NV HARM 上 的 法 联络 


表示 R(X,Y)Z 在 M 的 法 从 N(M) EMR. PR 
是 应 的 曲率 张 量 


A. lA 闭 包 te 包含 4 的 所 有 闭 集 的 交集 称 为 4 的 闭 包 ， 
bCA).BdA = boundary 亦 可 记 为 A°,3A 


EERS A 的 最 小 闭 集 
界 A 的 全 体 边界 点 组 成 的 集合 称 为 A 的 边界 
-" ; nei : U(a,.0)— (rla—8«x«a--9MER m a 的 65 邻 域 点 a 
EE EE 
/ as ) N 邻 域 | 


拓扑 空间 TOU 设 X,Y 为 两 个 带 有 基点 的 拓扑 空间 . zu, ua 分 别 为 
XVY weage Sum ot tOPOIOBI- | X.Y 的 基点 . 子 空间 XX (yo) U (zo) x YC X x Y 
XAY 


orthogonal projection 


DEI SI cal spaces HO X Hl Y 的 棉 和 
商 空间 X x Y/X v Y Sj X,Y 的 碎 积 


拓扑 空间 smash product of topo- 
DI RE FR logical spaces 


V, = { (el $€2 4 *** ,€4) le; € R" , e; *€j;-—— ij. 1 ECL JS. 
Vad Sr 25 A8 ON WLI Stiefel manifold hk} HER" X + X RRA) 的 诱导 拓扑 之 下 ,Vi 为 一 
设 (X,d) 为 度量 空间 ,a € X,s > 0,B,(a) = Ix € 


Be 2 M i B . 
(a) JF EK open ball X d(a.z) « e) BHD a gpl e FER aR Ay id X B(a,e) 
: 设 (X,d) 为 度量 空间 ,a € X,e 0, B.Ca) e 
€ 4 S " Jl B 9 
Bela) 闭 球 closed ball X |d(a,z) < e) 称 为 以 a 为 中 心 的 e 闭 球 亦 可 记 为 B(a,e) 
oe: . 设 MM 为 度量 空间 (X,4d) J f E, 定义 AM = er? 
SE RGS VE sup(d(z,y)|z,y € M) BOSE M 的 直径 TOREM 


I ; 集 4 的 全 体外 点 组 成 的 集合 称 为 4 的 外 部 ， 
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符 号 


Ind X 


im (LN Ae, A} 


M 
Cpe e o 


E” 


H, 


< 


n 
` 
H n 


Ud BETTE 


中 文 名 称 


大 归纳 维 数 


小 归纳 维 数 
逆 极 限 


同 伦 


[E] E£ 
范 


n 维 欧 氏 空间 


n 维 射影 空间 


n 维 同调 群 


n 维 上 同调 群 


上 同调 群 


英文 名 称 


large inductive dimen- 
ston 
small inductive dimen- 
sion 


inverse limit 


homotopy 


homeomorphism 


n-dimensional Euclidean 
space 


n-dimensional projective 
space 


n 维 球面 n-dimensional sphere 


n-dimensional homology 
group 
n-dimensional cohomolo- 
EY group 


n-dimensional Cech co- 
homology group 


n SÉ DIS n-dimensional Cech ho- 
同调 群 mology group 


A ft 与 H Fp 


亦 称 布 劳 威 尔 - D A 
维 数 


亦 称 门 杰 - 乌 雷 松 维 
数 


亦 可 记 为 limxX。 


E 义 或 举例 
这 是 在 正则 空间 中 利用 归纳 法 定义 的 维 数 , 若 空 间 
X.Y AK, WW Ind X = IndY 
xx JE TE 1E WN 2 [B] rH RI FR US EL IAS EX) ES 
X,Y AH. M] indX = indY 
wi A{X..78,A) RR 


X 内 所 有 包含 4 的 西 集 之 交 称 为 4 的 凸 包 络 
E f,g:X—Y 都 是 连续 映射 ,T= 一 [0,1], 且 存在 连续 
映射 HX XI SY ERM Br z€ X. Hr, = 


fa) Ata 1) g(r), Wl f, g MAR 46 BR B] OD 
f-giX-Y 


[u] 


这 里 HEKA SA g 
的 一 个 同 伦 或 伦 移 


f:X— Y EIR, A f 的 逆 映 射 连续 , 则 称 PON | 亦 称 拓扑 映射 .拓扑 
同 胚 , 亦 称 空间 和 5 Y RIA Xo Y 变换 
| xz 站 表示 赋 范 空间 中 > 的 范 数 或 实 空间 中 向 量 e | 欧 氏 空间 的 向 量 x 的 
的 赋值 . 10 29 || @ || 长 度 概念 的 推广 
二 {riyxz ,Xn) |z; ECR) Hl E PF E 

亦 可 记 为 R” 


域 正 上 的 二 维 射影 空间 常 记 为 RP", 简 记 为 P", 4 F 
是 实数 域 时 记 为 RP”; 当 FF 是 复数 域 时 记 为 CP". 若 
F 是 四 元 数 域 H. 记 为 HP" 

S'—(z€R"'!i|z| =r} 


圆 S1 自身 的 次 拓扑 乘积 . 记 为 
T” = Si xS x «xS 


H,OK ,A) —Z.OK 20 / B,CK , AY BOE. K B A 
为 系数 群 的 有 维 同调 群 

H"(OX,A) -Z"(K,20/B" CK A) KBE K VJ) AC 
系数 群 的 nn 维 上 同调 群 


H "COX) — linyH" (Nw) GS. X BJ n 维 切 赫 上 同调 群 


` 


H n( X) = limH,CN i) 表示 X Bn HE UL d [n] 35] BE 


-dimensi h 


悬垂 同 态 Em, CS") a eg CST, 4 nk D 
为 同 构 , 称 为 球面 的 第 & 个 稳定 同 伦 群 


悬垂 同 态 亦 称 同 纬 像 


斯 廷 罗 德 
Tus 


复 形 的 网 径 


sa 
sq mE y fe Steenrod square 
方形 运算 


Steenrod power 


cup product 


cap product 


exterior product 


mesh diameter of a com- 
plex 


Sg‘ (z, y) = PELO (y) Bl x BS REP BIE 
运算 
Spy) Au FOOD Bl > 的 斯 廷 罗 德 p 次 
Tis 
zl 了 zs 表示 zi 和 zs WER 
zl 个 z2 表示 zl 和 zz 的 卡 积 


表示 微分 形式 w,7 BJ PEAR, w A = Ar pe COY). 其 中 
Axr+1 是 反对 称 化 算 子 ,w EXE IDE LIKE 
A9 E (¿+ D) IK PX B: 
单纯 复 形 K 中 诸 单 形 直径 的 最 大 值 称 为 复 形 的 网 
4 , BN mesh—max ( |z—y| |z, y€ a) 


JR] id Se, 


设 f. Sn—= 是 映射 ,a 是 OH, CS AE RI I| f£. (Ca) 
= pa. 其 中 整数 o 称 为 了 的 映射 度 . 记 为 o= deg( f) 


亦 称 拓扑 度 , 又 称 布 
劳 威 尔 度 
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^^ 


E 


: | 


^ F Xx 4 英文 名 称 
continuous function 
连续 函数 空 | ewe 


VAM 
空间 
旋 次 可 积 integrable function space 
SEET of order p 
C" 2E p 3X C 
射 


z class function space 


号 
C 
L^ 
C" 
Ch 


function of class CU" 


I 


C 


Ke uxo 


C™ mapping 


i 


本 性 有 界 bounded 


AY D: ES 


essentially 


2 


function space 


T; Jt BR N 


Hausdorff space 


`~ O 
8 Me 


希 尔 伯 特 空间 | Hilbert space 


U 紧 致 开拓 扑 


X 


Y functional space 


K compact open topology 


H 


表示 所 有 连续 函数 f > Y 的 集合 
Nk. = (f:f(K) CU) RPKCKX BRUCYR 


S X 或 举例 


Cla, ]d&z5 La ,b | F 3 BE eG c L 
L*(Q, By Achten pzz 1) Few EZ AO, Z, oi E n] 
测 而 且 zp Uc np EUSEB zm 


C"[a,b](co2 nz D Ela b] E n 阶 连 续 可 微 函数 的 
全 体 


对 于 所 有 r, pw / 是 C" 类 的 . 亦 称 f 是 光滑 的 


WN 是 微分 流 形 下 一 人 OO) 一 


WV) 是 C 的 .U,V 5r 3l dk W , N 的 坐标 邻 域 


LN, B, ORT Q 上 (关于 OAA A uj M A g 
全 体 


设 和 为 拓扑 空间 , 若 和 的 任意 两 个 不 相同 的 点 都 有 


不 相交 的 开 邻 域 则 称 X 为 豪 斯 多 夫 空间 


P r= (risat), y = (yi yar). zy E R”, EM 


d — AJ 3j Gi y)? WR” d) 称 为 希 尔 伯 特 空间 


& it 
IRER T 空间 


5 


开 集 


ea je =ë |a] X 的 子 集 


一 个 空间 X 中 的 CW ELE Rh E A) 81 RAA sp 35 


拓扑 两 项 条 件 的 胞 腔 复 形 


WHE 55 |=] f& weak homotopy equiva- 
等 价 公理 lence axiom 


E f :X 一 了 是 弱 同 伦 等 价 关 系 , 则 


foe Rn(X 520) > ELO! , f Gn) 是 同 构 


AZ XLEBHABSAEESUERG | - 


dem X 上 复 向 量 从 的 所 有 稳定 等 价 类 集合 
表示 X 上 四 元 向 量 从 的 所 有 稳定 等 价 类 集合 


R(X) K St K-group 
Cp Lë eem 


表示 由 半 群 的 同 态 OS 一 K(s) 诱导 的 abelian fif 


KOCX) = KO(X) @ KOC(xo)) 


流 形 的 协 边 


cobordism of manifolds 


定向 协 边 群 


— A 


oriented bordism group 


bordism 


unoriented 
group 


MO, 


非 定 向 协 边 群 


MO 


: graded commutative al- 
分 次 交换 代数 | Fre 


* 


oriented singular bor- 


MSO,CX , A) 


dism group 


MSO (X A) 分 次 右 模 graded right module MSO.,(X,A) = XMSO,(X, A) ERR 


非 定向 奇异 | unoriented bordism 
MO,CX , A) | 


分 次 模 graded module 
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K(X) = R(X) OKU) 


KS,(X) = RS,(X) @ KS,({z0}) 


边 流 形 W Sma WM, x (0) U M; X (1), 


则 称 Mi 与 M; 协 边 


表示 (X , A) 中 定向 奇异 协 边 类 的 集合 


MSO,CPt) = MSO, 


表示 增 广 同 态 s. :MSO,(X) MSO, (pt) 的 核 


表示 (X,A) 中 非 定向 奇异 协 边 类 的 集合 


MO.(X,A) = 3MO,CX,A) 


表示 所 有 非 定向 协 边 类 的 集合 亦 称 Thom 群 


代数 学 (Algebra) 


Ymax — a 表示 y 的 最 大 ( 极 大 ) 值 等 于 a 


最 小 或 极 小 minimum Ymin =È 表示 y 的 最 小 ( 极 小 ) 值 等 于 b 
! 阶乘 factorial ! 
. (2n)!! = 2*4*6-*-** (2n); 
product of the z-real 例如 ， 
(a), numbers by the begin- a 为 实数 ,n 为 自然 数 
ea (V2 y= 2 (V2 -DCY 2 922€. 2 +3) 
ep x n | 二 项 式 系 数 ，| binomial coefficient, | 表示 从 了 个 元 素 中 每 次 取出 p 个 元 素 的 所 有 不 同 组 
5 P 组 合 数 combinatorial numbers 合 的 总 数 
PLORA. 选 排列 selections permutation mc PST MC TEMPI T Ras UN 
P 或 A, 全 排列 all permutation Py» = m! 
: ra combination with repeti- AEN lm som 191 
FD, 重复 组 H tion H. reer n! (m TA 1)! 


permutation with repeti- 
tion 


circular permutation 


symbol of complex num- 
ber 


imaginary part of z 


U: 
m 
R; 
m 

1 


modulus of z 


argument of z 


_ conjugate complex num- 
z 的 单位 . 
sgn z men signum z 


determinant of a square 


ERES 
matrix 


LIS pe eem] 
A 的 转 置 矩 阵 


A`! 
AT n 
A290 


Amxn 
或 Cas) woo 


transposed matrix of À 


nonnegative matrix 


positive matrix 


nonincreasing vector 


Ur = m", BI J, mF RRE HEL n ER Se "m 
许 重 复 排列 的 排列 总 数 AE COS MS, 


P” 
— = O(n — 1)! (m < n). 4m = nB , R” 一 


n 


Gn — 1)! 
i= V—1 (= 1) 
z 二 a 十 负 即 实 部 为 4, 虚 部 为 5 的 复数 


亦 可 用 Rio 和 R^, 
分 别 表 示 平 面 环 排列 
与 空间 环 排列 


电工 技术 中 常用 ] 


——— 


Rr = 


7n 


z=a-+ bi (Im z=)) 


z=a+bi (jz|= Va?-4- 5?) 
4 一 argz 即 复数 z 的 辐 角 为 ,0<9p «2n 


设 z=a+bi, M z=a—bi MW z B At $n 8 C 


z/|z| (z 0), 
0 (z = 0) 


JR] FH mod z 表示 


亦 可 用 z* 表示 


sgn z 一 | 


A 的 行列 式 亦 可 用 
|A| 表示 


范 数 有 各 种 定义 


W 4 为 方 阵 , 则 detA 表示 A 的 行列 式 


矩阵 A ANI BOW || A TICTECAA! 7 


An xn 表示 一 个 m fT n 列 的 矩阵 ， Can) 表示 G, J) 
JOR FE ai; W) m fT n $| kE EI 


K 示 主 对 角 线 上 元 素 为 di dios sdins 其余 元 素 全 


为 零 的 方 阵 

表示 主 对 角 线 上 的 元 素 都 是 1, 其 他 元 素 都 是 零 的 方 
阵 , 用 1 或 上 表示 , 称 为 单位 矩阵 

设 方 阵 ARITI |A| #0, W AAT! = A'A =], 
其 中 了 为 单位 方 阵 

把 矩阵 A 的 行 换 成 同 序数 的 列 ,得 到 的 新 和 矩阵 , 称 为 
A 的 转 置 矩阵 


SERRE 4 中 每 个 元 素 都 是 非 负 的 
实 和 矩阵 4 中 每 个 元 素 都 是 正 的 


ita = (4)1425°** san) Jt — 7S S [s] E. 若 Ay ss s... 
an 是 al,az a, 的 一 个 排列 且 满 足 ay = at Zee 
= a, , 则 称 a = (af saz vee yan ) 是 a 的 不 增 向 量 


亦 可 表示 成 À 
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英文 名 称 


major than 


设 w 一 (a,,a5.***,a,) B= (bi bo, D) 是 两 个 非 负 
SEI] gt WR ar S< br s af tat + = tates < 
bř I bz I KH | bii» a | a? | hé | a, = b) + b; 


+ +h. WE BEF e, i 8 e — B 


formula of sum of prod- 


ucts 


i i 


sum of elements of A 


A Bunga, un, Der A = X Daer? 称 为 
4 的 积 和 式 , 其 中 D>, EXT O2. m) AJ (1,2.,) 
的 一 切 映 射 o 求 和 
表示 和 矩阵 4 的 所 有 元 素 之 和 


eCA) spectral radius 
( 


(7,7) element 


ix A 为 n 阶 复 矩 阵 A VLL yA, 为 其 全 部 特征 根 , 则 
PCA) = max |X| 称 为 A 的 谱 半 径 


表示 符 阵 或 行列 式 第 i 行 第 j7 列 交叉 位 置 上 的 元 素 


JRERG.D 分 量 


algebraic complement 


minor 


A 


Wi 


adjoint matrix 


augmented matrix 


矩阵 单位 matrix unit 
方 阵 的 迹 trace of a square matrix 


在 一 个 行列 式 中 OD 元 素 的 代数 余子 式 


由 于 阶 方 阵 4 的 所 有 元 素 的 代数 余子 式 A; 为 元 素 所 | May A R adj A X 
VJ LI) n BTE ER CA; 置 于 第 7 行 第 : 列 交叉 位 置 上 ) | 示 


在 一 个 线性 方程 组 的 系数 矩阵 中 ,再 在 最 后 增加 由 
常数 项 构成 的 列 , 所 得 到 的 和 矩阵 ' 


GJ) 无 素 是 1, 其 余 元 素 全 是 零 的 矩阵 . 


亦 可 用 A 表示 


decl Ee SASH 
方 阵 A 的 主 对 角 线 上 所 有 元 素 之 和 亦 称 追 迹 


rank (A) kh PE ng BE rank of matrix 


MCE) fe" total matrix ring of order 
Ss ËCH | ， d 
HARD n 


矩阵 (不 一 定 是 方 阵 ) 4 中 不 等 于 零 的 子 式 的 最 大 阶 | 亦 可 用 CAD "E A” 
数 称 为 A 的 秩 , 零 矩阵 的 秩 规定 是 零 BR" A RK” 表示 
更 一 般 地 , 可 把 域 F 
换 成 任意 环 R 


域 i 上 全 体 n 阶 方 阵 对 方 阵 的 加 法 和 乘法 组 成 的 环 


AG b i PE ERR Se product of matri- 


direct sum of a square 


matrix 


A RJ E Tt $u, 
矩阵 


complex conjugate ma- 
trix of A 


Hermitian conjugate ma- 
trix 


É A= ancien, B = (b;;),x M mr X ns RE EE Di A 

5 B WRR. iH AG b 

Bt AK nk Gm E A RRR BE R A RE k A" n BT 

方 阵 Ay Aor 4, 而 其 余 块 全 为 零 的 分 块 , 则 称 A 

为 Ai, Ags A, 的 直 和 , 记 为 
A 


YE EB IE 4 f SET 7C 3E I LIE Va E br US 
A. 称 为 矩阵 A m Ed: gp e 


矩阵 A BJ Edu kE 4 的 转 置 矩 阵 4 , 称 为 A 的 埃 


亦 称 Kronecker 积 . 


Hermitian matrix 


Kronecker's delta 


polynomial ring 


n 元 多 项 式 环 


n-ary polynomial ring 


deg f(r) 多 项 式 的 次 数 | degree of a polynomial 


$, (x) 分 圆 多 项 式 | cyclotomic polynomial 


初等 对 称 elementary symmetrical 
Í 多 项 式 polynomials 


D,a) = Tl — £0 EEN 


| AR HSE I M 
Zar ASEH $6 ELE Su XB [EAT 相等 , 则 4 Sr 
为 埃 尔 米 特 矩 阵 | 

1 G=), n. n 
0 一 O 2602295 G ,k= 1.2, n) 


A RA SR EIU 1 , IJ 
HE = 1l 
an Xe RAFEL, 
则 规定 x? = 1,8 


Zur = mm 


系数 属于 环 RAAB CAS EI 为 x 的 全 体 多 项 式 ， 
对 于 多 项 式 的 普通 加 法 和 乘法 组 成 的 环 


系数 属于 环 R, ARAVA zy rest tn BARA 
T) 的 全 体 多 项 式 , 对 于 多 元 多 项 式 的 普通 加 法 和 乘 
法 组 成 的 环 


表示 多 项 式 f (>) 了 关 0 中 系数 不 为 零 的 项 中 最 高 次 项 
的 次 数 


亦 可 用 9°"f(x) 表示 


&; Eso) ^ n 次 原 根 
例如 ,Zz1,x2,x3 的 初等 对 称 多 项 式 为 :01 二 Xl 十 x2 二 


345,02 = TIZ2 + 2173 d XT2T3903 = TiT2T3 


highest common factor 


least common multiple 


亦 称 最 大 公 因 式 


首 系 数 为 1 且 次 数 最 高 的 公 因 式 


亦 称 最 小 公 倍 式 


首 系数 为 1 且 次 数 最 低 的 公 倍 式 


ii 


代 S 学 


符号。 | 中 文 名 称 英文 名称 意 义 或 举例 & È 


coprime 多 项 式 f(z) 与 g(x) 的 最 高 公 因 式 是 1 WW 
多 项 式 亡 (z) fa) v f GO $A BEA ABELIAN 


JQ F 上 所 有 有 理 分 式 f(x)/g(x)(g(x) 关 0) 关 于 有 
理 分 式 的 加 法 和 乘法 所 组 成 的 域 


分 量 是 G21 23 *** v Jt HER — 2A 91 B5 n JU [5] 3 


n ^r 38 1,25%** on 的 一 个 全 排列 z19129 "yz 中 反 序 个 
数 的 总 和 . 例如 r(231) 一 2,r(321) 一 3 


dtd dido 
即将 二 pO do i2 变 为 i3,… te 变 为 二 ,而 别 的 元 素 不 


Gi siti) k 循环 动 的 置换 


.| symb E 
ws [mamsem anal mmber of er enne (fi CARES | 


， = F 当 K 民 = 二 RR 时 记 为 R"， 
K" 向 量 空间 vector Space EL D MB Nemo r X K = CREA C, 
aw die 有 时 表示 成 了 


内 积 为 零 的 两 个 向 量 


亦 称 逆序 数 


orthogonal vectors 


亦 可 表示 成 
(a,W) = 0 


a vector cut a subspace 


KRE 间 中 向 量 a 与 子 空间 W 中 每 个 向 量 都 正 交 


orthogonally 


V; 5 V, E bk IS = qa] B9 Bj TS. AV , 中 每 个 向 量 
5 V; 中 每 个 向 量 都 正 交 , 则 称 了 ; 5 V, WER A 
间 f 

W 是 欧 氏 空间 V 的 一 个 子 空间 ,Wt 表示 VV 中 与 W 正 
交 的 一 切 向 量 所 构成 的 子 空间 
?是 线性 空间 V 的 一 个 线性 变换 , 子 空间 WW 对 9 不 变 ， 
则 8 在 W 上 的 限制 称 为 g 在 W 中 的 诱导 变换 


orthogonal subspaces 


orthogonal complement 


normal subgroup N ZG B]. N ERE G 的 正规 子 群 EE 
exponent of a finite | 设 G 是 有 限 群 ,使 a2" 二 1 (Y aC G) HR) ERR, 
G 
exp(G) ”| 有 限 群 的 指数 oi 称 为 G 的 方 次 数 
极 大 正规 maximal normal p-sub- 
G 


| LM 是 群 G 的 子 集 , 则 G 的 包含 在 M 中 的 所 有 正规 
M 子 集 的 核 core of subset 子 群 生成 的 子 群 称 为 M 的 核 


HcharG 特征 子 群 characteristic subgroup 群 G 的 在 GG 的 任意 自 同 构 下 不 变 的 子 群 


Sy, | 西 洛 p FH 表示 有 限 群 G 的 一 个 西 洛 p 子 群 ,其 中 p 是 素数 


x e 
be es 
e = 


W 
p 


jd 
|W 
< 


M 


Fit (G) TII "EPPEPTTTEPTEP 
RAG) ELE 代数 群 G JER AE B IEHUR TE 
x 


; 5 代数 群 G 的 最 天 连通 正规 可 解 子 群 


G = G, X G> xx G, 1 G = G, @ G2 C9 + 69 G, š ; 
KRR G 是 群 Gi, Gre G, 的 直 积 A be 


[X,Y] 李 括 号 Lie bracket [X,Y],(f) = X,(Yf) — Y, XI) EBENEN 
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群 的 直 积 有 内 外 之 


direct product of groups 


C9 x 
x 9 


G/N €2 F,r N E 5 N [HIS IE BL HE.G = FN, 
Jt rh F BS F AHK Tg. F N = (e) 此 时 G 称 为 


HKK 半 直 积 
N 与 五 的 半 直 积 


semidirect product 
CG Ce (G). IR 
center of a group 群 G 中 与 G 的 每 个 元 素 都 可 换 的 元 素 组 成 的 集合 n GES 


[a,b] 换 位 子 | commutato 群 G 中 二 元 素 a 与 5 的 换 位 子 是 指 G 中 元 素 | 换 位 子 亦 可 定义 为 
, M commutator a ib -lab,Bl[a,5] = a ib- lab [a,b] = aba- 15-1 


换 位 子 群 | commutator group 由 群 G 的 一 切换 位 子 所 生成 的 子 群 Se 
[A.B] A D BÉ commutator subgroup of | A, B ER GJ MAP TE. 由 所 有 换 位 子 [a,b (a€ A, 
| 换 位 子 群 | Aand B b € B) 所 生成 的 子 各 


(G: H), 


- THE HERG PARA) 陪 集 的 个 数 . 例如 ， (G: H) Uf E [B , t 
a E 子 群 的 指数 | index of a subgroup H= {0),02) CS (Spt H) = 3 可 能 无 限 


hr He fE | Frattini subgroup HE G 的 所 有 极 大 子 群 的 交 


mem ma MA EED A TEBO RARE TE ROM MIRA 
. | symmetric group of de- | iZ |M| = n, M) M ERM RRR) M 的 全 体 双 射 变 换 


| 
Gi 


对 变换 乘法 组 成 的 群 , 称 为 n 次 对 称 群 


n 次 对 称 群 5, 中 全 体 偶 置换 组 成 的 群 , 称 为 次 交错 PS 
alternating group 群 ,简称 交错 群 亦 称 交 代 群 
p p" S 


G = Ü Ga JEH G, 为 所 有 p^ Co 是 素数 ) 次 单位 根 对 


乘法 组 成 的 群 . 凡 与 G 同 构 的 群 均 称 为 poe 型 群 
B p 是 一 固定 素数 , 则 所 有 形 如 a/p"(n 为 任意 正 整 
数 ,a 为 任意 整数 ) 的 有 理 数组 成 加 群 , 它 对 于 其 子 群 
Z( 整 数 加 群 ) 的 商 群 (或 称 差 群 ) 称 为 普 昌 费 尔 加 群 
设 a 是 群 的 元 素 .使 "=e 的 最 小 正 整数 ” 称 为 “的 
阶 或 周期 . 若 这 样 的 7 不 存在 , 则 称 a 的 阶 是 品 或 0 


群 G 中 所 包含 的 元 素 的 个 数 .例如 ,153| 二 6; 整数 加 
# Z ABTA co, BD |Z| = co 


group of p°°-type 亦 称 半 循环 群 


Cl(p™“) | 普 昌 费 尔 加 群 


prüfer additive group 


< 
| 
=n 
- 
bo 
K 
= 
= 


亦 可 用 = (a) Xm 


群 G 的 阶 也 可 记 为 
的 阶 也 记 为 LG : 1] 


S = ; »*** Qn 
由 S 生成 GO 是 群 G 中 包含 子 集 $ 的 最 小 的 子 群 , 亦 即 G 中 包 o sit) 


的 子 群 E S 的 所 有 子 群 的 交 . 亦 用 (5S) 表示 an) 或 (al ,az，…，an) 


TorG TR T HE torsion subgroup 群 G 的 所 有 有 限 阶 元 素 组 成 的 子 群 , 称 为 G 的 扭 子 群 E NES 


(a) 循环 群 MET 由 一 个 元 素 生 成 的 群 称 为 循环 群 . 即 亦 可 用 (a) 表示 循环 


(a) — (**a7?,a7!,6,a,a?,*-.) 


cyclic group of order n 由 一 个 阶 为 n 的 元 素 生 成 的 循环 群 
infinite cyclic group 由 一 个 阶 为 无 限 的 元 素 生 成 的 循环 群 记 为 Coo 


EE B 同 态 映射 ,而 且 又 是 单 射 时 , 记 为 4 多 用 在 同调 代数 中 模 
L9 B w pA >— B 的 同 态 上 


order of the element 


元 素 的 阶 


° 


群 的 阶 order of a group 


generated subgroup by A 


2 


n 阶 循环 群 
无 限 循 环 群 


O 


| 
Los d J ^ 
+ 
a 
E E 


OO 


~ 


monomorphism 


surjective homomor- 


APER 4A 到 B 的 同 态 映 射 , 而 且 又 是 满 射 时 , 记 为 多 用 在 同调 代数 中 模 


: P 
phism A —>B ü p:A — B 
表示 集合 M 与 可 间 一 个 双 射 .例如 , 设 M= (1,2,3, 


uM = (234,6, 7) JU Pine in 是 双 射 
G ÄG ER p ÆR C 到 群 局 的 一 个 同 态 .有 时 也 简 记 


GG 


X 


在 环 或 其 他 代数 系 也 


射 
同 态 有 类 似 说 法 
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K S c 


Loser. wots = 对 环 、 域 . 模 等 代数 系 
d [n] gu isomorphism MEC EIN HRZ =, 
çO sk — R |a] fy 
元 素 的 像 image of an element 9 是 集合 4 到 已 的 一 个 映射 ,a € A 元素 4 在 映射 9 
之 下 的 像 , 一 般 用 pla) 表示 . 亦 用 a? ob ag 表示 


ÚW GE xn # TE (a41,05,***,0,) 上 的 置换 群 ,a EE (2, 
MG. = (glg € G, = a), BI G 中 一 切 使 a 不 动 的 | G. JE BE G 的 一 个 子 群 
置换 组 成 的 集合 


iG Hin TH N= {aa an) EWER ER, | or 是 Om] — TT £ , 
W aG = {asig EG H |G| = [G,[ + las | 


) 
End G 自 同 态 半 群 oe semi- | 群 G 的 全 体 自 同 态 对 变换 的 乘法 组 成 的 半 群 
automorphism group 群 G 的 全 体 自 同 构 对 变换 乘法 组 成 的 群 亦 可 简 记 为 AG) 


inner EE EEN G 是 群 ,a € G.,r,;:z > aza 1 是 G 的 一 个 内 自 同 构 ， | 亦 可 简 记 为 1(G). 也 
group G 的 全 体内 自 同 构 组 成 一 个 群 , 称 为 G 的 内 自 同 构 群 | fara! Sa lra 
HG HWA MH Aut(G) 对 于 G 的 内 自 同 构 群 
Inn(G) 的 商 群 , 称 为 G 的 外 自 同 构 群 


G. 稳定 子 群 stable subgroup 


ac 


set of image 


group of outer automor- 


Out(G) 外 自 同 构 群 


phisms 


right regular representa- | G 为 群 ,C 上 一 切 置 换 r, = | j (g€ G) 组 成 的 集 | RG) Æ G 上 对 称 群 
P 合 , 称 为 群 G 的 右 正则 表示 


Sale 全 形 S(G) 为 群 G 上 的 对 称 群 ,RC(G) 为 G 的 右 正则 表示 ， 
R(G) 在 SCG) 中 的 正规 化 子 称 为 群 G 的 全 形 


bü F F 248 n By ul 2: y EE %F38 A pR BS # PO BR F 
上 的 一 般 线 性 群 , 它 与 域 尺 上 的 二 维 空间 不 的 全 体 可 
逆 线 性 变换 组 成 的 乘 群 GL(V) 同 构 , 故 GLCVY) 亦 称 
一 般 线性 群 


GL (n, F) 
B F E nik RARER GL, 关于 其 中 心 所 得 的 商 


PGL,(F) 射影 一 般 projective general linear 
ii 线性 群 group 群 , 称 为 尺 上 射影 一 般 线性 群 
SLICES 特殊 线性 群 | special linear grou 表示 域 六 上 行列 式 等 于 1 RHEA n BREE | SLE) Æ GL, CE) 的 
SL (n,F) Ü e: SPAM 成 的 群 正规 子 群 
PSL, (E) 射影 特殊 projective special linear | 特殊 线性 群 SL, (F) 关于 其 中 心 所 得 的 商 群 , 称 为 域 
` 线性 群 group F ERIS TER ZR VERE 
F 是 特征 不 为 2 的 域 ,S 是 六 上 任意 一 个 固定 的 nn 阶 
O, CFS) 正 交 群 orthogonal group DI Xt PR BRE LO, CFS) = (AJA € F,x, H A'SA= 
S) 是 一 个 群 , 称 为 上 (由 SS 定义 的 )n 次 正 交 群 
xe 由 实数 域 上 所 有 n MEZNE = A`) 对 乘法 组 
Oln), O, 
转 群 


sss 由 实数 域 上 所 有 行列 式 等 于 189 n WERD EX R 
法 组 成 的 群 , 称 为 ”次 旋转 群 


qd orthogonal TE AER O, (F ,S) 关于 其 中 心 的 商 群 


symplectic grou J hk E 2n bruit, 中 满足 A IA 
ymplectic group = J 的 一 切 A 组 成 的 群 , 称 为 上 的 2n CERE 
projective symplectic FR SP, (FJ) 关于 其 中 心 的 商 群 

group 


R(G) 右 正 则 表示 


GL,CF), 


general linear group 


JU ON RICE] n Br ERG Pe BO 2: BR 3B PE BJ RE 1 2H 
oC ERO n 维 西 群 


U Cu) 中 行列 式 等 于 1 的 所 有 和 矩阵 形成 U (u) 的 正规 
子 群 , 称 为 特殊 西 群 


spinor group 与 SO(n) 局 部 同 构 的 单 连通 李 群 称 为 旋 量 群 


非 空 集合 R 关于 运算 “十 ”与 ”组 成 的 环 记 为 《R， 


subring S 之 RR 表示 S 是 环 R 的 子 环 "s 表示 子 环 


R 为 任意 环 .使 na = 0(Y a E€ RWB) ERR 
š Pas: 亦 称 特征 数 , 环 RR 的 
> ROME. 若 这 样 的 x 不 存在 , 称 R 的 特征 为 co 或 特征 亦 用 chR 表示 


unitary group 


special unitary group 


ring 


character 


0, 例 如 ,CharZ, =, CharZ = oo 
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数 学 Ff 号 WX 


R 是 有 单位 元 的 环 ,R Se Rf CBE n] ioc) XJ Ron E 
UCR) R" | 单位 群 。 unit group 乘法 组 成 群 , 称 为 R 的 单位 群 .例如 ,整数 环 Z 的 单位 | BP LFU RR 
群 为 U(Z) = (1, — 1) 
RAK. 如 果 保 持 RR 的 加 法 不 变 , 而 习 法 改 为 4a*5 = 
R? mi PR inverse ring ba WR XFIT FEE ° LiB IK A RA RB) | 亦 称 反 环 , 并 记 为 Ro? 
逆 环 
商 斯 整 环 | Caussin integral do- | gy te a + bi Cab € Z) 所 组 成 的 数 环 
设 RR 是 有 单位 元 的 环 ,G 为 群 , 一 切 有 限 和 和 Saiz; (a; ` 4 ~ 
R[G] HH group ring € Ro € G) 关于 其 (类 似 于 多 项 式 的 ) 加 法 与 乘法 SC 为 R(G) ,RG 
组 成 的 环 
ih 和 和 群 G 构成 的 群 环 FLG], 再 加 上 中 元 素 与 有 
F(G) 群 代数 group algebra 


RA Maza; € Fr € G) 的 乘法 而 得 到 的 上 上 的 
代数 


亦 简称 J 根 , 有 多 种 
定义 方法 
亦 可 用 A 表示 理想 
或 真理 想 


环 及 的 所 有 本 原理 想 的 交 , 称 为 RISE RR. 当 
R 无 本 原理 想 时 ,规定 :7(R) = R 


I A R ZR I EK R BJ BB AB 


环 中 包含 元 素 a 的 最 小 理想 亦 可 用 (a) 表示 
对 于 加 群 的 直 积 也 常 
s | ` R=R, ORO QR, R— R TL R, 4e + R, | MHRA; 又 子 空间 
由 或 十 环 的 直 和 direct sum of rings BIIK R EÈ Ri Roe R, 的 直 和 的 直 积 ,都 常用 四 或 
十 表示 


下 是 域 忆 的 扩 域 ,S RERN—-PFRIEP AR PAS 
ifia FCS), CER F 的 扩张 


FC E(G)O SE 


有 A}(n 与 a 有关 ), 称 为 理想 A 的 根 
x S= (41582577524) 
由 S 生成 的 | S 是 环 尺 的 一 个 子 集 ,(S) 是 尺 中 包含 S 的 最 小 理想 ， | Ss 
| AB E H — J] x X 
I A,B EH RAHM. WO BRI 27a;b (a; € A,b, | 
AB 理想 的 积 product of ideals CB) 组 成 尺 的 个 理想 , 称 为 理想 A S B 的 积 abla € A,b € Di 
成 的 理想 
w 设 A,8 是 交换 环 尺 的 理想 , 则 RR 中 满足 zB8 忆 A 的 一 
. ex Vide uit a üt B 是 交换 环 R 的 理想 , 则 RR 中 满足 zB 三 0 的 一 切 | 4 RAT RRA, 
— ege TR z ARMA Ros B 的 零 化 理想 O :8 是 尺 的 左 理想 
I(S),ann Si 左 零 化 子 JX R rhi# rS = 0 的 一 切 > 组 成 的 集合 KS) 是 R 的 左 理想 
r(S),ann S, | ERAF 环 尺 中 使 Sr 二 0 的 一 切 + 组 成 的 集合 r(S) 是 R 的 右 理想 
x: ENSAR E E 
亦 称 单 扩 域 
x S = {alyaz yanr} 
Ay, MW FCS) 记 为 
F(a,,a5,**,a,) 
FE FE hk F RSPR NEBR EMR. ERP E | E:F) 可 能 有 限 , 也 
的 维 数 称 为 扩 域 的 次 数 或 扩张 次 数 可 能 无 限 
F RE E RJ PR  ACE|F) EEKE F PJ pc T Jú 3: A 
动 的 全 体 自 同 构 组 成 的 群 
E Eje F JP bk, X. G = A(E|F) 之 Gi, 上 中 所 有 对 
于 G, 中 任 一 元 都 不 动 的 元 是 五 的 子 域 , 称 为 子 群 G. 
所 属 的 域 
假设 同上 ,又 E, dé E J f ik B. F — E, < E. IJ Grp 
所 有 不 使 £1 中 任意 元 变动 的 元 素 之 集 是 G WJ TH, 
PAT x E, 所 属 的 群 
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代 Su EE 
符 号 中 文 名 称 英文 名 称 意义 或 举例 
Fo GF(g) | "ps 或 GF(g) 表 示 元 素 个 数 为 g 的 有 限 域 Sco WP 


N 


ring of p-adic integers Stk p 进 整 数组 成 的 环 , 称 为 p 进 整 数 环 PARE 


KLLazis tes san JRA KBE K P BUE SACRE ERE | 亦 可 表示 成 

数 环 El en, e ees En} 
| G JBE UCA) 是 C 分 次 代数 4 = O A, 的 单位 群 .4 
graded unit group g€ G 


的 一 切 分 次 单位 组 成 U(4) 的 一 个 子 群 


V ERF EERS, V 的 一 切 非 奇 异 半 线 性 变换 
组 成 群 , 称 为 半 线 性 变换 群 


Jacobson graded radical RÄCKA, MHIR RÈ. Mom VS 
S 的 交 , 称 为 M 的 雅 各 布 森 分 次 根 
derivation 环 RA SE, ALR AWE O(a + b) = da + 0b 45 (ab) 
= (6a)b + aldb) KEM ô 
ring of differential oper- d UL DICA) 为 4 上 线性 微分 算 子 环 
ators over A 


设 4 是 域 上 中 心 单 代数 , 且 (4 : F) 一 m? , 则 称 m 
为 4 的 次 数 


A 是 域 忆 上 有 限 维 中 心 单 代数 , 且 A MO» ,其 中 
刀 是 下 上 可 除 代 数 , 称 deg 忆 为 4 的 舒 尔 指数 


设 8 是 代数 4 的 一 个 子 代数 ,车 有 B= Boo C B, 
= 4, 其 中 Bi 是 Bio, 的 理想 , 则 称 8 是 4 的 次 理想 


rm | T-ideal 设 了 是 代数 4 的 一 个 理想 , 如 果 对 4 的 每 个 自 同 态 9 
u 均 有 KD C 1,WJ#k 1 29 A V T BRE 


设 R 是 有 单位 元 的 交换 环 ,S REOR Cube $E. 则 一 
ring of fractions 切 a/s(Y a ERsES) 关 于 分 式 的 加 法 和 乘法 组 成 
环 , 称 为 R 关 于 5 的 分 式 环 
SES leas 设 己 是 有 单位 元 的 交换 环 尺 的 素 理想 ,S — RNP. 称 


SPP Æ R pP 38 BAR P B n X PESE 


WR Gry)z 一 x(yz) 为 非 结 合 代数 中 三 个 元 素 xy 
的 结合 子 

£h XR RU SET TED SS 3E 1 [0,02 |] = 0,0; — 020, 
之 下 组 成 的 李 环 , 称 为 导 子 李 环 

coradical of coalgebra 余 代数 C 的 所 有 单子 余 代 数 的 和 , 称 为 C 的 余 根 


、 number of F-conjugate | WORM FMD RK RRA. K salon D 
I AEN ee oping F RRITAN LK LO 


FB SK 的 超越 基 的 基数 称 为 K 在 上 的 超越 
次 数 


K 是 域 环 的 有 限 次 扩 域 ,2 是 天 的 含 天 的 代数 财 包 ; 
X 01,02, 1,0, K K 8| Q 85 DI HA F Je a ph pir, 


则 NE(a) = ( H oj) [KF], Peay K prati 
由 


p 进 整 数 环 


p 


K 1] | 形式 寡 级 数 环 


formal power series ring 


G,U (A) 分 次 单位 群 


GS(V) 半 线 性 变换 群 semilinear transforma- 


tion group 


Joe (M) 雅 各 布 森 


A 上 微分 


DCA) 算 子 环 


> 
ai 


deg A 代数 4 的 次 数 | degree of algebra A 


Ind4 e RE Schur index 


BsiA 次 理想 subideal 


S 


E 
ur 


STIR 式 环 


H 


(x, ysz) associator 


NE 
Dp 
路 


Der( R) 导 子 李 环 


Lie ring of derivations 


Corad(C) | 余 代 数 的 余 根 


tr. degrK 超越 次 数 transcendence degree 


NE (a) a 的 范 norm of a 


n 


K ER FPHARKPROBFHA K BREE ,; 
又 01,02, *** Oy, 为 天 到 (2 的 一 切 互 异 的 F dt Sg aR, 


则 TE Ca) = [K : F] * E oO 称 为 中 元 a 的 迹 
j=1 


a 的 迹 trace of a 


TE SES set of positive cone Xr 表示 实 域 F 的 全 部 正 锥 组 成 的 集合 


ps 人 是 实 域 下 的 一 个 亚 正 锥 ,Xr(7T) 表示 上 所 有 包含 
SPECE SE enna 了 的 正 锥 所 组 成 的 集合 , 称 为 亚 序 域 (F,T) 的 序 空 间 


实 域 的 所 有 实 赋 值 环 的 交 是 下 的 一 个 子 环 , 称 为 
F 的 实 全 纯 环 


X(T) 


序 空间 


HG) 实 全 纯 环 


real holomorphic ring 


带 有 赋值 环 E 


(Fig) 赋值 域 。 | valued field 带 有 赋值 的 域 E E205 


R 是 有 单位 元 的 环 , Ma 是 右 尺 模 , 即 作用 乘法 为 


ar(a € M,r c R) 类 似 地 有 左 R HAM 


ARE right R-module 


Oo» 
~J] 
on 


Si(M) 


anng T 


+ 


G.dim(M) 


R-Mod 


H"CX) 


Ext, OM, TA ) 


Tor£&CM, —) 


| * Pd M 


rs pdaN 


l. gl. dim R 


r. gl. dim R 


l. Ida M 


r. Ida N 


l. dei 


r. Fd, N 


Mi* M, 
x x M, 


ObjCK) 


Morg CA, B) 


Dom (a) 


Cod (a) 


rad ( M) 


Soc (M) 


ker 9 


676 


ES 
d 


"OX 4 PF 


小 子 模 


AKTE 


奇异 子 模 


阶 理 想 


dE 
Fi 
D 


M 的 本 质子 模 , 则 称 x 为 M 的 艾 迪 维 数 


R LG SE 


上 同调 模 


PRI f. Ext 


PR f Tor 


左 投射 维 数 


右 投射 维 数 


左 整体 维 数 


右 整体 维 数 


左 内 射 维 数 
右 内 射 维 数 


左 平坦 维 数 


MRA 


右 平坦 维 数 ERE RMN = 0 的 右 平坦 维 数 


英文 名 称 意义 或 举例 | 


设 4 ERM 的 一 个 子 模 . 如 果 对 MM 的 任意 子 模 Z 有 
A 十 Z 二 MM 必 有 2Z = M,N A X M Ebh, i 


small submodule 
AGM 
large submodule 设 4 为 模 M 的 子 模 , 若 对 M ISBERTISZHADZ 
i = 0 VÄ Z = 0, JE ADS M EK TE de AS M 


W MAA REM rm BUB fš r, On) 95 Ra BS m AR 
singular submodule 集 是 M 的 子 模 , 称 为 奇异 子 模 , 其 中 
rgGn) = (r|r € R,mr = 0} 


ordes idéal 设 R 是 有 1 环 ,M 是 左 R 模 ,x € M,iganngr-í(a€ 
Riaz = 0), KA x ER PRR ag 


M RZ HRS, A -— Homz(M,Q/Z) 对 于 (ff er) (x) 
character module = firx)(f € Mt,r€ R,x € M) BRA HR. RA 
M 的 特征 模 


E R MATAU, Uys Ue BU X BUR LEX 


所 有 左 R 模 构成 的 范畴 , 称 为 左 尺 模 范畴 
AX n—l e ya d ntl 
cohomology modules T Xor X — Kav) Ree ER R E 
的 复 形 ,HH"(X) = kerd^/Imd" ^! , 称 为 并 的 上 同调 模 
n ë M EA RE H Extz( M, —) 表示 Homa (M, 一 ) 
unctor Ext 
BY SE tH ea F 
f i MEA RE. Tor®(M, —) &Z MOr HAF 
unctor Tor 
ih K F 


left global dimension 环 R 的 左 整体 维 数 

l. gl. dim R = sup{l.pdreM|M € pp} 
right global dimension YR RAY Ea Sk A 

r. gl. dim R = supír. pdeM | M € pe} 


ANN 
left flat dimension Rm R I& M >= 0 的 左 平 坦 维 数 


设 MRM,M,,…,M, 为 RE. TUBES [š] AS og: 一 


MS Xj:M — M; Wi E. 7,0; = Ó; 与 MULT > Lu, WW RR 


XjM 是 模 M. M», „Mn 的 双 积 


K 是 一 个 范畴 ,KK 的 所 有 对 象 构成 的 类 称 为 天 的 对 
class Ot Objects 象 类 


,B bk E = 一 个 
Gonia ARLEN Lo E MoA D MIS AR ON 


( 态 ) 射 的 上 域 


; " 在 范畴 中 , 当 cE MorkxCA, Bo BE, BAA) Heh 
codomain of a morphism 
上 域 


— DECHE 


模 的 根 
核 


9p 是 环 R 模 A 到 B 的 一 个 同 态 映射 , 称 B 中 零 元 素 的 
Kim e10 为 gp 的 核 


& È 


即 只 有 M 才 使 4 十 M 
= MH) FER APRA 
TE 

A H 有 (0 使 
AN (0) = 0 的 子 模 
A 称 为 大 子 模 


DPA x TER PHS 
化 子 . 记 为 (0 : x) 


亦 称 左 同调 维 数 , 记 
为 |. dh EN 


亦 称 右 同调 维 数 , 记 
"Dr, dha N 


亦 称 弱 左 同调 维 数 ， 


亦 称 弱 右 同调 维 数 记 
为 w.r. dha N 


亦 称 为 由 和 4 到 BB 的 射 


亦 即 M 的 所 有 小 子 模 


c 
E 


JR BU M 的 所 有 大 子 模 


对 群 、 环 等 代数 系 也 
有 类 似 概 念 


cr 
ey 


代 


数 F 
中 文 名 称 | 英文 名 称 E 义 或 举例 


2 
Ji 


Coker 9 ER 
ER 


I PEF RRA 到 B B9—^ [8] d BR BT pm A/Ker 9 of 
numerical range of a ma- | A € C"*", Eg W (A) = (x* Az|z € C',x*x— 1) D 


Q 
9. 
B 
$ 


一 个 同 态 d. 7 


JF EREZIE V BI) BH RTE pR SX B n ons 


V 


CA) kB EE oi Sir numerical radius of a | A € Coon, max |Z| 为 4 的 数值 半径 
f `. matrix ZEW(A) 


| 设 "是 线性 空间 了 的 一 个 线性 变换 ,ao 是 a 的 一 个 特 
characteristic subspace 征 值 , 则 对 应 于 Ao 的 全 体 特 征 向 量 和 零 向 量 组 成 的 
子 空间 称 为 特征 子 空间 
张 量 空间 Tp CE) sk TS CE) 的 线性 变换 Ss。 一 > off 
TO. x) 对 称 化 算 子 | symmetrization operator €G, 


为 对 称 化 算 子 ,其 中 C, 为 置换 群 


symmetric class of ten- 设 OV 是 张 量 空间 ,z 是 群 G 的 不 可 约 特 征 标 ,7(C， 
sors z) 是 对 称 化 算 子 , 则 称 ImT(G,x) 2g R G A CHEK 
量 对 称 类 

张 量 对 称 index of symmetric class z: _ | 


W A= G) i mH GI S, 的 子 群 ,7 是 G 到 
dra ap g | Ei matrix fane Cle Eis I dECA) = X FCO) Taco 为 广义 
pap 


i V Wit K (charK = 2) 上 向 量 空间 ， AV K Eñ 
对 称 代数 


空间 , 称 为 Y 的 对 偶 空 间 


Vi, 特征 子 空间 


张 量 对 称 类 


亦 称 格拉 斯 曼 代数 


exterior algebra 


格拉 斯 曼 空间 , 则 直 和 入 V 四 AV 田 … 田 AV 可 组 成 
K 上 代数 , 称 为 上 的 外 代数 
设 五 是 域 KChark = 0 上 的 向 量 空间 , VRE 
p UE Wu E = VPE TARK 上 交换 代 
数 , 称 为 上 的 对 称 代数 
VERK LARSA, WEARS j:V — COP 在 
Cy ~CP 的 代数 开拓 是 一 个 对 合 , 其 中 CgP 是 了 的 克 
利 福 德 代 数 Cv 的 反 代 数 

设 U, ,Uys ,Um 是 V 的 向 量子 空间 ERATE 


symmetric algebra 


< 
E 
up 
Wel 
< 


involution Sy 


orthogonal direct sum 


格 -并 


: 


C? XT (BS 70, B$ dual category 


H 
i 
Dm 
E 


HV 为 其 直 和 , 则 记 为 了 = U, @ … © Unb 
V 为 U; 的 正 交 直 和 
由 范畴 C 作出 的 新 范畴 C° ,C° 的 对 象 类 即 C 的 对 象 
类 ,定义 Home? (AB?) = Homc(B ,4) ,并 规定 fe? 
Set EXE. category of sets 以 一 切 集 合 为 对 象 , 以 集合 映射 为 态 射 的 范畴 
Tp ied of topological | 以 一 切 拓扑 空间 为 对 象 ,以 连续 映射 为 态 射 的 范畴 
NH E i 


EE A WB 表示 两 个 理想 A, B 的 格 -并 GC ENEE 
= (gf), RCAC Z Bd W$ 
TE yD Bs category oÍ groups 以 一 切 群 作对 象 ,以 群 同 态 作 态 射 的 范畴 亦 可 表示 成 E 


category of Abelian | 以 一 切 阿 贝尔 群 作对 象 ,以 阿 贝 尔 群 同 态 作 态 射 的 


UE {Ci} (4 € A) 为 一 个 范畴 集合 . 由 它们 所 作出 的 新 范 
cA PS || Broduct category Be ILC, Ju (C) 的 积 范畴 

IA: m UE (A) € A) 为 范畴 C 的 一 个 对 象 集 . AMR B € C 
E à P 与 一 态 射 集 具 有 泛 性 质 , 则 称 B N (A) WER 
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ZS 
Hk 


符 号 


IBN 


CE, 1) 


OF 


gl(V) 


nCP) 
LCP) 


Sup X 


inf X 


PCL) 


pe & | RS E 
H | * AN 


了 | 天 


R(G) 


R+ 
BCK 
BCI 


(X; * , 0) 


(X ,Ox) 


XOx) 


K(X) 


R(X) 


PicC X) 


Pic?^CX) 


Alb (Z) 


M m 


Flag (mi, 


Mp |... (n, ) 


. 
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d 
d 


中 文 名 称 
IBN 环 


带 积 范畴 


纤维 范畴 
一 般 线性 
李 代数 


偏 序 集 的 阶 
偏 序 集 的 长 


上 确 界 


下 确 界 


弗 拉 梯 尼 子 格 
2 的 正 部 
a 的 负 部 


rR 


独立 1 理想 


康 莱 德 根 


偏 序 环 的 序 
BCK 代数 
BCI 代数 
x B 代数 


稳定 子 
环 式 空间 


欧 拉 - 庞 加 
莱特 征 标 


小 平 维 数 


典范 环 


皮卡 群 


RES 


Pn fs BE JE Rh aÉ 


Pr B Se TR 


BER 


ied 
s 


X X 4 ER 
IBN ring 


category with product 


fibre category 


general linear lie algebra 


order of poset 


length of poset 


supremum 


infimum 


lattice 


Frattini sublattice 
positive part of a 


negative part of a 


polar 


independent /-ideal 


Conrad radical 
order of po-ring 
BCK-algebra 
BCl-algebra 
two B-algebra 


stabilizer 


ringed space 


Euler-Poincaré charac- 
teristic 


E ox 或 举例 


RAK. 如 果 每 个 有 限 生成 的 R 模 的 任 二 基 中 元 素 个 
数 必 相 等 , 则 称 R 为 IBN 环 


规定 映射 |o: % x E o Y BUT WE MA GES 


GE, LSD TOR HER VUL , F ë — Z OR f ER ER 
T. 由 此 定义 的 新 范畴 DF OT BAH M,N, a) |M, 
NEE, a: FUMDZFCND EROS € 5D HABER) 
BLV) Xm R E. n 维 空 间 V 的 所 有 线性 变换 在 运算 
[A, B]= AB 一 BA FAR n? ERR, BA 
线性 李 代 数 


WEFR P 的 基数 称 为 了 的 阶 
偏 序 集 卫 中 链 的 长 的 最 小 上 界 称 为 了 的 长 


偏 序 集 的 子 集 X 的 上 确 界 
偏 序 集 的 子 集 X 的 下 确 界 


若 偏 序 集 工 的 任 二 元 素 均 有 上 确 界 和 下 确 界 , 则 称 工 
为 格 


表示 格 工 的 弗 拉 梯 尼 子 格 
a 是 格 群 的 一 个 元 素 ,at a V 0 称 为 a 的 正 部 
a 是 格 群 的 一 个 元 素 ,a = C— a) V 0 称 为 a 的 人 负 部 


X 是 格 群 C BJ ff X= (y € Gl|ly| A lz] = 0, 
V x € XS EROS X HR 


格 序 群 的 ! 理想,/ KEA J A K = 0, #k A K JE 
独立 的 
格 序 群 G 的 一 切 本 质 性 值 的 交 是 一 个 ! 理想 , 称 为 G 
的 康 莱 德 根 

{ 


R 是 偏 序 环 ,R+ — {r € R|r 20), RW R 的 序 
一 种 有 序 代数 系统 

一 种 较 BCK 代数 广泛 的 代数 结构 

表示 BCK 代数 或 BCI 代数 ,二 者 合 称 双 B 代数 


4 是 BCK 代 数 和 的 子 集 ,4* — (z € X|zxa — z R. 
atx=—a Va AS MAA 的 稳定 子 


带 有 一 个 环 层 Ox 的 拓扑 空间 X , 称 为 环 式 空间 


n WESC EK X 的 欧 拉 - 庞 加 菜 的 特征 标定 义 为 
X(Ox) = e 1)idim, H'(X ,Oz) 


Seege KEIER, 在 X 利用 归纳 法 定义 的 维 数 
K (X) 称 为 小 平 维 数 
canonical ring R(X) = @ H°(X,w8") 
n> 0 


Picard group 


Picard variety 


环 式 空间 (X,Ox) 的 可 道 层 的 同 构 类 组 成 的 群 (运算 
由 可 逆 层 的 张 量 积 所 诱导 ), 称 为 X 的 皮卡 群 
X 是 代数 闭 域 天 上 的 射影 光滑 代数 徐 ,Pic(X) 中 包 
* O 的 分 支 是 一 个 射影 概 形 , 它 的 既 约 结构 是 一 个 
阿 贝 尔 族 , 称 为 X 的 皮卡 簇 


X 是 射影 光滑 代数 往 .X AY BEE RBS A II OR RK 
Albanese variety Y X BI CBE JET BE 


Grassmannian variety 


flag variety 


cross product 


一 个 n 维 线 性 空间 的 所 有 m 维 线性 子 空间 的 集合 称 
为 一 个 格拉 斯 曼 簇 
VV 是 nn 维 向 量 空间 ,n — nmi > n; 09 n, > 0. WV 
的 所 有 由 子 空间 组 成 的 指标 为 (ni1,n2,…,n;) 的 旗 的 
集合 , 称 为 一 个 旗 簇 


a.b E SUERTE F a.b 的 对 称 差 的 补 运算 , 即 
a X b— (aAb) 


fe idt 


亦 称 最 小 上 界 . 记 为 
V X :l.u.b. X 
亦 称 最 大 下 界 . ië 
A X sk g.l.b.X 


亦 称 R 的 正 锥 


亦 称 格拉 斯 曼 流 形 或 
格拉 斯 曼 空间 


这 里 a bE B, B 称 为 
布尔 集 


3 
中 


N. 


"Ox £, Sr 


胞 
& 


sat A 


7B 二 min{|x||xCB 在 B 中 稠密 )} 


e 
š 
E "TT 


BE 

度 

度 
想 


笛 


; 
[em 
CH 
a 
Za 
=: 
bei 


布尔 代数 B 中 的 每 个 
Id(B) 表 示 布 尔 代 数 B 中 的 全 体 理 想 理想 记 为 I, 有 限 集 的 
理想 记 为 fin 


SubA 表示 无 限 布尔 代数 4 的 一 切 子 代数 所 构成 的 | DC RT ET 
subalgebra 


集合 B 的 子 代 数 所 构成 的 


Filt4 表示 无 限 布尔 代数 4 的 一 切 滤 子 所 构成 的 集 
ilter 入 
X5M 表示 M 在 布尔 代数 B 中 的 最 小 上 界 , 其 中 M 
拓扑 空间 的 所 有 闭 开 集 , 用 clopX 表示 ,构成 X 上 
EE 的 集合 代数 称 为 X 的 闭 开 代数 
| RO(r) = {uluCX B rlu)=u}, 
Roc | 正则 开 代 下 ju m m 
is 
p 


理 


Sub 子 代数 


Ul 


Filt 


> 


clop 


At 


BaiX = (aC X |a AW RE) AF a FP Ss la] X 
的 子 集 EX J — T oF u RE au BRE 
I Ala=(z|“€ AH rah RAR 4 关于 a 的 相对 代 

偏 序 集 ( 了 , <r) 是 一 棵 树 , 且 所 有 的 t+ ET, 集合 


t Y 
Ee 
a 


4] TT = (analysis) 


T 
E 
符 


号 


| 
. 
"EP 


log, 对 数 函 数 自 变量 为 x 的 对 数 函数 ,可 写成 > = W 


表示 4 与 6 之 间 ( 不 包括 端点 4 与 端点 5) 的 一 切实 数 
组 成 的 集合 


表示 a 与 6 之 间 ( 包 括 端 点 4 与 端点 5) 的 一 切实 数组 
成 的 集合 
表示 4 与 5 之 间 ( 不 包括 端点 4 但 包括 端点 5) 的 一 切 
实数 组 成 的 集合 
表示 4 与 5 之 间 ( 包 括 端点 4 但 不 包括 端点 5) 的 一 切 
实数 组 成 的 集合 
表示 以 e 为 底 , 以 + 为 指数 的 函数 ,可 写成 y 二 e’ 或 y 


= exp. 


亦 可 用 ja,b[ 表 示 


e 


Jk n] Ma b] 表示 


Ze > FF < IR] 


Jk nf ALa Al KUR 


在 同一 场合 中 ,只 用 
其 中 一 种 符号 


e — lim | ick =| = 2.718 281 828 459+ 


wm oO 


~ Rs, 7 
ib x | 2 为 底 的 对 数 表示 以 2 为 底 , 自 变量 为 x 的 对 数 函 数 gab oe: 


§ : : . ez —e * 


y 
len 
hy 


th x i sha eier 
I ETE erpen 
esch z : s EE 2 
GE ath a A G. 亦 可 用 artanh z 表示 
gent Ok WE 
EE dE Cel > D 
gent £o] 


RIR PRI f (>) 在 点 a 处 的 函数 值 , 即 


difference of the function | 表示 函数 f(z) FER IR] La, b] 端点 处 函数 值 的 差 , 即 | 这 种 表示 法 常用 于 定 


arsh x 


arch x 


arth x 


arcoth x 


arsech x 


arcsch x 


m 


FON see 


Hi 


eR RUE BY 22 


value f(a) |= f — fla) RL) = fe) — fla) | 积分 的 计算 


const 


EL E ale, MB SORRERA constF | RER S= 


i an ennac man 表示 由 函数 G0 与 5(z) 复合 而 成 的 函数 , 即 亦 称 合成 函数 
(g ° f(r) = g(f(2)) 
_ 、 E r—=a 表示 z RIT 
Ë Tk Ak | converges to | 
{an} PUR T a 


fn = SRA fr 在 DD 内 一 致 收 僵 于 了 , 即 
uniformly convergent a oo eon) Eg 
n—cort€D 


IC) 


gf 


一 致 收敛 


vw 
Tat 


单调 递减 随 自 变量 z 的 增加 ,函数 值 f(x) 逐渐 减少 
单调 增加 随 自 变量 z 的 增加 ,函数 值 f(x) 逐渐 增加 


在 某 极限 过 程 中 , 值 可 以 无 限 接 近 的 两 个 函数 .如 当 | 在 无 穷 小 量 比 较 时 ， 
1 1 表示 等 价 无 穷 小 , 记 


za Bb MÀ cs Sech 


渐 近 等 于 
sim(z—a) r—a 
RWWA: 4 ora 


lim f (x) = b RR z KF aM. f (z) EB F 5 
极限 mat 右 极限 和 左 极限 分 别 记 为 : lim f(x) I lim f(z) 时 , f(z) b 
Se l fGez)=O(g(z=2)) N Sag (zx)| 在 行文 所 述 的 极 | 比较 无 穷 小 量 时 , 表 


an 
verre I i f(x) 二 og GOD E 11 X EH E B AR PRP 比较 无 穷 小 量 时 , 表 


ma | increment | Ar 一 zx 一 zo 表示 自 变量 zx 的 增 量 亦 称 z 的 改变 量 


asymptotically equal to 


lim f Cz) 


OCgCr)) 


o(g(x)) 


s 
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KA S 的 改变 量 与 自 变量 xz 的 改变 量 之 比 , 当 自 变量 
改变 量 Az 趋 于 零 时 的 极限 表示 为 


亦 可 用 /' 或 Df 来 表 
TR. 简称 导数 


Jh A Hi "roi 或 
Df (a) 来 表示 


value of derived function 


对 f GO Wik nk — W SH ALL 8 fo. 当 一 


2,3 Bb HE F f”, f” RRE RA 2 L3 Br SP 3. 如 自 


d TIT 
x d 
变量 是 时 间 c ER CO 39089 


gp sk If 偏 写 数 或 partial derivative 对 多 元 函数 的 其 中 一 个 自 变量 z 求 导数 ,其 他 变量 暂 
poorer 偏 微 商 视 为 常数 所 得 的 结果 
2 a f. 混合 偏 导 数 | mixed partial derivative 先 对 工 求 导 , 再 对 y R SES? AU. 
dr2y "7 E P ! y UU drdy ay 


亦 可 用 So R D" f 来 
表示 


derivative of n-order 


memo) x 
LER 


Pg. | 二 阶 偏 导数 对 z 连续 求 二 阶 导数 ,其 他 变量 视 为 常数 
ZOS men pn D, Ar ot 函数 FEE z R UAE FER y OR m RI 
Ix" dy (m-+n)-order 


u,v w) 函数 行列 式 EE WE EE 表示 Us Us wW 对 X, y, X 的 函数 行列 式 , 其 中 u(r, y, Jh fr 可 比 行 »j 式 
Ilx, yz) wë Z)sUCLs Voz) yw (rs y, z) Bb JE & Ic PR 24 (Jacobian 行列 式 ) 


d d d 
df 全 微分 total differential df(zz;,r2,**,x24) = 9f y. + Y dar 十 … 十 Las, 


OX di 


3 H 
4 


'RARR' 扩张 的 实数 系 extended real number 把 + co 与 co 加 到 实数 系 所 得 的 数 系 亦 可 记 为 


system [一 ce ,十 co] 


无 穷 级 数 infinite Series 无 穷 数 列 的 各 项 用 加 号 连结 而 成 的 表达 式 
SERE abee | ann 按 任 意 次 序 排列 并 用 加 号 连结 
无 穷 乘 积 把 无 穷 序 列 ui. uz. usn 的 各 项 连 乘 


| 项 
E a+ 0 
"e P d 


I 


一 人 
° 
3 

= 


数列 


CD 
> a, 
n=] 


x) 
25 a 
ma 


mn 


3 


Un 


f(Xía—0) 
fXia4-0) 


= 
Az-0— x 
Az--0-4- 
b 
reeds | gs cma numm 
a z €. 
d b 


J I (a)dx 一 Irem ISCH ée ,Zr dx dx2*dz, 
D 


DOR” 


VLf g& Varr, f. 表示 函数 f 在 La,5] 上 的 全 变 差 , 当 
variation 


a=b W}, Æ X. Vf —0;14 Vaf <k}, Ek f 29 [a b] E 


右 极限 
J 2 左 导 数 
右 导 数 


— 
ims 
— 
D 
ú 


| 


f(x)dx n 重 积分 


n-fold integral 


f| ess 


< 


ARA) 
变 差 


V sk Var 


BU IAE 25 PR 


alLY] 


óJ 泛 函 J[Y] 的 一 阶 变 分 67 = | 
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MAN S SR c SR TPS cor m m — 
first-order 

一 阶 向 前 差分 forward difference of nte en TC AO aa 
second-order 

YT 


一 阶 向 后 差分 backward difference of vx eid Ce 
first-order 
vif 一 阶 向 后 差分 backward difference of CC RE EY Eet 
second-order 
i Í 
n-order 
of 一 阶 中 心 差分 centered difference of f(z)=/| d Si GE 
first-order 2 
y 二 阶 中 心 差分 centered difference of OL Aen 
second-order 2 2 
iff Š 
^f n 阶 中 心 差分 centered difference of n e Diir a 
order | 2 
= ^17 EN , 
[/Godz AE SUY || Sadefinitedntegzal [fcd FG) T CH F(z) RE / G0 Elab] E w 
B — T LPS C 是 任意 常数 
b n : 
a —01—1 n 


b 
P. V. | f(r)dz 


Cauchy principal value 


I c—t b 
= fim | | fiGodz + IR f God | 


E—0-- 


b M 
m P. v.| f(z)dx = lim | f(z)d<x 
4 Ac — M 


Riek 中 分 别 表示 沿 曲线 C， 沿 曲 面 S, 沿 体积 V 
以 及 沿 闭 曲线 或 闭 曲面 的 积分 


sign of integration 


I pt t 1 TC sint 
In rdedy 二 重 积分 double integral 二 元 函数 f(x,y) 在 平面 区 域 D 上 的 积分 MEM 
D 
Lice) = | S NUR iiL der de CREE 
Lia) g li Cz) 对 数 积 分 logarithmic integral o logt’ log t 
近 的 素数 分 布 的 平均 密度 


在 量子 力学 中 有 重要 
应 用 


M rER if, sgn | 


sign function N OR ER GE 3 và PR 27 
SM «ECT, sgn Bi 
CE ik H 1,2,3 的 偶 排 列 )， 
Ei jk ior Levi-Civita symbol d CE ijk Og 1,2,3 的 奇 排列 )， 
| (车 ¿jk H 1,2,8 的 真 重复 排列 ) 


(Z 之 0)， 
Le Di 

(x>0), 
Cr 0) 


视 作 广义 函数 时 的 定义 为 


unit step function or 


eR Xt BY FE ak HE 亦 可 用 HG KOR 


赛 德 函 数 


Heaviside function 


we 1 fog 一 ydy, RP f(x) 和 


与 g HBR 


convolution of f and g 


雅 可 比 椭圆 


Jacobi elliptic 


function 


SEA 


eG) 外 尔 斯 特 拉 斯 | Weierstrass's elliptic 
E 椭圆 函数 function 


IE NN 
fi M p Ce* — 1) TE z = 0 BRE Ur BJ P BB CBS JT X 
B, WX b, 伯 努 利 数 Bernoulli's numbers i 一 > + SE CHE Glam, 
则 称 式 中 系数 B, 为 们 努 利 数 


supp f SÉ ; E (2 JE Jy EX aS up. pO ERAR SRE Op IJ $Ë 


质量 分 布 在 区 域 2 的 总 量 为 
1 (MEN), 


II Bi ADAM = { (M, € Q), 


FF x FF BJ RA 6 (>) AM, CER ANE 
(Mo M), 
(Mo= M) 


aK Fu wa pRB | Dirac ó-function DREK Ò PRG 


0 
òm CM) = I. 


在 形 如 Lau) = [ese ^ac inte ed 的 振荡 积 
分 中 ,a(z,0) 称 为 振幅 函数 


amplitude function 


在 统计 学 和 分 子 结构 
论 中 常用 


P(x) = NET (x > 0), 
0 
P'O + 1) = n! (n = 0,1,2,-) 


gamma function 


Yer) 不 完全 incomplete gamma func- 
va 
fim 5 eK | ton 
B(xz, y) 贝塔 函数 beta function 


à gë 
Y(r)-— | Cie? ldt; Y (x) = | eier ld, 其 中 x0 
0 | À 


1 
Bor. y) = | GI — .)>-1dz, (x,y € R;z > 0, y 
0 


IGODGO) 
Perd y) 


> 0); B(z,y) = 


W(x) = ET Int Gz)) E 80675 38 W (x + 1) Vtc? 
E L, gei) e lim Cie +n) El + n)) = 


0 的 解 


亦 称 B 函数 
un un 
ez . . : . , I e d 
FG,.Q 第 一 类 不 完全 | incomplete elliptic inte Frei | — T p Ln. 
椭圆 积分 gral of the first kind 1 — ksin? o 
I 第 二 类 不 完全 | incomplete elliptic inte- | ,. u Ii v RR 
He [A FA An gral of the second kind BNE em 0 he Sia uy 
de 
IIz k Toy 
第 一 类 完全 
K(k) 
— ye == 


椭圆 积分 
Il (n ska n/2) 


p 


incomplete elliptic inte- 
p D 


Iln, k, p) = | 
gral of the third kind 


? (1 + nsin? ei V1 一 ksin? e 


n/2 de 


0 


complete elliptic integral 


KY e E 3/2) zii 
of the first kind 


1 — A?sin?g 


ad? 
EQ) = EG x/2) = | Vi — ksin? ode 
0 


complete elliptic Integral 
of the second kind 


第 三 类 完全 d9 


椭圆 积分 


complete elliptic inlegral 


In, k, x/2) = 
of the third kind 


? (1 十 nasin? ei V — ksin? e 


方程 (1 一 x?)y” 一 2xy +1¢4+ 1)y = 0 的 特 解 ， 
[z] = 
Pix) = XC ay (2n 2r)! 


r=0 2"r](n —r)I&n — Zeil 


Legendre 


polynomial n—2r 
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ES 2 D — ! — 
关联 勒 让 德 | associated Legendre AOT sii "Zeg + UUED 
ES PR AY function 
x Pai 一 (一 1)m(1 一 工 
T(r) 第 一 类 切 比 | Chebyshev polynomial of | FHC 一 x?)y — xy 十 nzy = 0 的 特 解 ， 
n 雪夫 和 多项式 | the Ist kind 7 (zxz) = cos(narccos x) (n = 0,1,2,*) 
方程 (1 — x?) y" 一 3zy' 十 n(n + 2)y = 0 的 特 解 ， 
U.C) 


Uy sin[ (2 + 1)arccos z], EEE 
H, (=) 


Chebyshev polynomial of | 
the 2nd kind | 


sin(arccos x) 


Ji E ry" +a Se? 十 xy 一 0 的 特 解 ， 
L,(z) = L (ane z) (n—0,1,2,7 


HAARLA] Laguerre polynomial 


a= n 
方程 yw 一 2xy + 2ny = 0 的 特 解 ， 


H(z) = (— Dec e (n = 0,1,2,*) 


laso) =) RP ce AER a 为 Ra tH 


Hermite polynomial 


= (z€ R”; 
的 非 零 元 


WH XO — z)>y” + [c — (a + b + 1)=z]y' — aby 一 
0 的 特 解 ， 


F(a;b;c;z) = 1 + eet 


ala + 1)b(b + 1) 
2!c(c + 1) 


PI 


方程 zy + (c 一 y 一 ay 一 0 的 特 解 ， 


m 4,4120 T D 5, .. 
pre SS kan a T 


JR ER IL S Æ 88 JU fal eR 
35 BK JE BK AR BR BL 


hypergeometric function 
of confluent type 


方程 z2y" 十 ry + (2? ey = 0 的 特 解 ， 


| & (C7 D'G/2) +% 
VHS S Ki IT + £ + 1) 


第 一 类 柱 
贝 塞 尔 函数 


cylindrical Bessel func- 
tion of the 1st kind 


ooa JaGr)cos kx daten n, 
N (z) = lim SU ER . EAE DL ERA 


程 的 第 二 解 ,可 由 第 一 类 柱 贝 塞 尔 函 数 定义 


第 二 类 柱 
Dl EAR PRK 


cylindrical Bessel func- 
tion of the 2nd kind 


亦 称 柱 汉 克 尔 函数 


cylindrical Bessel func- 
| tion of the 3rd kind or 
cylindrical Hankel func- 


Hf? (x) = J Ce) TiN (z), HE (z) = Ji (z) — 
iNi(z). 它 们 是 第 一 类 和 第 二 类 柱 贝 塞 尔 的 线性 组 
合 , 是 贝 塞 尔 方程 的 两 个 线性 无 关 解 


第 三 类 柱 


DE SE SE 


JPEE ON sé, 


tion 


方程 rty" tay — (2? +17) y=0 的 特 解 ， 


修正 的 柱 modified cylindrical LD =i Gaz), 亦 称 变形 的 柱 贝 塞 尔 
Ji Se | Bessel function 函数 


K, (z)= 


2 i1 [7i Gr) +iN:Gx)] 


L (=) 
Ki (z) 


j (=>) 第 一 类 球 贝 
EIR PR C 
(x) 第 二 类 球 风 | spherical Bessel function + OR ER BR T IP S PR RK, 
ex 塞 尔 函 数 | of the 2nd kind n(x) =| =) N,+1 (z) 也 记 为 w(x) 


Í iE BY BR PL 3€ ¿K PR 
数 ,分 别 记 为 ii(x) 与 


方程 x? y" -2xy' 十 Lz? 一 上 (十 1) ]y=0 的 特 解 ， 


spherical Bessel function 


1 
of the 1st kind jlz)=| x Sip Go) 


a) E = 
第 三 类 球 贝 | spherical Bessel function DE IE) ARE | 


SEK PROC of the 3rd kind 
hf? (z)= f(x) —imu (x) = | 


operator oÍ vector differ- 9 i 
若 f:D(CR") 一 R, 则 在 a € DD 的 梯度 为 
id GE grad fa) — | Z 2 2. a) S (a) S 
AEA, y 22 = (P,Q, R) YE BE n] fot, Wl p] R 
div, Ç ° divergence 
CIO 


场 的 散 度 为 dvf = TL ELSE 


f 一 (P,Q,R) 是 三 维 向 量 滑 数 ,fF 的 旋 度 为 


R AQAP IR3IQ AP 
rot f = 95 92 32 ax Ju Jy 


符号 


中 文 名 称 英文 名 称 意义 或 举例 


2 2 2 2 . ; > 
达 朗 贝尔 算 子 | d'Alembertain operator E d 1 3 c 为 电磁 波 在 真空 中 


dei cag 的 传播 速度 


d? f (4) 


D 
< 


df(t) 


Bp dt =Df 0), dz? =D)* fz), .... 
微分 算 子 differential operator 
d" f (z) Ap 
dz” = fà 


F 


拓扑 双 曲 topological hyperbolic | f.M — M f&f&^r IR] RE. f BASF TE ACM 称 为 
不 变 集 Set 拓扑 双 曲 不 变 集 


vn | diff ial - - j : 
MES eal Romeomors | Diff ODER M 全 体 微分 同 且 构 成 的 空间 
[3] Hz [8] Homeo (M)3& K M B9 £ P |F] JE FJ px, BY Z= [8] 


Diff 
Homeo 


Proj 
Ob 


Logz 


sine function of a com- 
plex variable 


cosine function of a com- 


plex variable 


"TIT. dee eom |+i(arge+ 28x) (&—0, c1, c2, 
sin z ÉE Z IE 5 PR 28 
时 与 数学 分 析 中 的 正弦 函数 的 定义 一 致 
cose = (eben), RP = 为 复 变数 , 当 z 为 实数 
tangent function of a _ sin z 
inverse sine function of a | Arc sin zx 一 一 jlog(iz 十 V1—z?),3X'Pp z X b E e 
BER inverse cosine function f 
Arc cos z 余弦 函数 of à complex variable Arc cos z— —ilog(z+i V1—2?) RP z Jg RI Sr 
BER inverse tangent function E eee aa: TN 
idc 正切 函数 of a complex variable sn 2: log i 十 之 AF z 为 复 变数 


阻碍 集 Ob(S) 表 示 向 量 场 5 的 阻碍 集 
sing — d (e — e^) teh z 为 复 变数 . 当 z 为 实数 
cosz ”| 复 变 余弦 函数 
时 与 数学 分 析 中 的 余弦 函数 的 定义 一 臻 
complex variable NUR Ag 
EN 


: | az+b E # a,b,c, d 都 是 实 
分 式 线性 变换 fractional linear trans- Lisi aaa a,b,c,d HES HR, H ad— bc Mr. H ad — be> 0 9 


formation 


#0 此 为 富 克 斯 变换 


c—a d—a 
(a,b,c,d) 3 EL, cross ratio Gb = c— b d— p AF abcd 是 任意 四 亦 称 非 调 和 比 
个 互 异 的 复数 


点 “关于 7 的 环绕 数 ,(7ia) — hE ska 
一 条 可 求 长 的 闭路 径 ,a 点 不 在 > 上 
在 f(z) 的 孤立 奇 点 a 的 去 心 邻 域内 的 罗 朗 级 数 展开 
式 中 ,1/(z — a) HARIO c- Bl 

Resf (2) = eu gh fd 


(pcR 


nO ia) 环绕 数 亦 称 指示 数 或 卷 绕 数 


B 7 


winding number 


fü) 的 拉 普 拉 斯 变换 为 LG) = | T f()e-*dt 


f(z) 的 傅 里 叶 变换 为 FO) = | “ferje dz 


1 
N 2n 


f Go) 的 傅 里 叶 余 弦 变 换 为 


F) = AJ 2 [^ fGacos Exdx 


f(x) BA fS H W TE SE AE E 


FG) = AJ =|" fGosintzdz 


数 学 Wd 号 表 


f (z) fi v Bri su 4R AP HO 
HÈ) = [af Erda 


H (É) 汉 克 尔 变 换 Hankel transform 


llika $ erf(z) = 2 | “aa 
erf(z) 概率 积 probability integral ps ' 
十 ce 2 


n 
complement probability 2 


7l. e“ du 


eríc(z) 余 概 率 积分 | in- 


tegral 


së — normal probability inte- 
po 
超 几 何 级 数 的 一 般 形 式 是 
F 超 几 何 级 数 | hypergeometric series ° (aj), (a, 2” 
P q ane ane e = cS pum TN pn = 
LL Ap» Br Fase) > (Bynes (Bg) an} 


| e E E E 
E, uk y 欧 拉 常数 Euler constant = lim | dr 2 LE n e ] 
=z 0.57721566490153286060651209*-- 
A holomorphic function el- | & EF H E 89 X 3 D 连同 在 其 内 全 纯 的 一 个 函数 — 


k(z)— z(1—2) ?, kolz) — e^ k Ce? 2) , B= lim |a, /n 
ke) 克 贝 函数 <1. 其 中 有 (z) 是 5S 类 上 许多 泛 函 极 值 问题 的 极 值 函 
数 , 称 ho(z) 为 克 贝 函数 的 旋转 
e ， B = inf {Bf € Z), xp BC) = supfrlr 是 | 已 经 证 明 
‘ tere pce ee s, SA) 所 包含 圆 的 半径 ,f € >) 0. 5< L <0. 54326 
PI = inf 2ldz|, D D d 
| MCP) — int |。o21dz| ,其 中 卫 是 平面 区 域 刀 上 的 
若 尔 当 曲 线 族 ,o 是 定义 在 D 上 的 非 负 波 莱 尔 函数 
B l if z 一 EV N Z $ 
a XFER D HAH EF w(z,a, D) Æ z XF (a ,b) 的 
Gawa i) 调和 测度 | 


b — z 
TER 


Koebe function 


module of a family of 


curves I' 


harmonic measure 0 x xo (z,z,d) < 1 


1 
视角 . w(z,a,D) = u E. 


— X 


PRA g(z,a) fE D A ñ rx a B3 F 47 ER 


x“ — a 


数 


Green's function 


fi PK o 25 


BY G(z,a) 


g(z,a) = log 


ZO 


zP 


P 


2 
E(z,p) = (1 一 z)exp {2 + E + = + 


| 


TG.f) Ze CR AN aA Nevanlinna's character | 满足 lim de, = co ËJ T (r, f) E: fG)BIZSUJIRERZBAHig,. 
; 特征 函数 | istic function 纳 特征 函数 可 记 为 了 (r) 


n ` wë — < x 


, spherical characteristic | o 1 fr AG, 
ER TEL AF AE e 3 function T(r,w)-— 二 | E TAB w (z) BUS ERI 


f GO 的 最 大 模 M(r,f) = max 1f(z)|;f(z) 的 pp 次 整 函 数 的 模 
I 3& pa BAY 


z] <r 
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maximum modulus of 
entire function 


2x i l/p 
MG, f) = ED If re^ de | (0 < p <+ c°); 
超越 整 函 数 / (z) 的 最 大 模 M. (r, f) = mas Rae oh pera. 


符 号 中 文 名 称 


B(z) fg Tu Ma sa, Ae AR 


He 哈代 空间 


S (z) ay SE PI PR 


F (z) 外 函数 


英文 名 称 意义 或 举例 m 注 


| , 式 中 a, Cn = 1 ,2,… ) 是 


B(z)= | eas 
n=] Qn 1 一 a, z 


复数 序列 ,0 <a, <1 


Blaschke product 


所 有 哈代 函数 构成 的 空间 , 即 HED) = (S| fe) 在 


D 内 解析 ， H’ 是 由 哈代 于 1915 
Hardy space 2t e MP S 
sup ps ? |^d6) <+ co), 年 提出 的 


其 中 DD= tz||z| < 1) 


S(z) = exp{— 去 | e" 十 *dnQ)) , 式 中 p(t) 是 非 | 


singular inner function 2mJo e” m 


减 的 有 界 变 差 函 数 ,其 导数 几乎 处 处 等 于 堆 


] f2r e! 十 之 


] ir) = — - “(eu 
outer function | F(z) exp | xl. Ts zlog | fle ) D 


BMOA(D) = (f| f(z) 是 单位 圆周 T E AY n] ER ER 


analysis function class of 


‘I dt 3 : i? 只 £ m. d dé E 
SE KEE EN the bounded mean oscil- 数 ,ule" ) We maup re EE 
lating E z 29 SAAT LM Rae TET SM. |I| E 
I B) K HE 
8 NEEN B, = (z = (zzz, sma) | |z |2 + feel? + | 
C" 中 单位 球 | unit ball ina C piepen 
AutC D) 域 的 全 纯 holomorphic automor- | 表示 域 万 的 全 纯 自 同 构 的 全 体 组 成 的 群 . 它 是 六 上 
自 同 构 群 phism group of a domain | 的 拓扑 变换 群 Sei 
aD 域 的 边界 域 D 和 它 的 闭 包 万 的 差 集 , 即 əD— DND 
Hol(p) | 全 纯 复 线性 | holomorphic complex | 表示 D 上 所 有 全 纯 函 数 构成 的 复线 性 空间 
空间 linear space | 
E 5 算 子 S BCD) 一 Lbs e SETE a SE) Re E 
G c operator DS Ds dx ar,’ Tau. oh 
hy (2,2) see hj, Cz ,x) IF 
T NN 正定 埃 尔 | positive definite Hermi- | H(z,z) = I : , 式 中 hali) | 互 逆 正定 埃 尔 米 特 方 
din 米 特 方 阵 tian matrix hae. Z) sen hu (zsz) 阵 记 为 EG. 
在 拓扑 积 QU X «QU. 上 全 纯 
BM) 可 测 复线 性 | measurable complex lin- | BZCM) = Hol (M) N LZCMD EFM 为 n 维 复 流 形 ， | 
3 空间 ear Space LAM EKER i dI BE 
人 2 是 C" 中 的 对 称 域 ,5 是 特征 边界 ,知人 2 一 Cf 在 人 2 中 
" 
N(Q) Ze EH K 24 Nevanlinna function 全 纯 , 且 满足 sup | logt Lëtz, O |do) <+ oo , WJ 
pki BY 3 class 0<r<125 


RA) 布 洛 赫 空间 


oC, ) 点 集 的 距离 distance between two p(A,B)= inf (p(x,y)) 十 一 
point sets = 


F, 
Gs Go 型 集 


mE; |E | Si D1 kat 

m*' CE); 
| 五 |。 
e (E); e 

m. COS | 勒 贝 格 内 测度 


勒 贝 格外 测度 


tm 


Wo 可 列 集 的 势 


、 cardinal number of con- 


CH 连续 统 假设 


属于 奈 望 林 纳 函数 类 


0 上 全 体 布 洛 赫 函数 的 集合 , 称 为 布 洛 赫 空间 . O 是 | 
C" 中 齐 线性 有 界 域 


Bloch space 


表示 可 数 个 闭 集 的 并 集 F, 是 波 菜 尔 集 
表示 可 数 个 开 集 的 交集 Go 是 波 莱 尔 集 
E ECR” 为 勒 贝 格 可 测 集 , 则 EE 的 勒 贝 格外 测度 称 

为 勒 贝 格 测度 |. 


set of type Ge 


Lebesgue measure 


m* CE) = inft 2 |Li] | UO Ag ts E Bj n] TR ) 


Lebesgue outer measure ie 


m, (E) = sup{m(F) |F DS. H FC E) 


Lebesgue inner measure 


每 一 个 无 穷 集 的 势 都 是 某 个 阿 列 夫 , 自 然 数 集 的 势 
FE So 


5 px [8l [0,1] 对 等 的 集 的 势 记 为 N 或 C. 连 续集 的 势 
C 一 2%0 

康 托 尔 猜 测 : 实 数 集 的 一 切 无 穷 子 集 或 者 与 自然 数 

集 等 势 或 者 与 连续 统 等 势 


cardinal number of 
countable set 


亦 称 基数 


continuum hypothesis 
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mox 4H 英文 名 称 意 X 或 举例 备 注 
. l 假设 :1. 对 任 一 序数 a, 23a = Wapis 
广义 连续 generalized continuum ee Š zn 
统 假 设 hypothesis 2. 对 任 二 无 穷 势 e, A. E aK < A< 2 Wl] À — £ uk. 
| A À = 2 
H,(E) = lim H,,CE) = sup H,.C(OE), 其中， 
E-+0 e> 0 
A Hr AWM RE | Hausdorff measure H... (E) = inf DEL) B ACE AR ATE E, W 
E 
| 直径 
狄 利克 雷 函 数 | Dirichlet function War) = e j) 亦 可 用 Dlr) 表示 
整数 集 上 的 函数 = 
x(n) 或 pon "P 
X, GO zX, 狄 利 克 雷 特征 |」】 Dirichlet character exp| zl = + + — + + + "7 ] IRER q 的 特征 
0 1 $ 
Ao q (Casg) = D 
i " 3A 3B AB 93A 
泊 松 符号 “| Poisson symbol Be | 亦 称 泊 松 括号 


volume of /-interval 


7 区 间 的 体积 


上 为 R* 中 的 有 界 点 集 ,7 为 包含 上 的 任何 有 界 区 间 ， 
则 以 | 着 表示 区 间 了 的 体积 


几乎 处 处 


almost everywhere 


a. c. 是 英文 almost 
everywhere 的 首 字 
Bh; p. p 是 法 文 
presque partout DI Ë 
字母 


A mE P (z) 5SRAECR AK EERE C EUN 
于 任意 r € ENEo P(x) Pj sr , WJ#RP (z) HEE EJL 
乎 处 处 成 立 , 记 为 P(z)a. e. KR P (mbp. p. 


M(x) = lim M(x.6), 其 中 M(x,6) AAR f(r) 在 
+0 


a set 


Leeër | upper limit function 
点 工 的 39 邻 域 上 取 值 的 上 确 界 
| m(x) = limm Cr.) , PE rR m(a,d) ARR f(x) 在 点 
m( z) 下 极限 国 数 | lower limit function Zu 
x) ó 邻 域 上 取 值 的 下 确 界 
集合 的 characteristic function of oe x (x € A), 
AE Maceo: 


近似 上 极限 


approximate upper limit 


近似 下 极限 


approximate lower limit 


近似 极限 


approximate limit 


Qo | feoda 勒 贝 格 积分 | Lebesgue integral 


ap lim f(x) 
TO 


inf lim gf (x) 
E X-"Xp 


ap lim f(r) = (sup lim gf (x)) 


rrr TE 


0 0 


a 
el 


ap lim f(x) 表示 ap lim f(x) = ap lim f(r) 
XX rx ER, 


a f Go EWE E CR" ER GO 可 测 函 数 , 则 


left upper derivative 


D^ f») 


left lower derivative 
x 


Dt fir) 右上 导数 right upper derivative 
Dif Go) 右 下 导数 right lower derivative 


绝对 连续 absolute continuity 


相互 奇异 


mutually singular 


一 


Gelfand integral 


(| edge | 盖 尔 范 德 积分 
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PTT 


«Lm 
CL)| ,f(z)dz 为 勒 贝 格 积分 (Ek L 3 
D- fix) — Tim 465) Cr) 
ez — o 
Si 
D- fa») = lim BAw 
SE 
D+ f (xs) = lim MEA 
-er o 
“0 
D+ f (zo) =_lim o 


Si 
& 30 


”< 上 表示 广义 测度 ”关于 是 绝对 连续 的 . 即 当 
lel = 二 0 时 有 7”(4) = OF lel 是 pj 的 全 变 差 


Y | 4 表示 7 与 4 是 相互 奇异 的 , 即 存 在 两 个 不 相交 
的 可 测 集 4 与 8 使 得 = 二 A UB, 且 对 任意 可 测 集 
E, IpnlCAU E) — |YICB NE)=0, 其 中 17|,|x| 
分 别 是 7Y 和 4 的 全 变 差 


的 弱 ” 积分 


EXX*, 当 f(zxQ)) 在 上 可 积 时 必 存 在 Xx”** € X Í 
ret = | SOD da Wer 为 盖 尔 范 德 积分 


符 号 中 文 名 称 英文 名 称 意义 或 举例 


(P | rey 佩 蒂 斯 积分 车 | faa = P , 则 (P)| cede = ç; 亦 称 弱 积 


1.# xD Æ R EFM AZ, W 
a»[ Ode = Y mA 
n k=] 
2. Xt J — R5 BJ 98 n] 390] pK C), M 
(B) | Ddy = lim CB) | zs (Ode 


Df (da 博 赫 纳 积 分 | Borchner integral 


FOR )|, HÆRRA | Birkhoff integral 
at)dy 


CL-S ) ill BE 


CBK)| rody -QJG.A. 3 JG) 是 


(È MADEG) t € A) 的 凸 闭 包 


We (E) = inf{ 22 47 (1) IU) 为 可 数 个 覆盖 上 的 
左 开 右 闭 区 间 } 


当 任 意 点 集 了 能 分 解 成 内 部 分 NE* 和 五 外 部 
4L T) E 时 ,相应 的 (2L-5) 外 测度 具有 可 加 性 , 则 E 
称 为 g(z) 的 (L-S) 可 测 集 ,此 时 外 测度 EE d 
为 五 的 由 分 布 函 数 g5Cz) 引 出 的 (LS 7) 测度 


 (L—S)measure 


J,/codaco = IR (r)dg(r) 一 Rs (xz)dg Co, 


其 中 ft z), f DDAA jz) 正 部 和 负 部 , 且 至 少 
有 一 个 有 极限 


(-9) 积 分 是 勒 贝 格 - 
斯 带 尔 切 斯 积分 的 简 
称 


《ZL -9 ) 积 (L-SDintegral 


fk X 4 Sn BR St JE Bh 
贝 格 积 分 和 黎 曼 积 


(Dex DÈ Fda = FO) 一 F(a), 其 中 Fe) Rok 
X. — RE SEXE XE SE eR. HELa, b] EE) = f(x) 


a. €. 


b 


狭义 当 
#h ELA 


Denjoy integral in the re- 


pco 


stricted sense 


a 


f(z) — f Gy) 


Y EG 


F(x) — f(x.) 


Di f Gro) 近似 导数 approximate derivative Dapf (z) = ap lim 


0 


approximate lower 


iud 近似 下 导数 derivative s 2m 
0 


u imat - — f(x) 一 f(x) 
1 Š 0 


Li EG 


B 


" 庞 特 里 E RH =H OH, 是 正则 分 解 ,dim 媚 : = k <+ co, 
亚 金 空间 i a (H+, D 为 具有 正 ( 负 ) 指标 的 庞 特 里 亚 金 空间 
ET | ë H = H_-@ H, 是 正则 分 解 ,dimH4 一 十 co, 称 
设 人 是 空间 X 的 线性 算 子 ,如 果林 一 了 是 正则 算 子 ， 
oT) 正则 集 Regular set 那么 称 4 为 工 的 正则 点 . 复 平面 上 正则 点 全 体 称 为 正 | RGR 
则 集 
g (T) Ek 谱 集 MEME OAT) WA C\e(T). op (D ,0, DD 0, CD) o, CDD 分 
sp(T) em 别 表 示 点 谱 、 近 似 点 谱 、 剩 余 谱 、. 连 续 谱 


映射 了 在 区 域 避 上 关于 已 点 的 拓扑 度 是 一 个 整数 , 它 
deg(T', R,P?) topological degree 是 方程 T(z) = P fg OP RRR TR” 的 某 种 稳 


定 的 度量 
> 4 domain of formal power 
SEH E Ae BBR series 
3 
To (4=0), 
: H 
dell f Godz = inf {U(b)} = sup(V(O)) HP U (x) f(x) Elab] 上 的 佩 


HFILEXTXIMJESSN a) = qu cqui 
十 … (gq,Z 0,r & Z) FR. ISR AMT 
Ak br a ó PR | Dirac ë-function òlr) = | 0 (e520), 
num 包含 4 的 最 小 平衡 集 称 为 4 的 平衡 包 DUE 
(P)| feoda 佩 龙 积分 Perron integral 龙 积分 值 和 勒 贝 格 积 
和 V(x) 分 别 是 f(x) 在 [a,5j] 上 的 上 函数 和 下 请 数 | 分 值 相等 


a 


b 
| f(x)dx = SuptG to») — (G(a)) = inf (F(b) 


— H(a)), EP H), CGD 各 为 f(x) 的 瓦尔 德 上 、| 分 等 价 
下 函数 


7 > AK N TN 5 fh EA 
ew» feoda 瓦尔 德 积分 | Wald integral BLAR FEAR 33 T MR JE ER 
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数 学 符 = X 


Lr 


strong convergence in 
fof | LP BUS | rw 


if) , f (=) c L^?(E),(l < P 之 十 oOo = 1525 
+5), HFE | f, — f | p > 0n- co) MW RR Ef, Cr) } 
ge WP fer) 


# Jj.) , f (z) c Lr(E), g(x) c BCL E) < pq < 十 oon 二 1.25559.) HR 
L/p Va — LB lim |. f, GO GOda = | fGoda ici REB Uf Co) S k t 


于 f(z) 


亦 称 按 L^ $5 
于 f(x) 


f, NN L? f sy uc 9x 


— 
满足 |z, | < M 一 十 co (n = 15255553) 的 所 有 数列 之 


in E Du | i | — ae a | E 


所 有 使 得 
If = inf{adoilf ant fo@bd <i} < 
+ co 成 立 的 R 上 的 可 测 函数 /之 集 


toplogical entropy 这 是 用 于 拓扑 动力 学 中 的 一 个 概念 
n!2"o(x)dx" dz" 


[— L1] EX TX e(x) = (1 — r) Qd + 30? BJ IE AE 
JOD (x) HE FY the ZS Wisk Jacobi polynomials 
(n = 1.2,.) 


多 项 式 
fia u l | ; 
r. (r) na Ge? Rademacher functions rox) = sig nsin 2" "la (e z< 151.23: ae 
ASN 


weak convergence in L? 


所 有 满足 |z | p= CX Lau] DU < oo BOBCRL z H 
成 之 集 


Orlicz space 


ent 


1 de 


[ Cz? — 1)"w(x) | 


Jin P Cz) = 
沃 尔 什 函 数 | Walsh functions W, = rk, Gora, Go) era Ge) (0 < x < 1) WS 
A : 
n. Si " entropy of A with re | RABE SHS X HU ECCE S.A BJ e Pd inj 
| su fa iab spect to X P.CA) = minP Wl] H£ CA) = log P.CA) 
C CA) Zx EL Da acit RABE SHS B| X J 2 fE, AM ey BLU Ta 
S TOR poy 4 M.CA) = max m, Sil] H.CA) = log M. (A) 


对 称 差 symmetric difference AAB 的 对 称 差 指 属于 4 但 不 属于 8B, 或 属于 B 但 不 

AN on 属于 4 的 一 切 元 素 组 成 的 集合 

W P= Pa) 是 一 个 与 x 无 关 的 性 质 , 如 果 使 P 不 成 

P Ü Pe p 立 的 点 全 体 所 成 之 集 4 为 零 内 容 集 , 则 称 己 是 近乎 
Ve 


处 处 成 立 的 
设 P= 二 P(x) 是 一 个 与 x 无 关 的 性 质 ,如 果 A 为 零 外 


容 集 , 则 称 P 是 拟 乎 处 处 成 立 的 
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Bie | d ab eeu gl +) 


k=0 


RABE SRSA X 的 紧 子 集 ,4 s m Ur 
令 N. (A) = min n, W H.(A) = log N.CA) 


approximately every- 


where 


对 于 相对 紧 的 开 集 G, 记 cap(G) = fdas. JE oo F M 
RS- = X* oc 所 确定 的 惟一 测度 
测度 wx 的 到 位 势 为 

Uk = | Kd) (z € Q) 


X-capacity 


potential 


对 于 位 势 UL O = R n3), 0 Ka <n, lr, y) 
= |= — y|“ "Bt PRA E H f 39 


É X 或 举例 


牛顿 位 势 


Newtonian potential 


NM 


对 于 里 斯 位 势 a = 2 时 , 称 为 牛顿 位 势 


内 积 inter product 


St (Deet E | Schubert symbol 


(f.g) = | ea GoduGo 


g 一 (01405. ***,0,) 表示 n 个 整数 组 成 的 一 个 序列 ,其 
H 1 So, < o; < ++ < o, < m 


linear hull 


Lin E ZR A oe th BE 
的 支撑 子 空 间 


LinE = (zz 一 2 Ay € R, 有 限 个 不 为 零 ) 


affine hull 


cone hull 


covex hull 


affek = {xr|x = Ze ER, ARTAAE, 
y 
> À, = 1} 
y€E 


coneE = {x|xr =Ay,y E E, A> 0} = UAE 
A0 


cok = (x|x = EA, € [0,1], 有 限 个 不 为 零 ， 
> 
v€ E 


kernel 


É 


COR WY y€ C,0 << 1,38 (1 — ))<x + y € 
C 的 全 体 x EC 的 集合 称 为 C 的 核 


暴露 点 集 
极点 集 


exp C exposing point set 


ext C extreme point set 


| Cc 的 全 体 暴露 点 的 集合 
C 的 全 体 极点 的 集合 


one-side directional 


Fay) | 单 边 方向 导数 


derivative 


subdifferential 


一 f(x) 


F(a + ày) 
A 


f'(z : y) = lim 


f C) # X B) BE AY 2: Ik 


奇 点 的 指标 


index of critical points 


| V 的 孤立 奇 点 MM 沿 曲 线 C, 的 旋转 数 


一 致 概 周 期 
PR A 


uniformly almost period- 
ic functions 


asymptotically almost 


periodic functions 


设 fG.z) € C(R x D,E"),S 是 的 紧 集 , 若 对 任 给 
FF AJ (a) ,存在 子 序列 {a,) C (2,0 iE Tf z) = 
lim f(t + an3x) FE R X S E— Bt Hb x vr WE £a) 


J: — SUE BR pa 3 € D 


如 果 eG 有 分 解 式 gG) — p(t) 十 9g(G) Hp) 是 
R 上 的 概 周 期 函数 ,9g(G) 是 定义 在 R+ (或 R-) 上 的 连 
SE ph BL. 2 t — H oo B (19 — co) HA g(t) > 0. WU Er 
g(t) 是 R+ (ak R) ERE ERES] NS PRSE 


retarded function differ- 


Wr Jer AY e 


RFDE(/) 微分 方程 


ential equation 


Hamilton’s system 


antiderivative 


daz (t) 
dt 
(hisha, 


= fG ,zG),zG — Rh). 
,hm 是 正定 数 ,站 < h, Lr < hu) 
aH 


dH dq 
Jo di C S H (p,g.t) 的 一 阶 


,T(t — hj). RFDE 是 英文 名 中 四 


个 单词 的 第 一 个 字母 


亦 称 典型 系统 或 正则 
系统 


iE an SP — 
偏 微分 方程 


表示 a (=) 的 反 导 数 


概率 统计 (Probability & Statistics) 


英文 名 称 


probability 


BOX 或 举例 


Pw 表示 在 n 次 独立 
实验 中 出 现 m 次 事件 
的 概率 


已 (五 ) 表 示 事 件 E A BPE) Reo BF E DS 


conditional probability 


期 望 〈 或 均值 ) 


expectation (or mean) 


P(A41B) 表 示 发 生 了 事件 B 的 条 件 下 ,事件 4 的 概 
率 


EE, Më 表示 随机 变量 的 期 望 (或 均值 ) 


亦 可 记 为 
ECE), MEI 


亦 可 记 为 
Dé) , c? CE) , Varé 
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DE, o*€ 表示 随机 变量 上 的 方差 


EC). MC) 条 件 期 望 conditional expectation | E(£|320. M( |) Xn BB SL F BF X T AR MF y 的 条 件 
on (或 条 件 均 值 ) | or conditional mean 期 望 ( 或 均值 


即 KEE red 
频率 Fu(4) 等 于 频数 fA) SRRA n ZB 
FC) 频率 frequency p, a) = ICD? 
i conditional distribution | E Ml 7 AEREE , WE FOGy| 2 9 fF — x RTF? 
AA rerio 的 条 件 分 布 函数 NENNEN 
origin moment of the £- 
, central moment of the k- 
Was 


3| 
k Er EAR origin absolute moment z 
Ë Wt. n = k 
2f XT HE of the£-th order E HI k BY Ca ETE a, = |S 
k Bru central absolute moment 
Ha XTE of the k-th order 


# EC[£—E£1|*|g— Enl) «oo, Hk LEN, MERELE 
— ES — Eq)! B EM 2 BJ RU PIA 


分 布 列 为 p(k npo | "| pa 
(0<p<1,g=1—p, &—0,1,2,-.m) 


密度 函数 为 po =m t+a)[(POm) rl] !p"q*On HE 
数 ， 0< pc, q—1—p.r—0,;,1,2;.:-) 


密度 函数 为 
pr= pg? OX p<1,g=1— Pp, zr=0,1,2, 2 
密度 函数 为 -一 | 人】 (9) JU] co sum. 


N. Np, n AER. N n, Oe x< Nb, Ogn— x< 
Nq, 0«p«1,q-—1—p) 


negative binomial distri- 
bution 


hypergeometric distribu- 


HON , n.p) ; 
tion 


eu mitos p= (AP) «(Ne fS] Te 
i Xi Zhi] n 
isotope adc amis BUE LN ON es 
Npr+1n FEE BM zen Cap tee Harr), pit po 
TE b 20) 


MO; pis 多 维 超 
"prt1) 几何 分 布 


À 


multiple hypergeometric 
distribution 


k 
分 布 列 为 plk; A e Q0, k—0,1 Qe) 


1/(5-—a) 


(arb) * 


EE 494) 4r fn uniform distribution 密度 函数 为 p(x) 一 (o (其 他 )， i 
indio kate ab 为 常数 
1 Gr— pe)? 
密度 函数 为 p(x) = exp | Haf 1 
Nui. o?) normal distribution ao Von 20? 亦 称 高 斯 分 布 


(—oo« x« --co 02» 0, u 为 常数 ) 


À 


"tier: 


密度 函数 为 PCz) 一 二 
数 A0, LARK 


Cauchy distribution 


CA, zi 柯 西 分 布 
T(A,r) ESTA E 
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POE s (r0), 
Rb r>0,A>O 为 常数 


[i IRA IA GG.) 


gamma distribution 


密度 函数 为 vol 


- u Àe- t (7220), 
密度 函数 为 p (z) — » (r<0), OKAY iH elu, o) 
其 中 4 为 常数 


exponential distribution 


_ far lexp(—Azr’) (zx>0), 
BERB» p= |e (<0), 


yT er? 
密度 函数 为 p ke Sg vd 
0 (X70) DH 


WA, a) 韦 布 尔 分 布 | Weibull's distribution 


Gr 0). 


Chi-square 
distribution 


E H: z 2 1E 5⁄2 28 


密度 函数 为 
T es (nz -a)* /2o* (x > 0); 


logarithmic normal dis- 


2 A 8 
Lntn,oi) | 对 数 正 态 分 布 esa PG) So 
0 (x <0), 
其 中 aa > 0 为 常数 
t(n) 学 生 分 布 “| Student's distribution 密度 函数 为 p C) = 


HF n AERA 


密度 函数 为 p(x)= 


F (ny sn) F-distribution 


其 中 nine 为 正 整数 
密度 函数 为 


extremal distribution 


Ela,p) 极 值 分 布 


n š 
2 = x2 ts!) 


SF BER A p(x) 一 dd AD IE 


(x > 0), 


non-central chi-square 


La, AN JAE Puke xu 


distribution 
0 (z < 0). 


其 中 4 为 自由 度 ; A> 0 为 非 中 心 参数 


密度 函数 为 


D 
2 


n""exp(—80?/2) $ d ged | zi | 2r? | r 
2 


其 中 为 自由 度 ,6 为 实数 ,上 且 是 非 中 心 参数 


t-distribu- 


non-central 


$ 


t(n,d) 3E Bu 1 分布 p (z) = 


tion 


E E m + n 4 d 


non-central F-distribu- SE 227.1 > EN S s Qn A P (z > 0) 
心 F 一 = m+n i ? 
JE qu F 分 布 OH PG) r( >J E eph | kI (mat) 24 


KP min 为 二 自由 度 ,4 为 非 中 心 参数 


XP = min X, 表示 样本 观察 值 中 最 小 者 


lin 


小 顺序 MA 
X m I UF smallest order statistics 
统计 量 


Ifi 


? FEA £ br sample origin moment of 
^ JR. B the k-th order 


XP = max X; 表示 样本 观察 值 中 最 大 者 


1< =< 


z = |: Or (x) (k= 2.3854") 
1 — ARA 


sample central moment 


of the &-th order 


by TT lY (=; — r)* = | (x y xY dF, (x) 
i=] —oo 
(k = 2,3, ) 


population mean 


population variance 


population origin mo- 
ment of the k-th order 


population central mo- 
ment of the &-th order 


sample median 


u= ECX) 


oc? —D(X)—E(OX— y)? 


a, = E(X*) = | x*dF(xr) 


JH Es 


Jn] H X 表示 


Xii d 2 一 24 十 1， 
(Xi 十 Xi41)/2， A n=2k 


vax- | 


sample skewness 


sample kurtosis 


degree of freedom 


Sk FE À fid BE 
Kur 样本 峰 度 
df B H FF 
Hla] 4 


characteristic 


FE 2 = Bir rF Ü XB ER acc E See) 亦 称 样本 偏 态 或 偏 态 


b 
商 , 即 Sk= Gyan 系数 
样本 四 阶 中 心 矩 除 以 样本 二 阶 中 心 矩 的 平方 再 减 去 

DSR FE AS UH BE 


3, BH Kurz 3 


b, KM 
(bp)? 
dia, fa 表示 因素 A 的 自由 度 


a MOE OMT 


entorpy 


flk;r,p) | 帕斯卡 分 布 式 


Pascal distribution 


Posi 边缘 概率 


boundary probability 


离散 型 随机 变量 工 的 精 Hr] =— X Plog P: Et 
型 随机 变量 z 的 炉 H[z] = 一 | f(x)logsf oda 


41 fi PR BOA 
Zë, p) = Cpl pq"! (k=r,r + 1,:-) 


离散 型 随机 变量 的 边缘 概率 分 布 式 为 
Pr = DP iis T = Ke 


normal distribution 


standardization of S 


sample point 


Ni, X) 

或 N (ud) | 多维 正 态 分 布 
24 S, 的 标准 化 
? 不 可 能 事件 


从 努 利 试验 


标准 差 


non-probability event 


Bernoulli trials 


N 维 正 态 分 布 的 密度 函数 为 


glr) = a ama d s 一 wW) I(x — pw} Cr € R”) 


(21 )"/? V |>] 2 


Š = > (x, m a.) /S, 


IC à: sas 
随机 试验 的 每 一 个 可 能 的 结 : 亦 称 基本 事件 


随机 试验 不 可 能 发 生 的 结果 


一 个 试验 


root-mean square devia- 


tion 


lower control linear 


方差 的 平方 根 


表示 控制 图 中 中 线 
N Tr 


ct 

: 

上 控制 线 | upper control linear — | 表示 控制 图 中 上 控制 线 
LCL z 


下 控制 线 


表示 控制 图 中 下 控制 线 


表示 子 样 的 容量 为 上 和 允许 的 不 合格 数 为 C 


产品 在 规定 的 条 件 下 ,规定 的 时 间 内 ,完成 规定 功能 
的 概率 


抽检 方案 sampling inspection plan 
2$ fn longevity 
HJ Se HE reliability 
p. 可 靠 寿 命 reliability life 
A(t) 失效 率 failure rate 
4 
MTBF 平均 无 故障 mean time between fail- 
工作 时 间 ures 


| fE RT 3 BE SF 2G ae (Lr BJ Bi [8] 2o.5 称 为 中 位 寿命 


产品 工作 到 上 时 刻 后 单位 时 间 内 发 生 失 效 的 概率 


平均 寿命 对 可 修复 产品 


对 任 一 特定 个 体 ( 产 品 或 生命 体 ), 从 某 个 标准 时 间 
起 在 规定 时 间 t 内 失效 (或 死亡 ) 


nt worked mean time be- 


probability distribution 
function 


maximum likelihood es- 


极 大 似 然 估 计 和 


EXC 样本 极 差 sample range 


alternative hypothesis 


critical value 


临界 值 


re 


T 义 或 举 D 


平均 寿命 对 不 可 修复 产品 


F(x) = P(Eé(w) < x).r € (— œ, + co) 


到 极 大 值 的 参数 卫 


当 区 间 ( ,0) 以 某 一 指定 的 概率 包含 
0) 为 函数 0 的 区 间 估 计 


使 似 然 函数 LC poi 


d, rg, 


R=max (21 +X29° + Xn} —min(xis 25» ,Th 


样本 中 最 大 值 与 最 小 值 之 差 


假设 检验 中 ,对 有 关 总 体 需要 作出 判断 的 待 检验 的 
命题 的 假设 


} 表 示 取 |] 


亦 称 样本 范围 , 又 称 
样本 全 中 


假设 检验 中 , 异 于 原 假设 的 男 一 假设 
Mas Aasta 表示 置信 和 度 为 a 的 临界 值 


sum of squares of devia- 


离 差 平方 和 


tions 


null hypothesis 


总 离 差 平方 和 Q— > > (mu), 
组 内 离 差 平方 和 Q= > > 


组 间 离 差 平方 和 Qs = n Š Gn 一 2)? 
因素 4 的 离 差 平方 和 Qun Gs 一 Ds 


x)? 


误差 平方 和 Qe = 2 È G, Tj. Eod 


亦 称 择 一 假设 


MIN 显著 性 标记 | significance marked 
交互 作用 interaction 


orthogonal layout 


marked 


operator of according to 


columns draw line 


operator of according to 
rowsdraw line 


supremum of fuzzy sub- 


set 


bounded product 


x 表示 作用 显著 . * * 表示 作用 高 度 显 著 


AX B 表示 因素 A.B 的 交互 作用 


Ls(23) 表 示 二 水 平 三 因素 , 需 作 四 次 试验 的 正 交 表示 


将 矩阵 4 二 (aij),xwm 中 的 元 按 列 依次 拉 直 排序 , 即 


vec( A) = (aun 2] + °" au] AER 292 lt y." sanm) 


将 矩阵 A= (aj, nxm P DÉI 26 d £3 HK x AL Ë HE F , 即 


ranCA) — (al :012»*** G| 021 $229 *** (On a *?* o 


A= (apa TEX) AER X HIER Y z€ X. 
Ba (XY)E1L0,1j 是 模糊 子 集 4 的 隶属 图 数 


T la |£ € T ) ELME ' 则 V a; =sup tar |t€ T) 


lade THESUBUR ML A a inita t€ T) 


Haus TS pa (adus Lei 


= pa a) ugG2)— palo pra) 


HAn BD — ua Go) * ug Go) na Gr)ug Gro) 


atb min (a4d-b,1) ED a.5€ [0.1] 


JR FR AA SE. db pir E 
不 分 明 集 , Z W HE 


a®b=max(a+tb—1,0) ÑP a,5b€ [0.1] 


ab 
a)(1 


GEERT 


vn, p>0 


式 中 a.b€ [0.1], 


式 中 a b C [0.1], 
Y=0,p>0 
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H 学 符号 =* 
"np SE 
aPb— 1 — min(1,CQ — a)? + (1 Anen SS dd id 


m —n- NN A z, OD /x V ymn 4r BERTA 


[ 


取 大 运算 


operation of fetch large 


糊 数 , 即 m= FAS n= AA 
m IT ain = 


operation of fetch small m |=. (Gy V HODE Ay 
operation of subtraction — m= | (z)/(1 — z) 
. I = 不 同 的 场合 中 ,模糊 
: A A SV A 
e f: X. Y 表示 从 X 到 Y 的 模糊 函数 函数 常 有 不 同 的 定义 


bounded difference CAQB) Gr) 2 max(0, ACr) — Boch 


relax restrictions of less Azr<b (x20) BRA RAE Ar<b,z>0 的 软化 
or equal = 


Dri (z, F) 一 4a, 表 示 工 关于 模糊 映射 F:XF w(X) 的 


取 小 运算 


减法 运算 


模糊 映射 


3t 


界 差 


小 于 等 于 
的 放宽 


Dix 不 动 度 fixed degree 


AR BE J a, F(X) 表示 X 上 所 有 模糊 集 组 成 的 集 


绝对 误差 absolute error e* 二 XxX* 一 x, 式 中 民 表 示 精 确 值 ,x* 为 xz 的 近似 值 常 简称 误差 


limit of approximate val- Gë Leer, D sr A z 的 近似 值 ,e* Au x 的 
ue 误差 限 


误差 限 
e =< stp z 表示 精确 值 ,e* 表示 z 的 绝对 误差 ， 
et 表示 相对 误差 , 它 表示 误差 e* 关于 近似 值 z" 的 


er 相对 误差 
近似 程度 


a E | <<6, 式 中 zx* 表示 近 似 值 ,e* 和 er 分 别 
最 大 相对 误差 | maximal relation error 表示 绝对 误差 和 相对 误差 ,到 不 等 式 成 立 的 最 小 数 8 
为 最 大 相对 误差 
标准 误差 standard error 
vi EE 


m MEE PCalzco —1/2 表示 数 “的 绝对 值 大 于 它 的 误差 和 
TIUS 小 于 它 的 误差 出 现 的 可 能 性 一 样 大 
多 项 式 组 polynomial set 。 | PS 表示 由 有 限 个 非 零 多 项 式 构成 的 集合 


LS £Z JW 5X BJ | zero points set of poly- | Zero (PS) 表 示 多 项 式 组 PS 中 的 多 项 式 的 公共 零点 


relative error 


Zero( = ) WEFR AE | nomials 集 
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n oR 
ResC5,q,x) — asbl * lI IT Co; 一 B;) . XP ai, B; at 
IER 


别 是 多 项 式 pO g(a) MAR ai aiias Po, 
,Psi 分别 为 p(x) 和 g(x) 的 系数 


aUb=a, 3X P a.b HAAF, 4 A14 a=b 时 成 立 ， 
否则 aU b 为 空 , 集 合 论 中 的 并 运算 是 合 一 运算 的 特 
殊 情 况 . 


当 原 子 不 可 分 解 时 ， 
合 一 的 结果 等 于 并 集 


unification 


R=1- FER RRR TORRE ROR 
W Ho FATE zi LAT E A A AT 
Es) = a» ES aV Ep- (p = 2.3,*—) + 其 中 
a(1— a)! (i 一 0,1,2,…) 为 当期 序列 值 的 影响 权 


数 ,a 的 一 般 范 围 在 区 间 [0. 1,0.5] 内 ,适当 选取 a 的 
值 是 保证 预测 的 关键 


R RRE redundancy 


Ei p 次 指数 
平滑 值 


p XE 
平滑 值 


协 方差 扩大 
rur) 
i 
价格 单纯 形 | price simplex 
Mili 
aij; 
bij 


当 p= 二 1 时 即 为 一 次 
指数 平滑 值 ES? 


exponential smoothing 
value of pth 


vof? = ao 2, data (t — ,—1,0,1,*5,1), 其 中 


a; (i 一 0,1,2,"…) 为 当期 序列 值 的 影响 权 数 ,a€ [0. 
1.0.5] 
1 


中 X 的 第 i 个 消费 者 预算 参数 B; 的 估计 值 ,R 为 X 
的 多 重 相关 系数 


u"(x) 


EWEN EE: dan 
BUE 8 A 


weight smoothing value 
of pth 


amplification factor of 


covariance 


风险 厌恶 度量 | risk aversion measure "gue u' (x) AP u ATR RA YA PRG AE | 亦 a e 风 
E x 可 理解 为 收入 Ex RAS BERE 


l 
S = {p € R! |p; Z 0, Zp = 1) , 式 中 R' 是 商品 空 
间 ,p 表示 价格 向 量 
Bi(p) = ix € Xi|p rm pret X eG) , 式 中 
£ 


B: (0) AX: 分 别 表 示 第 i 个 消费 者 的 预算 映射 和 消 
Bt SR m; 是 第 ;个 生产 者 的 利润 函数 


budget mapping 


Gij = ES (1,7 = 1,2,» ;Xij 表 示 第 197 两 个 部 
J 
门 的 流量 ,zx; 表示 第 ;个 部 门 的 总 产品 量 


direct consumption coef- 


ficient 


bij = aij F È anas; + È D asana + 2 2» 
n) AP az 是 直接 消耗 系数 ,六 表示 第 ;个 产品 部 门 对 第 i 种 产品 的 完全 消 


耗 系数 
ci ld bijcij— big GAZ) RR Y^ oh BD] EE BRR 
产品 对 所 有 产品 部 门 产 品 的 需求 量 , b BEAR ij 两 
个 产品 部 门 之 间 的 完全 消耗 系数 ,cu 表示 第 J 个 产品 
部 门 产 出 单位 最 终 产品 对 第 :个 产品 部 门 的 需求 量 
动态 投入 产 出 模型 中 常用 的 统计 指标 , 4d;; = 
—— 表示 在 t 十 1 时 第 j(j 一 1,2,…,n) 部 门 增 
加 单位 产品 需要 第 :投资 部 门 在 时 间 上 供给 第 7 了 部 门 


产品 的 数量 . 娩 表 示 上 时 :投资 部 门 供给 7 部 门 产品 
总 量 ,万 表示 了 部 门 上 时 的 产品 总 量 


。 : Gia d gj 十 Det G, = 1525*", 
total consumption coeffi- 1 


cient 


total demand coefficient 


Lg = [a(n — 0.5) + a(n — 1.5) + t +, 
0.5 ]/100 AR ARPA ,其 中 a; 为 第 i 年 投资 占 
总 投资 的 比重 ,n 为 建设 周期 


Ly = Din / ÈL DEE ALERT AE RP 1 分 本 
到 ; 部门 的 投资 . n Oy i RETT LAANA AE LAU ERE 


[zem 


应 变 张 量 strain tensor ar; =| (1,315253), Zis Z; 表示 应 变 
张 量 分 量 ,wi ,wj 表示 位 移 分 量 


abuse | 4G 6A max{a,b) ia @b À a b RAB ABH N 


f —J* f -- Tayl f Rt J* f EL f de rg d B 3 3 IE JT A 
中 保留 阶 以 下 的 多 项 式 部 分 , 截 去 的 部 分 称 为 f 
的 尾部 , 记 为 Tayl f 


H (zx,B) 表 示 元 素 x 在 袋 BB 中 出 现 的 次 数 .Y >€ B. 
Oe # (z, B)<1 BJ , $ B ski Ik N 38 38 E B 


_Y¥(s)_QG) . a 
WO = = Dey RIF YG), U Cs) 5p 358 th t 


4158] A Br FR) Fiz BE hi BB RR RG. Ps) 4PM AW G2 
的 分 子 、 分 母 多 项 式 


称 cond Gi 为 矩阵 C 的 条 件数 ,cond GE 
大 ,矩阵 G 越 趋 于 欠 秩 


Ww S—diag(ei,05,* 505). WEE o — 1,2. 7 
对 角 和 矩阵 S 的 对 角 元 
设 AL = block diag (AAA 类 


Arn AD ,其 中 A 为 阶 方 阵 , 则 称 A, W ERT fA E 
[E BJ ER xp ff 7c 


conv f/(CGje,I)-conv f(Ge,D,3XPconvC* 2 Eos 
R? EWG €g, oC R, 为 虚数 单位 ,Pt 一 0 1; i 
cl, nennt A viG— 1,2. 9 P DÉI Z dEr EB eg 


ess sup a(G(jw)) FAN m X n Br & EB E (B ARG Ge) Di 
本 质 上 确 界 , 即 除去 o 的 一 个 零 测 子 集 后 的 上 确 界 


essential supremum 


n 
max. f = POL 


$ aiz; = =b; G= 1,2, um), 
S. UA (x). 
T; = 0 (7 = le 25%" sR) 


目标 函数 max 了 必须 满足 (x ) 中 的 条 件 


VS0 表示 字典 式 为 正 的 ;过 0 表示 字典 式 为 负 的 ; 
Lex min 表示 字典 式 最 小 


[max 


68= 
2 co (3 Af «0. 
Su 称 为 基 B B BREE A, AS 为 检验 数 


constraint condition 


约束 条 件 


= Ja. PF lexicographicall order 


low characteristic num- 


ber 


V = (u (+ 22  *** 9 U, ) FE 
n 维 问 量 空间 的 向 量 


(= àla <o} G 4 «o. 


min | — 3 à; 0. 


dë Ai 
On MAZE Dm E Ff AQ. 为 检验 数 


bi» p, k R Tk AA H #R PRX min f = pi fi + po > 
tet pili Popop pi 为 等 级 标志 关系 
P 表示 最 优 策略 . Phan (re) RA BME T R FE R 
状态 为 n 的 后 部 子 过 程 所 有 子 策 略 中 最 优 者 


opt vi al zx, Pern (z+) ] E ZR TE s PLC ve. RM IG. 
Pind TE d SB & 段 开始 到 终点 过 程 的 策略 


above characteristic 


上 特征 数 


number 


等 级 标志 关 relation of order mark 
= 


set of positive linear 


posA = {a |a ER”, = Y BA B = 0.7 = 1.2... 
j=l 
n) 表示 由 和 矩阵 4 的 各 列 的 正 线性 组 合 组 成 的 集合 


epi 太一 (Crya) laz2 f Cz) Eos PRR f(x) (rER") 的 
上 图 ,车 给 定 epi f. WJ fio min(zl Go) € epi f) 


X/Y/Z/C 为 排队 记 法 ,其 中 ,了 ,Z,C 的 意义 依次 
为 :1. 相继 到 达 人 间隔 时 间 的 分 布 ;2. 服务 时 间 的 分 
布 ;3. 服务 台 的 数目 ;4. 允许 的 顾客 容量 


正 线性 组 合集 


combination 


AK 
排队 记 法 


queueing notation 


例 


符号 中 文 名 称 英文 名 称 X 或 2 


p À uu 
ES P, T TE = <S. YT) d / 
team length expected = Xn SEI um "m puse 表示 标准 的 M/M/I1 


value 模型 的 队长 期 望 值 ， o 为 服务 强度 , 即 服 务 台 平均 利 
用 率 


Ls 队长 期 望 什 


| ee 

I 队列 长 期 望 值 queueing length expect- fepe PAL DP, = Is — P= (Se eA 表 

i EE 示 标 准 的 M/ M /1 模型 的 队列 长 期 望 值 ,o 为 服务 强 
度 , 即 服务 台 平均 利用 率 


352 ER EY j| 


Ws = EW] = s Bl M/M/1 模型 的 逗留 
期 望 值 


时 间 期 望 值 

Wa=Ws— ~~ eem M/M/l 模型 的 等 
待 时 间 期 望 值 
X] G=(S, S. A), A Si= i8] ,aan)} 表 示 局 
中 人 I 的 纯 策略 集合 ,5S;== (Bis Boo 8) 表示 局 中 


人 I HAERES. A= (aij) mxnBe An X. f] OIE 
阵 


Vg 一 max min a;j = min maxa: ij 称 为 对 策 G = 
Z: 
TT 
E E E 
数 ,B 为 频带 宽度 (Hz) 
Y—a-iB— YZ171, 其 中 a 表示 衰减 常数 (Np/m,dB/ 
M) ,8 表示 相 移 常数 (rad/m) 
Lt = 32.45 + 20lgf + 20lgd + A — G. -- G, RP 
了 为 工作 频率 (MHz) ,4d 为 传输 距离 (km),4 为 电路 


ERAB) GG: 分 别 为 发 射 天 线 与 接收 天 线 的 增益 
(dB) 


C= max! (x;y) Kb PC(z) 为 输入 符号 概率 (或 概率 
密度 ),7(Czyy) 为 互信 息 量 


RCD* ) 2 min(1(u;v))] , PCuj] u D) € Bp, E th D* 为 信 
function 源 的 允许 平均 失真 度 ,7(Gzjz) 为 平均 互信 息 量 


I i l IA —logP (A), db PCA) A BG BL E It 
self-information 
— mnn SPiN 


ET B ALAS EAS LR 
average mutual informa- 


expected value of staying 
Ws 


time 


等 待 时 间 expected value of wait- 
期 望 值 


ing time 


(S, Vd 2. 


传输 损耗 


loss of transmission 


channel capacity 


source rate distortional 


fri D EX 
EEN 


~ 8 P(A) 


JX HOO — HOX [YO BP H OO fe tic sl 
输出 符号 集 Y 以 前 关于 输入 符号 集 X 的 平均 不 确定 
性 ;HC(X1Y) 代 表 接 收 到 输出 符号 集 Y 后 关于 输入 
符号 集 X 的 平均 不 确定 性 


平均 互信 息 量 


tion 


Dap) = E G,G BO b a B; REKEN n 0 — 


t fll PF 91 83 75. a,CO B; 是 二 进 制 码 元 相 加 , D(a,8) 表 
IR a, P 对 应 位 置 上 码 元 取 值 不 同 的 个 数 


Ei O35 (n) KP Z, GODS GO 3o JE] H8 IK BE 


operational symbol oí 


logical derived rule 


MOAN zi) 


BE 稿 IW IER BA AE 
BE PW SS 
审 GE FRR 陈 惠 津 ARIE 
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WR: 1. 该 索引 | 收录 了 本 卷 正 文中 给 出 释文 的 全 


en. 


2. 以 汉子 起 首 的 条 目标 题 按 第 一 子 的 笔画 由 少 到 多 的 顺序 排列 , 若 笔 画 数 相同 ， 
CANT GMER EEIEIE, (〈 提 ) 归 为 一 ( 横 ), J 
( 竖 ),\〈 探 ) 归 为 、( 点 ), 各 种 笔 形 带 钩 或 曲折 的 笔画 ( 除 坚 钩 ” 上 ”外 ) 归 为 ( 折 )。 


CH), 


) GIO , 


# B B RSI 


相同 的 , 则 按 第 二 个 字 的 笔画 数 和 起 笔 笔 形 的 顺序 排列 ,依次 类 推 。 


3. 几 第 一 个 字 为 西 文字 母 、 数 学 符号 、 罗 马 数 字 和 阿拉 伯 数 字 起 首 的 条 目标 题 ， 
首 条 目标 题 的 最 后 。 以 西 文 字母 起 首 的 条 目标 题 


的 先后 顺序 排列 ;数学 符号 起 首 的 条 目标 题 按 知识 结 
到 大 的 顺序 排列 。 


Ed 加 


s C 


方程 ， 
zeen 
理论 ， "T 


— Co dd 
特征 方程 ， 


BRA RA 


特征 线 - 
-MRAR 
M 


presen 


分 方程 组 


一 阶 变 分 
-natenn 
aK H - ..... 


一 阶 线 aO d ssa cne ccc eco eon 


一 阶 显 方程 TP 


一 阶 偏 微分 方程 的 标准 型 


eR 
E 


SCH 


me 
Sp 


cT es mans 


一 致 凸 赋 范 线性 空间 人 
一 致 代 数 sse aneosceccese cs osaono ooo 
— AG AL FE IR XH awu... ... vce ces cee 
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* 440 


ec 440 
一 阶 拟 线 ea ss, "E 


436 


* 436 
* 436 
… 439 


e. ......... 437 
-PARNE eem 


437 


若 起 首 的 字母 、 符 号 及 数字 相同 时 , 仍 按 其 


一 致 同 胚 wasiq aq as ss asas (ass 
一 致 抛物 型 方程 "T 
— 38r 30 wea eA "Tm 
一 致 连续 的 非 标 准 特征 ……… 


— Sri Z5 E........................ 


一 致 连续 映射 "o 


EN BML 7 E LIPPE 


— By AB A BR RAK T ..... 
一 致 椭圆 型 偏 微 分 方程 T 
— S NOS] RAE eMe 
一 致 概 周 期 微分 方程 ee 
一 致 谱 积 ee 
一 维 齐 次 莫 朗 集 的 维 数 VR RR ade 
一 维 齐 次 莫 朗 集 类 的 维 数 …… 
二 H 

二 阶 拟 线性 椭圆 型 方程 ……… 
GET n 

程 fee cee ene wae concer ....... 
i Pied 

T T" *...... 


则 按 一 ( 横 )、 
(Z 432 AA | 


部 条 目 及 其 参见 条 目 ,提供 读者 按 汉 字 笔 画 方式 检索 


SS E 


一 律 排 在 汉字 起 
分 别 按 其 字母 的 化 体 、 大 写 、 小 写 及 字母 本 身 


吉 构 顺序 排列 ;数字 起 首 的 条 目标 题 按 由 小 \ 


401 


509 


302 


后 汉字 的 笔画 顺序 排列 。 


二 阶 非 线性 双 曲 型 方程 


二 阶 变 分 ee eg 


二 阶 线性 双 曲 型 方程 ， 


REH 


西 问 题 ， 


mz BLT men 


合 问 题 - sesos 
二 阶 线性 抛物 型 方程 ， 


= sete AL 


AE 


=H RITA 


= I AO 


EZ 


-ARERIA A 


y, EB [9] RBS BJ R AK PF BK 


AEREE 


程 ，……… 


MARAME 


条 "he OES 
二 阶 退 化 双 曲 型 方程 ， 


=a LALA 


Fdo oeeÜÓe He 


= RAI 8 


+ wes aso sso soosco oso 


SL ORR 


IÈ rnm err 


errr yy ver …… 
二 进 小 波 人 


二 进 小 波 变换 ， 
二 进 小 波 变 换 重 构 公式 


二 进 重 构 小 波 (— RIPE PE 


ARAE JU] AR ne 555 万 有 空间 eee. 118 J SZ PRL HY FR FR eee. 128 
二 重 序列 收敛 的 非 标准 特 上 半 平 面 到 上 半 平 面 (下 广义 函数 的 傅 里 叶 变换 ……… 128 
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条 目 西 文 索 引 


BR: 1. 该 索引 收录 了 本 卷 正 文中 给 出 西 文 标题 的 全 部 条 目 ,提供 读者 按 西 文 检索 使 用 . 
2. 条 目标 题 按 起 首 西 文字 母 的 顺序 排列 (同一 字母 先 大 写 ,后 小 写 ); 条 目标 题 的 西 文 缩写 , 按 一 


个 词 排 列 。 其 他 文 种 亦 按 此 原则 编排 。 


3. 凡 以 数学 符号 .罗马 数字 和 阿拉 伯 数 字 起 首 的 条 目标 题 ,一 律 排 在 条 目 西 文 索引 的 最 后 。 数 学 


符号 起 首 的 条 目标 题 按 知识 结构 顺序 排列 ;数字 起 首 的 条 目标 题 按 由 小 到 大 的 顺序 排列 。 


4. 若 条 目标 题 起 首 的 字母 .符号 .数字 相同 时 , 则 按 第 二 个 字母 等 的 顺序 排列 , 余 此 类 推 。 
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TSK], "esoe, RPMS ls RAN KB L FL lb — OBCESUS )2% 
于 杀青 付 梓 了 ， 释 负 之 余 感 慨 民 多 ，。 

上 世纪 80 年 代 中 期 , 随 着 国家 改革 开放 的 深入 ,华夏 辟 世 初 显 , 我 们 这 些 数 学 工作 者 深 感 教学 与 
科研 急需 ， 且 人 过 中 年 应 有 所 建树 以 无 愧 人 生 ， 于 是 决意 编纂 一 部 大 型 数学 工具 书 ， 以 振兴 祖国 数学 
事业 ， 为 中 华 民 族 和 争光 。 当 《数学 辞海 》 的 选 题 一 经 提出 ， 便 在 国内 外 数学 弄 赢得 热烈 反 啊 ， 特 别 是 得 
到 了 前 辈 名 家 的 亲切 关怀 和 积极 支持 。 又 经 广泛 调研 、 民 主 磋 商 和 反复 论证 ， 一 部 集 古 今 中 外 数学 成 
就 于 一 体 的 《数学 辞海 ) 忠 体 设 计 方 案 被 确定 下 来 ， 我 们 从 此 踏 上 了 始 料 不 及 的 艰难 历程 。 

立意 之 切 ， 我 们 考虑 到 国家 百业 待 兴 ， 财 力 紧 缺 ， 准 备 不 靠 国 家 拨款 ， 自 筹资 金 完 成 这 项 系统 工 
程 ， 问 一 条 民间 编纂 大 型 工具 书 的 新 路 。 为 搞 好 编纂 工作 ， 特 地 组 成 了 民间 机 构 一 一 数学 辞海 编辑 委 
员 会 及 其 常设 联络 办 事 机 构 ， 数学 辞海 编辑 部 ， 并 得 到 国家 教育 部 、 山 西 省 教育 厅 、 山 西 省 新 闻 出 版 
局 和 山西 省 教育 学 院 ( 现 与 山西 大 学 师范 学 院 、 太 原 师 专 全 并 为 太原 师范 学 院 ) SRAM IAAF. BE 
稿 初期 ， 由 于 有 200 余 所 院 校 及 科研 单位 几 代数 学 工作 者 的 热情 支持 和 积极 参与 ， 进 展 尚 属 顺利 ， 但 
随 着 工程 的 进展 ， 要 在 全 国 范围 内 (包括 港 、 台 地 区 ) 的 1500 多 名 专家 、 教 授 之 间 联 系 落 实 撰 稿 、 统 稿 、 
审 稿 、 改 稿 、 编 辑 、 校 对 等 工作 ， 再 加 上 绝 大 多 数 的 专家 、 教 授 是 利用 业余 时 间 完 成 以 上 工作 的 ， 缺 
乏 资 金 来 源 和 专业 的 工作 人 员 等 困难 ， 使 之 民间 组 织 的 数学 酬 海 编 辑 部 实在 不 堪 重 负 。 为 解决 编辑 活 
动 经 费 , 编辑 部 的 一 些 人 几 度 成 为 当代 “起 训 ”， 四 处 奔走 ， 多 方 求 助 。 就 这 样 ， 编 辑 部 仍 经 常 处 在 邮 
资 、 通 讯 和 差旅费 难以 支付 的 境地 。 

在 经 历 了 “ 九 九 八 十 一 难 " 之 后 ， 在 《数学 娠 海 ) 终 于 诞生 的 今天 ， 我 们 深 深 感谢 社会 各 界 及 国内 外 
有 识 之 士 给 予 的 慷慨 捐助 ， 特 别 是 山西 省 人 民政 府 的 资助 ! RAR LAR OAL. RAS OR 
社 、 中 国 科学 技术 出 版 社 和 北京 大 学 出 版 社 给 予 的 关键 性 支持 。 我 们 也 不 能 忘记 那些 给 我 们 送 来 100 
元 、500 元 、1000 元 …… 的 捐助 者 ， 当 然 更 要 告诉 读者 的 是 : 如 果 您 感到 此 书 对 您 稍 有 帮助 的 话 ， 请 
不 要 忘记 这 1000 多 名 数学 工作 者 是 不 计 报 酬 、 不 讲 条 件 地 编纂 这 部 工具 蔬 的 , 他 们 当中 还 有 很 多 和 人 把 
自己 的 工资 捐献 给 编辑 部 ， 以 确保 数学 辞海 编辑 部 的 工作 不 致 中 断 。 还 有 一 些 专 家 、 教 授 , 历经 数 年 ， 
其 至 十 几 年 苦心 修 典 ,往往 一 天 伏案 十 五 六 个 小 时 ， 终 于 积劳 成 疾 ， 竟 然 没 有 亲眼 看 到 《数学 秤 海 ) 面 
世 ， 就 不 无 遗憾 地 离开 了 我 们 。 听 着 他 们 临终 遗言 : “一定 要 尽快 出 版 中 国 的 《数学 辞海 )7， 更 增添 了 
我 们 的 一 份 系 迫 感 和 责任 感 。 

具有 悠久 历史 的 中 华 民族 ， 对 世界 数学 发 展 的 杰出 贡献 ， 长 期 为 世人 瞩目 ， 虽 经 中 落 ， 但 中 国 当 
代数 学 科学 又 有 了 重大 的 进步 。 我 们 相信 : 在 国家 “科教 兴国 ”方针 指 35| 下 ， 中 国 必 将 再 度 成 为 数学 大 
国 ， 深 望 4 数 学 辞海 ;能 为 实现 这 一 安 伟 目标 略 尽 微薄 之 力 。 

《数学 酬 海 ? 第 一 版 即将 面世 之 时 ， 一 种 不 名 的 您 惧 荣 绕 心 头 ， 它 的 质量 能 获得 读者 的 认可 吗 ? 能 
达到 立意 之 初 囊 吗 ? 希望 广大 读者 在 发 现 此 书 的 种 种 问题 时 ， 不 音 赐 教 。 待 我 们 稍稍 跨 县 之 后 ， 将 再 
邀请 一 批 专家 、 教 授 对 其 进行 修订 ， 使 之 进一步 充实 提高 ， 以 期 终 臻 完善 。 


数学 辞海 编辑 部 
2002 年 7 月 8 日 
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